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Asymptotiques de la surface cubique possédant quatre points
doubles

Lucien Godeaux

Résumé

On détermine les asymptotiques de la surface cubique possédant quatre points doubles coniques. Si I'on représente la
surface par les cubiques planes circonscrites a un quadrilatére complet, aux asymptotiques correspondent les coniques
inscrites dans le quadrilatere.
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COMMUNICATIONS DES MEMBRIES

GEOMETRIE DIFUERENTIELL

Asymptetiques de la surface cubique possédant quatre
points doubiles,

patr buacien GODICAU XN,

Membre de ' ANeaddmae,

Resume. - - On détermine les asvmptotiques de la surface cubique
posscdant quatre points doubles coniques. Si Pon représente la sur-
face par les cubiques planes circonscrites a4 un quadrilatére complet,
aux asymptotiques correspondent les coniques mscerites dans le qua-
drilatore.

On sait que la surface cubique ¢ possédant quatre points
doubles (necessairement coniques) est la réciproque d’une surface
de Stemer. D'autre part, Ciebsch et Cremona ont  déterminé
les asymptotiques de la surface de Stemner ; ce sont des quar-
tiques gauches de seconde espece. On peut donce déterminer les
asymptotiques de la surface I+, Il nous a paru mtéressant de les
déterminer par un procédé¢ pius ¢lémentaire. Nous en déduisons
le theoreme swivant @ La surface cubique possedant quatre points
dowbles (coniqites) peut étre veprésentee sur un plan par les cit-
hiques circonscriles a un quadrvilaleve complet. Auwx asvmptotiques de
la surface correspondent les coniques inscrites dans le quadrilatere.

1. Considérons dans un plan o la transtormation quadratique
mvolutive

w' vl iw v Wi uv. (1)

Elle possede quatre pomts unis A (1, 1, 1), A (=1, 1, 1),
A,(1, — 1, 1), AL, 1, — 1),

['involution I engendrée dans le plan o par (1) est représentée
par unc surface cubique I¥ posscdant quatre pomnts doubles (1).

f

(1Y Suy Uinversion el sur une suvfoce cubiauve a qualve points doubles (Mathesis,

(28 pp 19-23).
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L. Godeaux. — Asvmptoliques de la surface citbigiute
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Pour obtenir son ¢quation, faisons correspondre aux cubiques
At(v? - w?) -+ Ao(w? + u?) + Azw(u? 4 v?) 4+ Ageew =0 (2)

les plans

Ay = AgXy = Agxy + Agry = 0.
Nous obtenons pour équation de I,
2 2 ArS r oAr A T AT S

Aux points unis de I correspondent les points doubles coniques
de F, a savoir

AN2, 2,2, 1), Al(—2,2,2, —1),
AR, =22, — 1), AL2,2,—2 —1).

Aux couples de I formés d'un point mfimment voisin de
O,(1, 0, 0) ¢t d'un pomnt de la droite # = 0, correspondent les
points dc la droite x;, = x, = 0. Aux couples de I formes d'un
point infiniment voisin de O,(0, 1, 0) Tou de O4(0, 0, 1)] ¢t d'un
point de la droite » - 0 (ou w = 0) correspondent les ponts de
la droite x, == x, = 0 (ou x; == x, = 0).

2. Nous allons rechercher les équations des asvmptotiques de
[a surface I, Dans ce but, nous passerons aux coordonnecs non
homogenes en posant @ = 1. Les équations de la transformation
(1) sont alors

e =1, v’ == 1. (1)

[.’équation différentielle des asymptotiques s'¢erit

f 0x o0x 0O°%x 02x 52 _
X 3., ~ 5 CZ'Z! ° "_:;'- ..2 ~ d?ff d (& —':'-* N éi"i}z . == (},
\ ot dv  oOu® C1L OV D12 :

ce qui donne, dans le cas actuel,

(b — o2)2du? - (1 — ) (1 — o) (2 + ) dude - wuo(l - w2)2dv? - - (),

Cette cquation se decompose en deux autres.

?_J('l - — ?/,!2)(27-2[, — 2{(1 D ?.-5-2) {-'Zf,u' . (} (::;)
i1 - o - o{l - o) de -

|
D
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——
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e
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bossédant quatre points doubles

Observons que si 'on applique la transformation (17) a l'equa-
tion (13), on obtient I'¢quation (4) et mmversement.
Les intégrales des ¢quations (3) et (4) sont respectivement

['equation (H), que nous ¢crirons sous la forme
Ne(l — o)~ ol ) =0, 5)

en remplacant A2 par 1 /A, représente une quartique passant dou-
blement par les sommets du triangle de réference et simplement
par les quatre points unis A, A, A,, A, de 'involution . L'¢qua-
tion (6) représente une conique passant par les quatre points
unis de . Les courbes (O7) et (6) se correspondent dans la trans-
formation (1) ou (1).

Appelons y, les coniques (6) et y, les quartiques (07).

A un pomt I de I' correspondent dans le plan ¢ deux points
P,, P,. Par le point P, passent une courbe y, et une courbe v,
auxquelles correspondent les asvmptotiques de I passant par P
Par 12, passent les transformees par (17) des courbes yy, v, pre-
cédentes ; elles correspondent aux mdémes asymptotiques.

3. l.a courbe
=2 = Al — ey e — By - A — ) = 0,
O
Aacr( - 02?2 = A — B ( — o) (e 4= 03 = 31— 22 =0 (V)

est transformeée en sot par la transformation (1), l<lle représente
une courbe v, -1 v,, formée d'une courbe y, et de sa transtormec
v, par (17). A cette courbe correspond une asvmptotique y de I

Une courbe (2) rencontre une courbe vy, en six pomts ct la
courbe v, que (1) lar fait correspondre en six pomts homologues
des précédents, done la courbe ¢ est du sixieme ordre.

Une¢ courbe v, -+ v, a des pomts doubles aux sommets du
triangle de référence et coupe en deux points les cotés de ce trian-
ole, donc les courbes y rencontrent en deux pomts chacune des
droites v, == a7, =0, &, =ux; -0, x, =1, = ()

—_— 11 —



L. Godeaux. —  Asvinptotiques de la surface cubiqite

Les points unis de 'mvolution I sont des points unis de pre-
miere espece, cest-a-dire que les points infiniment voisins de
chacun de ces points sont unis. Cette proprieté est bien connuc,
Dans le cas actuel, on peut 'établir tres simplement de la maniere
suivante. rnvisageons par exemple le point uni A, . A la tan-
gente ¢ a unce courbe passant par A,, laisons correspondre la
tangente /7 au méme point a la courbe que (1) tait correspondre
a la premiere. Les droites ¢, ¢ forment les couples d’une involution
avant trois clements unis : les droites A O, A,O,, A O, Linvolu-
tion est donc Identité et ¢, ¢ coincident toujours. Il en resulte
que deux courbes v,, v, homologues dans (1) se touchent en cha-
cun des points unis de I. Les courbes ¢ passent donc sumplement
par les points doubies de la surface 1+,

Les ¢quations des courbes y s'obtiennent aisément. En coor-
donnécs homogenes, 'équation de la courbe (7) s’éerit

A1 (w? - %)% — AMw?® — ) (w? — ¢?) (1 + v?) + ¥(w?-— 1?2 = 0.

On cn deduit

AQ(I? R 4}{;21) — Aki —{— _‘1”73 + ii — 4(.11 -l'* XE)X::; — (";5;1:3.;364 S —/Ubﬂ —|—
L‘g - /MCE;' == (),

C'est léquation d'une famille d'indice deux de quadrigues
d¢coupant sur I+ e familic des asymptotiques.

4. I.involution I peut ¢tre représentice sur un plan o en posant

Vit Ve i Vg = u(v?— w?) s v(w? —— u?) wl(ut — v?).

L.es cubiques

Pl (V% -— w2) = pov(w? - u?) + pgw(u? -— ¢?) o= 0 (&)

passent par les sommets du triangle de référence et par les points
unms A, Ay, As, Ay de Pinvolution I A ces derniers points cor-
respondent respectivement dans le plan a les droites

Vo= Ve B v = 0 (@)
eV Ve ¥y =0, (@)
Wy, — Ay vy = 0, (@)
Vi Ve Yy =0, (@
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posscdant qualve points dowbles

et aux groupes de I'involution I formés d'un pomt mhniment
voisin d'un des sommets du triangle de référence et d'un point du
cOte oppose, respectivement les pomnts des drottes v, - 0, v, = 0
Vi — 0.

2

Aux courbes v, - y,, ¢'est-d-dire aux asvmptotiques y de It
correspondent dans o des coniques, puisque les courbes yy, v
rencontrent les courbes (87 en deux pomts variables. D autre
part, puisque les courbes v, v, homologues se touchent aux
gy (.

points unis, ces coniques doivent toucher les droites ay, a,, «
Icftectivement, on  trouve quaux courbes (/) ou yy - y.,
correspondent les coniques

: ) ) : _}, ...} ; |
APVT DAYy g ) oy - 0

Iin ¢erivant cette ¢quation sous la forme

)

AN A a0

on volt que ces coniques sont nscrites dans le quadrilatere
complet forme par les drottes a,, a,, a., 4.

Aux courbes (2), ¢'est-a-dire aux sections planes de la surtace I
correspondent dans e plan o les cubiques circonscrites au quadri-

latere complet dont 1l vient d'¢tre question. On en conclut que .

l.a surface cubique possédant quatre points doubles conigies
beul élve vepresentce suv un plan parv les cubiques circonscrites a
un quadrilatere complet. Les asymptotiqites de la surface sont repre-
senlees pay les conmiqutes inscrites dans le quadrilalere.

Licge, le 28 avril 1958,
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