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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Remarques sur la formation
des systemes canonique et pluricanoniques
de quelques surfaces algébriques,

par LLtciENn GODIEAUX,
Membre de VAcaddémie.

(Cinquieme note).

Résume. — Construction d'une surtface algebrique dont le systeme
canonique cst formé de trois courbes rationnelles de degré virtuel
— (v + 1) ¢t d'une partic variable composée de v — 1 courbes d'un
faisceau de courbes elliptiques. Le systéeme p-canonique est irreduc-

tible.

Nous consid¢érons dans cette note la surface @ image d'une
involution cyclique d’ordre premier » = 9?2 — 3v + 1, cyclique,
présentant trois points unis, appartenant a une surface alge-
brique d’ordre 3v + 1 : I¢f. Nous avions ¢tudié le cas v = 2
dans la note precédente (!). Comme nous l'avons remarque,
ce cas devait étre traité & part parce que les biadjointes de la
surface F sont d’ordre inferieur a celui de la surface. Cela entraine
que le systéme bicanonique de @ a une partie variable qui est,
comme celle du systéeme canonique, composée au moyen dun
faisccau de courbes elliptiques. 1l n'en cst plus de méme lorsque
v > 2. Comme on le verra plus loin, le systeme bicanonique
n'cst plus composé au moyen d'un faisceau.

D’une maniere precise, dans le cas v > 2 étudié 1c1, le systeme
canonique comprend trois composantes fixes rationnelles de
degré virtuel — (v + 1) et unc partic variable composee de

(*) Les premieres notes ont paru dans le BULLETIN DE L' ACADEMIE ROYALE DE
BELGIQUE, 1956, pp. 1002-1011, 1102-11006 ; 1957, pp. 8-16, 56-062.
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v — | courbes d'un faisccau |K;| de courbes elliptiques. Le
svsteme bicanonique n'est plus composé au moven de ce faisceau.
Le systeme p-canonique est irréductible.

Nous n'avons pas ctudi¢ le systeme tricanonique, dont les
proprictes changent avec la valeur de .

1. Consid¢rons la surface I¥ d’équation

V
L3V .. 3V .. L3V, SIS 1 LR
XY Ny T ApXp Xy = AgX3' %) 4 Xg 2 Ay (XXX 3)"X) == (),

U

ou v est un entier positif tel que p == 9> — v 4 1 soit un nom-

bre premier.

[.a surface It est transformée en so1 par 'homographie H de
periode P,

!

2 2
. L S By 2y - .
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HX‘I_ xi-) :{3 x4
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oll € est une racine primitive d’ordre 4 de 'unite.

Sur 1Y, H engendre une involution I, d'ordre p, presentant
trois points unis O,, O,, O,. Nous désignerons par @ une surtace
normale, 1mage de 'involution I, sur laquelle les points de dira-
mation O, O,, O, homologues des points unis, O,, O,, O,,
sont isolés. Les points O, O,, O, d’'une part, les points O,, O,, O
d'autre part, ont méme structure.

Nous d¢signerons par |[I'] le systeme des sections hyperplances de
@, par C les courbes qui leur correspondent sur If. Nous supposc-
rons que les courbes C sont découpées sur If par les surtaces
d’ordre » dont l'équation se reproduit multipliée par l'unite
lorsque l'on applhique H.

En adoptant nos notations habituclles (1), au point uni O,
sont attachés les nombres o = 6v2 —v 1, f = 92 — by 4 .
Ies courbes C passant par O, ont en cc point la multiplicite
Sv —- 1. Elles passent 3v — 2 fois par les v — 1 points (a, 1),
(a, 2), ..., (a, v— 1), v fo1s par le point (a, v), une fois par les
points (a, v 4 1), (a, v + 2), ..., (a, 602 — v}, v—1 fo1s par les

(1) Voir notre Mémoire sur les suvfaces multiples (MEMOIRES IN-8° DE L'ACAD
ROYALE DE BELGIQUE, 1952).
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pomnts (a, v, 1), (a, v, 2), une fois par les points (3, 1), (8, 2), ...,
(B, 9v® — 6v + 2). Il en résulte que le point O; est multiple
d'ordre v + 1 pour .

Sur la surface @,, projection de ¥ & partir de O; sur un hyper-
plan de 'espace ambiant, il correspond aux domaines des points
(a, 6v2—1v), (a, v, 2), (B, Y2 — 6v + 2) respectivement une
droite o4, une courbe rationnelle 7, d'ordre v — 1 et unc droite
0’5.

L’analyse de la structure du point O, et de celle du point O,
sc¢ fait sans difficulté, nous nous bornerons a indiquer le résultat.

Le point O est équivalent & un ensemble de 3v 4 3 courbes
rationnclles

Oq, POJ Tas p]_: Pz: vty p:}v-*ly O'B

dont chacune rencontre la précédente et la suivante en un point,

mais ne rencontre pas les autres.
La courbe 7, e¢st de degré wvirtuel —- (v + 1), les autres de
degré virtuel — 2.

v(iov 4+ 1), l)_

LLa courbe p, represente le domaine du pomnt (8, 1, 3v— 1), la
courbe p, lec domaine du point

I.a courbe p, représente le domaine du point (a,

E

B2, % =2, oo (Buy v+ 1) 2 1),

Les autres points unis de premicre espece situés dans le domaine
du pomnt O, donnent naissance sur @ a des courbes exception-
nelles.

Les points O,, O, sont équivalents a des systemes de courbes
analogues. Dans ce qui va suivre, les points O,, O,, O, inter-
viennent d'une manicre symétrique ct nous ¢crirons par exemple
2o, la somme des trois courbes analogues a o, relatives aux
trois points.

2. Désignons par K, la section de I+ par le plan v, 0 et
par K| Ia courbe qui luil correspond sur @. L.a courbe K, passe
par le point (a, 6v? — v) relatit a chacun des points O,, O,, O,
donc la courbe K| rencontre en un point les courbes o, relatives a



des systemes canonique et pluvicanoniques
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chacun des points Oy, O,, O,. Nous avons donc sur @ la relation
fonctionnelle

I’ — ]5Ki + (v — v 4+ 1) 2 0aq + (3v2 + v + 1)2p,
+ (v + 1) 27y + X, (h)

OU 1OusS Posons

X 2 23vpy -+ Bv—Dpy + ... + 2py | - crﬁ}.

En utilisant la tormule de Zeuthen, on voit facilement que la
courbe K, est rationnelle. D’apreés la relation (1), elle est de
degré virtuel — 2. En effet, on a pris, pour systéeme |C| sur F,
le systéeme découpé par les surfaces d'ordre p dont I'equation se
reproduit lorsque 'on applique I'homographie H. Les courbes I’
et K, se rencontrent alors en 3v + 1 points.

Désignons maintenant par K; les courbes découpces sur F
par les suriaces

¥ Xy - AES = 0. (2)

Icftectuons sur I'¢quation de If et sur celle des surtaces (2), v fois
la transtormation

2
(X1, XoXy, X1X3, X3X,),
puis deux fois la transtormation

(X7, Xg%y, XXy, X1%y).

Nous obtenons

3 3V 3V. 3,2 160 LAy 9y, 2. % Ay—
a2y Ux, 4 aux it agy Tyl Hot gy iyt = (),

Xy B, - Axy xy T = 0.

Le point O; du nouvel espace correspond au point (a, v, 2) et a
H correspond 'homographie

P 2
(5'51 €2V952 €6V —3v+1x3 Ebv +—-3v+1x4)’

qui donne dans le plan tangent a la surface transformée de F
une homologie de centre O,. Les deux surfaces précedentes se
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coupent suivant une courbe, transtormdée de K, passant sim-
plement par O, et v ayant comme tangente

%2--_—”‘0, /\6119(74—“*653 x3:0.

LLa courbe K, passe donc simplement par le point («, v, 2) et
a de ce fait un point triple en O;. Comme d’apres son équation,
elle a également un point triple en O, elle ne peut passer par
aucun des autres points unis de premicre espece du domaine
de O;. On en conclut que la courbe K; rencontre en un point
la courbe 7, et ne rencontre pas les autres composantes du point
O,. Elle a un comportement analogue en O,, O;. On en conclut
qu'elle satistait a la relation fonctionnelle

317 - pK,; + Bv 4+ 1) 2 oq + 2(3v + 1) 2 p, -
+ 30v + 1) 274+ 3X.

e,
;-
e

u

ILa comparaison des relations (1) et (3) donne

f
J

K, = 3K, + 2 Yo, + 2.04.

1
4

Les courbes K, sont de genre 5 (5P — 1} donc, en appliquant

la formule de Zeuthen, on trouve que les courbes K; sont ellipti-
ques. D autre part, sur la surtace @, clles ont l'ordre 3(3v - 1)
et par la tormule (3), elles ont donc le degre zéro. Elles forment
de courbes elliptiques.

. !
un faisccau |K;

3. Les courbes canoniques de la surface @ doivent rencontrer
en v — 1 points chacune des courbes 7, relatives aux trois points
de diramation, puisque ces courbes sont de degré virtuel
— (v + 1). Elles ne rencontrent pas les autres composantes des
points de diramation, qui sont de degré virtuel — 2. A ces courbes
canoniques correspondent sur I' des courbes canoniques de cette
surtace, donc des courbes decoupées par des surfaces d’ordre
ov-— . On en conclut que parmi les courbes canoniques de @
se trouvent des courbes dont la partie variable se compose de
v --1 courbes du faisccau |K,

LLes courbes canoniques de IF transformées des courbes cano-

niques de @ sont découpctes par les surfaces d’ordre 3v — 3

— 04 —
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formant un systeme linéaire dont toutes les surfaces sont trans-
formées en soi par H. D’apres ce qui précede, ce systeme doit
comprendre les surfaces (2) comptées v — 1 fois. L’¢quation
d’une surface du systeme lincaire, lorsque 'on applique H, se
reproduit donc multipliée par ¢%* 121 On voit aisément que
ces surfaces ont pour ¢quation

ry—1

2 A (xxuxy)iag 0 =0,
0

Il en résulte que sur la surface @, la partie variable du systeme
canonique cst formcée de v -— 1 courbes du taisceau

4. Avant de nous occuper du systéeme bicanonique, conside-
rons le systéme linéaire de courbes découpées sur If par le systeme
linéaire, invariant pour H, contenant If, c’est-a-dire par le sys-
teme lincaire

V
1351.%; ‘{—' A)X} X3 + ‘:U"l 211 A:;[..i(,xl_gvzx ) ..X:;V L ov— O. ([l)
i

Appliquons successivement & la surface I+ et & la surface (4)
la transtormation

(_x% X oX 1 X 3-1: 4 X 1'% 4)

puis la transformation

3v—1 3y -1 ]

(v X T TR e ]

Nous obtenons respectivement
1823y ¢ Qp*-— -
“1%81} S’vil%2 “I_ a xzvxlav YY-; 2 '3v _l— (/z;x?”’ llx:;v 6V - 2xiv 1
il i 6p2, 2v 1 ; 7
T 351 X3 Xy T2y (%,) (v )T = 0,

et

. .
A gy Azxzvxgv I il 2y (axy) ()t = 0.

Le pomnt O, du nouvel espace correspond au point (8, 1, 3v — 1).
La transtormc¢e de la surface (4) coupe celle de I¥ en une courbe
ayant en ce point la tangente |

2 — OJ A?_.:‘53 _{'— A3x4 — O
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I.es courbes decoupces sur If par les surfaces (4) passent donc
simplement par le point (5, 1, 3v — 1) et, par suite simplement
par les pomnts (8, 1, 3v — 2), ... (B, 1, 1). Elles passent au moins
une fois par (B, 1) ¢t ont au moins 3v tangentes en O, confondues
avec 0,0,. D’autre part, si 'on projette la courbe intersection des
surtaccs It et (4) sur le plan x; = 0, on trouve une courbe d’ordre
N2+ 3v+1; on en conclut que la courbe en question a
exactement la multiphcite 3v en O,. On voit donc que les courbes
Kg: 1 découpeces sur F en dchors de composantes fixes, par les
surfaces (4), passent 3v fois par O; et une fois par les points
B, 1), (B, 1, 1), ..., (B, 1, 3v—1).

Les courbes K, ; qui correspondent aux courbes K., sur @
rencontrent donc en un point variable la courbe p;, mais ne ren-
contrent pas les autres composantes de O;. Elles ont un comporte-

ment analogue en O,, O, et satisfont par suite a la relation fonc-
tionnelle

Bv + 1) = pK;V+1 +— ov2og -+ bv2py, + T, + Bv + 1) X,
On en déduit

K:;w-l — (v + 1)I(:i 4 2v 4+ 1) 2o, + (v + 1) 2o, + 2'74.

5. Aux courbes bicanoniques de la surface @ correspondent sur
I des courbes (bicanoniques) découpécs par des surfaces transfor-
mees chacune en soi par 'homographic H et formant un systéme
lin¢aire contenant la surface " ° — 0. Ce systéme linéaire a
donc pour c¢quation

v—3 V-3
p 31’,.2 L 3V—8-32 31{ 2 / p ) ; 3v—9—73;
XXy Xy 20 A;(X1X0%4)%, + Xy XaXy 2 A (XXX 5) X *
t=0 70
2y--2
By 6--37
T 2 (XXX 5) Xy — 0.
i=0

Ces surfaces passent une fois par le point (5, 1, 3v — 1), v — 3
tois par le point («, v, 2) et deux iois par le pomnt (a, 6% —v).
Désignons par K, ; les courbes découpcées sur I par ces surfaces
et par K,  les courbes qui leur correspondent sur @. Celles-ci
satisfont a l'equation fonctionnelle

(6v — 6) — pKLy s - (1502 — Ty — 1)Zo, + (1202 — 8v — 4) Zp,
1 (992—9y — ) D7, + (6 — 6)X. (4)

— 9 —
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Icn comparant a la relation (), on obtient

Kiy s+ Sog 20 — 1)K} + S, )
On voit donc que le systeme canonique de @ est
L,| = (v — DK, 4 27y
et le systeme bicanonique
L] =

:).JI_:]| — I<6V-—-6 ““1"_ EJ(I —}_ Z‘Ta| .

6. Aux courbes du systeme p-canonmique de @ correspondent
sur I¥ les courbes découpcées par les surfaces d'ordre 3p(v — 1),
p-adjointes, transformeées chacune en sor par I'homographie H,
formant un systéme linéaire contenant la surface " Y = 0.
Il en résulte que ce systeme linéaire contient aussi les surtaces
3PV = (), 3P = ) 43P Y = (), c’est-a-dire, que les courbes
de I¥ transformces des courbes p-canoniques de @ ne passent
pas par O,, O,, O,.

On en conclut que le systeme p-canonique de @ est decoupe
sur cette surface par les hypersurfaces d’ordre 3p(v — 1) de
"'espace ambiant. On a

L,

3(v — 1)pI|.
On a ¢galementl
L,| = [p(v — DK + pZ7,].

On a ainsi un nouvel exemple d'une surface dont le systeme
canonique est forme de trois courbes rationnelles fixes et d'une
partie variable compos¢e au moyen d'un faisceau de courbes
elliptiques, tandis que le systeme p-canonique est irreductible.

Liege, le 26 tévrier 1957.
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