p e r Bulletin de la Classe des sciences

S B

Remargues sur la formation des systemes canonique et
pluricanoniques de quelques surfaces algebriques (quatrieme
note)

Lucien Godeaux

Résumé
Construction d’une surface dont les systéemes canonigue et bicanonique ont trois composantes fixes rationnelles de degré

virtuel — 3 et dont la partie variable est composée au moyen d’'un faisceau de courbes elliptiques. La partie variable du
systéme tricanonique n’est pas composée au moyen de ce faisceau.
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COMMUNICATION D’UN MEMBRE

GEOMETRIE ALGEBRIOUE

Remarques sur la formsation des systémes canonique
et pluricanoniguss de guelques surfaces algébriques,

par tacien GODICALX,

Membre de VAcadémie.

(Ouatrneme note).

Resume. - - Construction d’'une surface dont les systémes cano-
nique ¢t bicanonique ont trois composantes fixes rationnelles de
degré virtuel - — 3 et dont la partie variable est composée au moyen
d'un taisceau de courbes clliptiques. La partie variable du svstéme
tricanomaque n’est pas composée au moven de ce faisccau.
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e ctant unc racime primitive d’ordre . L’involution d’ordre
engendree sur ¢ par cette homographie possede trois points unis.
Nous nous proposons d’etudier les svstemes canonique et pluri-
canoniques de la surface @ 1mage de cette nvolution.
Dans cette note, nous ¢tudicrons le cas v = 2. La raison en
est, que pour v = 2, la surface F est du septicme ordre ct ses
biadjointes sont d'ordre six. Cela a pour conséquence que les
partics variables des svstemes canonique et bicanonique de @
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sont formcées au moyen des courbes d'un faisccau. Il n'en cst
plus de méme, pour le systeme bicanonique, lorsque v = 2,
parce que les biadjointes de If sont alors d’ordre supdéricur a celu,
v - 1, de la surface. Le cas v > 2 sera ¢tudie dans la prochaine
note (1.

Nous nous sommes borne & donner dans cette note la structure
des points unis de U'involution et celle des points de diramation
de la surface @. La determination de ces structures se fait sans
difticult¢ en utilisant les méthodes que nous avons développees
ailleurs ().

f. Nous considerons la surface It d’¢quation

f

XX, - AXpXy - AgXiXy - agX) - A Xonaxy - ag(va,yg)iyg == 0,
Ille est transformée en soi par 'homographic

X, ex, ebyy, eny
H i ,

Xy Xy Xy Ay

de peériode p = 31, e ¢tant une racine primitive d'ordre 31 do
I'unite,

['involution I, d'ordre 31, engendree sur I+ par H possede trois
points unis O (1, 0, 0, 0), O,(0, 1, 0, 0), O4(0, 0, 1, ().

Chacun de ces points unis est caractérisé par les entiers a = 2.3,

Indiquons la structure du point O,. A cc¢ point sont infiniment
voisins successifs d'une part une suite de 22 ponts (a, 1), (a, 2), ...,
(a, 22) dont le premier se trouve sur 0,0, ct d'autre part une
sutte de 206 points (B, 1), (B, 2), ..., (B, 20) dont le premier (B, 1)
se trouve sur O,0,.

(1) l.es trows premicres notes ont paru dans le Bulletin de U Acadenne, 1950,
pp. 1002-1011, 1102-1106 ; 1957, po. S-10.

(%) Voir nos travaux . Les tnvolutions cycliques appartenant a une suvface alge-
brigue. Actualités scient., No 270 (Paris, Hermann, 1935) ¢ Memorre sur les suy-
faces multiples (Mcmoire 1in-8¢ de 1'Acad. roy. de Belgique, 1953) ; lLes singula-
vites des pownts de divamation 1soles des suvfaces multiples. Deuxicme Collogue de
geometric algébrique de Licge (Licge, Thone et Paris, Masson, 1952, pp. 225-241) ;
Sulle nvoluzione cicliche appartenents ad una superficre algebrica (Rendiconty del
Seminario Matematico ¢ isico di Milano, 1953-1954).
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I.es points unis de premicre espece du voisinage de O; sont
les poimnts (a, 22), (B, 206), le point (a, 2, 2), le point (a, 7, 1), les
points (a, 1,3, 2), (a, 1, 8, 1), (a, 1, 23), les points (B, 1, 0), (B, 2, 4),
(B, 3,1, 2), (B, 06, 2), (b, 11, 1).

Soit @ un modele projectit de la surface image de I'involution
sur lequel les points de diramation O, O,, O, sont isolés. Ces
points sont triples pour la surface @, le cone tangent en chacun

d’cux se décomposant en trois plans.
. ! A . / , .
Le point O, (et de méme les points O,, Oj) est ¢quivalent
a un ensemble de neuf courbes rationnelles.

Uaa POJ Ta: Pl: PQ_: P3: P4: P5: GB

dont chacune rencontre la precc¢dente ct la suivante en un point
mais ne rencontre pas les autres. La courbe = est de degré virtuel

— 3, les autres de degré virtuel — 2.

Les courbes rationnelles o , Og Tgr Por Pys Pyr Pys Pys Py COTTES-
pondent respectivement aux domaines des points (a, 22), (3, 26),

(@, 2,2), (a, 7, 1), (B, 1,5), (B, 2, 4), B(3, 1, 2), (B, 6, 2), (B, 11, 1)
de I'. Aux domaines des poimnts (a, 1, 3, 2), (a, 1, 8, 1), (a, 1, 2, 3)
corrcspondent des courbes exceptionnelles de @.

2. La courbe K, découpée sur I parle plan x, = 0, passe par
le point (a, 22) et a un comportement analogue en O,, Og. 11 1wl
correspond sur @ une courbe K, satisfaisant a la relation fonc-
tionnelle

— 31K, 4 23%6 4 15Xp, +- 727+ X,
OU NOus posons
X == 02p, + D2py, + 42py + 32p, + 2205 -+ ZGB,

les sommations etant etendues aux trois points de diramation.
La courbe K, est de genre 15. La courbe Kj, qui représente
une involution d'ordre 31 avec trois points unis appartenant a
K,, est donc rationnclle.
D’autre part, d’aprés la formule précédente, K, est de degré
virtuel — 2.
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3. Les courbes canoniques de @ doivent rencontrer en un
point chacunc des courbes =+ relatives aux trois points de dira-

Q

mation. Il leur correspond sur I les courbes (canoniques) décou-
pces par des surfaces cubiques passant simplement par le point
(a, 2, 2). Ces surfaces sont

Eftectuons en effet sur If et sur la surface précédente deux fois

la transformation

(Y1 My XyXy XyWy)
puls deux fois la transformation
2
(FT XaXy Xy XpNy).
Nous obtenons
@, X\ 30y & anxsxs' a4+ agnxgxl - .. — 0,
A Xixs + Apxuxg = 0.

Au point (a, 2, 2) correspond le point O(1, 0, 0, 0) du nouvel
espace. En ce pomt les deux surfaces précedentes ont en commun
une courbe ayant pour tangente en O; la droite

Aux courbes K, découpées par les surfaces (1) sur If correspondant
sur @ des courbes K, vérifiant la relation fonctionnelle

317 = 1)11{ + 720, + 142;}0 2127, + 3X.

On en dedurt

K! .- 3K, 4 256, + Zp,.

La partie variable du systéeme canonique de @ est constituée
par le faisccau |K,|, qui comprend la courbe 3K,;.

Les courbes K, sont de genre 46. Une courbe K, représente
une involution d’ordre 31, présentant trois points unis, appar-
tenant 4 une courbe Kj, donc les courbes K, sont elliptiques.

—
— 09 —
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Les courbes bicanoniques de @ ont pour homologues, sur I+,
les courbes découpées par les surfaccs

6
AL(%1%a%3)% + Ap XoXyXy + Ag¥y = 0.

ILa partie variable des courbes bicanoniques de @ e¢st donc
formée decs couples de courbes du faisceau [Kj

4. Aux courbes tricanoniques de @ correspondent sur I les
courbes découpees par les surfaces du systeme lincaire,
21y .6 .. 6 7 ! N2 T
XAy A Apay o Ay T AgNeXaXy - As(XXaXy) 2] -

+ Ag{xyxox5) 3 = 0, (2)

ne contenant pas I* comme partie.

Appliquons a la surtace I' et a la surtace (2) une fois la trans-
formation

(X7 XXy XAy XXy
puis cing fois la transtormation
Il vient respectivement

67 6566 o

v (Apxg - Asxy) 4 ... = 0.

Le point Oq(1, 0, 0, 0) du nouvel espace correspond au point
(B, 1, 5). LLa courbe 1ntersection des deux surfaces passe par cc
point et y a comme tangente

Xy = 0, Ay -+ Ay = 0.
On en conclut que les courbes tricanoniques de @ rencontrent
en un point la courbe py.

Supposons que les courbes tricanoniques de @ rencontrent
en x points la courbe o , en y points la courbe p, ct en z points,
la courbe 7_. Sil'on appelle K, la partic variable de ces courbes,
on a

— 60 —
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o = —— - A — ——— ey J—

O =31 Ky + (23x + 15y + 7z + 6) Zo_ +

_i__

+ (15x + 30y + 142 + 12) X p,

+ (7x 4+ 14y + 32 + 18) 27 +

+ (x + 2v + 32 + T)X. (3)

LLes courbes K, découpées sur IF par les surfaces (2) doivent
passer x fois par le point (a, 22), y fois par le point (a, 7, 1),
z fois par le point (a, 2, 2). On vicent de voir qu’elles passent une
fois par le point (B, 1, 5) ; donc elles passent 2x + 3y + z 4 6 fois
par le point O,. Mais parmi les courbes K4 se trouvent les courbes
3K,. Une courbe K, passe trois fois par O,, donc les courbes K,
passent au plus 9 fois par O, et on a

- l-')

L') ! i') | _ 1
.-.ix ""i'-' .—1'}} '__ : EY I

T

On a, d’autre part
OI' =3 - 31K, 21 Yoy + 422 p, + 63 27, + 9X

et la comparaison de cette formule avec (3) doit donner une rela-
tion entre K, et 3K;. On en conclut que les expressions

23x + 15y + 72— 15, 15x + 30y 4 thz — 30, 7Tx+ 14y +32 — 45

doivent étre multiples de 31. On en de¢duit facilement 2z = 0,
y =1, x = 0 et la relation (3) s'¢crit

9 =31 Ky + 21 X oy + 422 p, + 322 74 + 9X.

On en deéduit
K, — RK; 20T
: ' Q.

On vérifie aisement, par des transformations quadratiques,
que les courbes K, passent bien simplement par le point (a, 7, 1)().

————— w—— ——— w— - —_———— — - _——— L —— —

(1) Les calculs sont assez longs parce que apres avoir eftectuée cinq fois la
transtormation (xf, X,%4, ¥ ¥y, X3%,) sur I'équation de F de facon a faire apparaitre
comme point O,(1,0,0,0) dans le nouvel espace le point (a, 5), on obtient une
surface dont le plan tangent en O, est a,x, + a,x,. Il faut alors modifier la trans-
formation quadratique comme nous l'avons fait pp. 890-891 de notre note Sur
une surface du cinquicme orvdrve possédant une drvoite double tacnodale (Bulletin

de I’Acad. rov. de Belgique, 1956, pp. 884-896).

— 61 —
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5. De ce qui précede, on déduit que le systeme canonique
'L, | de @ doit avoir comme composantes fixes les courbes 7.
On a

L= [Kj+ 27,
et par suite, pour les systemes bicanonique et tricanonique,
Lo| = [2L,| = |2K;5 + 227,],
Ly = 3L, = 3K 4 32| = [Ky 4 227,).

Observons que le systeme J31-canonique est certainement
dépourvu de composantes fixes. A ce systéme correspond en
effet sur I¥ le systeme decoupe par les surfaces d’ordre 93 formant
un systeme invariant pour l'homographie H et contenant le
terme en x;°; il contient par suite les termes en x3°, x5, x5 et,
par conséquent, les courbes 31-canoniques de @ ne peuvent plus
contenir les courbes 7.

Liege, le 29 janvier 1957.
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