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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Note sur les points de diramation
d’une surface multiple,

par I.ucien GODICAUX,
Membre de I'Académic.

Résumé. — On considére un point de diramation d’une surface
multiple d'ordre premier en lequel le cOne tangent a la surface se
scinde en quatre cones rationnels. Examen du comportement en ce
point de¢ diramation de certaines courbes tracées sur la surface.

Dans nos recherches sur les mvolutions cycliques d’ordre pre-
micr, n'ayant qu'un nombre fini de points unis appartenant a
une surface algc¢brique ('), nous avons montré qu’en un point
de diramation le plus geéneéral d'une surface image de I'involution,
cette surtace a un point multiple en lequel le cdne tangent se
décompose en quatre coénes rationnels (o ), (7 ), (TB)’ (ch), deux
cones consecutifs ayant en commun une geénératrice. Au point
considére sont infiniment voisins successifs des points doubles
dont le premier se trouve sur une des droites (o, T ), (T, TB),
(’T’B, 05). Dans cette note, nous reprenons une question que
nous avons d¢ja etudiée (?), a savoir comment se forment les
points doubles de¢ la suite dont le premier point sc¢ trouve sur la

droite ('Ta, --B).
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(Y) Les wnvolutions cycliques appavienant a une surface algébrique. Actualités
Scientifiques, No 270 (PParis, Hermann, 1933) ; Mémore sur les surfaces multiples
(MEMOIRES IN-82 DE L 'ACADEMIE ROY. DE BELGIQUE, 1953) ; l.es singulavites
des points de divamation 1solés des surfaces multiples (DEUXIEME COLLOQUE DE
GEOMETRIE ALGEBRIQUE, liege, 1952 ; Paris, Masson ct lacge, Thone, 1952).

(2) Recherches sur les points de divamation de troisieme catéegorvie d' une survface
multiples (BULLETIN DE L’ACADEMIE ROY. DE BELGIQUE, 1933, pp. 1013-1023,
1087-1093, 1951, pp. 81-86, 200-208, 35H-370).
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1. Soient F une surface algébrique contenant une involution
cyclique I d’ordre premier impair », n’ayant quun nombre
fin1 de points unis. Nous pouvons construire sur I¥ un systeme
linéaire |C| contenant p systémes linéaires particls |C|, |C,], ...,
C,-1| appartenant a linvolution I ¢t dont le premier, [C|, est
dépourvu de points-base et a d’autre part une dimension aussi
grande qu’on le veut. On en déduit l'existence d’une surface
normale @, 1mage de I'involution, dont les sections hvperplanes [
correspondent aux courbes C et sur laquelle les points de dirama-

tion sont 1solés.

Considérons un point uni de seconde espece A de I'involution,
simple pour la surface F et auquel sont attachés les entiers a, B,
compris entre 1 et p (af — 1 = S}p). Soit A’ le point de dirama-
tion qu1 lu1 correspond sur @.

Le point A est l'origine de deux suites de points fixes (a, 1),
(a,2), ..., (a, a—1) et (B, 1), (B. 2), ..., (B, 8—1), miiniment
voisins successifs de A. Si T est la transformation birationnelle
de I' en so1 génératrice de Uinvolution I, T determine dans le
domaine du premier ordre de A une involution d’ordre p ayant les
points unis (e, 1), (8, 1).

Nous désignerons par C’ les courbes C passant par A. klles
ont cn ce point une certaine multiplicite et leurs tangentes sont
confondues avec les droites A(a, 1), A(B, 1). Nous désignerons
par C” les courbes C' touchant en A une droite distincte des
droites A(a, 1), A(B, 1), et ainst de suite jusqu'a ce que 1'on ob-
tienne des courbes ayvant en A la multiplicité p ct des tangentes
variables.

Nous appellerons I, I'”, ... les sections hyperplanes de @ cor-
respondant aux courbes C’, C”, ... et par @,, @,, ... les surtaces,
projections de @, dont les sections hyperplancs sont respective-

ment les courbes IV, I, ...

)

2. Sotent A, p; deux entiers positifs satistaisant aux congruen-

CES

A-au =0, w4+ Br=:0, (mod. p) (1)
et tels que la somme A; 4+ u, soit la plus petite possible. Suppo-
sons que l'on ait

Ay - Ay = ]31?5: My )8)\1 T }?2?—5,

R ¢ T
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Dans ces conditions, le point de diramation A’ est equivalent
a un ensemble de courbes rationneclles

f ! ! 7t ff I/

Ua, le (UEJ * * 0y wulj ’Ta) fD]-’ pzj = s ny pf, Tﬁ, wl’ wz, o . uy (.-Uu“, (TB,

dont chacune rencontre la précédente et la suivante en un point,
mais ne rencontre pas les autres.
Posons

h == aq,a 4 by, (by < a), b= b, 4+ a,, (a, < fB).

Les courbes €' passent A, -+ u, tois par le point A ct
wy tois par les pomnts (a, 1), (a,2), ..., (a, 8, — 1),
a, + m; (n; + 1) tois par le point («, 6,),
a, fois par les points (a, 6, — 1), ..., (a, a — 1),
un certain nombre de fois par une suite de points (a, 6,, 1), ...

mfiniment voisins successits de (a, §;), suite qui se termine par
un point P, multiple d'ordre m, pour les courbes C’,

A, fois par les points (B, 1), (B,2), ..., (B, 0, — 1),

by, - my(n, 4 1) to1s par le point (5, 0,),

b, tois par les pomnts (B, 6, + 1), ..., (B, B — 1)
un certain nombre de fois par une suite de points infiniment
volsins successifs (£, 6,, 1), ... du point (5, 8,), suite qui se termine

par un point P, muitiple d'ordre m, pour les courbes C'.
[Les nombres 6,, n;, 0,, n, sont donnes par les relations

4+ A+ 01y + 1) = Ola (v, + 1) += 1] 4 2y,
£+ Dy -+ ay(uy +— 1) = 0,00,(1ty - 1) 4 1] 4- M2

Sur la surface @, la courbe o, correspond au domaine du point
(a, a — 1) et a le degré virtuel — (a; + 1) ; la courbe 7, au do-
mainc du point P; et a le degre virtuel — (m, + 2), la courbe
Tg au domaine du point P, et a le degre virtuel — (m, -+ 2), la

courbe og Al domaine du point (B, B — 1) et a le degré virtuel
— (b, — 1), les courbes w’, p, w” ont toutes le degré virtuel -— 2.

On a

[ = F*'_I_ga_i_Zw’—!—Ta—}—Ep—ll-Tﬁ—i-—Zwr‘r “IL'OB

— 10 —
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Sur la surface @, les courbes o , 7, Tg Og sont des courbes
d’ordres respectits a,, w,, m,, b,. Le point (o , 7 ) est ¢quivalent &

T (1

'ensemble des 2, courbes w’, le point (7

. 7,) @ l'ensemble des ¢

a’
courbes p, le point (frﬁ, Uﬁ) a I'ensemble des u, courbes w”.

3. Nous poscrons pour abréger
U, omg (e, + 1) — 1, Uy = my (i, 4+ 1) + 1,
M, =a,(ey + 1)+ 1), M, = by(1r;, 4 1) 4 1.

Parmi les solutions en nombres entiers positits des congruen-
ces (1), on a

N o (o — O+ (- DM,

!

. | (2 == 1,2, ..., »y)
ui = oy - (= DM,

1
A o= Ay e (10— 1) M,
pi = (040 Opy A+ @ DM,
On a

| G

Ay == Ay = AL = DUy, - mty, g o g oy o= ag Uy
Nous désignerons par C{"' les courbes C correspondant & la
solution A;, pu,; et par C§ les courbes C correspondant & la solu-
tion A;, w; des congruences (I). Les systémes |[CP|, |CY
trouvent parmi les systemes [C”f, |[C7], ...
On ne peut avoir Ay, = Ay, i, = uy, car cela entrainerait
Ay — 0, py == 0. Nous supposerons

SC

! ! 1 1
Az J[—l[;f/z < A2 ‘I_szj

¢’ est-a-dire

(L 4 DA + 2M, < (£ + Dpy + 2M,.

Soient A,, u, deux nombres entiers positifs, solutions des con-
cruences (1), tels que la somme A, 4 p, soit mmmediatement
supérieure a A, 4+ p,. Le systéme |{C”| qui correspond a cette solu-
tion peut ou non coincider avec [C”[. Nous supposerons qu'ils ne
coincident pas, c’est-a-dire que l'on a

Ao Ay << Ay b py
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Les courbes I sont découpées sur @, par les hyperpians pas-
sant par le point (7, 'rB), par conséquent les courbes C” passent

a
a, fois par le point (a, a — 1) m; — 1 fois par P,, m, — 1 fois
par P, et b, fois par (8, 8 — 1). On en conclut p, > py €t Ay > Ay .
Par consequent les courbes C” doivent passer par deux points
fixes, unis de premiere espece pour l'involution I, 'un R; de ces
points terminant une suite de points infiniment voisins successifs
de I'un des points (a, 1), (a, 2), ... et le second point R, terminant
une suite de points infiniment voisins successifs d’'un des points

de la suite (8, 1), (B, 2), ...

Sur la surtace @,, nous avons unc courbe o d’ordre @,, une
courbe 7 d’ordre m, — 1, une courbe p, représentant le domaine

du point R,, unc courbe p, représentant le domaine du point R,
une courbe Ta d'ordre m, — 1, enfin une courbe og d’ordre b,.

L.e pomnt (r, frB) de @, est equivalent a l'ensemble des courbes
p1, pt- Comme ce point est au plus double pour @, p, et p, sont des
droites et le pomt (7, TB) cst double biplanaire pour @,. Les

pomnts R;, R, sont simples pour les courbes C”.
Les courbes précedentes se présentent sur @, dans Uordre

O.ar T{lj le Pf: pﬁr 0-)8

ct chacunc de ces courbes rencontre la précédente et la survante
en un pomnt , mais ne rencontre pas les autres.

On a la relation fonctionnelle

['=1" 4o + 2w + 1+ -] 22}3 1r 2= D" -
L

a B '

D autre part, on a ¢ = 2.

4. Ies courbes I3, qui correspondent sur @, aux courbes

~ff

C, rencontrent en g, points la courbe o et en m; — 1 pomts
la courbe 7 , mais ne rencontrent pas les droites g;, p,. De méme,

a

les courbes ', qui correspondent sur @, aux courbes C, rencon-
trent o, en b, points et 7, en #, —— 1 points, mais ne rencontrent
o 2 ?

p B
pas les droites py, py. 1l en résulte que les courbes I, qui corres-

pondent aux courbes C”, sont découpées sur @D, par les hyper-
plans passant par le point (p,, p.).

— 192 —
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Le point (p, p;) peut ¢tre simple (f = 2) ou double conique
(¢ = 3), ou double biplanaire (¢ > 4) pour la surtace @,.

Supposons en premier licu que le point (p;, p;) soit simple
pour la surface @,. Sur la surface @, nous avons les courbes

o, T, o, g, O
d’ordres respectifs a,, m, — 1, 1, m, — 1, 0,.

LLa droite p’, qui est exceptionnelle, représente le domaine
d’'un point R, uni de premiere espece, de 'entourage du point A.
Il existe donc une suite de points unis, terminée par le point R,
infiniment voisins successiis soit d'un certain point (a, 1), soit
d’'un certain point (B8, 7). Dans le premier cas, on a u; > u,.
Mais le comportement des courbes C” aux points (5, 1), (8, 2), ...

est le méme que celui des courbes C, et on aurait A, = ’2’, ce qui
est absurde, puisqu'on a A; + py < Ay + py << A + u,. Clest
donc le second cas qui se présente et on at = 2, py = wy, Ay = A,.

I.es courbes I'” sont des courbes [ passant simplement par un
point simple.

Observons que les points (7 , p'), (;-5, p') sont doubles pour la
surface @,, car 1ls sont respectivement équivalents aux droites
o1, po de degreé virtuel — 2.

Supposons en sccond licu que le point (p,, p;) soit double co-
nique pour la surface @,. On a alors { = J ¢t la relation fonction-
nelle

' I'"+o 4 2w + 71 + 20, + 3ps + 2p53 + Tp + 2w” + ag.

Sur la surface @,, on a les courbes rationnelles

Gar Ta.! Pz: T51 O-ﬁr

respectivement d’ordres a,, m, — 1, 2, my — 1, b,.

Le raisonnement précedent peut étre repris et on voit qu’il
existe sur I¥ un point uni dc¢ premiere espece, R, terminant une
suite de points mmfiniment voisins successifs d'un certain point
(B, 7). Le point R est double sur les courbes C”. On voit que 'on a
By = py ct que le systétme |C”| coincide avec le systeme |Cil.

5. Supposons enfin que le point (p,;, p;) soit double biplanaire
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pour la surface @,. Sur la surface @,, on a les courbes rationnelles

O.(I’ T(L’ Pos Pr—1> 751 GB

respectivement d’ordre a,, m; — 1, 1, 1, m,—1, b,.
On a actucllement

I —I'" + o 2w e 201 = py + .o - proq) -

20, - Ty + 2w + oy -

Les droites p,, p,—; représentent les domaines de deux points
R, R, de U'entourage du point A. Ces points terminent deux suites
de points unis mfiniment voisins successits de deux pomts des

suites (a, 1), (a, 2), ... ou (8, 1), (8, 2), ...
On pecut faire trois hypotheses :

Les points R;, R, terminent deux suites la premicre issue d'un
point (g, 2}, la seconde 1ssue d un point (83, j).

I.cs points R;, R, terminent des suites issues de deux points de
la suite (a, 1), (a, 2), ... On aurait alors A; = A;, d’ou u, —= p,,
ce qui cst impossible.

Les points R, R, terminent deux suites issues de deux peints
de Ja suite (B, 1), (B, 2), ... On a alors uy; = py, d'oll Ay = A,

ce qul est impossible a priort.

Sur la surfaces @,, les courbes I'" sonut découpées par des
hvperplans passant par I'un des points (7 , py), (ps, p¢ 1), (pi 1) 'rﬁ).
Siles hyperplans des courbes ' passaient par le point
(p: 1, -,-B), ces courbes rencontreraient encore 7 en iy —— | points

et ¢_cnoa; pomts. On aurait p, - s = Mg, CC qul est Impossible.
On arrnive de la méme maniere a la méme concluston si les hy-
perplans des courbes I'® passaient par le point (p., o, ,).
Ces hyperplans doivent donc passer par le point (7, p,). Sur la

(L

surface @, sont alors tracees les courbes o d'ordre a,, = d’ordre

g

]

m, -— 2, la droite py, la droite p, |, les courbes 75 d’ordre nz, — |

2!
d’ordre b,.

it

n o mamtenant

!

IT1 1_1(4) -—} Oa -}* Z‘(J)! "i_ Ta + }(PI _l“ P2 + e T pt"'l) +
2p, - i + 2w’

— 14 —
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6. Dans cerctains cas, on peut montrer comment se forme le
pomnt double biplanaire (7 ’T‘B) de @, et les pomts doubles suc-
cessifs.

Supposons que 'on ait

c est-a-dhire
M, — M, << ({ v L 29— (v — )u,.
On supposce toujours

/ ! N "
As b e <D Ay - o,

L

3 A 2 I
C est-a-dire

On en déduit
(& 1) (Ap ) <2200 — v = 2)A, —-2(v — 1)u,,

c est-a-dire

Par suite, on a

Supposons ¢ pair ¢t posons ¢ = 2s. Cela signifie quau pont
double biplanarre ('ra, 75) de @, font suite s — 1 points doubles

biplanaires dont le dernier est ordinaire. On a alors v -7 -4 | et

_ (1) — e T . 1 é - ¢
' - o 2w’ T 20, <= 3ps + Alpg oo - pogs)

(1 ! e i

_i_ :-.}P?:-f: _ 1 _{._ ZP‘ZH —I— 'T'ﬁ "“:i"' Z‘w ! __Il_ 7 ,

llllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll

Ies courbes ' sont les courbes I passant par le pont
(p., ps.1), simple pour la surface @ .
Supposons maintenant ¢/ mmpair ct posons /[ =:2s - 1. Au

— 1o —
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point double biplanaire (7 , TB) de @, font suite s — 1 points
doubles biplanaire suivis d'un point double conique. On a
x <s -1 et les relations tonctionnelles

I" = 'Y+ . + 2w’ + 7. + 2p; + 3P2 -+ 4(p3 + ... + Pas1)
_I_ ‘3{325 + 2}923%-1 _l" TB + 2w _”%"' ok

[ ) L 2 + 7+ 2p 4 ... (s 4- 1)p, 4~

a

+ (s 2psin T+ (S + Dpsia + oo F 2ppn + 75 + 207 + 0,

[icge, le 13 décembre 1957.
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