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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE

Note sur les points de diramation
d’une surface multiple,

par Lucien GODEAUX,
Membre de l’Académie.

Résumé. — On considère un point de diramation d’une surface
multiple d’ordre premier en lequel le cône tangent à la surface se

scinde en quatre cônes rationnels. Examen du comportement en ce

point de diramation de certaines courbes tracées sur la surface.

Dans nos recherches sur les involutions cycliques d’ordre pre¬
mier, n’ayant qu’un nombre fini de points unis appartenant à

une surface algébrique (*), nous avons montré qu’en un point
de diramation le plus général d’une surface image de l’involution,
cette surface a un point multiple en lequel le cône tangent se

décompose en quatre cônes rationnels (a), (rj, (t), (aß), deux
cônes consécutifs ayant en commun une génératrice. Au point
considéré sont infiniment voisins successifs des points doubles

dont le premier se trouve sur une des droites (aa, tJ, (ra, r),
(tß, aß). Dans cette note, nous reprenons une question que
nous avons déjà étudiée (2), à savoir comment se forment les

points doubles de la suite dont le premier point se trouve sur la

droite (ra, rß).

(1) Les involutions cycliques appartenant à une surface algébrique. Actualités
Scientifiques, N° 270 (Paris, Hermann, 1935) ; Mémoire sur les surfaces multiples
(Mémoires in-8° de l’Académie roy. de Belgique, 1953) ; Les singularités
des points de diramation isolés des surfaces multiples (Deuxième Colloque de
Géométrie algébrique, Liège, 1952 ; Paris, Masson et Liège, Thone, 1952).

(2) Recherches sur les points de diramation de troisième catégorie d’une surface
multiples (Bulletin de l’Académie roy. de Belgique, 1953, pp. 1013-1023,
1087-1093, 1954, pp. 81-86, 200-208, 355-370).
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1 . Soient F une surface algébrique contenant une involution
cyclique I d’ordre premier impair p, n’ayant qu’un nombre
fini de points unis. Nous pouvons construire sur F un système

linéaire |C| contenant p systèmes linéaires partiels |C|, |CX|,

|C„_X| appartenant à l’involution I et dont le premier, |C|, est
dépourvu de points-base et a d’autre part une dimension aussi
grande qu’on le veut. On en déduit l’existence d’une surface
normale 0, image de l’involution, dont les sections hyperplanes F
correspondent aux courbes C et sur laquelle les points de dirama
tion sont isolés.

Considérons un point uni de seconde espèce A de l’involution,
simple pour la surface F et auquel sont attachés les entiers a, ß,

compris entre 1 et p (aß — 1 = <Mp) . Soit A' le point de dirama
tion qui lui correspond sur 0.

Le point A est l’origine de deux suites de points fixes (a, 1),

(a, 2), (a, a — 1) et (ß, 1), (ß, 2), .... (ß, ß — 1), infiniment
voisins successifs de A. Si T est la transformation birationnelle

de F en soi génératrice de l’involution I, T détermine dans le
domaine du premier ordre de A une involution d’ordre p ayant les
points unis (a, 1), (ß, 1).

Nous désignerons par C' les courbes C passant par A. Elles
ont en ce point une certaine multiplicité et leurs tangentes sont
confondues avec les droites A(a, 1), A(ß, 1). Nous désignerons
par C" les courbes C' touchant en A une droite distincte des
droites A(a, 1), A(ß, 1), et ainsi de suite jusqu’à ce que l’on ob¬

tienne des courbes ayant en A la multiplicité p et des tangentes
variables.

Nous appellerons F', F" , ... les sections hyperplanes de 0 cor¬
respondant aux courbes C', C", ... et par 0ly 02, ... les surfaces,
projections de 0, dont les sections hyperplanes sont respective¬
ment les courbes F', F" , ...

2. Soient Ax, ¿¿x deux entiers positifs satisfaisant aux congruen¬
ces

À + a/x = 0, [M -f jSA = 0, (mod. p) (I)

et tels que la somme Ax + ¡ix soit la plus petite possible. Suppo¬
sons que l’on ait

Ai + a/xx = hip, /zx -f ß\x = h2p,

avec hx > 1, h2 > 1.
— 9 —



L. Godeaux

Dans ces conditions, le point de diramation A' est équivalent
à un ensemble de courbes rationnelles

®a> ***!> 2> •••> Ta> P\> P2> •••> Pt> Tß, COx, C02, >u> CT/3>

dont chacune rencontre la précédente et la suivante en un point,
mais ne rencontre pas les autres.

Posons

P = üla H bx, {bx < a), P = b2ß + a2> (a2 < ß).

Les courbes C7 passent Ax -f p,x fois par le point A et

px fois par les points (a, 1), (a, 2), ..., (a, 01 — 1),

ax -( mx (tjj + 1) fois par le point (a, 6X),

ax fois par les points (a, 61 — 1), ..., (a, a — 1),

un certain nombre de fois par une suite de points (a, 6X, 1), ...
infiniment voisins successifs de (a, 6X), suite qui se termine par
un point Px multiple d'ordre mx pour les courbes C',

Ax fois par les points (ß, 1), {ß,2), ..., (ß, 02 — 1),

b2 + w2(rjj -f 1) fois par le point (ß, d2),

b2 fois par les points (ß, d2 -f 1), ..., (ß, ß — 1)

un certain nombre de fois par une suite de points infiniment
voisins successifs (ß, d2, 1), ... du point (ß, d2), suite qui se termine
par un point P2 multiple d’ordre m2 pour les courbes C7.

Les nombres dx, r¡x> d2¡ r¡2 sont donnés par les relations

(t + 1)AX + b2(u2 + 1) = 6x[ax(ux + 1) + 1] + ?]i,

(t -J l)/xx -L ax(ux + 1) — d2[b2(u2 -f f) + 1] + t}2.

Sur la surface 0, la courbe aa correspond au domaine du point
(a, a — 1) et a le degré virtuel — (ax + 1) ; la courbe ra au do¬

maine du point Px et a le degré virtuel — (mx + 2), la courbe

Tß au domaine du point P2 et a le degré virtuel — (m2 -f 2), la
courbe au domaine du point (ß, ß — 1) et a le degré virtuel
— (b2 + 1), les courbes co' , p, co" ont toutes le degré virtuel — 2.

On a

f = f' -f ffa -f Eco' + ra + £p + Tß + Eoi" +
CTß.

— 10 —
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Sur la surface les courbes a , r , r0, aD sont des courbes

d’ordres respectifs ax, mx, m2, b2. Le point (a , rj est équivalent à

l’ensemble des ux courbes co', le point (ra, t) à l’ensemble des t

courbes p, le point (r, o) à l’ensemble des u2 courbes a>".

3. Nous poserons pour abréger

Ux = mx(ux + 1) + 1, U2 = m2(u2 -p 1) -p 1,

Mi = ax(ux -p 1) -p 1), M2 = b2{u2 -j 1) -f L

Parmi les solutions en nombres entiers positifs des congruen¬
ces (I), on a

A¿ = “b
~

H = H1 — (*

et

K = K-(i

pi — (ti + i

On a

-t)Xx + (i 1)M,

-1)M!

-l)Ma

- t)px + (i - l')M!

(i = 1,2, ..., mx)

(i = 1, 2, ...,m2).

K = Aí = Aí = &2U2 + m2, px = /xi = pl = ¿qip + rnx.

Nous désignerons par ies courbes C correspondant à la
solution A'-, pi et par C{2] les courbes C correspondant à la solu¬

tion A", pi des congruences (I). Les systèmes [C, [C| se

trouvent parmi les systèmes |C"|, \C"\, ... .

On ne peut avoir Aí —- X2> p2 — p2> car cela entraînerait
Ax = 0, px = 0. Nous supposerons

A2 + P-2 < A2 + p2 ,

c’est-à-dire

{t + l)Ai -f 2M2 <c (t -p l)pi -f 2MX.

Soient A2, pz deux nombres entiers positifs, solutions des con¬

gruences (I), tels que la somme A2 + p2 soit immédiatement
supérieure à Ax + px. Le système |C"| qui correspond à cette solu¬
tion peut ou non coïncider avec |C"|. Nous supposerons qu’ils ne
coïncident pas, c’est-à-dire que l’on a

A2 + t1? < A2 -p p2 •
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Les courbes F" sont découpées sur 0X par les hyperpians pas¬

sant par le point (to, Tß), par conséquent les courbes C" passent
at fois par le point (a, a — 1) mx — 1 fois par m2 — 1 fois
par P2 et b2 fois par (ß, ß — 1). On en conclut /x2 > /4 et À2 > À2 .

Par conséquent les courbes C" doivent passer par deux points
fixes, unis de première espèce pour 1’ involution I, l’un Rx de ces

points terminant une suite de points infiniment voisins successifs
de l’un des points (a, 1), (a, 2), ... et le second point R2 terminant
une suite de points infiniment voisins successifs d’un des points
de la suite (8, 1), (ß, 2), ...

Sur la surface 02, nous avons une courbe oa d’ordre ax, une

courbe ra d’ordre mx — 1, une courbe px représentant le domaine
du point R1? une courbe pt représentant le domaine du point R2,

une courbe d’ordre m2— 1, enfin une courbe d’ordre b2.

Le point (ra, Tß) de 0X est équivalent à l’ensemble des courbes
px, pt. Comme ce point est au plus double pour 0X, px et p2 sont des

droites et le point (ra, Tß) est double biplanaire pour 0X. Les
points R1? R2 sont simples pour les courbes C".

Les courbes précédentes se présentent sur 02 dans l’ordre

°a’ V Pi> Pt’ Pß> °ß

et chacune de ces courbes rencontre la précédente et la suivante
en un point , mais ne rencontre pas les autres.

On a 1a. relation fonctionnelle

r = rn -j <Ja -f Fœ' -j tq -f 2Fp 4 Tß -j Fa)" -f aß.

D’autre part, on a t > 2.

4. Les courbes rx> qui correspondent sur 02 aux courbes

Ci' rencontrent en ax points la courbe aa et en mx — 1 points
la courbe r , mais ne rencontrent pas les droites px, pt. De même,

les courbes F"2 qui correspondent sur 02 aux courbes C2 rencon¬

trent Gß en b2 points et Tß en m2 — 1 points, mais ne rencontrent
pas les droites px, pt. Il en résulte que les courbes P” , qui corres¬
pondent aux courbes Cw, sont découpées sur 0? par les hyper
plans passant par le point (px, pt).

12 —
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Le point (pl , pt) peut être simple (t — 2) ou double conique
(t —- 3), ou double biplanaire (t > 4) pour la surface 02.

Supposons en premier lieu que le point (px, pt) soit simple
pour la surface 02. Sur la surface 03, nous avons les courbes

°a’ Ta> P’> > °ß

d’ordres respectifs ait mx — 1, 1, m2 — 1, b2.

La droite p' , qui est exceptionnelle, représente le domaine
d’un point R, uni de première espèce, de l’entourage du point A.
Il existe donc une suite de points unis, terminée par le point R,
infiniment voisins successifs soit d’un certain point (a, i), soit
d’un certain point (ß, i). Dans le premier cas, on a /x3 > p!2.

Mais le comportement des courbes C7// aux points (ß , 1), (ß, 2), ...
est le même que celui des courbes C2 et on aurait À2 = A2, ce qui
est absurde, puisqu’on a A3 + p3 < À2 -f /4 < K + /4'. C’est
donc le second cas qui se présente et on a t = 2, p,3 — p!2, A3 = A2.

Les courbes P" sont des courbes P' passant simplement par un
point simple.

Observons que les points (ra, p'), (r, p ') sont doubles pour la
surface 03, car ils sont respectivement équivalents aux droites
plt p2 de degré virtuel — 2.

Supposons en second lieu que le point (px, pi) soit double co¬

nique pour la surface 02. On a, alors t = 3 et la relation fonction¬
nelle

r = P" + CTa + Plú' + Ta + Pl + 3p2 + 2pz + Tß -f Peu" -fi CTg.

Sur la surface 03, on a les courbes rationnelles

V Ta> P*’ rß> °>

respectivement d’ordres alt mx — 1, 2, m2 — 1, b2.

Le raisonnement précédent peut être repris et on voit qu’il
existe sur F un point uni de première espèce, R, terminant une
suite de points infiniment voisins successifs d’un certain point
(ß, i). Le point R est double sur les courbes C"1. On voit que l’on a

p 3 = /4 et que le système |C//7| coïncide avec le système |CÎ|.

5. Supposons enfin que le point (px, pt) soit double biplanaire

— 13 —
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pour la surface &2. Sur la surface on a les courbes rationnelles

°a’ Ta> P*> Pl-1’ Tß ’ °ß

respectivement d’ordre ait mx — 1, 1, 1, m2 — 1, b2.

On a actuellement

r = rm -f aa -f Zìo' + ra -f 2p1 -( 3(p„ -| ... -\ Pt 1) +

2Pt + Tß + Zìo'' + (Tß .

Les droites p2, pt-x représentent les domaines de deux points
Ri, Ri de l’entourage du point A. Ces points terminent deux suites
de points unis infiniment voisins successifs de deux points des
suites (a, 1), (a, 2), ... ou (3, 1), (6, 2), ...

On peut faire trois hypothèses :

Les points R(, Ri terminent deux suites la première issue d’un
point (a, i), la seconde issue d’un point (B, j).

Les points R(, Ri terminent des suites issues de deux points de
la suite (a, 1), (a, 2), ... On aurait alors Ai = Ai, d’où /x3 = p'z,

ce qui est impossible.

Les points R{, Ri terminent deux suites issues de deux points
de la suite (ß, 1), (ß, 2), ... On a alors /x3 = p, i, d’où A3 = Ai,

ce qui est impossible à priori.

Sur la surfaces <P3, les courbes L(4) sont découpées par des

hyperplans passant par l’un des points (ra, p2), (pz> pt-i), {pt-i, Tß)
Si les hyperplans des courbes r[i) passaient par le point

(pt-i, Tß), ces courbes rencontreraient encore ra en mx — 1 points
et cr en appoints. On aurait p4 = /4 = p3, ce qui est impossible.

On arrive de la même manière à la même conclusion si les hy¬
perplans des courbes r{i) passaient par le point (p9, pt-i)

Ces hyperplans doivent donc passer par le point (r p2). Sur la
surface sont alors tracées les courbes a d’ordre a,.r d’ordre

* a x a

m1 — 2, la droite plf ia droite p, les courbes d’ordre m2 — 1 ,

d’ordre b2.

On a maintenant

r = r(4) + (Ta + Zoj + Ta + 3 {px + p2 + ... + pt-!) +

2Pt + Tß -f Zìo" -j Uß.

— 14 —
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6. Dans certains cas, on peut montrer comment se forme le

point double biplanaire (ra, r) de 01 et les points doubles suc¬
cessifs.

Supposons que l’on ait

*(Ai + Pi) < K + 2,
c’est-à-dire

Mx — M2<(t — x + 2) Ai — (x — ÎK.

On suppose toujours

A2 + P2 < A2 + P2,

c’est-à-dire

2(Mj — (Mo >(/-+ 1)(AX— Pi).

On en déduit

(t -f 1) (Ai — Pi) < 2(1 — .r + 2)AX — 2(x l)pi,

c’est-à-dire

(t — 2x -j~ 3) (Ai -j pi) >* 0.

Par suite, on a

t + 3
*< — •

Supposons t pair et posons t = 2s. Cela signifie qu’au point

double biplanaire (ra, r) de font suite s — 1 points doubles
biplanaires dont le dernier est ordinaire. On a alors x < s -f 1 et

r P(4) + ua + + ra + 2pi + 3p2 + 4 (p4 fi ... + P2S-2)

+ 3p2$ - 1 + 2p2s + Tß + Neo" + CTß',

r HH + aa + Z(x)' + Ta + 2pi + ••• + (S + l)(ps + Ps'r l)

-f ... -} 2p2.s + Tß -j Sw" -f Oß.

Les courbes r{s+1) sont les courbes ,T(s) passant par le point
(ps, ps+ 1), simple pour la surface 0S.

Supposons maintenant t impair et posons t — 2s -f 1. Au

— 15
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point double biplanaire (ra, Tg) de 0X font suite 5 — 1 points
doubles biplanaire suivis d’un point double conique. On a
X <s 1 et les relations fonctionnelles

r ~ + cra + £co' + ra + + 3pz 4 4 (p3 + ... + P23-1)

+ 3p2s + 2p2Sfi 4' Tß + Uœ" -f <7ß,

r = r + aa + Z*»' + ra + 2Pl + ... + (s a 1 )ps +
+ {s + 2 )ps+i + (s + l)Ps+ 2 + ••• + 2p2s+l -b Tß 4* + Oß.

Liège, le 13 décembre 1957.
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