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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE

Surfaces dont le système canonique
contient quatre composantes fixes.

par Lucien GODEAUX,

Membre de l'Académie.

Résumé. — Construction d'une surface algébrique dont le système
bicanonique est irréductible et dont le système canonique contient
quatre composantes fixes.

Dans quelques notes récentes (x), nous avons construit des
surfaces algébriques dont le système canonique est formé de
courbes fixes non exceptionnelles et d'une partie variable composée
au moyen d'un faisceau de courbes elliptiques, le système
bicanonique étant irréductible. Ces surfaces représentaient des
involutions cycliques, ayant trois points unis et d'ordre premier,
appartenant à une surface algébrique ayant une équation de la
forme

aixixz + -f a4x%+1 =, 0.

Dans cette note, nous considérons une surface obtenue par le
même procédé et dont les systèmes canonique et bicanonique
possèdent des propriétés analogues. La surfaces d'où nous par¬
tons a l'équation précédente où v est de la forme 3 1 + 2, l'invo
lution considérée sur cette surface ayant l'ordre ft — 3/2 + 3£ + 1 .

(x) Sur quelques surfaces algébriques représentant des involutions cycliques
(Bulletin de l'Acad. roy. de Belgique, 1951, pp. 819-825, 826-835, 938-949,
1106-1119), Construction d'une surface dont le système canonique possède des

composantes fixes (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 1953,
pp. 49-56).
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L. Godeaux. — Surfaces dont le système canonique, etc.

1 . Considérons la surface F d'équation

axxlv+2x2 -f a2x2v+2x3 -f azx\v+zxx + a±x±v+z

v4"l

+ E a4i+i(x1x2x3)i xl{v~ +1) = 0,
i= 1

où V est un entier tel que p — 3v2 + 3v + 1 soit premier. Cette
surface, d'ordre 3v + 3, est dépourvue de points multiples et est
transformée en soi par l'homographie

(x1 X2e %e3lj2 4e3v2+2v+1 \

\X± X2 % Xt I'

où e est une racine primitive d'ordre p de l'unité.
L'homographie T engendre sur F une involution I d'ordre p

possédant trois points unis Ox(l, 0, 0,0), O2(0, 1, 0, 0), O3(0, 0, 1, 0).
Nous désignerons par 0 une surface normale, image de cette
involution, sur laquelle les points de diramation 0{, O2, O3,

homologues de Ox, 02, 03., sont isolés.
Au point Ox, la surface F a comme plan tangent x2 = 0 et dans

ce plan, T détermine une homographie que l'on peut représenter
par

lx\ x2t] %7?v+1

en posant 17 = e3v2, ou, par

(xx XoJ3v2+1 xg
T1 =

'

Vi % 4

en posant £ = e3v2+2v+1

Par conséquent, suivant notre terminologie (x), au point uni Oj
de I sont attachés les nombres a = v -f 1. . ß = 3v2 -j 1. En

i1) Les involutions cycliques appartenant à une surface algébrique (Actualités
scient., n° 270, Paris, Hermann, 1935) ; Mémoire sur les surfaces multiples (Mé¬
moires in-8° de l'Acad. roy. de Belgique, 1953) ; Les singularités des points
de diramation isolés des surfaces multiples; Deuxième Colloque de Géométrie
algébrique tenu à Liège en 1952 (Liège, Thone et Paris, Masson, 1952, pp. 225
241). Voir également une série de notes parues depuis 1954 dans le Bulletin
de l'Académie royalë de Belgique.
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L. Godeaux. — Surfaces dont le système canonique

appliquant la théorie développée dans les travaux qui viennent
d'être cités, on voit qu'au point Ox sont infiniment voisins d'une
part V points unis de seconde espèce sauf le dernier qui est de
première espèce, le premier se trouvant sur la droite 0]03,
d'autre part 3v2 points unis de seconde espèce sauf le dernier qui
est de première espèce, le premier étant sur la droite 0X04.
Aux sections de 0 par les hyperplans passant par corres¬
pondent sur F des courbes ayant la multiplicité 3v+l en 01; la
multiplicité 3v aux points de la première suite et passant sim¬
plement par les points de la seconde suite.

On en conclut que le point est multiple d'ordre 3v -f 1

pour 0 et que ce point est équivalent, au point de vue des trans¬
formations birationnelles, à une courbe rationnelle yx, d'ordre 3v,
à une droite et éventuellement à une seconde droite. La courbe

Yx a le degré virtuel —
•
(3v -f 1), les droites ont le degré virtuel —-2.

On établit de même que les points 0£, O3 sont multiples
d'ordre 3v + 1 pour 0. Dans le domaine de 0'2 se trouve une
courbe rationnelle y2 de degré virtuel — (3v -f 1) et dans le
domaine de O3, une courbe rationnelle y3 de degré virtuel
—

1

(3v + 1).

2. Désignons par L' une courbe canonique de 0. On sait que
cette courbe rencontre ime courbe de degré virtuel —

•
m en m —-2

points, par conséquent la courbe L' rencontreen 3v—-1 points chacune
des courbes yv y2, y3. A la courbe L' correspond sur F une courbe
canonique L passant 3v — 1 fois par les points Ox, 02) 03 et le
même nombre de fois par v points infiniment voisins successifs
de chacun de ces points, unis pour l'involution I et rencontrés
plus haut.

Les courbes L sont découpées sur F par des surfaces d'ordre
3v — 1 (adjointes à F) formant un système linéaire appartenant
à l'involution engendrée dans S3par l'homographie T. Parmi ces

surfaces se trouve la surface x\v~1 = 0. On en conclut que le

système linéaire en question a pour équation

x\ Z Ài(x1x2x3)v~i xl{t~1] = 0. (1)
i= 1

Le genre géométrique de 0 est donc pg = v.
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contient quatre composantes fixes

La partie variable du système (1) est composée au moyen du
faisceau de surfaces

#12*3 + 4 = 0.

Désignons par K les courbes découpées sur F par les surfaces
de ce faisceau.

3. Pour déterminer le genre des courbes K, posons À = — 1

et représentons la surface cubique ainsi obtenue sur un plan en
posant

x1:x2: x3 : *4 = y\y2 : y\yz : y\yx : yxy2y3.

A la courbe découpée par F sur cette surface correspond dans
le plan la courbe

«1yf+3ylv+* + a2yf+sylv+3 + a3ytv+3yT+3

v+1

+ ( 2 2 a9c+i = o.
»•=o

Sur cette courbe, le point Ox par exemple est l'origine d'une
branche superlinéaire. Le point est multiple d'ordre 3v -f 3,
il lui est infiniment voisin un point multiple d'ordre 3v et à
celui-ci font suite v points triples. La courbe possède la même
singularité en 02, 03 et par conséquent, les courbes K sont de genre

i.27K-+l) + l.

Une courbe K est transformée en soi par T et il lui correspond
sur 0 une courbe K'. Par la formule de Zeuthen, on en conclut

que les courbes K' sont elliptiques.
La partie variable du système canonique |L'| de 0 se compose

de v — 1 courbes du faisceau |K'| de courbes elliptiques.

4. Les courbes bicanoniques 2L' de 0 ont pour transformées
sur F les courbes découpées sur cette surface par un système
linéaire de surfaces appartenant à 1' involution engendrée par
l'homographie T dans S3. Ces surfaces sont d'ordre 6v — 2, ne
peuvent contenir F comme partie et l'une d'entre elle est x%"~2=0.
Si l'on applique T à l'équation d'une de ces surfaces, elle se

reproduit multipliée par e8v+2.
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L. Godeaux. — Surfaces dont le système canonique

On trouve, parmi ces surfaces,

{xxxv~\\ixx\vx\ + ix2%lv+1xvx + \izx\v+1x\) = 0.

L'équation du système de surfaces cherché est donc

2v— 2

xi 2 A iixx-xf
i=—\

+ {XXsYixfxl + ll2%lV+1XVL + ILZX3 +Xx\) = 0.

Ces surfaces découpent, sur F, le système transformé du sys¬

tème bicanonique de 0. On en conclut que ce dernier système est
irréductible.

Désignons par K0 la courbe découpée sur F par le plan x± = 0
et par KÓ la courbe qui lui correspond sur 0. En appliquant la
formule de Zeuthen, on voit que la courbe KÓ est elliptique.

On voit donc que le système canonique de 0 a comme compo¬
santes fixes les courbes rationnelles yi,y2,y3 de degré virtuel
—

'
(v 1) et la courbe elliptique K0 comptée deux fois.

Le bigenre de la surface 0 est P2 = 2v + 3.

5. On peut voir sans difficulté que la surface F contient bien
ime suite de v points unis infiniment voisins successifs de Oj
dont le premier appartient à 0]03 et dont le dernier est uni de
première espèce.

La transformation

'

_ fyî y2y3 y#* y3y4

\*1 *2 X3 X4

fait correspondre au point infiniment voisin de Ox sur 0103 le
yi = 1/ 2 = y3 = = o.

Effectuons v fois la transformation d sur F, c'est-à-dire la
transformation

yly*X

*4 ./ '

yï+1 ytä

x%

yïy-,
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contient quatre composantes fixes

dont l'inverse est

(y vv y rv yv+1 yvy \
13 -2 3 -3 14 I

yi y2 y3 y4 /

A la surface F correspond la surface

«lyry* + «2yryr+2yrw + «syf2+s-+1yr+2
v+1

+ aj+yrVayaTyS'2-3!1' = o.
4=0

A l'homographie T correspond l'homographie

T' = (21 €8va+2vy8 es"2+2,'y4\
\ yi y2 y3 yj

Le plan tangent à la surface au point (1, 0, 0, 0) est le plan
y 2 = 0 et dans ce plan, T' donne bien une homologie de centre 0{,
ce qu'il fallait établir.

6. Examinons en particulier le cas v = 1. F est alors la surface
du sixième ordre

a1xl%2 -f a2%lx3 + azx\xx -f ax\ + a5xxxzxzx\ + a6(x1x2x3)2 = 0.

et on a

i> = l.
La surface 0 contient une seule courbe canonique dont la

transformée sur F est donnée par x\ = 0.

Le transformé du système bicanonique de 0 est découpé sur F
par le système linéaire

ÀxXxXs -f X2XXx -{ A 3X3X2 -f À44 -f AXXX 3X £ = 0.

En rapportant projectivement ces surfaces aux hyperplans
d'un espace S4, on obtient un modèle projectif bicanonique de
la surface 0.
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L. Godeaux. — Surfaces dont le système canonique, etc .

Posons

Xj X2 X3 X4 X0
o q q a *

/y /V" /y /V* 'V /V -V /V* -Y" 'V

1 3 2 1 3 2 4 1 2 3 4

Les équations de $ sont

v V V "V vl
AiA.2A.3A.4 — A.0.

axX?X2 + «2XiX3 + «3X1X! + a,Xl + a5Xl + «„XjXgX, = 0.

On a P2 = 5.

Liège, le 20 juin 1956.
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