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GÉOMÉTRIE PROJECTIVE DIFFÉRENTIELLE

Sur une homographie associée à une congruence W,

par Lucien GODEAUX,
Membre de l'Académie.

Résumé. — A chaque droite d'une congruence W, on associe une
homographie dont les points et les plans unis sont les foyers et les plans
focaux de la droite.

Dans une note récente, nous avons associé, à une congruence
W, quatre suites de Laplace appartenant à l'espace à cinq dimen¬
sions, en relation avec l'hyperquadrique Q de Klein, représen¬
tant l'espace réglé (x).

Deux de ces suites, que nous avons désignées par f et f, sont
conjuguées par rapport à Q. Trois points consécutifs Jn, Jw+1,

Jn+2 de la première suite et les trois points consécutifs P_n,
P_n_i, P_n_2 de la seconde déterminent deux plans conjugués
par rapport à Q. Les sections de cette hyperquadrique par ces
plans représentent les séries réglées d'une quadrique Wn. Si n
prend toutes les valeurs entières de — oo à + °°, nous avons
ainsi une suite de quadriques sur laquelle nous avons attiré
l'attention autrefois (2) ; nous y sommes revenu récemment
dans une communication faite au Convegno di Geometria proietti
vo-differenziale de Pavie (sept.-oct. 1955). Dans cette note,
nous considérons les quadriques W0 et fLo ; le produit des pola¬
rités relatives à ces quadriques est une homographie qui a comme
éléments unis les foyers et les plans focaux de la congruence.

(*) Sur quatre suites de Laplace associées à une congruence W (Bull, de l'Acad.
roy. de Belgique, 1954, pp. 880-885). Dans la note actuelle, nous avons écrit
P_„ au lieu de Pn pour uniformiser les notations.

(2) Sur quelques familles de quadriques associées aux points d'une surface
(Annales de la Soc. Polonaise de Mathématiques, 1928, pp. 213-226). Voir
également notre exposé sur la théorie des surfaces et l'espace réglé (Actualités
scient., n° 138, Paris, Hermann, 1934).
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Dans le cours de cette note, nous utilisons les notations em¬

ployées dans nos travaux précédents, notamment dans l'exposé
qui vient d'être cité. Pour ne pas allonger inutilement ce travail,
nous n'en donnerons plus les définitions.

1. Soit (/) une congruence W ; nous désignerons par (x) et (ië)

ses surfaces focales, par u, v les asymptotiques de ces surfaces.
A la congruence (j) nous avons associé quatre suites de La

place, de l'espace à cinq dimensions S5, en relation avec l'hyper
quadrique de Klein Q qui représente dans cet espace les droites
de l'espace ordinaire.

1) La suite

...UV,,...,, ..., (L)

associée à la surface {x), les points U, V représentant les tangentes
asymptotiques xx10, xx01 à la surface [x) en un point x.

2) La suite

...,ÜW, Ü, V, Vx> ..., Vn,..., (L)

associée de la même manière à la surface (#).

3) La suite

•"> Jwj •••» Jl> J> J— 1> J— n> "• ()

déterminée par le point J image de la droite ƒ sur Q.

4) La suite

..., P., ..., Px, P, P_lf ..., P_n, ... (?)

déterminée par le point P seconde image dans S5 du complexe
linéaire osculateur à la congruence (ƒ) le long de la droite j.

Dans ces quatre suites, chaque point est le transformé du
précédent dans le sens des u.

Rappelons que les suites L et L sont autopolaires par rapport à
Q. Le point UM (ou U„) est le pôle de l'hyperplan

vvv.viV (ou vw-2Vn_iVnyw+1vn+2)

et le point V„ (ou V„) celui de

Un_2Uw_1UnUn+1Uw+2 (ou Un_2Un_1UnUH+ lUn+ 2) •
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Les suites et ¥ sont conjuguées par rapport à Q. Le point P
est le pôle de l'hyperplan j2.JiJJ-iJ-2> P celui de

J— n— 2J— n— 1 J— nj— n+1 J— n+2 Ct ~—n Celui de Jw_ 2Jra— ljw Jw+lJw+2*

Le point Pn est l'intersection des droites UnUn, et

P-n, celui des droites VnVn, VV.

2. Ces points rappelés, considérons les plans JJiJ2 et PPP-a.
Ils sont conjugués par rapport à Q et les sections de cette hyper
quadrique par ces plans représentent les générations rectilignes
des deux modes d'une quadrique WQ.

De même, les sections de Q par les plans conjugués JJ-1J-2
et PP1P2 représentent les deux systèmes de génératrices recti¬
lignes d'une quadrique W-0.

Nous allons considérer la polarité d0 par rapport à !F0 et la
polarité 0_o par rapport à !P_0, puis l'homographie H = do0~o

produit de ces deux polarités.
Dans S5, il correspond à 60 une homographie biaxiale harmo¬

nique d'axes JJJ. et PP-jP-a, que nous désignerons par 60 et
à 0_o, une homographie biaxiale harmonique d'axes JJ_1J_2,
PPXP2, que nous désignerons par 9'_0 .

Le plan PP_1P_2 contient les points V, Vj, V, L'espace à
trois dimensions U1UVV1 coupe JJiJ2 suivant la droite JJj et le

plan PP_iP_2 suivant la droite PP_X — VV, par conséquent il
est transformé en soi par d'Q. Le même espace à trois dimensions
coupe le plan JJ-1J-2 suivant la droite JJ et le plan PPiP2
suivant la droite PPX = UU ; il est donc également transformé en
soi par 9Lq et par suite par H' = 6'qQ'_q.

L'espace UjUW-! coupe Q suivant deux plans : l'un représente
la gerbe de droites de sommet x et l'autre le plan réglé tangent
XX10 X01 à la surface (x) au point x. Les homographies 0'Q et eu
échangent ces plans entre eux, par conséquent chacun de ces

plans est unis pour H'.
On peut faire le même raisonnement pour l'espace à trois

dimensions TJUVVi, qui coupe Q suivant deux plans dont l'un
représente la gerbe de droite de sommet x et l'autre le plan réglé
XX10 x01 tangent à la surface (x) au point x.
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On en conclut que l'homographie H possède comme points
unis les foyers x, x de la droite ƒ et comme plans unis, les plans
focaux de cette droite.

Le point Jj appartient aux plans JJiJ2, PP1P2 Ie point J_x
aux plans JJ_iJ_2, PP_iP_2. Par conséquent, ces points sont
unis à la fois pour 6'0 et d'_Q et la droite JiJ-x est unie pour H'. Il
en résulte que les points de rencontre Gx, G2 de cette droite
avec Q sont unis pour H'. A ces points correspondent deux droites
gj, g2 unies pour H et passant, l'une gx par le point x, l'autre g2

par le point x.

3. La traduction analytique des considérations précédentes
permet de préciser les éléments unis de l'homographie H.

Associons à la droite j de la congruence W donnée le tétraèdre
d'Élie Cartan attaché au foyer x. Ce tétraèdre a pour sommets
les points

x, m = x (log a)10 — 2x10 , n = x (log ò)01 — 2a)1,

y = [8ab — (log a)10 (log b)01]x + 2x10 (log ò)01 + 2X01 (log a)10

— 4%u,

le point x satisfaisant aux équations

x 20 + 2 bx01 + cxx = 0, %°2 + 2ax10 + c2x = 0.

Tout point de l'espace a des coordonnées de la forme

ZyX + z2m + zzn + z&.

Les quadriques et W_0 ont respectivement pour équations

X(z2z3 + zizi) + i*{z\ + ßzi) + 2, 14 + 2 [fi2 + f*1 (log ôâ1)01]4=0,

piz%zz ~b zizi) ~h A(f ~f~ aZì) + + 2[à2 + \ (log ak)X{S]z\—0.

Par conséquent, l'homographie H a pour équations

p[lMz[ + 2AX4 + 2 { 2A2 + 2Ai (log aktf* + oA}<] =
— A + %n>iz2 + 2 [2/a2 + 2fij_ (log bh])01 + ßii]zit

p(f*z2 "h 2Àz$ -f 2X±zî) = AzZ)

Pliz3 == 2fjt,z2 "I Xz3 2jAqZ,

pflZ't = A24.

— 873 —



L. Godeaux. — Sur une homographie associée à une congruence W

L'équation caractéristique de cette homographie est

(A — p/x)2(À + Pfx)2 = 0.

L'homographie H ne possède donc que deux points unis,
deux plans unis et deux droites unies.

Les points unis sont les foyers x et

X = (Àx — fjLx + Am — [in

de la droite j. Les plans unis sont les plans focaux xxx01 ou
24 = 0 et le plan xx10x01 ou

+ Az3 + (Ax + Pi)zi = 0.

4. Pour obtenir les droites unies gv g2> remarquons que nous
avons

Ji = f-'Uj — ftjU, J-i = AVX — AjV

et, si Q(ft, q) = 0 est la condition pour que deux points p, q

soient conjugués par rapport à Q,

ß(Ji. Ji) = - û(J_lf J_i) = 2A A", (L/ J-J = 0,

où

A = I X X10 Af01 x11 [.

On en conclut

Gx = A/x(U! + Vi) — AU — juAiV,

G2 = XiifPi — VO — AV + ju-AiV.

La droite gx a pour équations

Il = h. — •

AjLtj jLtAj
'
— A/a '

elle passe par le point a; et est située dans le plan xx10x01.

La droite g2 a pour équation

1

JU>A2
1

— 0, 0 ,

elle passe par le point % et est située dans le plan a;#10#01.

Liège, le 3 septembre 1955.
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