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Résumé
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GEOMLETRIE PROJECTIVE DIFFERENTIELLE

Sur les quadriques de Lie des deux nappes
d’une congruence W.

par LucieNn GODEAUX,
Membre de 1’Académie.

Resume. — FFormation de l'équation de la quadrique de Lie d’une
nappe tocale d'une congruence W rapportée au tétracdre de Cartan
attache¢ a 'autre nappe focale.

Nous conscrvons les notations utilisées dans notre note parue
le mois dernier (1).

Les quadriques de Lie attachées aux deux foyers d’une droite
d'une congruence W et relatives aux nappes focales, se ren-
contrent suivant quatre droites formant un quadrilatere gauche.
Deux cotés opposés de ce quadrilatére appartiennent a la qua-
drique ¥, les deux autres a la quadrique ¥_,. Il est aisé de
tormer 1I’équation des quadriques passant par ce quadrilatére
gauche et d'en déduire 1'équation des quadriques de Lie.

1. Soient (7) une congruence W, (x) et (x) ses surfaces focales,
u, v les asymptotiques de ces surfaces. A la congruence (7),

nous attachons, dans S;, quatre suites de Laplace L, L, 4. P. La
premiere comprend les points U, V qui représentent, sur I’hyper-
quadrique de Klemn Q) de S, les tangentes xx1%, x2%1 au point x a
la surface (x), la seconde joue un réle analogue pour la surface (52),
la troisieme contient le point J qui représente la droite 7, la qua-
trieme contient la seconde image P du complexe linéaire oscula-

teur a la congruence (7) le long de la droite 1.
La quadrique de Lie @ attachee a la surface (x) au point x, est

(1) Sur une homographie associce a une congruence W (BULL. DE L’ACAD. ROY.
DE BELGIQUE, 1935, pp. 870-874).
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L. Godeaux. — Sur les quadriques de Lie

représentée dans S; par les plans UU,U,, VV,V, ; la quadrique

de Lie @ attachée a la surface (¥) au point x est représentée par

L TN TN .. .

les plans UU,U,, VV,V,. La quadrique ¥, est representée par
les plans JJ,J, et PP_,P_,; la quadrique ¥_, par les plans
JJ-1 J-2 et PP P,

Les plans UU,U, et ﬁﬁ;ﬁz se rencontrent suivant la droite

J1Js, par conséquent les quadriques @, @ ont en commun deux
droites 7, #, qui appartiennent a la quadrique ¥, De méme, les

quadriques @ et @ ont en commun deux droites s;, s, qui appar-
tiennent a la quadrique ¥_,.

Les quadriques de Lie @ et @ se rencontrent donc suivant les
droites 7,, 7, et s,, s,, qui forment un quadrilatere gauche. On
peut aisement former les équations des droites 7, 7, et s;, S,

donc former l’équation du faiscecau déterminé par @ et ®. La

quadrique @ sera la quadrique de ce faisceau qui passe par x.

2. Attachons au point x de la surface (x) le tétraedre de Cartan.
La quadrique de Lie @ a pour équation

224 + 2523 = 0
ct la quadrique ¥,,
A(2124 + 2223) + (23 + B2z) + 2uy2024 + 2[ps + 1y (log___bkl)o 2z =0.
S1
<qg = P12, L3 = T P1éy

sont les ¢quations d'une des droites 7;, 7,, nous devons avoir

M, = 24 + 2p1, (log b)°* + B

. If ’ ‘ .
Les racines py, p, de cette équation donneront les droites 7,, 7,.
La quadrique ¥_, a pour équation

(2124 1 29%3) + A(23 + azg) + 2A1252, + 2[5 + A, (log. ak,)**]zg =0.
S1

“4 = P2f3, Rg = T Pt
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sont les équations d'une droite s;, s,, on a

Lipz + 2Ap, + p = 0,
ou

L, = 2, 4+ 2, (log ak,)! 4 aA.

Les racines p;, ps de cette équation donneront les droites s, s,.
Cela étant, I’équation d’une quadrique du faisceau déterminé

par les quadriques de Lie @, i peut s’écrire

/A

! / ! 14
(pipszy + pize + pizs — Z4)(p1pe?y + P12z + Po?s — 24)
T k(Pinzl + p12s sza — 24) (PiPé% -+ Pizz + po2y — 34) = (),

c est-a-dire, tous calculs faits,
(1 + A)[Auzd + pl 23 + AM, 2z 4 L M,25 — 2A, 1225 — 2Ap,2,23

— 202124 + 2A 02025 + 200142524 + 22 M4252,]
— 2V LM(1 — k) (2,2, + 2525) = O,

en posant
L=2A—AL;, M=y —ulL,

La quadrique de Lie @ de la surface (x) est donnée par £ = — 1.

3. Le point x a pour coordonnées locales
21322:23324: AI—M]:A:“‘_‘“FL:O-
La quadrique du faisceau passant par ce point est donnee par

(L + M)(1 4+ k) —2VLM(1 — k) = 0.

Elle a donc pour eéquation
Auzy + plizy + AMyzz + LMz — 22,022, — 2212125
— 2A 12124 + 2A 002025 + 20002024 + 22, M 252,
— (L 4+ M)(2124 + 225) = 0.

Telle est 1’équation de la quadrique de Lie @, attachée au point
x de la surface (x), par rapport au tétraédre de Cartan attaché au

point x de la surface (x).

Liege, le 28 octobre 1955.
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