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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE

Sur les courbes tracées sur une surface multiple,

par Lucien GODEAUX,
Membre de l'Académie.

( Seconde note).

Résumé. — Étude du comportement en un point de diramation de

seconde espèce d'une surface multiple des courbes tracées sur cette
surface et qui, sur la surface contenant l'involution représentée par
la surface multiple, donne des courbes équivalentes.

Soit F une surface algébrique contenant une involution cycli¬
que, d'ordre premier p > 2, n'ayant qu'un nombre fini de points
unis. Désignons gar & une surface image de cette involution sur
laquelle les points de diramation sont isolés. Nous considérons
sur F un système linéaire transformé en soi par la transformation
génératrice de l'involution et contenant p systèmes linéaires
partiels appartenant à l'involution dont l'un est dépourvu de
points-base. Les autres systèmes ont pour points-base les points
unis de l'involution. A ces p systèmes correspondent sur 0 p
systèmes linéaires complets. Un point de diramation de <P,

de seconde espèce, est équivalent, au sens de transformations
birationnelles, à un ensemble de courbes rationnelles. Il s'agit
de déterminer le comportement des courbes des systèmes envi¬
sagés vis-à-vis de cet ensemble de courbes rationnelles.

Dans notre première note ), nous avons indiqué une méthode
pour résoudre ce problème. Elle est basée essentiellement sur
le fait que les multiples d'un système linéaire tracé sur la surface F
se comportent aux points unis de l'involution, comme les courbes
du système linéaire considéré. Nous montrons ici comment on
peut appliquer cette méthode et en déduire les relations fonction¬
nelles existant entre les courbes tracées sur la surface multiple.

(1) Bulletin de l'Acad. roy. de Belgique, 1955, pp. 425-431.
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L. Godeaux. — Sur les courbes tracées sur une surface multiple

Nous renvoyons à notre première note pour l'indication de ceux
de nos travaux sur les involutions que nous supposons connus.

1. Soit F une surface algébrique contenant une involution I
d'ordre premier fi, cyclique, n'ayant qu'un nombre fini de points
unis. Désignons par T la transformation birationnelle de F en soi,
génératrice de l'involution I. On posera fi = 2v -f 1.

Considérons sur F un système linéaire |C|, transformé en soi
par T, contenant fi systèmes linéaires partiels |C0|, |CX | , ...,
iQ-i] appartenant à l'involution I, le premier étant dépourvu
de points-base et les autres ayant comme points-base les points
unis de l'involution.

Désignons par 0 la surface normale, image de l'involution,
dont les sections hyperplanes ro correspondent aux courbes C0.
Soient j/\] , \r2\, ..., j-Tp-il les systèmes linéaires (complets) qui
correspondent respectivement sur 0 aux systèmes |CX|, |C2|, ...,
jCj)— 1 1 •

Si e est une racine primitive d'ordre fi de l'unité, nous pouvons
attacher aux systèmes |C0|, |CX | , ..., |C4

1
, ..., jC-j] respectivement

les nombres e° = 1, e,..., e*', ..., e®-1.

Considérons le système |D| = |2C|. Il contient à son tour fi
systèmes linéaires appartenant à I, soient |D0|, |DX | , ..., jDj),
auxquels on peut attacher respectivement les nombres 1, e, ...,
c*-1.

Le système |D0| contient les courbes 2C0, Cx + •••»
C„ + C„+1.

Le système jDi | contient les courbes C0 + C1} C2 -f CP-2, ...,
2C,+1.

Le système jDj j contient les courbes C0 Cx + Cj,_2,
..., 2C„.

On peut de même considérer le système |3C| ; il comprend fi
systèmes linéaires partiels f(3C)0|, | (3C) x | , ..., j (3C) x | auxquels
sont respectivement attachés les nombres l, e , ..., e*-1.

Le système |(3C)0| contient les courbes 3C0, 2CX + Cp-2, ...
Et ainsi de suite.

2. Soit A un point uni de seconde espèce de l'involution I,
auquel sont attachés les nombres a, ß (aß — 1 multiple de fi) .
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L . Godeaux. — Sur les courbes tracées sur une surface multiple

En partant de |C0|, nous avons construit une suite de systèmes
linéaires |Q|, |C|, |Civ)|, | Cv+1) j dont les dimensions
décroissent d'une unité à la fois, formés de courbes C0 passant
par A et ayant en ce point des multiplicités croissantes. Les cour¬
bes Cv+1) ont en A la multiplicité p et des tangentes variables.

Le système |D0| comprend les courbes C0 + Có, C0 + CJ, ...
et par conséquent les courbes D0 se comportent, vis-à-vis du
point A, comme les courbes C0.

Il en est de même des courbes du système |(3C)0|, qui com¬
prend les courbes 2C0 + Q. 2C0 + C®, ... Et ainsi de suite.

Nous avons montré que dans le cas le plus général, les courbes
Cq ont en A la multiplicité Ax -f jux et passent

/ij fois par une suite de points (a, 1), (a, 2), ..., (a, 6a — 1)
infiniment voisins successifs de A,

ai -f Wi(i7i + 1) fois par un point (a, 0a), infiniment voisin
de (a, 0a — 1),

ax fois par une suite de points (a, 6a + 1), ..., (a, a — 1) infi¬
niment voisins successifs de (a, 6a),

un certain nombre de fois par une suite de points infiniment
voisins successifs de (a, 6a) dont le premier est (a, Sa, 1) et le
dernier un point Pa multiple d'ordre %,

Ax fois par des points iß, 1), (ß, 2), ..., (ß, 6ß — 1) infiniment
voisins successifs de A,

b2 + mz (r)2 + 1) fois par un point (ß, 6ß), infiniment voisin de

b2 fois par des points (ß, 6ß + 1), ..., (ß, ß — 1) infiniment
voisins successifs de (ß, 9ß),

un certain nombre de fois par une suite de points infiniment
voisins successifs de (ß, 6ß) dont le premier est (ßlt 6ß, 1) et le
dernier un point Pß multiple d'ordre m2 pour les courbes.

Les courbes Cx passent simplement par les points (a, 1), ...,
(a, a — 1) et les courbes Ca simplement par les points (ß, 1), ...,
(ß, /8-1).

On a d'ailleurs

1 + 6aPl + %(î|l + 1) + (a - 0a)#l = P,

P 1 + + 1) + iß — Qß)h — p,
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L. Godeaux. — Sur les courbes tracées sur une surface multiple

relations qui expriment que les courbes et Ca rencontrent les
courbes CÓ en p points confondus en A.

*
3. Nous allons déterminer le comportement des courbes Cp_i

en A.

Les courbes Q + C®-i appartiennent au système |D0| et elles
passent par A, donc ce sont des courbes C0 + Có particulières.
On en conclut que les courbes C ont le même comportement
en A que les courbes CÓ, sauf qu'elles passent une fois de moins
par les points A, (a, 1), (a, 2), ..., (a, a — 1).

Une courbe CJ)-1 rencontre une courbe Q en dehors de A en
des groupes de I, donc le nombre des points d'intersection de ces
deux courbes absorbés en A doit être multiple de p. Par contre,
le nombre des points d'intersection de deux courbes C1;

absorbés en A ne doit pas être nécessairement multiple de p, car
ces courbes se rencontrent aux autres points unis de 1' invo¬
lution I.

De même, les courbes Ca + CP-a sont des courbes C0 + CÓ

particulières et les courbes Cp-a ont le même comportement
que les courbes Q en A, sauf qu'elles passent une fois de moins
par les points A, (ß, Ì ), (ß, 2), ...,{ßtß — i).

Considérons maintenant le système |(3C)0|. Il contient les
courbes 2Cj + Cj,_2 En raisonnant comme plus haut, on voit
que les courbes on"t le même comportement que les courbes
C'0 en A, sauf qu'elles passent deux fois de moins par les points
A, (a, 1), ..., (a, a — 1).

D'une manière analogue, on voit que les courbes Cv-q ont le
même comportement en A que les courbes Có sauf qu'elles
passent q fois de moins par les points A, (a, 1), ..., (a, a — 1). On
doit donc avoir q < Les courbes CJ,_ai ne passent plus par les
points (a, 8a -f 1), ..., (a, a — 1).

Si l'on se reporte à nos travaux antérieurs, on sait que si l'on
désigne par xv x2, x3 les multiplicités de C en (a, 6a — 1),
( 8a), («» $a+ 1) >

pour trouver la suite des points infiniment voisins
successifs de (a, 6a ) appartenant aux courbes, on doit opérer
comme si l'on cherchait le plus grand commun diviseur de xx —
x%, xz — x3 et la multiplicité du dernier point est le plus grand

— 534 —



L. Godeaux. — - Sur les courbes tracées sur une surface multiple

commun diviseur. Or, actuellement, on a

xi = Pi — *2 = ax + 4-1 )—q, x3 = ax — qx

d'où

x1 — x2 = fi1 — a1 — + 1), x2 — x3 = m1(1 + 1),

ce qui montre bien que les courbes passent m1 fois par Pa
comme les courbes Q.

On trouve de même que les courbes Cv-ra, où r < ô2, ont le
même comportement en A que les courbes C0 sauf qu'elles passent
r fois de moins par les points A, (ß, 1), ..., (ß , ß — 1). Naturelle¬
ment, l'indice p — ra doit être remplacé par le nombre compris
entre 0 et p, congru à p — 2a (mod. p).

4. Considérons le système |Da+1| ; il contient les courbes
Co + Ca+1 et Cj + Ca ; on en conclut que les courbes Ca+1 ont
un point double en A et passent simplement par les points (a, 1),
..., (a, a — 1) et par les points (ß, 1), ..., (ß, ß — 1).

Le système [Da+1| contient également les courbes + Ca+2.
Une telle courbe doit être une courbe CÓ -f Ca+1 particulière,
c'est-à-dire une courbe passant + 1 fois par (a, 1), ..., (a,

0a — 1), ax + + 1) + 1 fois par (a, 6a), ax + 1 fois par les
points (a, da + 1), ..., (a, a — 1), mx fois par Pa, ax + 1 fois par
(ß, 1), ..., (ß , 6ß— 1), b2 + a + 1) + 1 fois par {ß, dß), b2 + 1

fois par (ß, 9ß 1), ..., (ß, ß — 1) m2 fois par ~Pß et naturellement
1 + 1 + 2 fois par A. On en conclut que les courbes Ca+2 pas¬

sent trois fois par A, deux fois par (a, 1), ..., (a, a — 1) et une fois
par (ß, 1), ..., (ß, ß — 1).

Le système |Da+1| contient également les courbes C2 -f
Ca+3) C-3 + Ca+4, ... et on pourra déterminer le comportement
des courbes Ca+3, Ca+4, ... au point A. Cependant, un doute peut
subsister. On trouve par exemple que les courbes Ca+3 passent
quatre fois par A, une fois par les points (ß, 1), ..., (ß, ß — 1),
trois fois par les points (a, 1), ..., (a, a — 1). Il se pourrait que ce

ne soit là que des courbes Ca+3 particulières et que les courbes
Ca+3 les plus générales passent trois fois par (a, 1), ..., (a, da — 1),
deux fois par (a, 6a) , une fois par les points (a, 0a+1) , . . . , (a, a — 1) .

C'est une question que l'on ne pourra résoudre que par la consi¬
dération d'autres systèmes.
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L. Godeaux. — Sur les courbes tracées sur une surface multiple

On pourra de même déterminer le comportement en A des
courbes C2a+1, C3a+1, ..., étant entendu que les indices de ces
courbes sont remplacés par les nombres compris entre 0 et ft,
congrus à ces indices mod. ft.

5. Le système [Di | contient les courbes C0 -f Clt C2 + C.
Supposons que ces dernières courbes soient des courbes Có + Ct
particulières. Alors, ces courbes se comportent en A comme les
courbes Q sauf qu'elles passent une fois de plus par les points A,
(ß, 1), ..., (ß , ß — 1). Comme les courbes Cp-1 se comportent
comme les courbes Q en A sauf qu'elles passent une fois de moins
par les points A, (a, 1), ..., (a, a — 1), on en conclut que les
courbes C2 passeraient deux fois par A, une fois par (a, 1), ...,
(a, a — 1), (ß, 1), ..., (ß, ß — 1), c'est-à-dire qu'elles se compor¬
teraient en A comme les courbes Ca+1, ce qui est absurde, puisque
a > 1. On en conclut que les courbes C2 + Cp-1 sont des courbes
Co + Ci, ou Co + Cj, .... On pourra alors déterminer le com¬
portement en A des courbes C2 et une vérification sera obtenue en
remarquant que les courbes C2 + Cj,_2 appartiennent au système
Pol

On pourra de même déterminer le comportement en A des
courbes C3, C4, ..., puis ceux des courbes C2al ____

Et ainsi de suite.

6. Sur la surface <Z>, les courbes A,r2, sont liées aux
courbes ro par des relations fonctionnelles. On a

pr0 = ftTi + + A'it

où At est une combinaison des composantes du point de diramation
A' qui correspond au point uni A et A\ une combinaison des
composantes des autres points de diramation de 0.

Si l'on connaît la structure du point A', on sait que l'on a

r0 = riv+Ai (* = 1.2,

où Al est une combinaison des composantes du point A'.
Rappelons que nous avons déterminé Ax et Aa dans le cas le

plus général de la structure du point A' (x).

(x) Sur l'ordre d'une involution cyclique appartenant à une surface algébrique
(Bulletin de la Soc. roy. des Sciences de Liège, 1953, pp. 77-84).
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L. Godeaux. — Sur les courbes tracées sur une surface multiple

Cela étant, proposons-nous de déterminer la relation fonction¬
nelle liant les courbes rp_1 et ro. Nous avons vu que les courbes
Ci + Cj,-! sont des courbes C0 + Q particulières. On doit donc
avoir

pr0 + pn + pA i z=pr 4 + prx 4 ax +»-1 -\~A[ -\-äv_x .

On en conclut que Ax -f Av-1 doit coïncider avec pA[. On a
ainsi une vérification des résultats obtenus plus haut.

D'une manière générale, si une courbe Q + C est une courbe
C0 + Cf> particulière, en doit avoir

pr 0 + prjk) -j pA\ =pr, 4 prp-t -\-Ai + av-ì + a\ -\-a'v_ì

et les courbes Jj -j Ap-it pA"k doivent être identiques.
Cette remarque donne non seulement un procédé de vérifica¬

tion, mais aussi un procédé d'investigation.

7. La détermination du comportement en A' des courbes
rv ..., rp-1 est aisée, dans le cas où l'on a a = j8 — p — let par
.suite a1 — b2=ï. Pour éviter les complications d'écriture, nous
le montrerons dans le cas p = 7, l'extension au cas où p est quel¬
conque étant aisée.

Rappelons que les courbes CÓ ont un point double en A et
passent simplement par les points (a, 1), a, 2), (a, 3), (a, 4),
{a, 5) et (j8, 1), ..., (ß, 5) de deux suites de points infiniment voisins
successifs.

Les courbes C® passant quatre fois par A, deux fois par (a, 1),

{ß, 1), une fois par (a, 2), (ß, 2) et par deux points (a, 2, 1) infini¬
ment voisin de (a, 2) et (ß, 2, 1), infiniment voisin de (ß, 2).

Les courbes C® passent six fois par A et une fois par les points
{a, 1), (a, 2, 1), (a, 1, 2) et (fi, 1), (ß , 1, 1), (ß , 1, 2).

Le point A' est équivalent à six courbes rationnelles de degré
virtuel — 2 ; une courbe aa représentant le domaine de (a, 5),

une courbe plv représentant le domaine de (a, 2, 1), une courbe
p21 représentant le domaine de (a, 1, 2), une courbe p22 représen¬
tant le domaine de (ß , 1, 2), une courbe p12, représentant le
domaine de (ß, 2, 1), enfin une courbe aß, représentant le domaine
de (ß, 5), Chacune de ces courbes rencontre la précédente et la
suivante en un point, mais ne rencontre pas les autres.
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L. Godeaux. — Sur les courbes tracées sur une surface multiple

On a

A = -o + aa + Pu + P21 + P22 + P12 + aß>

r0 = r; + <ra + 2(pn + p21 -h p2 2 + P12) + aß>

F0 = C + °a + 2/3u + 3(p2i + P22) + 2p12 + CTß,

7JT0 = 1 "f" aa 2plx + 3/>2l + />22 H~ 5X2 + 60jg + 4»
7-0 — 7-6 + 6(T6 + 5pn -j 4/>2l + 3/)22 + 2/312 + + 4

Les courbes 7\ rencontrent aß en un point et les courbes r6t
aa en un point.

Le système |D0| comprend les courbes Cx + C6, C2 + C5,
C3 + C4 et on voit que les courbes Cx -f C6 sont des courbes C0 +
CÓ particulières. On a bien, en reprenant les notations précédentes,

74' -4+4

Le système |D2| contient les courbes C0 -f C2 et 2Q, donc,
parmi les courbes C2, il en est qui passent deux fois par les points

A, iß, 1), (ß, 5).
Le système |D5| contient les courbes C0 + C5 et 2C6, donc,

parmi les courbes C5, il en est qui passent deux fois par les points A,
(a, 1), (a, 5).

Les courbes C2 -f C5, qui ont un point quadruple en A, appar¬
tiennent au système |D0| et sont des courbes C0 + C„ particu¬
lières. On en conclut que les courbes C2 passent deux fois par A
et par (j8, 1), et une fois par les points (ß, 2), (ß, 2, 1). Les courbes
C5 passent deux fois par A, (a, 1) et une fois par (a, 2), (a, 2, 1).
Les courbes r2 rencontrent p12 en un point et les courbes ,T5„

pn en un point.
On a

7-To — 7r*2 + 2aa -f 4pn + 6/o21 -f 8p22 + 10pi2 + §aß 4~4
»

IF 0 = ir5 -f 5aa + 10Pll + 8p21 + 6p22 + 4plz + 2aß -f 4 .

On vérifie que l'on a bien

744+4

Le système |(3C)S| contient les courbes 2C0 -f C3 et 3Q,.
donc parmi les courbes C3) il en est qui passent trois fois par les.

— 538 —



L. Godeaux. — Sur les courbes tracées sur une surface multiple

points A, (ß , 1), (ß , 5). de même, parmi les courbes C2, il en est
qui passent trois fois par A, (a, 1), (a, 5).

Une courbe C3 + C4 appartient au système |D0| et a un point
sextuple en A, donc c'est une courbe C0 -j Co particulière. On
en conclut que les courbes C3 passent trois fois par A et une fois
par (ß, 1), (ß, 1, 1), (ß, 1, 2) ; les courbes C' passent trois fois par
A et une fois par (a, 1), (a, 1, 1), (a, 1, 2).

On a

7r0 = 7.Tg + 3cra + 6pu + 9/>2i + 12p22 + 8pi2 H~ aß +3
>

ITq = 7r4 + 4ct0 + 8pu + 12pai + 9p22 + 6p12 + 3aß -\ .

On vérifie que l'on a

1AI

Les courbes C2 et C5 particulières rencontrées plus haut ont

pour homologues sur 0 les courbes r2 — a, 7 — aa. Les courbes
C3 et C4 particulières passant trois fois par les points A. (ß, 1), ...
(ß, 5) ou A, (a, 1), (a, 5) ont pour homologues sur 0 les courbes

I13 Pl2 2<7ß, r± Pu 2 aa.

Liège, le 18 avril 1955.
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