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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE

Sur les courbes tracées sur une surface multiple,

par Lucien GODEAUX,
Membre de l'Académie.

Résumé. — Si une surface algébrique F contient une involution
d'ordre premier impair, n'ayant qu'un nombre fini de points unis, en¬

gendrée par une transformation birationnelle T de F en soi, à tout
système linéaire | C | transformé en soi par T correspondent générale¬
ment sur la surface 0 image de l'involution, fi systèmes linéaires.
Il s'agit de déterminer le comportement des courbes de ces systèmes
aux points de diramation de 0. On donne ici une méthode pour ré¬

soudre ce problème et on l'applique à un cas particulier simple.

Dans nos travaux antérieurs (1), nous avons déterminé la
structure des points de diramation d'une surface multiple d'ordre
premier p impair. Si F est une surface contenant l'involution
d'ordre j> dont la surface multiple 0 est l'image, on peut prendre
comme modèle projectif de F une surface normale sur laquelle
l'involution est déterminée par une homographie cyclique possé¬

dant p axes ponctuels. Dans le système des sections hyperplanes
de F, il y a donc p systèmes linéaires appartenant à l'involution.
Nous avions construit la surface 0 en partant de l'un de ces

systèmes. Notre but dans cette note est de déterminer le com

(x) Les involutions cycliques appartenant à une surface algébrique. Actualités
scient., n° 270 (Paris, Hermann, 1935) ; Mémoire sur les surfaces multiples (Mé¬
moires in-8° de l'Acad. roy. de Belgique, 1952, pp. 1-80) ; Les singularités des

points de diramation isolés des surfaces multiples, Deuxième Colloque de Géomé¬
trie algébrique (Liège, Thone et Paris, Masson, 1952) ; Recherches sur les points
de diramation de troisième catégorie d'une surface multiple (Bulletin de l'Acad.
roy. de Belgique, 1953, pp. 1013-1023, 1087-1083 ; 1954, pp. 81-86, 200-208,
355-370) ; Sulle involuzioni cicliche appartenenti ad una superficie algebriche (en
cours de publication dans les Rendiconti del Seminario Matematico dell'Univer¬
sità di Milano) .
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portement des systèmes qui correspondent sur la surface 0 aux
p — 1 autres systèmes, aux points de diramation. Nous nous
bornons d'ailleurs à supposer les points unis de l'involution de
seconde espèce. Nous avons déjà résolu autrefois le problème
dans le cas des points unis de première espèce (*).

1. Considérons, sur une surface algébrique F, une involution I
d'ordre premier impair j>, n'ayant qu'un nombre fini de points
unis. Nous pouvons prendre, comme modèle projectif de la sur¬
face F, une surface normale appartenant à un espace linéaire
Sr (r aussi grand que l'on veut), sur laquelle l'involution I est
déterminée par une homographie H de période p, ayant p axes
ponctuels £0, dont le premier seul, £0, rencontre F
(aux points unis de l'involution).

Désignons par |C| le système des sections hyperplanes de F,
par Ci les courbes C découpées par les hyperplans passant par
£0, ..., |i+1, ..., fp-!. Nous avons, sur F, p systèmes linéaires
|C0|,

I
Cj], ..., ] I

appartenant à l'involution I, le premier
étant dépourvu de points-base, les autres ayant comme points
base les points unis de l'involution.

En rapportant projectivement les courbes C0 aux hyperplans
d'un espace ayant la dimension de |C0|, nous obtenons une sur¬
face normale 0, image de l'involution, sur laquelle les points de
diramation sont isolés. Dans nos travaux antérieurs, cités plus
haut, nous avons déterminé la structure des points de diramation,
c'est-à-dire l'ensemble des courbes auquel chacun d'eux est
équivalent au sens de la géométrie algébrique.

Si ro, rit ..., jTp-j sont les courbes qui correspondent sur 0
respectivement aux courbes C0, Ci, ..., les courbes ro étant
les sections hyperplanes de 0, on peut se proposer de déterminer
le comportement des courbes rv r2, ..., rv-1 aux points de dira¬
mation de 0.

2. Soit A un point uni de seconde espèce de l'involution I.
Nous supposerons que le plan tangent 77 à F en A rencontre
en un point l'espace et en un point l'espace |a. Aux axes

(x) Sur les points unis parfaits des involutions cycliques appartenant à une
surface algébrique (Bull, de la Soc. roy. des SciencesjdeLiège, 1937, pp. 37
40).
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ii, •••> ip-i de H, nous attachons les nombres e° = 1, e, ...,
ep-,1 où e est une racine primitive d'ordre p de l'unité. Dans
ces conditions, au point uni A sont attachés les entiers a et ß
tel que aß — 1 soit multiple de p, ß étant compris entre 1 et p.

La connaissance des nombres a, ß suffit pour déterminer la
structure du point de diramation A' homologue du point A.
Rappelons que pour déterminer cette structure, nous avons
envisagé une suite de systèmes linéaires |CÓ[, |Co|, ...,

|
C)

| com¬

pris dans jC0|, dont les multiplicités en A vont en croissant, v
étant donné par p — 2v + 1.

Les courbes C1} découpées par les hyperplans passant par
lo, £2, •••> ip-i, passent simplement par A en y touchant la droite
ta, tangente à F et s'appuyant sur |a. De même, les courbes Ca,

découpées par les hyperplans passant par £0, £j, ..., £a_1; |a+1,
passent simplement par A en y touchant la droite tx, tan¬

gente à F et s'appuyant sur
Les courbes C2, C3, ..., Ca-!, Ca+1, ..., C-jSont découpées par

des hyperplans contenant le plan tangent rj à F en A et ont une
certaine multiplicité en A.

Observons que le système |D| = |2C| se comporte vis-à-vis de

l'involution I exactement comme le système |C|. Il comprend p
systèmes linéaires partiels |D0|, |Dj|, ..., |

D-j
| , appartenant à

l'involution et auxquels on peut attacher respectivement les

nombres e° = 1, e, e®-1. D'une manière précise, le système
|D0| comprend les courbes 2C0, le système |DX | les courbes
C0 + Q, ..., le système JD— !

| les courbes C0 + C-j.
On peut de même former les systèmes |D0|, |Do|, ..., |D'|

comprenant respectivement les courbes C0 + CÓ, C0 -f Cq, ...,
C0 + C

Le système |D0| comprend les courbes 2C0, Cx -f Cv-X,

Ca + Cp_a, ... Les courbes Ct + Cj,-!, Ca + Cp-a passent par A;
elles appartiennent donc à l'un des systèmes fDj, |Dq|,
|D| et il sera par conséquent possible de déterminer le com¬
portement des courbes C-x, CP-a au point A.

Le système |D2| contient les courbes C0 + C2 et 2Clt il sera
donc possible de déterminer le comportement des courbes C2
au point A. Et ainsi de suite.

Cependant, la méthode précédente donne le comportement en
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L. Godeaux. — Sur les courbes tracées sur une surface multiple

A de certaines courbes a — 1, a + 1, p — 1),

mais on ne peut affirmer qu'il n'y a pas de courbes ayant un
comportement plus simple en A. Le doute sera levé en considé¬

rant les systèmes |3C|, |4C|, ....
Une fois connu le comportement en A des courbes C2,

Cj,-!, il est facile d'en déduire le comportement en A' des courbes
r2, ..., rv-x et les relations fonctionnelles qui lient ces courbes
aux courbes ro et aux composantes de A'.

3. Nous allons appliquer ce qui précède à un cas simple, celui
où l'on a p = 7, a = 3 et par conséquent ß = 5.

Dans ce cas, les courbes Q ont en A la multiplicité trois, elles
passent doublement par une suite de deux points (a, 1), (a, 2)

infiniment voisins successifs de A et simplement par une suite de

quatre points (ß , 1), (ß, 2), (ß, 3), (ß, 4) infiniment voisins suc¬
cessifs de A.

Les courbes C'ó passent cinq fois par A, une fois par (a, 1),

(a, 2), deux fois par (ß, 1) et deux fois par un point (ß, 1, 1) infi¬
niment voisin de (ß, 1).

Les courbes Cq passent six fois par A, une fois par (a, 1) et
par une suite de trois points (a, 1, 1), (a, 1, 2), (a, 1, 3), infini¬
ment voisins successifs de (a, 1), une fois par les points (ß , 1),

iß, 1, 1).

Le point de diramation A' est triple pour la surface 0. Le
cône tangent en ce point se compose d'un cône quadratique

(or0) et d'un plan (o) coupant (tra) suivant une génératrice.
Sur cette droite, il existe un point double conique infiniment
voisin de A'.

Au point de vue des transformations birationnelles, le point A'
équivaut à l'ensemble d'une courbe rationnelle aa de degré vir¬
tuel — 3, d'une courbe rationnelle p de degré virtuel — 2, ren¬

contrant (Ta en un point et d'une courbe rationnelle cr de degré
virtuel — 2, rencontrant p en un point.

On a

-o = -o + °a + p + <Tß,

•o = -o + °a + 2p aß.
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Les courbes r'ó' appartiennent au système (Z7 j ; ce sont des
courbes passant par un point simple.

Les courbes Cj passent simplement par les points A, (ß, 1),

(ß, 4) et les courbes C3 simplement parles points (a, 1), (a, 2).

4. Considérons le système |D0| ; il contient les courbes Cx -f C6,

C2 + C5 et C3 + C4. La courbe Cx + C6 passe par A : supposons

qu'elle appartienne au système | Dó | ; elle a en A la multiplicité
trois et passe deux fois par (a, 1), (a, 2), une fois par (ß, 1), (ß, 2)

(ß, 3), (ß, 4). On en conclut que les courbes C6 passent deux fois
par les points A, (a, 1), (a, 2).

De même, les courbes C3 + C4 ont le même comportement en
A que les courbes DÓ et par conséquent les courbes C4 passent
deux fois par A, une fois par (a, 1), (a, 2) et par (ß, 1), iß, 2),

(ß> 3), (ß, 4).
Comme vérification, on peut observer que le nombre de points

d'intersection absorbés en A par une courbe C6 ou une courbe C4

avec les courbes CÓ, Co, Co doit être multiple dep = 7. On vérifie
qu'il en est bien ainsi.

Observons que le système |D4)| contient les courbes C0 + C4
et Ci + C3, ce qui montre que les courbes C4 ont en A le même
comportement que les courbes Ct + C3.

5. Le système |D1| contient les courbes C0 + Cx, C2 + C6,

C3 + C5 et 2C4.

Les courbes Dx passent en général simplement par les points
A, (ß, 1), (ß, 4), mais parmi ces courbes, il en est qui se com¬
portent en A comme les courbes C4 comptées deux fois, c'est-à
dire qui passent quatre fois par A et deux fois par les points
(a, 1), (a, 2), (ß, 1), ..., (ß, 4). On en conclut que, parmi les courbes
C2, il en est qui passent deux fois parles points A, (ß, 1), ..., (ß, 4).
Nous verrons plus loin qu'il s'agit de courbes C2 particulières.

De même, parmi les courbes C5, il en est qui passent trois fois
par A, une fois par (a, 1) (a, 2) et deux fois par (ß , 1) ..., (ß, 4).
Mais ici aussi, comme on va le voir, il s'agit de courbes C5 parti¬
culières.

6. Considérons maintenant le système |3C0| ; il contient les
courbes 2C2 + C3. Une telle courbe passe par A, donc elle se
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comporte en ce point comme les courbes CÓ ou C®. On voit aisé¬

ment qu'elle ne peut se comporter comme une courbe Cq.

La courbe 2C2 + C3 passent donc cinq fois par A, une fois par
(a, 1), (a, 2), deux fois par (ß, 1) et (jS, 1, 1). Si l'on en retranche
la courbe C3, on voit que la courbe 2C2 a en A la multiplicité
quatre et passe deux fois par (ß, 1), (ß, 1, 1). On en conclut que
la courbe C2 passe deux fois par le point A et une fois par les
points (ß, 1), (ß, 1, 1).

Le système |3C0| contient également les courbes C4 + 2C5.
Une de ces courbes peut se comporter comme une courbe CÓ,

ou Co, mais aussi comme une courbe CÓ + Cq. Elle passe alors
huit fois par A, trois fois par (a, 1), (a, 2), trois fois par (ß, 1),
une fois par (ß, 2, (ß, 3), (ß, 4) et deux fois par (ß, 1, 1). Si l'on
en retranche la courbe C4, on voit que les courbes 2C5 passent
six fois par A, deux fois par (a, 1), (a, 2) et par (ß, 1), (ß, 1, 1).
Par conséquent les courbes C5 passent trois fois par A, une fois
par (a, 1), (a, 2) et par (ß, 1), (ß, 1, 1).

7. Sur la surface 0, les courbes aa, Oß, p correspondent res¬
pectivement aux domaines des points (a, 2), (ß, 4) et (ß, 1, 1).

Les courbes Cx passent simplement par le point (ß, 4) et par
conséquent, les courbes rencontrent en un point mais ne

rencontrent pas aa et p. On en conclut la relation fonctionnelle

iro = irx -j aa + 3/3 + 5<T|3 + Ax,

Ax étant un terme provenant de la présence des autres points
de diramation de la surface 0 (au nombre de deux au moins).

Les courbes C2 passent par le point {ß, 1, 1) mais non par
(a, 2), (ß , 4). Les courbes r2 rencontrent donc p en un point et
on a

7JT0 = ir2 + 2aa + Qp + 3ctß + A2,

A 2 provenant des autres points de diramation de 0.
Les courbes C2 particulières, qui passent deux fois par (ß , 4),

rencontrées plus haut, donnent sur 0 les courbes r2 — o.
Les courbes C3 passent simplement par (a, 2) et les courbes r3

rencontrent donc aa en un point. On a

7ro = irz -j 3(7a + 2p + aß + A3.
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Les courbes C4 passent une fois par (a, 2) et (ß, 4), donc les

courbes jT4 rencontrent en un point chacune des courbes aa , aß.
On a

7ro = IT 4 + 4aa -f 5p -f 6<Tß -\r LJ4.

Les courbes C5 passent une fois par (a, 1) et une fois par iß, 1, 1),
donc les courbes r5 rencontrent aa et p en un point, mais ne

rencontrent pas <jß. On en déduit

ITq = 7T5 + 5aa + 8p + 4aß + As.

Les courbes C6 passent deux fois par (a, 2), donc les courbes re
rencontrent aa en deux points, mais ne rencontrent pas p et aß.

Par conséquent on a

iro = 7r6 -f 6aa + 4p + 2cr -f J6.

Dans ces relations, As, J4, J5 et Ae proviennent des points de
diramation de distincts de A'.

Observons que l'on déduit des relations précédentes

14f0 = 7(7 + /) + 7cra -f Ift + 7o0 -f A1 -f A6,

ce qui montre bien que les courbes 7\ + r6 appartiennent au

système \T0 -f 71
De même, on a

14ro = 7(7~,2 + A) 7°a + 14p + 7o -f A2 + As ;

par conséquent les courbes r"2 + A appartiennent au système
m + n\ .

Liège, le 20 mars 1955.
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