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Résumé

La quintique de Snyder, de genre six, contient une involution rationnelle cyclique d'ordre treize. La surface qui représente
les couples de points de cette quintique, d'irrégularité six, contient en conséquence une involution cyclique d'ordre treize,
possédant six points unis. On démontre que cette involution est rationnelle.
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COMMUNICATION D’'UN MEMBRE
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GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Sur la surface des couples de points de la quintique
de Snyder,

par LucieNy GODEAUX,
Membre de 1'’Académie.

Resumé. — La quintique de Snyder, de genre six, contient une
involution rationnelle cyclique d’ordre treize. La surface qui repre-
sente les couples de points de cette quintique, d’irregularite six,
contient en conséquence une involution cyclique d’ordre treize,
possedant six points unis. On démontre que cette ivolution est ra-
tionnelle.

S1 une courbe algébrique L possede une involution cyclique
d'ordre premier p supérieur a 2, la surface ¥ qui represente les
couples de points de L contient & son tour une involution cy-
clique d'ordre p, présentant un nombre fini de points unis.
LLa surface @ 1image de cette involution est irréguliere si1 I'involu-
tion donnee sur L. n’est pas rationnelle. S1 au contraire cette
involution est rationnelle, la surface @ peut étre réguliere et
méme rationnelle. On démontre 1c1 que s1 L est le quintique de
Snyder (1), 'involution ¢étant d’ordre p = 13, la surface @ est
rationnelle.

Nous utilisons pour arriver a ce résnltat nos recherches sur la
structure des points de diramation des surfaces multiples (?);

() V. SNYDER, Plane quintic curves which possess a group of linear Transfor-
mations (AMERICAN JOURNAL OF MATHEMATICS, 1908, t. XXX, pp. 1-9). Vorr
aussi L. C1aNI, Le quintiche piane autoprotettive (Rendiconti del Circolo Matem.
di Palermo, 1913, t. XXXV ; Scritti geometrici scelti, Padova, 1937, pp. 689-
713).

(%) Mémoire sur les surfaces multiples (MEMOIRES IN-8° DE L’ACADEMIE ROYALE
DE BELGIQUE, 19352) ; Les singularités des points de divamation isolés des surfaces
multiples (DEUXIEME COLLOQUE DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE, Licge, 1952,
pp. 220-241).
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nous avons renvoyé a la fin de ce travail 'étude de la structure
des points de diramation rencontrés ici. D’autre part, nous
renvoyons aux travaux de M. Sever1 pour les propriétés utilisees
1c1 de la surface représentant les couples de pcints d’une courbe
algébrique (1).

1. La quintique de Snyder a pour équation
%1%y + AxXaXy -+ ag¥zx; = 0 (L)
elle est transtormée en so1 par ’homographie

! f !
Xyt Xg ! Xg = Xy . €Xo . €04, (1)

=

ou € est une racine primitive d'ordre 13 de l'unite. Cette homo-
graphie engendre, sur la courbe L, une mvolution y d’ordre 15
ayant trois pomts unis, les sommets O,, O,, O, du triangle de
référence. La courbe L est de genre six et I'involution ¢ est ra-
tionnelle.

Soit F la surface représentant les couples de points de la cour-
be L. St un point P de I représente le couple de points P, P, de L
et s1 ’homographie (1) fait correspondre a P,, P, respectivement
les points P;, P,, nous ferons correspondre a P le point P’ qui
représente le couple P;, P,. Nous définissons ainsi une transforma-
tion birationnelle T de I' en so1, de période 13, qui engendre
sur F une involution I d’ordre 13, ayant six points unis : les
points O;,, O,, O,, qui représentent respectivement les points
O,, O,, O; comptés chacun deux fois et les points O,y, O,, Oy,
qui représentent les couples O, et O,, O5 et Oy, O, et O,.

Désignons par K les courbes qui représentent les couples de
points de L. dont un pomt est fixe. Les courbes K torment un
systetme continu { K}, oc!, de degré un et d'indice deux.
L’enveloppe K, du systéme { K} est la courbe qui représente
sur F le lieu des images des couples de points de L. tormes de
deux points superposes.

(3) Sulle supevficie che rappresentano ie coppie dv puntr dv una curva algebrica
(ATTI DELLA AccAaD. DI TorINO, 1903, t. XXXVIII, pp. 185-200) ; Sulle corris-
pondenze fra 1 puntr di una curva algebvica e sopra cevti classi di superficie (MEMO-
RIE DELLA AccaD. DI ToriNo, 1803, t. LIV).
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Sotent K, K,, K, les courbes K qui correspondent aux points
0O,, O,, O3 de L. Les poimnts unis O,;, O,,, Oz4 de I sont les points
de contact des courbes K, K,, K, avec K, ; le point O,, est
I'intersection des courbes K,, K, le point O, celui des courbes K,
K;, le point O,,, celul des courbes K,, K.

Nous avons démontré (1) qu’au point uni O,, de seconde
espece, est mnfiniment voisin un point uni de premiére espece
O;;, commun aux courbes K, et K,. De méme, aux points O,,,
O,5 sont mmfiniment voisins des points unis de premicre espéce
situcs sur la courbe K, et respectivement sur K,, K.

Nous avons d’autre part établi (2) que les points unis O,g,
Oj;, Oy, sont de scconde espece et correspondent aux entiers

a =3, B=29.

2. Designons par @ une surface image de Uinvolution 1 sur
laquelle les points de diramation sont isolés. Soit A;, le point
de diramation qui correspond au point uni O,.(z, £ =1, 2, 3).

Le point A,; est équivalent a4 deux courbes rationnelles @V,
og'’ se coupant en un point, la premiere de degré virtuel — 7,
la seconde de degré virtuel — 2. Par conséquent, s’il existe sur @
une courbe canorique, celle-ci doit rencoutrer la courbe ¢
en cinq points. Par suite, la transformée de la courbe canonique
de @ sur F doit passer cinq fois par les points Oy, Oy;. Et elle a
un comportement analogue en O,,, O,s,.

Le point A,, est équivalent & un ensemble de trois courbes

rationnelles o**), p(23), 0(523’, la premicre de degré virtuel — 5,

les autres de degré virtuel — 2. S’1l existe une courbe canonique
sur la surface @, elle doit rencontrer la courbe ¢*) en trois
points, mais ne rencontre pas les autres. Au point O,, sont infini-
ment voisins successifs sur l'une des courbes K,,, K, deux
points unis dont le second est de premiere espece et ce dernier

(1) Sur la structurve des points unis d'une involution appartenant a la suvface
des couples de points d’une courbe algébrviqgue (BuLL. DE L’AcaD. ROY. DE BEL-
GIQUE, 1950, pp. 383-387!.

(%) Suw les wnvolutions cycliques appartenant a la surface des couples de potnts
d’ une courbe algébrique (BULL. DE L’ACAD. ROY. DE BELGIQUE, 1935, pp. 109-110).
Au bas de la page 1098, 11 faut lire # = y — 3 et non ¢ est le plus grand entier

1

contenu dans 5 (¥ —3).
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point dcit étre triple, par ia courbe canonique de I¥ transformee
de la courbe canonique éventuelle de @. Il en resulte que cette
courbe canonique de I doit passer trois fois par le point O,4 ct
trois fois par les deux points infiniment voisins successifs de
0,4 dont 1l vient d’étrc question.

On arrive a des conclusions analogues pour O;, O,.

S1 la surface @ posscde une courbe canonique, la transtormee
de celle-ci sur I possede deux points quintuples infiniment
volisins en chacun des points O, O,,, Oz, un point triple en
O,, et deux points triples infiniment voisins successifs situés
sur K,, un point triple en O, et deux points triples infiniment
volsins successits sur K,, un point triple en O,, et deux points
triples infiniment voisins successifs sur K;.

3. On sait (Severi) que les courbes canoniques de I¥ corres-
pondent aux séries canoniques simplement 1nfinies de la courbe L.
D’une manicre précise, si g, est une série canonique de L, les
couples de points de chacun de ses groupes ont pour i1mages,
sur F, les points d'une courbe canonique H de cette surface.

Une courbe canonique H de F est rencontrée en 9 points,
par les courbes K et en 30 points par la courbe K.

Cela ¢étant, supposons que la surtace @ possede une courbe
canonique. Sa transformée sur F est une courbe canonique H
rencontrée en 22 points par chacune des courbes K,, K,, K.
Par conséquent, elle contient ces courbes. Le faisceau de co-
niques adjomtes a la courbe L qui découpe sur celle-c1 la série
canonique g;, qui correspond a la courbe canonique envisagée
sur I' doit donc avoir comme points-base les pomnts O,, O,, O.

La courbe H— K, — K, — K, doit avoir deux points qua-
druples infiniment voisins en O,,;, un point double suivi de deux
points doubles mfiniment voisins successifs sur K; en O,,, un
point double en O,,. Elle est d’autre part rencontree en six
points par une courbe K ; elle contient donc la courbe K, et de
méme les courbes K,, Kj. Le faisceau de coniques adjointes a L
correspondant doit denc étre formé de coniques touchant O,0,
en O,, O,, O3 en O, et 0,0, en O, Un tel faisceau n’existe pas
et par conséquent, la surface @ est dépourvue de courbe cano-
nique. Son genre géométrique est p, = 0.
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4. Les courbes bicanoniques de F sont les courbes du systéme
2H|. Supposons que la surface @ posséde une courbe bicano-
nique. Sa transtormée en I est une courbe H, = 2H qu se
comporte, aux powmnts unis, comme deux fois les courbes H.

S1 l'on répete le raisonnement fait pour les courbes canoniques,

on volt que la courbe H, contient six fois chacune des courbes
K;, K,, K, Les courbes

H"_G(KI +- K2 - Ka)

ne sont plus rencontrées par les courbes K. Mais cela est impos-
sible, car le syst¢eme { K}, sur une surface F dépourvue de courbes
cxceptionnelles, ne peut avoir de courbes fondamentales.

On en conclut que la surface @ ne peut posseder de courbe
bicanonique ; son bigenre est P,=0.

Ty

La surface @ ne peut étre une réglée de genre — », > 0, ou

5. Le genre arithmétique de @ est p, <

reférable a une réglée de ce genre, car elle contiendrait un
faisceau de genre — p, de courbes rationnelles et a celui-ci

correspondrait sur I un faisceau de genre — $, de courbes
rationnelles, ce qui est impossible.
S1 la surface @ ¢tait une surface elhiptique, de genre p, = — 1,

elle contiendrait un faisceau elliptique de courbes. A ce faisceau
correspondrait sur I un faisceau elliptique de courbes, cc qui est
impossible

On a donc p, = 0 ct la surface @, caracterisee par p, = P, = 0,
est rationnelle d’apres le théoreme classique de Castelnuovo.

6. Il nous reste a ¢tablir les singularités des points de dirama-
tion de la surtace 9.

Considérons sur F le systeme 13-canonique |13H|. Il contient
certainement un systéme linéaire particl |(13H),|, composé
au moyen de l'imvolution I et privé de point-base.

I\ixons 'attention en premier lieu sur le point O,,;. Les nombres
qui lu sont attachés sont a = 2, B = 7. C’est un point uni de
seconde espece et de premiére catégorie.

Les courbes (13H), passant par O,; ont en ce point la multi-
plicité 7, avec un point O;, infiniment voisin, uni de premiere

)
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espece, multiple d’ordre 6, situe sur K, K,, et une suite de
six points simples infiniment voisins successifs, dont le dernier
est un1 de premiere espece. Ces points sont situés sur la courbe
am représente les couples de points de L alignés sur O,.

Au domaine du point Oy; correspond sur @ une courbe ration-
nelle de degré — 7 et au domaine du dernier point de la seconde
suite, une courbe rationnelle de degré — 2 rencontrant la précé-
dente en un point.

Considérons maintenant le point O,; qui correspond aux
entiers a =3, B3=9. Les courbes (13H), passant par O,,,
que nous désignerons par (13H);, ont en O,; la multiplicité
cing, passent quatre fois par deux points (a, 1), (a, 2) infiniment
volisins successifs de O,4 sur la courbe K,, dont le dernier est uni
de premicre espece, une fois par huit points (8, 1), ..., (B, 8)
infiniment voisins successifs de O,, sur la courbe K,, le dernier
de ces poimnts ¢tant uni de premiere espece.

Les courbes (13H), assujetties a toucher en O,; une droite non
tangente en ce point a K, cu K, ont en ce point la multiplicité
sept, passant trois fois par (a, 1), (a, 2), quatre fois par (8, 1),
deux fois par (B, 2) et par un point infiniment voisin (8, 2, 1),
uni de premiere espece.

Aux domaines des points (a, 2), (B, 2, 1), (8, 8) correspondent
respectivement sur @ une courbe rationnelle o de degre virtuel

— 5, une courbe p de degre virtuel — 2 et une courbe og de degré
virtuel -— 2. La courbe p rencontre chacune des courbes o , og
en un point, mais o_ et g NC se rencontrent pas.

Licge, le 6 décembre 1955.
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