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Résumé

On considére, dans un espace linéaire & p — 1 dimensions, ol p est un nombre premier, une homographie cyclique, de
période p. On attache a cette homographie p homographies harmoniques. Le produit de deux quelconques de ces
homographies est une puissance d'une seconde homographie cyclique de période p.
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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GLEOMETRIE PROJECTIVE

Remarque sur les homographies cycliques,

par lL.ucien GODEAUX,
Membre de 1'Académuie.

Résume. — On considere, dans un espace linéaire a p — 1 dimen-
sions, ou p est un nombre premier, une homographie cvclique, de
période . On attache a cette homographie » homographies harmo-
niques. Le produit de deux quelconques de ces homographies est une
puissance d’une seconde homographie cyclique de période .

Dans cette note, nous considérons une homographie cyclique
H de période 4, dans un espace linéaire S,—, a » — 1 dimensions,
possédant 4 points unis, p étant un nombre premier. 1l existe p
systemes linéaires d’hyperquadriques transformeées en elles-
mémes par cette homographie et 4 homographies harmoniques
transformant en elles-mémes les hyperquadriques de 1'un de ces
systtmes et échangeant les autres. Le produit de deux quelcon-
ques de ces homographies harmoniques est une puissance d'une
seconde homographie cyclique de periode . Nous ne croyons
pas que cette remarque d’ailleurs assez élémentaire, ait été taite.

1. Soit » = 2v + 1 un nombre premier. Dans un espace
lin¢aire S,-,, a » — 1 dimensions, considérons I'homographie H,
cyclique de peériode p, d’équations.

Xo €Xp ... €%; ... €P7lx,
H = ,
xo xl T - xi e xj}--—l

ou e est une racine primitive d’ordre p de I'unite. L’homographie
H possede comme points unis les p sommets de la pyramide de
référence.
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Désignons par o,(x,, x;, ..., ¥, ;) une forme quadratique telle
que l'on ait

0 (Xg, €Xy, ..., €? 1x, 1) = €M (X, Xy, ..., Xpoq)-

Nous avons

e 2 A As ) . oas
D0 = AgXg - AN, - AN, AN,
—_— - - Y. - ! - ” ! ,-2
CPI - AOAI:"U + All 21'1}"'1 T v + AE‘A’;{ ‘f '['1 p-1 T e + AV}’V -1

et d’une manicre gencrale
D T AN X e o AN X, s A X,
ou nous convenons de remplacer un mndice supcérieur a p par cet

indice diminué de 2.

2. Considérons I’'homographie harmonique

r

(xo XNpqg eoe Xpog oon Xy

xo .:X-l * v e -rt .. .-x"“l]-—-l.‘i

)

H, —=

H, transforme en lui-méme le systeme lineaire d hyperqua-
driques ¢, = 0, ou les A sont considérés comme variables et,
plus précis¢ment, chacune des hyperquadriques de ce systeme.

Au terme x;.,x,-;, H, fait correspondre le terme x,_,_,x;, ou
nous conviendrons de remplacer un indice négatif par cet indice
augment¢ de . St l'on apphque H au terme x,., ,x;, 1l se repro-
duit multiplié par €~*. On en conclut que H, tait correspondre

au systeme linéaire d’hyperquadriques o, = 0, le systeme
linéaire ¢, ;. = 0.
Plus généralement, considérons l'homographic harmonique

H x;‘: :"T}L‘—-l * e & xp——-: * s -1’[':411
o

Xg X; eee Xjip o ven Xpyg

Observons que des quantités x,, x,, ..., ¥, ;, une scule est
transtormée en clle-méme par H,.

S1 k est pair, posons & = 2k ; alors x,., e¢st transformé en Xy .
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Si k est impair, posons k == 2k 4+ 1; alors x, .., est trans-
formé e¢n x50 4.

Les hyperquadriques du systeme lineaire ¢, = 0 sont transtor-
mcées en elles-mémes par H,.

Au terme x,..,x, ;, H, fait correspondre le terme x,. - ,x,, ;. 11
en résulte qu’au svsteme o, = 0, H, fait correspondre le systeme
Oorp =0 s1 2k >/l ¢t le syvsteme ©,:y,, =0 s1 28 < /.

Nous obtenons donc finalement » homographies harmoniques
H, H,, ..., H, ;. L'homographic H, transforme en so1i le svs-
teme o, = 0 et échange entre cux les p—1 autres syvstemes d hy-
perquadriques o, == 0, ..., 0. ; =0, 0,., =0, ..., 0,4 = 0.

3. Considérons les homographies harmoniques H,, H, et le
produit H,H,. Supposons par exemple que I'on a 2 = k. Nous
obtenons

;'fh A _ﬂfh_'j‘..l "o .Ih._.,)‘..l; .o :{h_]l_-—_l

HL‘HIJ =

Y X, O U

S1 nous désignons par 8 'homographie.

nous avons
Ien particulier

0 est une homographic cyvclique de periode p, ayant 4 points
unis : le point unitaire et ses transtormes par H, H?, ... H?1,
On remarquera que si l'on applique 6, 6%, ..., 6?-1 2 un point uni de
H, on obtient les autres.

Observons que 6 fait correspondre au terme x,.,x,; le terme
X;inaX,- i1, done 8 fait correspondre a o, == Ole systeme o,.., = 0.

4. On peut de méme associer a 6, » homographies harmoniques.
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Le systeme linéaire

o = po(xo + %1 + ... + %5_4)
+ paXe¥y + XX + o X0y - X1 X)
+ po(XgXs + X1 X5 + ot A XX F X p_1%)
o (T F XXy e Xy gy + Xy Xy ) = O

est formé d’hyperquadriques transformées en elles-mémes par 6.
Ces hyperquadriques sont également transformées en elles-mémes
par H,.

Observons qu’a ¢, = 0, 8 fait correspondre o¢;., = 0. Cela
etant, appliquons a ¢, = 0 la transformation

k-' }:i p—-k »
H xo € xl “ o0 6 xi 0 6 :qu_].
AT ’

Xo X1 ... X e Xy

ou les exposants de e peuvent étre ramenés a un nombre positif ou
nul, intérieur a p, congru du nombre 1nscrit, mod. 2.
Nous obtenons

wolxe 4 xfe?® + ... -+ x5_, P2k
+ i €¥(xoxy + X x.€2F 4 oL+ x, X €P 2K
+ poe?M(xgxy + xx53€%* + L.+ x,_ X, €PEF)

+ oo eR(xgx, + XX, €2F - L XX, €27%) = 0.

S1 I'on applique 6 au premier nombre de cette equation, 1l se
reproduit multiplie par €?-2*. Nous deésignerons le systeme linéaire
d’hyperquadriques représent¢ par l'équation précédente par
y,—or = U, en convenant de remplacer » — 2k par le nombre
positif intérieur a p congru a p — 2k, mod. .

En donnant a % les valeurs 0, 1, 2, ..., » — 1, nous obtenons les
» systemes lincaires d’hyperquadriques unies pour 6.

Observons que H, tait correspondre a i, ,, = 0 le syst¢me

'7[’21: = ().
Posons 6, —= H ,H”. Nous avons

” h hi p_‘h"
.:’L-O € x_.p_..l ees € .ﬁfp_i eee € .1-1
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— s i — T ———

On a 63 = 1 et 0, est une homographie harmonique.

0, fait correspondre au systeme is,_,, = 0 le systeme ¢y5,1.7) = 0.
Pour 2 = p — 2k, ces systémes coincident.

Nous obtenons amnsi p homographies harmoniques 6, = H,,
0, ..., 8,; dont chacun laisse invariant un des systemes i et
cchange les p — 1 autres deux a deux.

i

A I'homographie de période p, H, sont associées p homographies
harmoniques Hy, H,, ..., H,, ; le produit de deux de ces homographies
est une puissance d une homographie 0 de periode p. A celle homo-
graphie 0 sont associées p howmographies harmoniques 0, = H,,
0, ..., 0,, le produit de deux d’entre elles étant une puissance de H.

Litge le 7 juin 1954.
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