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COMMUNICATION D'UN MEMBRE

GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE

Recherches sur les points de diramation de troisième
catégorie d'une surface multiple,

par Lucien GODEAUX,
Membre de l'Académie.

(Cinquième note).

Résumé. — Construction d'une surface multiple ayant un point
de diramation isolé en lequel le cône tangent se scinde en un plan

(aa), un cône cubique rationnel (rj, un cône quadratique (r) et un
plan (aß), chacun de ces éléments rencontrant le précédent et le suivant
suivant une droite, mais ne rencontrant pas les autres en dehors du
point de diramation. A ce dernier sont infiniment voisins successifs
deux points doubles biplanaires dont le premier est sur la droite com¬

mune aux cônes (rj, (r).

L'objet de cette note est de montrer que la singularité d'une
surface multiple en un point de diramation de seconde espèce
et de troisième catégorie, que nous avons envisagée dans nos
trois premières notes (1), peut effectivement se présenter. Nous
considérons une involution cyclique, d'ordre 199, appartenant
à une surface algébrique F, présentant un point uni isolé auquel
sont attachés les nombres a = 113, ß = 118. Une surface nor¬
male 0, image de cette involution, sur laquelle au point A cor¬
respond un point de diramation A' isolé, possède en ce point la
multiplicité 7. Le cône tangent à la surface en A' se compose
d'un plan (<rj, d'un cône rationnel du troisième ordre (rj,
d'un cône du second ordre (r) et d'un plan (o). Au point A'
sont infiniment voisins successifs deux points doubles biplanaires

(x) Les quatre premières notes ont paru dans le Bulletin de l'Acad. roy. de
Belgique, 1953, pp. 1009-1019, 1083-1089 ; 1954, pp. 81-86.
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Lucien Godeaux. — Recherches sur les points de diramation

dont le premier est sur la droite commune aux cônes (rj, (r).
Le point A' est équivalent, au point de vue des transformations
birationnelles, à un ensemble de courbes rationnelles : une courbe

aa de degré virtuel — 2 ; une courbe ra de degré virtuel — 5,

rencontrant aa en un point ; quatre courbes pxl, p21, p22, p12

de degré virtuel — 2, pu rencontrant r en un point, p21 ren¬

contrant pn en un point, p22 rencontrant p21 en un point, p21

rencontrant p12 en un point ; une courbe de degré virtuel — 4,

rencontrant p12 en un point ; une courbe de degré virtuel — 2,

rencontrant en un point.
Les raisonnements que nous utilisons ont été développés dans

nos travaux antérieurs ; nous n'y reviendrons pas et supposerons
ces travaux connus (.

1. Soient F une surface algébrique contenant une involution
cyclique I, d'ordre 199, n'ayant qu'un nombre fini de points
unis, 0 une surface normale, image de l'involution, sur laquelle
les points de diramation sont isolés. Nous désignerons par
\ro \ le système des sections hyperplanes de 0 , par [C0| le système
qui lui correspond sur F.

Considérons un point uni A, auquel sont attachés les nombres
a = 113, ß = 118 et soit A' le point de diramation qui lui cor¬

respond sur 0. Nous désignons par |CÓ|, |Cq | , ... des systèmes
linéaires appartenant à |C0| et dont A est un point-base dont
la multiplicité va en croissant; par jZÓJ , |-To| ... les systèmes
correspondants sur 0. Nous indiquerons par 0t la surface, pro¬
jection de 0, dont les sections hyperplanes sont les courbes
n\

Pour déterminer le comportement au point A des courbes
Cq, Co ..., nous devons déterminer les solutions en nombres
entiers positifs des congruences

A + 113/x = 0, /X + 118A = 0, (mod. 199)

(*) Les involutions cycliques appartenant à une surface algébrique (Actualités
scient., n° 270, Paris, Hermann, 1935) ; Mémoire sur les surfaces multiples (Mé¬
moires in-8° de l'Acad. roy. de Belgique, 1953) ; Les singularités des points de
diramation isolés des surfaces multiples (Deuxième Colloque de Géométrie algé¬
brique ; Liège, 1952, pp. 225-231 ; Liège, Thone et Paris, Masson, 1952).

— 356 —



de troisième catégorie d'une surface multiple

et les classer par ordre de croissance des sommes À + p. On a

Aj = 5, jLtj = 7 ; Àa = 10, ju2 = 14 ; À3 = 15, /x3 = 21 ; À4 = 32,

Pi = 5 I *5 = 3, p5 = 44 ; À6 = 20.

= 28 ; A7 = 37, /*7 = 12 ; À8 = 8, ju8 = 51 ; À9 = 25, — 35 ;

Àio = 42, 10 = 19 ; Àn = 50,

Pu = 3 À12 = 13, /a12 = 58 ; À] 3 = 30, /a13 = 42 ; À14 = 47,

Pu = 26 ; *i6 = Pis = M
>

*16 /16 = 81 j *17 = 8, Pl7 ~ 5 *18 = 35, pis ~ 49 l

*i9 = 52, i9 == 33 \ Àao = 69, p2o = 17

*21 = 86, p2X ~ 1 >
*22 :== [A 6 = 88 ) ...

Rappelons que le système |C| a le point-base A multiple
d'ordre Àt + /. Les courbes n'ont que deux tangentes dis¬

tinctes en A (unies pour I), l'une comptant pour A*, l'autre pour
tangentes.

2. Les courbes CÓ ont en A la multiplicité 12 et leur comporte¬
ment en A est fixé par le schéma suivant :

A", (a, l)7, ..., (a, 12)', (a, 13)*, (a, 14)', ..., (a, 112)*,

(a/13, l)3.

A", 08, 1)«, ..., (ß, 17)5, (ß, 18)3, (ßri9)i \ilyì
ißf 18, l)2.

Le point A' est donc multiple d'ordre sept pour la surface 0.
Référons-nous à la surface &lf projection de 0 à partir de A' sur
un hyperplan.

Au domaine du point (a, 116) correspond sur <&l une droite

aa ; au domaine du point (a, 13, 1) correspond une cubique gauche

Ta ; au domaine de (ß, 18, 1) correspond une conique ; au do¬

maine du point (ß, 117) correspond une droite o.
Si n est l'ordre de la surface 0, l'ordre de la surface 0r est

n — 7.
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Lucien Godeaux. — Recherches sur les points de diramation

3. Les courbes C'ó ont en A la multiplicité 24 et leur comporte¬
ment en ce point a pour schéma

(a, 1)", (a, 2)9, (a, 3)®, (a, 12)«, (a, 13)», (a, 14)*, (a, 112)1.

(a, 2, l)4, (a, 13, l)2.

(a, 2, 2)/ (a, 2, 2, 1),,..., (a, 2, 2, 3)*.

iß, 4, l)2, (ß, 18, l)1.

iß. 4, 2)3,

O, 4, 3)i, 08, 4, 3, l)i.

La surface (P2 est la projection de 0X à partir du point A commun

aux courbes ra, r, sur un hyperplan.
Sur la surface Ò2> nous avons une droite aa, une conique r ,

une droite pu qui représente le domaine du point (a, 2, 1, 3),
une droite pl2 qui représente le domaine du point (ß, 4, 3, 1),

une droite et une droite o.
La surface a l'ordre n — 9, car le système |CÔ| a le degré

199 (n — 9) ; le point A[ est donc double pour la surface et
précisément double biplanaire, les plans tangents étant ceux qui
projettent les droites pllt p12. Ces deux droites se coupent donc
en un point Ag.

4. Les courbes C'ó' ont la multiplicité 36 en A et leur comporte¬
ment en ce point a pour schéma

A36, (a, l)6, (a, 2)5, ..., (a, 12)5, (a, 13)3, (a, 14)*, ..., (a, 112)*,

(a, 1, l)1, (a, 13, I)2.

(a, 1, 15)i.

A36, (0,1)14, {ß> 1)3| {ß> 17)3f {ß> 18)2> 19)lj 117)i.

(ß, 1, 1)1, 08, 1, 1, 2)1, ... (jß, 1, 1, 10)1. iß, 18, 1)1.

La surface &3 est la projection de la surface &2 à partir du
point Aâ ; elle a l'ordre n — 11 et A est donc double pour la
surface $a.

Sur la surface <P3 sont tracées : une droite aa, une conique r ,

une droite p21 représentant le domaine du point (a, 1, 15), une
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de troisième catégorie d'une surface multiple

droite p22 représentant le domaine du point (ß, 1, 1, 10), une

droite TjS et une droite oy Le point est double biplanaire
pour 02 et les plans tangents sont ceux qui projettent de
les droites p21, p%2 Ces'droites se rencontrent donc en un point A3.

5. Le point A est multiple d'ordre 37 pour les courbes Cj,4) ;

le schéma du comportement de ces courbes en ce point est

A*', (a, if, ... (a, 12)®, (a, 13)«, (a, 11)*, ..., (a, 112)*,

(a, 13, l)2.

A37, 08, 1)13, {ß> 2)3 ..... {ß> 17)3j {ß> 18)2) {ß> 19)1, (i8, 117)1,

{ß, 1, l)10, (ß, 18, l)1.

(ß, 1, 2)«, (ß, 1, 2, l)i,

03, 1, 2, 1, l)i,

08,1,2,1,8)1.

La surface <Z>4 est la projection de la surface c£>3 à partir du
point A3. Celui-ci est simple pour la surface &3 puisque la surface
>4 a l'ordre n — 17.

Les courbes tracées sur la surface sont : une droite a ,
4 a

une conique r , une droite p (exceptionnelle), de degré virtuel
— 1, représentant le domaine du point (ß, 1, 2, 1, 8), une droite
T n et une droite a .

p a

6. Dans un travail antérieur (x), nous avons déduit l'ordre
d'une involution en partant de la structure du point A'. Si,
sur la surface &if le domaine de A' est représenté par une courbe

<y d'ordre alf droites dont la première s'appuie sur aa, chacune
des autres s'appuyant sur la précédente et la suivante, une

courbe ra d'ordre m1, t droites, une courbe d'ordre m2, u2

droites, une courbe a d'ordre b2, on a

(1) Sur l'ordre d'une involution cyclique appartenant à une surface algébrique
(Bull, de la Soc. roy. des Sciences de Liège, 1953, pp. 77-84). Voir aussi
notre première note, n° 3.

— 359 —



Lucien Godeaux. — Recherches sur les points de diramation

P — [( "f" IJUiUg + (u2 + l)Ur -f (% -f 1)U2]«i&2»

+ [( "f" l)aU1 + Ux -f m2(u1 + 1)]«!

H~ [( ~f~ l)wiU2 + U2 + w1(m2 + 1)]2

+ (* + 1)7% + Wj. + mu

où l'on a posé

Ui = mx{î4,x —(— 1) —(— 1 , U2 = m2(u2 + 1) + 1.

Actuellement, on a ax = 1, &2 = 1, = 3, m% — 2, t — Ar
p — 199. En tenant compte de ces valeurs et de celles de a, ß,.
on trouve facilement

ux — 0, u2 = 0.

Sur le point commun à <ra, tœ et le point commun à Tß,
sont simples.

Les courbes qui, sur la surface &x, donnent la structure du
point A', sont donc celles que nous avons rencontrées et on a.

A) = + aa + Ta + Pu + P21 + Pzz + Piz + Tß + aß>

r0 = ró + aa + Ta + 2(pn + pzl + p22 + p12) + Tß + aß,

ro = Tq + °"a + Ta + 2pn + 3(pai + Pm) + 2p12 + Tß + aß.

Les courbes F£4) appartiennent totalement au système |-To'|>
puisque p est une droite exceptionnelle.

7. Si l'on tient compte de la formation des surfaces <P2, 04,
on voit que sur CZ>4, la droite p rencontre r -en un point qui repré¬
sente les droites pu, p21 et en un point qui représente les droites

PZ2> Piz

Les courbes C|,5) ont en A la multiplicité 47. Comme on a
A5 = 3, les courbes Cj,5) ne peuvent plus passer par le point
(ß, 1, 2, 1, 8) et le schéma du comportement en A des branches
des courbes C(05) passant par (ß, 1) est le suivant) :

A47, (j8, l)3, ..., (ß, 17)3, (ß, 18)2, (ß, 19)1, (ß, U7)1,

(ß, 18, l)1.
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de troisième catégorie d'une surface multiple

La surface &5 est la projection, à partir du point A4 commun
T et à p, de la surface Comme ce point représente pu et p21,

on a

0 = r o5) + aa + Ta + 3pu + 4pzl + 3P22 + 2p12 + Tß + Oß.

On en conclut que les courbes C{,5) passent une fois par (a, 13, 1),
une fois par le point (a, 2, 1, 3) et deux fois par le point (a, 1, 15).
On a donc le schéma suivant :

A (a, 1)13, (a> 2)7, (a, 3)3, (a, 12)«, (a, 13)2, (a, 14)*, ..., (a, 112)*.

(a, 1, l)2,(a, 2, l)4, (a, 13, 1)*.

: (a, 2, 2)1, (a, 2, 2, l)1, (a, 2, 2, 3)1.

(a, 1, 15)2.

Le point A4 est triple pour la surface et &5 est d'ordre
n — 15.

Sur la surface nous avons : une droite <7 , une droite r ,a' a' a'

une droite pu, une conique p21, une droite et une droite ,

La conique p2l rencontre la droite 7 en un point Ag qui représente
les droites p22 et p12.

8. Les courbes Cj,6) ont en A la multiplicité 48, donc elles ne
peuvent plus passer par le point (ß , 18, 1), sans quoi la somme des
multiplicités de ces courbes en A, (ß, 1), ..., (ß, 117) serait supé¬

rieure à p — 199. D'autre part, puisque p, — 28, ces courbes
ne peuvent plus passer que 13 fois par le point (a, 1) et une fois.
que chacun des points (a, 1, 1), (a, 1, 2), ..., (a, 1, 15). Il en
résulte que sur la surface &5, les courbes sont découpées par
les hyperplans passant par Ag. On a par suite

0 = n6) + °"a Ta 11 P21 22 12 ~~Tß aß'

Les courbes C{,6) passent une fois par (a, 112), une fois par
(a, 13, 1), une fois par (a, 2, 1, 3), une fois par (a, 1, 15), une fois
par (ß, 1, 1, 10), une fois par (ß, 4, 3, 1), une fois par (ß, 117).
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Leur comportement en A est caractérisé par le schéma

A48, (a, 1)", (a, 2)7, (a, 3)3, (a, 12)3, 13)2> {a> 14)V>-) {a>

(a, 1, I)*, (a, 2, 1)* (a, 13, 1)*,

! (a, 2, 2)S (a, 2, 2, l)i, (a, 2, 2, 3)*.
(a, 1, 15)1.

iß, 1, 1)\ 08, 1, 1, l)1, ..., 03, Ì, 1, IO)1.

A4'8, (/S, l)19, (ß, 2)18, 05, 3)18, 08, 4)3, (j3, 5)i, ..., (ß, 117)i.
08, 4, l)2,
08, 4, 2)2,

08, 4, 3)1, 08, 4, 3, l)i.

Sur la surface 06> nous avons une droite a , une droite t „
a ' a

une droite pu, une droite p21, une droite p22 rencontrant p21 en
un point Aé, une droite p12 et une droite rencontrant p12 en
un point qui représente Tg.

La surface <P6 est d'ordre n — 17.

9. Passons aux courbes C&7). Elles ont en A la multiplicité 49.
On a fi = 12, donc les courbes C(07) ne peuvent plus passer par
les points (a, 1, 1), ..., (a, 1, 15). On a d'autre part A = 37. Le
point de 06 d'où l'on projette cette surface pour obtenir 07
doit appartenir à p22, d'après ce qu'on vient de voir ; il ne peut
donc appartenir à p12. Le point (ß, 1) a donc la multiplicité 18 ;
les courbes Cj>7) ne passent plus par le point (ß, 1, 1, 10). Le centre
de projection de sur &7 est donc le point Ag commun aux
courbes p2l, p22. Au domaine de ce point correspond sur F celui
du point (ß, 1, 2, 1, 8), représenté par la droite exceptionnelle p.

Le comportement des courbes C(07) au point A a donc pour schéma

A49, (a, 1)12, (a, 2)\ (a, 3)3, ..., (a, 12)», (a, 13)*, (a, 14)i, ..., (a, 112)i.
(a,2,l)4, (a, 13, 1)1.

(a, 2, 2)1, (a, 2, 2, 1)1, ..., (a, 2, 2,3)!,
08, 1, 2)«, 03, 1, 2, 1)1, 08, 1, 2, 1, 1)1, ..., 08, 1, 2, 1, 8)i.
08, 1, l)10,

A49, 08, l)18, 08, 2)8, 08, 3)8,. 08, 4)», (ß, b)\ ..., (ß, 117)i.
08, 4, l)2,
(ß 4 2) 2

08, 4,' 3)i,' 03, 4, 3, l)i.
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de troisième catégorie d'une surface multiple

Sur la surface 07, les droites cra, ra, pu, p12, existent. La
droite exceptionnelle p rencontre plx en un point qui représente la
droite p21 et rencontre également la droite p12 en un point qui re¬

présente la droite p22.

La surface &7 est d'ordre n — 18. Les courbes /7) appartien¬
nent totalement au système |i"o6,|.

10. Les courbes C(08) ont la multiplicité 59 en A. On a À = 8,
donc ces courbes ne peuvent plus passer par le point (j8, 1, 2, 1, 8).
On a, pour les branches des courbes passant par le point (ß, 1),
le schéma suivant :

A», (ft I)«, (ß, 2)8, (ß, 3)8, (ß, 4)*, (ß, 5)1, ..., (ß, 117)1,

(ß, 4, l)2,

(ß, 2)«,

(ß, 4, 3)i, (ß, 4, 3, l)i.

Les multiplicités des points (a, 1), (a, 2) doivent d'autre part
être diminuées pour que la somme des multiplicités des courbes en
A, (a, 1), ..., (a, 112) soit égale à p = 199. On en conclut que les
courbes sont découpées sur la surface 3>7 par les hyperplans
passant par le point A? commun à p et à pn. Or, ce point repré¬
sente p21 et en passant par projection à partir de A? de &7 à &8,
on voit que l'on a

r0 = Fo8) + aa + Ta + + 5/>21 + 4P22 + 3p12 + Tß + <*ß,

Les courbes C£8) passent trois fois par le point (a, 1, 15) et on a le
schéma

A59, (a, 1)«, (a, 2)3, ..., (a, 12)», (a, 13)", (a, 14)*, ... (a, 112)*,

(a, 1, l)3, (a, 13, 1)1.

(a, 1, 15)3.

La surface @8 est d'ordre n — 21 et A, est triple pour &7.
Sur la surface sont tracées : la droite a , la droite r , une eu

® a' a'

bique gauche p21 rencontrant ra est un point qui représente plx,
une droite p12 qui coupe p21 en un point qui représente p22, et
une droite Og.
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11. Les courbes C9) passent 60 fois par A. On a [x9 = 35,
donc ces courbes passent deux fois par les points (a, 1, 1),

(a, 1, 15) et 5 fois par (a, 1). Elles ne peuvent d'autre part plus
passer par (ß , 4, 3, 1) et les courbes sont découpées sur la
surface &% par les hyperplans passant par le point A's commun
aux courbes p21, p12. Ce point représente /o22 et on a donc

A - Pi?) + <Ta + Tft + 3pu + 5/321 + 5p22 H" 3/)12 + Tß + <Tß.

Les courbes Cj>9) passent deux fois par le point (ß, 1, 1, 10) et
on a le schéma

A60, (a, l)5, (a, 2)3, (a, 12)3, (a, 13)2, (a, 14)\ (a, U2)1,

(a, 1, l)2, (a, 13, 1)1.

(a, 1, 15)2.

A60, (j8, l)23, (ß, 2)i, (ß, 117)1,

OS, 1, l)2, (ß, 1, 1, l)2, ..., (ß, 1, 1, IO)2.

Sur la surface &9> d'ordre n — 23, se trouvent les droites

<7a, Ta, une conique p21) une conique pzz et une droite o. Les
coniques p21, pu se coupent en un point Ag, simple pour &9,
dont le domaine correspond à celui de (ß, 1, 2, 1, 8).

12. Les courbes 710) sont découpées sur 09 par les hyperplans
passant par Ag. Les courbes C£10) passent donc une fois par le
point (ß, 1, 2, 1, 8) ; elles ont la multiplicité 61 en A et leur
singularité en ce point est caractérisée par le schéma

A", (a, 1)4, (a, 2)3, ..., (a, 12)3, (a, 13)2, (a, 14)\ ..., (a, 112)*,

(a, 1, l)1, (a, 13, 1)1.

(a, 1, 15)i.

A6\ {ß, l)22, 03, 2)i, ..., 03, H7)i,

03, 1, l)u, 08,1, 1, l)1, ..., 08, 1, 1, 10)i.

03, 1, 2)9, 03, 1, 2, l)i,

03, 1, 2, 1, l)i,

iß, 1, 2, 1, 8)i.
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Sur la surface &10 sont tracées les droites aa, t , p21, p, pzz et

<Tß. Cette surface est d'ordre n — 24 et les courbes J10) appar¬
tiennent totalement au système \r\.

13. Les courbes Cll) ont la multiplicité 62 en A, donc elles ne
peuvent plus passer par le point (a, 1, 15). Les branches de ces
courbes passant par le point (a, 1) ont le comportement donné par
(u = 3).

A", (a, 1)», ..., (a, 12)3, (a> 13).f (a> U)it (a> H2)i,
(a, 13, l)i.

La surface 0n est obtenue en projetant 01O du point commun
à p et à pzl. On a

A" {ß, l)21, 08, 2)i, ..., {ß, 117)1,

{ß, 1, l)10, (ß, 1, 1, l)1, ...,08, 1, 1, 10)i,

08. 1. )9.

(ß, 1, 3)9,

08. 1. 4)9.

(]8f l,5)i, lj5j !)i ..... 08. 1. 5, 8)i.

Au domaine du point (ß, i,b, S) correspond sur la surface <P±1

une droite exceptionnelle p'. Sur cette surface sont tracées les

droites a , ra, la droite p' qui coupe ra en un point qui représente
Pu. P21. la droite pz 2 la droite a Celle-ci coupe la précédente en

un point qui représente plz et r . La surface &1X est d'ordre
n - 25.

14. Les courbes Cj,12) passent 71 fois par le point A. On a

À = 13, donc ces courbes ne peuvent plus passer par le point
(ß, 1, 5, 8). D'autre part, elles ne peuvent plus passer par le
point (a, 13, 1), sans quoi la somme des multiplicités de ces cour¬
bes aux points A, (a, 1), ..., (a, 112) serait supérieure à p = 199.
Il en résulte que sur la surface 0X1) les courbes 712) sont décou¬

pées par les hyperplans passant par le point Ay, commun aux
droites ra et p'. Ce point représente les courbes pn, plz, donc on a

f 'o = 012) + °a Ta 21 22 12 Tß Gß'

Sciences. — 1954. — 365 — 26
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Les courbes C£12) passent donc une fois par (a, 2, 2, 3) et deux
fois par le point (a, 1, 15). Leur singularité en A est caractérisée
par le schéma suivant :

A'1, (a, 1)" (a, 2)5, (a, 3)1, (a, 112)1.

(a, 1, i)»f (a, 2, 1)*,

: (a, 2, 2)1, (a, 2, 2, 1)1, ..., (a, 2, 2, 3)*.

(a, 1, 15)3.

A71, (ß, l)12, (ß, 2)i, ..., (ß, 117)i.

{ß, 1, l)i, 08, 1, 1, 2)i, ..., (ß, 1, 1, 10)i.

La surface &1Z a l'ordre n — 29 et le point A est triple pour

Sur la surface $12, nous avons une droite a , une droite />1L

rencontrant aa en un point qui représente t , une cubique
gauche p%x rencontrant pu, une droite p22 rencontrant p21 en un

point Ai2, une droite o rencontrant p2 %
en un point qui représente

P12. et Tß.

15. Les courbes C£l3) ont en A la multiplicité 72. Les courbes
r13) sont découpées sur 012 par les hyperplans passant par le
point A-is, ce qui introduit, sur la surface &13, la droite exception¬
nelle p.

Les courbes C£l3) passent une fois par (a, 112), une fois par
(a, 2, 2, 3), deux fois par (a, 1, 15), une fois par (ß, 1, 2, 1, 8) et
une fois par (ß , 117).

Sur la surface &13, qui est d'ordre n — 30, se trouvent la droite
a , la droite pxl, une conique p21, la droite exceptionnelle p et

la droite <*ß

Sur la surface &1Z, les courbes i14) sont découpées par les
hyperplans touchant la cubique gauche p21 en Ai2, ce qui introduit
sur la surface &li la droite exceptionnelle p'.

Les courbes Ql4) passent 73 fois par A, une fois par (a, 112), une
fois par le point (a, 2, 2, 3), une fois par le point (a, 1, 15), une fois
par le point (ß, 1, 5, 8), une fois par le point (ß, 117).

Sur la surface $14, d'ordre n — 31, se trouvent les droites

aa> Pu> Pzi> la droite exceptionnelle p' et la droite o.
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Les courbes i~ßl5) sont découpées sur la surface <P12 par les hyper
plans osculant la cubique gauche pzl en A[2, ce qui fait apparaître,
sur la surface 0U, une droite exceptionnelle p".

Les courbes Cj,l5) passent 74 fois par A, une fois par le point
(a, 112), une fois par le point (a, 2, 2, 3), une fois par le point
(ß , 1, 7, 1, 6) et une fois par (ß, 117).

Sur la surface <P15, d'ordre n — 32, se trouvent tracées : la
droite a , la droite pxl rencontrant a en un point représentant
T , la droite exceptionnelle p", rencontrant pn en un point qui

représente p21, la droite aß rencontrant p" en un point qui repré¬

sente />22, Pl2> Tß
La branche de la courbe C{,15) donnant naissance à la droite

exceptionnelle p" a le schéma

A74,

08, 1)®, (ß, 1, 1)8,..., iß, 1,6)8, 08, 1, 7)7, ...,

(ß, 2)1, (ß, 1, 7, l)lf (ß, 1, 7; 1, 1)\ ...,

: (ß, 1, 7, 1, 6)1.

16. Passons aux courbes Cj,16). Elles passent 82 fois par A et
une fois par chacun des points (ß, 1), (ß, 2), ..., (ß, 117). Elles ne
peuvent plus passer par le point (a, 2, 2, 3) et par conséquent, sur
la surface les courbes Jn16) sont découpées par les hyperplans
passant par le point A!15 commun aux droites pu et p". Ce point
représente pu, donc on a

= ir + aa + Ta + Vil + 7/>2l + 5paa + 3pia + Tß + <7ß

On en conclut que les courbes C6) passent six fois par le point
(a, 1), une fois par chacun des points (a, 2), ..., (a, 112), cinq fois
par chacun des points (a, 1, 1). ..., (a, 1, 15).

Sur la surface $16, d'ordre n — 37, se trouvent une droite

aa> une quintique gauche p21 rencontrant aa en un point repré¬

sentant ra et pn, une droite Oß rencontrant p21 en un point qui
représente p2a, p12 et r.

17. Les courbes Cj,17) ont la multiplicité 83 en A et ne peuvent
donc plus passer par le point (ß, 117). On a /u — 65, donc les
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courbes C{,17) passent quatre fois par les points (a, 1, 1), ...,
(a, 1, 15) et cinq fois par le point (a, 1). Elles passent en outre une
fois par les points (a, 2), (a, 112).

Sur la surface 016, les courbes 717) sont découpées par les

hyperplans passant par le point commun à p21 et à o, point qui
représente p22, p12 et On a donc

r0 = ni7) + °a ra P11 "21 + Vl2 + ß + <*ß

Les courbes Cj,17) passant par suite trois fois par le point (ß,

18, 1) et une fois par le point (ß, 1, 1, 10). Les branches de ces

courbes d'origine A passant par le point (ß, 1) donnent le schéma

iß, 18, l)3.

A83, (ß, 1)", (ß, 2)6, ..., (ß, 17)6, 08, 18)3.

(ß, 1, l)i, (ß, 1, 1, l)i, ..., {ß, 1, 1, 10)i.

Sur la surface (Z>17, d'ordre n — 41, nous avons une droite a ,1' a

une quartique gauche rationnelle p21, une droite p22 et une cubique

gauche t.

18. Les courbes Cj,l8) passent 84 fois par A. On a ju18 = 35,
donc ces courbes ne peuvent passer que trois fois par les points
(a, 1, 1), ..., (a, 1, 15) et quatre fois par (a, 1).

Elles ne peuvent plus passer que 16 fois par (ß, 1), donc elles
ne peuvent plus passer par le point (ß, 1, 1, 10). Les courbes
r8) sont donc découpées sur la surface <Pl7 par les hypeiplans
passant par le point A(7 commun aux courbes p21, /o22. Cela fait
naître, sur la surface 018., la droite exceptionnelle p.

Les courbes C[>18) passent 16 fois par (ß, 1), une fois par (ß, 1,1),
(ß, 1, 1, 1), ..., (ß , ì, 1, 10), six fois par (ß , 2), ..., (ß, 17) et trois
fols par {ß, 18), iß, 18, 1).

La surface &1S, d'ordre n — 42, contient la droite aa, la cubique

gauche p21, la droite exceptionnelle p et la cubique gauche r.
Sur la surface 017, les courbes /19) sont découpées par les

hyperplans touchant en Ai7 la quartique p2i, ce qui fait naître
sur la surface 019 la droite exceptionnelle p'.

Les courbes C£19) passent 85 fois par A, 3 fois par (a, 1), deux
fois par (a, 1, 1), ..., (a, 1, 15), une fois par (a, 2), ..., (a, 112),
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15 fois par (ß , 1), six fois par (ß, 2), (ß, 17), trois fois par
(ß, 18), (ß, 18, 1), neuf fois par (ß, 1, 1), ..., (ß, 1, 4), une fois par
(ß, 1, 5), (ß, 1, 5, 1), ..., (ß, 1, 58).

Sur la surface 019, nous avons la droite a , une conique p2i,

une droite exceptionnelle p', une cubique gauche r. Cette surface
est d'ordre n — 43.

Les courbes T20* sont découpées sur @17 par les hyperplans
osculant la courbe p21 en A{7, ce qui fait naître, sur la surface <P20

la droite exceptionnelle p".
Les courbes Cj,20) passant 86 fois par A, deux fois par (a, 1),

une fois par (a, 1, 1), ..., (a, 1, 15), 14 fois par (ß, 1), huit fois
par (ß, 1, 1), ..., (ß, 1, 6), 7 fois par (ß, 1, 7), une fois par (ß, 1, 7, 1),
(ß, 1, 7, 1, 1), ..., (ß , 1, 7, 1, 6). Aux autres points, elles ont le
même comportement que les courbes C£19).

La surface 02o, d'ordre n — 44, contient deux droites <ra, p21,

la droite exceptionnelle p", la cubique gauche r.
Les courbes J21> sont découpées sur 017 par les hyperplans

ayant un contact du troisième ordre avec la courbe p21 en a;7,
ce qui fait naître sur la surface 021, une nouvelle droite exception¬
nelle p'".

Les courbes Cj>21) passent 87 fois par A, une fois par les points
(a, 1), ..., (a, 112), 13 fois par (ß, 1) six fois par (ß , 2), ..., (ß, 17),
trois fois par (ß, 18), (ß, 18, 1), 7 fois par (ß , 1, 1), ..., (ß, 1, 10),
3 fois par (ß, 1, 11), 3 fois par (ß, 1, 11, 1), une fois par (ß , 1, 11,2),
(ß, 1, 11, 2, 1), (ß, 1, 11, 2, 2). Au domaine de ce dernier point
correspond la droite exceptionnelle p'" sur $21.

La surface &21, d'ordre n — 45, contient la droite aa ; la droite
exceptionnelle p"' qui rencontre aa en un point qui représente

Ta> Pii> Pzi >
la cubique gauche t.

19. Les courbes C22) passent 94 fois par A ; elles ne peuvent
plus passer par les points (a, 112) et (ß, 1, 11, 2, 2), puisque
A22 = 6. Il en résulte que sur la surface les courbes /22)
sont découpées par les hyperplans passant par le point Ax
commun aux droites aa et p'" Ce point représente tq, pn, p21,
donc on a

ro = r{Q2) + aa + 2ra + 5pu + Sp21 + 6p22 + 4p12 + 2tq + Oß
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Les courbes C(022) passent 94 fois par A, 13 fois par (a, 1), 8 fois
par (a, 2), ..., (a, 12), quatre fois par (a, 13), (a, 13, 1), cinq fois
par (a, 1, 1), (a, 1, 15), six fois par (ß, 1), ..., (ß, 17), trois fois
par (ß, 18), (ß, 18, 1).

Sur la surface <PZ2, d'ordre n — 54, se trouvent les courbes
suivantes : une quartique gauche rationnelle r , une quintique

gauche rationnelle p21 et une cubique gauche Les courbes ra,
p%1 se coupent en un point qui représente pu et les courbes p21,

en un point qui représente pa2, p12.

Nous ne croyons pas utile d'aller plus loin, la structure du
point A est maintenant bien connue.

Liège, le 8 mars 1954.
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