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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE

Recherches sur les points de diramation de

troisième catégorie d'une surface multiple.

par Lucien GODEAUX,
Membre de l'Académie.

(Troisième note)

Résumé. — On considère une surface multiple d'ordre premier
impair j), possédant un point de diramation isolé de seconde espèce
et de troisième catégorie. Le cône tangent à la surface en ce point

se décompose en quatre cônes rationnnels (aa), (tJ, (t), (aß). On
détermine les conditions nécessaires et suffisantes pour que le point
infiniment voisin du point de diramation , situé sur la droite commune

aux cônes (rj, (r) soit double biplanaire.

Considérons un point de diramation isolé A' d'une surface 0
multiple d'ordre premier impair p. Nous supposons que 0 est
l'image d'une involution cyclique lv, d'ordre j>, appartenant à

une surface algébrique F. Soit A le point uni de cette involution
homologue de A'. Pour étudier la singularité du point A', nous
avons formé sur F, en partant du système |C0| transformé du
système de sections hyperplanes de 0, une suite de systèmes
|q, |q, ... dont les multiplicités en A vont en croissant. Les
courbes des premiers de ces systèmes ont en A des tangentes
fixes tlt t2 (unies pour l'in volution) . Supposons que le système
|Cq| ait en A la multiplicité X1 + avec X1 tangentes confondues
avec tlt fix avec t2. Eh bien, la condition nécessaire et suffisante
pour que le point infiniment voisin de A' situé sur la droite

commune aux cônes (ro), (r) soit double biplanaire pour 0
et que le système (C© |

ait en A la multiplicité 2(Àa + fij), avec
2ÀX tangentes confondues avec tx et 2wj avec t2.
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Lucien Godeaux. — Recherches sur les points de diramation

Nous terminons cette note en examinant le système |CÔ'|

et les différentes hypothèses que l'on peut faire sur son comporte¬
ment en A p).

1. Dans notre première note, dont nous conservons les nota¬
tions, nous avons supposé

/x2 < A2 — < A2 -f |U2.

Rappelons que l'on a

Xx = ô2U2 + m2 = b2[m2{u2 + 1) -f 1] -f m2,

/u,j = «jUx -f mx = amx{x + 1) -f 1] -f m1
et

A2 = (t + 2)Ax + M2, h'2 = fix — Mj,

A2 = Ax — M2, [m2 = (t -f 2)fix -) Mj,

où nous posons

Mj = a,x{ux -f 1) -J 1, M2 = b2(u2 + 1) -(-1.

Les courbes C, qui correspondent aux valeurs A2, \x2, passant
ax fois par le point (a, a — 1) et mx — 1 fois par le point Pa.
Les courbes C'ó ont les mêmes multiplicités en ces points et
passent en outre au moins une fois par un autre point uni Ra
du domaine A. On a donc /x2 >

Un raisonnement analogue montre que l'on a A2 > A|.

Dans notre première note, nous avons montré que A2, /x2
devaient satisfaire à la relation

\{t + 1K + 2M1](A2 - 2AX) + [(* + 1)A, + 2M — 2) = 0

et nous avons considéré le cas A2 = 2A1; /x2 = 2/jlv Plus généra¬
lement, on peut avoir, à priori.

A2 = 2AX ± px, fj,2 = 2p,x T p2

où px, p2 sont des entiers positifs. Dans tous les cas, on a

[( H typi + = [(/ + l)Aj -f 2M2]p2

(x) Les deux premières notes ont paru dans le Bull, de l'Acad. roy. de
Belgique, 1953, pp. 1009-1019, 1083-1089.
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de troisième catégorie d'une surface multiple

et on peut par conséquent poser

Pi = \ip + i)i + 2M2]p, p2 = \jf + l)/i + 2MJ/ï.

On vérifie sans peine que les valeurs de A2, /x2 considérées
satisfont aux congruences

A + a/x == 0, /a + j8A = 0, (mod. £)

2. Supposons que nous ayons

A2 = 2Aj -f plt fi2 = 2ix pz.

Nous devons avoir > P2» c'est-à-dire

2/*i — p2 > /4
On a

p2 + tfix + Mx < 0,

ce qui est impossible. Donc p2 = 0.
Si l'on supposait

A2 = 2Aj Pi, = 2/X.! -( /)2>

l'inégalité A2 > A donnerait

Pi + -( M2 < 0,

d'où Pi = 0.
Nous voyons donc que si le point infiniment voisin du point

de diramation A' de la surface 0, situé sur la droite commune aux

cônes (rj, (Tß) est double bipianaire (t >2), le système |Cq|
correspond aux solutions A2 = 2A1; /x2 = des congruences

A + ap, = 0, /m -f ßX = 0, (mod. p)

et réciproquement.

3. Nous allons maintenant supposer que le système |Cq
|

coïncide avec le système |CÔ[, c'est-à-dire que l'on a

A3 = A2 = (t -f 2)AX + M2, p,3 — fa = f-i

Sur la surface &lt nous avons quatre courbes rationnelles

— 83 —



Lucien Godeaux. — Recherches sur les points de diramation

aa' Ta' Tß' aß es courbes ra, -Tß se rencontrent en un point Ai
qui est double biplanaire pour la surface. Projetons celle-ci du
point A[ sur un hyperplan de l'espace ambiant ne passant pas
A[. Nous obtenons une surface 02 dont les sections hyperplanes
rô correspondent aux courbes Cq. Sur la surface &2, nous avons
les courbes rationnelles suivantes : la courbe a d'ordre a-,, la

a

courbe ra d'ordre m1 — 1, s'appuyant en un point sur aa, une

droite pa représentant le domaine du point Ra de F, une droite Pß

représentant le domaine du point sur F et rencontrant la

droite pa en un point A'2, une courbe d'ordre m2 — 1, une

courbe (Tß d'ordre b2 s'appuyant en un point sur Des droites
pa, Pß, l'une s'appuie en un point sur ra ou Tß, la seconde sur
celle de ces courbes qui ne rencontre pas pa.

Désignons par <Z>3 la surface dont les sections hyperplanes 7"
correspondent aux courbes Cq ; elle est projectivement identique
à la projection de &2 sur un hyperplan de l'espace ambiant à
partir d'un point de cette surface qu'il s'agit de déterminer.

Les courbes CÓ', qui coïncident avec les courbes Cq, passent a1

fois par le point (a, a — 1) et m1 — 1 fois par le point P , donc
sur la surface 0», la courbe a est d'ordre a-, et la courbe r

ó' a 1 a

d'ordre Wj — 1. D'autre part, d'après la construction des courbes

Cq, elles ne peuvent passer par le point Ra. Le point d'où l'on
projette &2 pour obtenir <ï>3 ne peut donc appartenir à tœ mais
appartient à pa.

Parmi les systèmes |C{,4)|, |C{,5)|, ..., se trouve le système

|Cq|, dont les courbes passent b2 fois par le point (ß, ß — 1) et

m2 — 1 fois par le point P, donc les courbes Cq ont au moins
ces multiplicités en ces points et exactement ces multiplicités
puisque ce sont celles des courbes C"Q. On en conclut que le point

dont on projette &2 sur ne peut appartenir à t.
Le point de &2 d'où l'on projette cette surface pour obtenir <P3

ne peut se trouver sur tœ, mais doit se trouver sur pa. Il ne peut
être quelconque sur cette droite, car alors les courbes F'2 coïnci¬
deraient avec les courbes T'q. Il doit donc se trouver sur la droite

Pß, c'est-à-dire coïncider avec le point A.
Les courbes Cq ne passent ni par le point Ra, ni par le point Rg.
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de troisième catégorie d'une surface multiple

4. Examinons maintenant quel peut être le comportement des
courbes Cq au point A.

Les courbes Cq passent

3 "f 3 - ( 2) À! + fXx + M2 Mx

fois par le point A, /4 = Pi — Mx fois par les points (a, 1),

(a, 2), ..., (a, 6a —-1), ax + (mx — 1) (iq1 + 1) fois par le point
(a, 0 ), ax fois par les points (a, 0 -f 1), (a, a — 1).

Les cas suivants peuvent alors se présenter :

1° Le point A2 est simple pour la surface et on a. t = 2.
Il existe alors une suite de points unis pour l'involution, se déta¬
chant de la suite (ß, 1), (ß, 2), (ß, ß — 1), infiniment voisins
successifs du point de cette suite d'où elle se détache, communs
à toutes les courbes Cq, se terminant par un point uni de pre¬

mière espèce, R, simple pour les courbes C'q . Le domaine de ce
point correspond au domaine de A2 sur &2.

Sur la surface &», on a une ccurbe a d'ordre a,, une courbe r
a L' a

d'ordre m± — 1, une droite exceptionnelle p, représentant A'2,

s'appuyant sur tq, une courbe d'ordre m2 — 1 s'appuyant sur

p, une courbe cr d'ordre b2. Les points d'appui de la droite p

sur ra, Tß sont doubles coniques pour 03.

2° Le point A2 est double conique pour <P2 et on a t = 3.
Il existe une suite de points unis analogue à la précédente

mais le dernier point est double pour les courbes Cq.

Sur la surface <P3, la droite exceptionnelle p est remplacée
par une conique de degré — 2.

3° Le point A£ est double biplanaire pour la surface &2 et on a
t > 4.

Il existe alors deux suites de points unis analogues aux précé¬

dentes, se terminant par des points R, R, unis de première
espèce pour l'involution et simples pour les courbes Cq .

Sur la surface &3, la droite exceptionnelle p est remplacée
par deux droites p1} p2, de degré — 2, se rencontrant et s'appuyant

l'une sur ra, l'autre sur r, les points d'appui étant doubles coni¬
ques pour la surface &3.
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5. On pourrait envisager le cas où le premier système |CÓ|,

I Co| , ... coïncidant avec |Co| serait le système |C+1)|. On aurait
alors

K = iXi, fit = ifi i, {i =1, 2, k).

On devrait avoir dans ces conditions

4" /i) < ~f~ 2)AX -j + M2 — Mi

et on aurait d'ailleurs t 2k.

En confrontant l'inégalité précédente avec l'inégalité (II)

de notre première note, on obtient

(k + lj(M1 — M2) < (t + ï){t — 2k + 3)fiv

qui est à priori possible.

On aurait

Afc+i = {t + 2)AX -f M2, /Afc+x — Pi — Mj.

L'examen des courbes C£fc+1) se ferait comme dans le cas qui

vient d'être étudié (nos 3 et 4).

Liège, le 20 janvier 1954.
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