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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE

Recherches sur les points de diramation de troisième
catégorie d'une surface multiple,

par Lucien GOD EAUX,
Membre de l'Académie.

{Quatrième note).

Résumé. — En un point de diramation de seconde espèce et de
troisième catégorie d'une surface multiple d'ordre premier impair,
la surface possède un cône tangent décomposé en quatre cônes ra¬

tionnels (ctJ, (tœ), (tß) et ((iß). Nous avons déterminé les conditions
pour que le point infiniment voisin du point de diramation, situé

sur la droite commune aux cônes (rj, (r) soit double biplanaire.
Nous montrons dans cette note, en construisant un exemple, l'existence
effective de cette singularité.

Considérons une surface algébrique F contenant une involution
cyclique d'ordre p n'ayant qu'un nombre fini de points unis.
Soit 0 une surface normale image de cette involution, sur laquelle
les points de diramation sont isolés. Nous supposons p premier
impair.

Soient A un point uni de seconde espèce et de troisième catégo¬
rie de l'in volution, A' le point de 0 correspondant. Pour étudier
la structure des points A et A', nous avons, en désignant par |C0|
le système transformé sur F de celui des sections hyperplanes de 0,
considéré les systèmes |CÓ|, | Cq | , — formés de courbes C0 passant
par A et dont les multiplicités en A vont en croissant. Pour que
le point infiniment voisin de A' situé sur la droite commune

aux cônes (rj, (r) soit double pour 0, il faut que la multiplicité
des courbes C en A soit double de celui des courbes C'0. Nous
nous proposons de montrer, sur un exemple, que ce point peut
effectivement être double biplanaire.
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Lucien Godeaux. —- Recherches sur les points , etc.

Nous conservons, sans les définir à nouveau, les notations des
trois premières notes (x).

1. Considérons sur la surface F une involution cyclique d'ordre
p = 61 n'ayant qu'un nombre fini de points unis. Soit A un de
ces points unis auquel sont attachés les nombres a — 39, ß = 36.

Le système |C| a en A la multiplicité Aj + /, A* tangentes
étant confondues avec la droite unie A(ß, 1) et avec la droite
unie A(a, 1). Les nombres A*, satisfont aux congruences

Ai + 39pi =0, fii + 36A* = 0, (mod. 61).

Les solutions de ces congruences, rangées pour nombres crois¬
sants Af + pi, sont :

Aj = 5, /Xi = 3 ; Aa = 10, = 6 ; As = 3, />t3 = 14 ; A4 = 22,

= 1 A5 = 15, fis = 9

A6 = 8, = 17 ) A7 — 1, /x7 = 25 ; A8 — 27, ,8 = 4 ) ....

Les courbes CÓ ont donc en A la multiplicité 8 et, en utilisant
les méthodes et les notations que nous avons définies antérieure¬
ment (2), la singularité de ces courbes en A est fixée par le schéma
suivant :

A8, 03, l)5, ..., (ß, 4)5, 03, 5)3, 08, 6)1, ..., (ß, 35)*.

(a, l)3, 03, 5, l)2.

K 7)*,

(a, 8, l)1, (a, 8)2,

(a, 9)i,

(a, 38)i.

(*) Les trois premières notes ont été publiées dans le Bulletin de l'Acad.
ROY. DE Belgique, 1953, pp. 1009-1019 ; 1083-1089 ; 1954, pp. 81-86.

(a) Voir notre Mémoire sur les surfaces multiples (Mémoire in-8° de l'Acad.
roy. de Belgique, 1953).

— 201 —



Lucien Godeaux. — Recherches sur les points

La surface 0 possède donc, au point de diramation A' homolo¬
gue de A, la multiplicité cinq ; le cône tangent à la surface en
ce point se scinde en trois plans et un cône du second ordre.

Considérons la surface <PX projection, à partir de A', de la sur¬
face 0 sur un hyperplan de l'espace ambiant. Si N est l'ordre
de 0, est d'ordre N — 5.

Sur la surface 0lf il correspond au domaine du point (a, 38),
une droite <ra, de degré virtuel — 2 ; au domaine du point (a, 8, 1),

une droite ra de degré virtuel — 3 ; au domaine du point (0, 5, 1),
une conique de degré virtuel — 4 ; enfin, au domaine du point

(0, 35), une droite de degré virtuel — 2. La droite ra coupe

°a rj8 cacune en un point ; Tß et se coupent en un point.
Il n'existe aucun autre point commun à deux de ces courbes.

2. Les courbes' Cq ont en A la multiplicité 16 et leur singularité
en ce point est fixée par le schéma suivant :

Ai«, (fri)*, (ft 2)8, ..., 08,4)», (0,5)2, (ßß)\ ..., (ß,3b)\

(a,l)6, (AU)1, (0,5, l)1.

(a,2,2)1, (a,2,l)2, (a, 2)3, |

(a,2,2, 1)\ (a,3)\ (0,1,6)1.

(«,38)!.

Il en résulte que les courbes JPÓ', qui correspondent sur 0X aux
courbes CÓ', sont découpées sur cette surface par les hyperplans

passant par le point A commun aux courbes ra, r.
Soit #2 la surface obtenue en projetant de A[ la surface 01

sur un hyperplan de l'espace ambiant. La surface 02 est d'ordre
N — 7 et le point A est donc double pour 0X.

Sur la surface 02) il correspond au domaine du point (a, 38)

la projection de la droite aa, que nous continuerons à désigner
par le même symbole ; au domaine du point (0, 5, 1) une droite ;

au domaine du point (0, 35), une droite Og ; au domaine du point
(a, 1, 2, 1) une droite p1 de degré virtuel — 2 ; au domaine du
point (/>, 1, 6) une droite p2 de degré virtuel — 2. Au domaine
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de dir amotion de troisième catégorie d'une surface multiple

du point (a, 8, 1) correspond le domaine d'un point Ai2, situé sur
la droite <xa.

3. Les courbes C ont en A la multiplicité 17 et leur comporte¬
ment en ce point a pour schéma :

A17, {ß, l)3, 4)3, (ß, 5)2, (ß, f(j8, 35)i.

(a,if2)Ma,l,l)*(a.l)T, (ß, 5, l)1.

(a, i, 2, I)1, (a, 2)1,

(a, 1, 2, 5)i. (a, 38)i.

Il en résulte que sur la surface &2 correspondent aux courbes
Co les sections Fq de cette surface par les hyperplans passant
par un point A2 commun aux droite plt p2.

Nous désignerons par <P3 la projection de $2 à. partir de A'2

sur un hyperplan de l'espace ambiant. Sur la surface 03 se trou¬

vent tracée une droite <ra, une droite et une droite cr. Cette
surface est d'ordre N — 8, par conséquent, le point A2 est simple
pour &2 Au domaine de A2 sur c'est-à-dire au domaine du
point (a, 1, 2, 5) sur F, correspond sur une droite exception¬
nelle p (de degré virtuel — 1).

4. Les courbes C{,4) ont en A la multiplicité 23 et leur comporte¬
ment en ce point est fixé par le schéma :

A» (J8 , 1)4, (£2)1, (ß,35y

(a, l)i (ß, 1, 1)3,

(a, 38)1, (ß, 1, 6)3.

Sur la surface &3, les courbes homologues des courbes C4),
sont découpées par les hyperplans passant par un point A3

commun à la droite exceptionnelle p et à la droite r, puisque
les points (a, 1, 2, 5) et (ß, 5, 1) n'appartiennent plus aux courbes
C{qK On peut encore dire que sur &2, les courbes JT4) sont décou¬
pées sur cette surface par les hyperplans passant par la droite p%.
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Il résulte également de ceci que la droite plt sur la surface <Z>2,

passe par le point de la droite aa qui représente le domaine
du point (a, 8, 1).

Sur la surface le domaine du point (ß, 1, 6) est représenté
par le domaine du point commun à la droite exceptionnelle p et

à la droite t.
Sur la surface <Z>4, projection de 0Z à partir de A3, nous avons

une droite aa, une cubique gauche pz rencontrant aa en un point
qui représente ra et plt une droite coupant p2 en un point qui
représente r. La surface est d'ordre N — 11 et le point A3
est triple pour

5. Les courbes C{,5) ont en A la multiplicité 24. Comme on a
À5 = 15, il faut nécessairement que les courbes Cj,5) ne passent
plus que deux fois par les points (ß , 1, 1), ..., (ß, 1, 6), par suite
trois fois par le point (ß , 1) et une fois par les points (ß, 2),
{ß, 35).

D'autre part, les courbes C5) ne peuvent plus passer par le
point (a, 38), car autrement la somme des multiplicités de ces
courbes aux points A, (a, 1), ..., (a, 38) serait supérieure à 61.

Il en résulte que sur la surface il correspond aux courbes C5)
les courbes i5) découpées par les hyperplans passant par le
point A4 commun à p2 et à a . Comme nous l'avons vu, ce point
représente les droites p1 et r , donc les courbes Q5) passeront
par les points (a, 2, 2, 1) et (a, 8, 1).

Cela étant, le schéma de la singularité des courbes Qj5) au point
A est le suivant :

A*4, iß, 1)3, (j8, 2)\ ..., 08, 35)1.

(a, I)», (ß, 1, l)2,

(a, 2, 2)1, (a, 2, l)2, (a, 2)6, •

(a, 2, 2, l)i, (a, 3)\ 08, 1, 6)2,

(a, 7)4,

(a, 8, l)2, (a, 8)2,
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de dir amotion de troisième catégorie d'une surface multiple

Appelons &5 la projection de à partir de A4 sur un hyper
plan. La surface est d'ordre N — 14 et le point A4 est triple
pour #4.

Sur la surface 4>5 sont tracées : une conique r , une droite px

coupant tœ en un point, une conique p2 coupant px en un point,
une droite coupant p2 en un point qui représente la courbe t.
A la courbe aa correspond un point (singulier) de la conique ra.

6. Les courbes C] ont la multiplicité 25 en A. On a A6 = 8,
donc les courbes C6) passent une fois par les points (ß, 1, 1),
(ß , 1, 6) et par les points (ß, 2), (ß, 35), deux fois par le point
(ß, 1). Il s'ensuit que sur la surface 05, les courbes 76) qui cor¬
respondent aux courbes C&6) sont découpées par les hyperplans
passant par le point Ag commun à la droite px et à la conique pz.

Nous avons vu qu'à ce point correspondait la droite exception¬
nelle p6 représentant le point (a, 1, 2, 5). Par conséquent les
courbes C(06) passent simplement par le point (a, 1, 2, 5), mais
ne passent plus par le point (a, 2, 2, 1). Effectivement, le schéma
de leur singularité en A est

A2*, {ß, l)2, {ß, 2)i, (ß, 35)i.

(a, 1, 2)1, (a, 1, 1)«, (a, 1)*°, (ß, 1, l)1,

(a, 1, 2, l)i, (a, 2)4, !

: : (ß, 1, 6)1.

(a, 1, 2, 5)1. :

(<*, 7)4,

(a, 8, I)2, (a, 8)2.

Sur la surface &6, dont les sections hyperplanes i6) correspon¬
dent aux courbes C&6), nous avons une conique r , une droite
exceptionnelle p coupant t en un point qui représente pl} une

droite p2 coupent p en un point, une droite ctß qui coupe p2 en

un point qui représente r.
La surface est d'ordre N — 15.
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Lucien Godeaux. — Recherches sur les points

7. Les courbes ont en A la multiplicité 26. On a À, = 1,

donc les courbes Cj,7) passent une fois par chacun des points
(ß, 1), (ß, 35). Sur la surface <P6, les courbes r{J] qui repré¬
sentent C<o7) sont découpées par les hyperplans passant par le
point Aé commun aux droites p et p2.

La singularité des courbes C(07) au point A a pour schéma

A", 03, 1)S ...,08, 35)i.

{u, 1, 4)i, (a, 1, 3)5, ..., (a, 1, l)5, (a, 5)»,

(a, 1, 4, 1)1, (a, 2)4,

! (a. 3)4,

(a, 1, 4, 4)1. :

(a. 7)4,

(a, 8, l)2, (a, 8)2.

La surface <Z>7, dont les sections hyperplanes sont les courbes
rjp, est d'ordre N — 16. Elle contient une conique ct6 et une
droite Au domaine du point (a, 1, 4, 4) correspond une droite
exceptionnelle p' qui s'appuie en un point sur a , ce point (singu¬

lier) représentant les courbes ra et px, et en un point sur aa,

point qui représente les courbes pz et t.
8. Les courbes C(08) ont en A la multiplicité 31 ; elles ne peuvent

donc plus passer par le point (ß, 35). On a fi8 = 4, donc ces cour¬
bes ne peuvent plus passer par le point (a, 1, 4, 4). Il en résulte
qu'il leur correspond sur &7 des courbes découpées par les

hyperplans passant par le point A7 commun aux droites p' , Vß.
Nous avons vu que ce point représente les courbes et p2>

donc les courbes C(08) doivent passer par les points (ß, 5, 1) et
OS, 1, 6).

Dans ces conditions, on trouve comme schéma de la singularité
des courbes C(08) au point A :

A», 08,1)», 08» 2)„..., 08, 4)«, 03, 5)»,

(a, l)4, 03,1,1)3, (ß> 5, l)3.

(a, 7)4, 08, 1,6)3,

(a, 8, l)2, (a, 8)2,
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de diramation de troisième catégorie d'une surface multiple

Le point A? est donc sextuple pour la surface $7 et la surface 08,
dont les sections hyperplanes sont les courbes r$\ a l'ordre
N — 22.

La surface <P8 contient une conique r , une cubique gauche />2

rencontrant a en un point singulier qui représente la courbe plt

une cubique gauche qui coupe p2 en un point. A la droite

correspond un point singulier de la courbe r.

9. La singularité de la surface 0 au point de diramation A'
est maintenant bien connue.

Au point A', la surface 0 possède un point quintuple, le cône

tangent se scindant en un plan (crj, un plan (r ) coupant (crj

suivant une droite, un cône du second ordre (r) coupant (rj
suivant une droite, un plan coupant le cône (r) suivant une
droite. Le point infiniment voisin de A' sur la droite commune à

(tJ, (rß) est double biplanaire pour la surface 0.
Sur la surface 0, on a les relations fonctionnelles

A) = + <*a + Ta + Pi + P2 + ra + Oß,

Fo = -0 + &a + Ta + 2(pi + p2) + Tß + Oß,

r0 = n4) + aa + Ta + %Pl + 32 + Tß + Vß,

Fo = n5) + CTa + 2to + 3/>! + 3/)2 -f fß + aß

-o = n8) + °"a + 2Ta + 3px + 4p2 + 2Tß + Oß.

Les courbes -Tó" appartiennent totalement au système
| |

et les courbes i6), J7) au système
1

75)
| .

10. On pourrait poursuivre l'étude des singularités en A des
courbes C£9), ... Bornons-nous aux courbes C{,9).

Sur la surface 08, les courbes i9) qui correspondent aux
courbes Cj,9) sont découpées par les hyperplans passant par le
point Ag commun aux courbes r , p2. Les courbes Q9) ne passent
donc plus que deux fois par les points (ß , 1, 1), ..., iß, 1, 6) et
8 fois par le point (ß, 1). On en conclut À9 = 20 et A8 + /x8 = 32,
d'où /x8 = 12.
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Lucien Godeaux. — Recherches sur les -points, etc.

Les courbes C£9) ne passent plus qu'une fois par le point (a, 8, 1),

par le point (a, 8), deux fois par le point (a, 7). De plus, elles

passent au moins deux fois par le point (a, 2, 2, 1). On trouve

facilement qu'elles passent 12 fois par (a, 1), 6 fois par (a, 2),

deux fois par (a, 3), (a, 7), une fois par (a, 8), une fois par

(a, 8, 1), quatre fois par (a, 2, 1), deux fois par (a, 2, 2) et par

(a, 2, 2, 1).

On a

r
0 = + <7a + 2ra + 4/>! + 4p2 + 2-Tg + (Tß.

Liège, le 1er mars 1954.
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