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GÉOMÉTRIE PROJECTIVE DIFFÉRENTIELLE

Sur les surfaces ayant mêmes quadrilatères de Demoulin ,

par Lucien GODEAUX,
Membre de l’Académie.

Résumé. — Recherche des couples de surfaces ayant même quadri¬
latère de Demoulin, c’est-à-dire des surfaces dont les quadriques de
Lie en deux points homologues se touchent en quatre points, carac¬
téristiques pour ces deux quadriques. Etude d’un cas particulier.

On sait que si l’on représente les tangentes asymptotiques
d’une surface (a) par les points de rhyperquadrique.de Klein
dans un espace à cinq dimensions, on obtient des points U, V
qui se correspondent dans une transformation de Laplace. Ils
appartiennent à une suite de Laplace ..., Uw, ..., Uj, U, V, YX) ...,
Vw, ... Si cette suite a la période huit, les points U3, V3 repré¬
sentent les tangentes aux asymptotiques d’une surface (%) et
les quadriques de Lie des surfaces (x), (x) se touchent en quatre
points, caractéristiques pour chacune de ces quadriques. Ces

quatre points sont les sommets d’une quadrilatère gauche, dont
les côtés appàrtiennent aux deux quadriques, appelé quadrilatère
de Demoulin. Les surfaces {x), (x) ont donc même quadrilatère
de Demoulin. Nous avions cru pouvoir établir que cette configura¬
tion ne pouvait exister (1), cependant, récemment, M. Rozet
et un de ses élèves, M. Carton (2), ont pu construire un exemple.
Nous avons donc repris nos recherches sur cet objet et dans
cette note, nous recherchons certaines conditions auxquelles
doit satisfaire la surface (x), puis nous construisons la surface (x)
dans un cas particulier. Dans le cas général, la méthode que nous

(x) Bulletin de l’Acad. roy. de Belgique, 1933, pp. 16-25.
(a) Bulletin de la Société roy. des Sciences de Liège, février 1953.

Notre Collègue de l’Université de Lille, M. Decuyper, nous signale un exemple
de couple de surfaces ayant même qnadrilatière de Demoulin rencontré, incidem¬
ment, par M. Pantazi. (C. R. Acad, des Sciences, 1934, pp. 1668-1670).
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L. Godeaux. — Sur les surfaces

avons utilisée paraît conduire à des calculs compliqués et il
faudra sans doute trouver un autre moyen d’attaquer le problème.

Nous utilisons les notations de notre exposé sur La théorie des

surfaces et l’espace réglé (x) auquel nous renvoyons le lecteur.

1. Soit (X ) une surface non réglée rapportée à ses asympto¬
tiques u, V. Les coordonnées du point x satisfont à un système
d’équations aux dérivées partielles, complètement intégrable,
que l’on peut ramener à la forme (Wilczynski)

%20 -f 2 bxQX -J cxx = 0,

x02 + 2ax10 + c2x = 0,

a, b, cv c2 étant des fonctions de u, v dont les deux premières
ne sont pas nulles.

Au point x, nous attachons un tétraèdre mobile dont les som¬

mets sont les points de rencontre de la quadrique de Lie 0 avec
les directrices de Wilczynski (tétraèdre de Cartan), c’est-à-dire
les points

x , m = x (log a)10 — 2a;10, n = x (log b)01 — 2a;01,

y = [8ab — (log a)10 (log b)01]x-{-2x10 (log b)01-\ 2x01 (log a)10— 1a;11.

Un point de l’espace peut être représenté par

zxx + z2m + z3n + z$

et zx, z 2, zz, z4 sont les coordonnées locales de ce point.
La quadrique de Lie 0 a pour équation locale

ZXZ4 + Z2Zg = 0 (0)

et la quadrique 0X,

z\ + az\ + ßz\ + aßz\ —~ß{\og b2ß)Q1{z1z4 + z2z3) = 0, (0ß

où l’on a posé

a = 2 (log a)20 + (log a)10 -j 4(601 -} cx),

ß = 2 (log ò)02 + (log b)01 + 4 (a10 + c2).

(x) Paris. Act. Scient, et ind., Hermann, 1934.
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ayant mêmes quadrilatères de Demoulin

Rappelons que Ton a identiquement

2aa10 + aa10 = 2ßb01 + bß 01.

Les points caractéristiques de la quadrique de Lie 0 sont
donnés par

z\ + az\ = 0, z\ + ßzi = 0.

Ces points sont le point x (qui compte pour quatre) et les
sommets d'un quadrilatère gauche appelé quadrilatère de De
moulin.

Si nous posons

i2 + a = 0, yß -f ß = 0,

les arêtes du quadrilatère de Demoulin sont

*i ± = 0, z3 F ¿¡zt = 0,

*i =h r)Z3 = 0, z2-f r¡z4 = 0.

2 . Les points caractéristiques de la quadrique 0X sont donnés
par les équations

ßiizi + 22* 3) + Za{zxzz — az2z4) — la (log bh1)01(zl + az\) = 0,

(0W)

aito + *2*3) + 26 to — ßz&) — 20 (log akx)10(z¡ + ßzl) = 0,

W)
où l'on a posé

ax — a + (log akx)20 + (log ak-ò10 (log a2kx)10,

ßi = ß + (log bhx)02 + (log bhx)01 (log b2hx)01.

Nous désignerons ces quadriques respectivement par 0\
0{V).

Ces points caractéristiques sont au nombre de huit : les quatre
sommets du quadrilatère de Demoulin et quatre autres points,
sommets d'un second quadrilatère gauche dont les côtés appar¬
tiennent à la quadrique 0X. Les côtés du quadrilatère de Demoulin
appartiennent également à la quadrique 0X.

Nous supposerons que les sommets du second quadrilatère
coïncident en un point x. Dans ces conditions, le point x engendre
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L. Godeaux. — Sur les surfaces

une surface (x) dont 01 est la quadrique de Lie. Il en résulte que
les surfaces (x) et (x) ont même quadrilatère de Demoulin.

3. Observons tout d’abord que la surface 3>îu) passe par les

arêtes opposées

•*i±&a = 0, 23±&4=.0 (1)

du quadrilatère de Demoulin. '

Les quadriques et 0 se touchent en x, par conséquent
elles déterminent un faisceau contenant un cône de sommet x.

Ce cône doit passer par les arêtes (1) du quadrilatère de Demou¬
lin, qui sont deux droites gauches, donc il dégénère en deux plans
passant par x.

Cela étant, considérons le faisceau déterminé par 0[u\ 0lt

ßi{zizi + z2zs) + 2a(z1zs — az2zà) — 2a (log bhj) 01 (4 + a)

+ A Zi -( az\ 4
ßzj + aßz\ — ß (log hß)01izlh + *2*3)] = 0.

Pour que la quadrique représentée par cette équation soit un
cône, A doit satisfaire à l’équation

2A 0 2a ß.-xe

0 2Aa ßi~xe -2 aa

2 a ßi-xe —2[a (log bh-,) 01 - ßX] 0

ßi~X6 —2aa 0 — 2a [a (log bhjn-ßX]

où l’on a posé, pour abréger,

6 = Ya & (log &201

Cette équation s’écrit

[(& — A0)2 + 4a{ 2a (log bhj01 A — j8A3} + 4«2a]2 = 0. (3)

Il est aisé de vérifier qu’une racine A de cette équation annule
tous les mineurs du premier membre de l’équation (2) et la qua¬
drique correspondante du faisceau est donc bien dégénérée en
deux plans.
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ayant mêmes quadrilatères de Demoulin

4. Supposons que l’équation (3) admette une racine À non
nulle. Alors, la droite commune aux deux plans correspondants a
pour équations

2 Xzx -f 2az3 -f (ß — X6)z¿ — 0,

2XaZ2 + (ßx Xd)z3 — 2aaZ4t = 0.

Cette droite doit passer par le point x et s’appuyer sur les
droites (1), c’est-à-dire rencontrer en trois points ; elle doit
donc appartenir à cette quadrique. La condition pour qu’il en
soit ainsi se traduit par

(ßx — A0)2 + 2Xd(ßx — Xd) + 4a(i8A2 + a2) = 0. (4)

En soustrayant les équations (3) et (4) membre à membre, on
trouve

X[ßxd — 4«a(log bhx)01] — (ß\ + 4#2a) = 0, (5)

qui donne la valeur de A.

En substituant cette valeur de A dans l’une des équations (3)
ou (4), on trouve une première condition

(ßt + 4a2a)(0* — 4aj8) = [&0 — 4aa (log bhx)01]2. (I)

5 . La quadrique considérée dégénère en deux plans dont l’équa¬
tion peut s’écrire

2Xz1 -f 2az3 + (ßx — Xd)zi -f k[2Xaz2 + (jSx — A0)z3 — 2aazà] = 0.

L’un de ces plans passe par une des droites (1), l’autre par
l’autre droite. Supposons que le plan précédent passe par la
droite

¿1 = Z 3 = -

On obtient

2A£(1 — ki) = 0

et comme A n’est pas nul par hypothèse, on a 1 — kg = 0.
On trouve de même que le plan passant par l’autre droite est

donné par 1 -f k£ = 0, de sorte que la quadrique est dégénérée
en deux plans

~f~ £\2Xzx 4" 2az3 -| (ßx X6)zi\ 2XaZx -( (ßx Xd)z3

— 2aazi = 0.

Sciences. — 1953. — 249 — 17



L. Godeaux. — Sur les surfaces

6. Considérons de même une quadrique du faisceau

ai(ziz4 + ztfs) + 2b{zxz2 — ßz3zi) — 2 b (log akx)1(i(zl + ßz\)

+ /¿[¿i + aZ\ + ßzt + abz\ — 6{zxz4 + 23)] = 0,

déterminé par <£[v) et 0X, dégénérée en deux plans passant
l’un par la droite

Z1 = Z2 =

l’autre par la droite

Z1 — VZ3> Z2 — VZ4’

On a

[(«J — [xd)* + 4j8 { 2b (log uk,)1'V — a¡x2 } + 4 bzß]2 = 0.

La condition pour que la droite commune aux deux plans
appartienne à 0X donne une condition qui, combinée avec la
précédente, donne la valeur de ¡.1 par

ix[ax6 — Uß (log a)10] — (a? + 4ò2j8) = 0.

Cela donne la condition

(a2! + 4 b*ß){6* — 4aj8) = [axd — 46jS (log akxy °]2 = 0. (II)

Si ¡X n’est pas nul, la quadrique dégénère en deux plans d’équa¬
tion

i r¡\2fxzx -f 2bz2 (ai — Z)] H (ai — fxd)z2 -f 2ß[xza 2bßz4 = 0.

Observons que l'on a

e = ~ß (log bW1 = <los a2a)10'

d’après une identité que nous avons rappelée plus haut.
Le point X est commun aux quatre plans

2Azx + 2azz + (ßx — A6)z4 = 0, 2Aaz2 + (ßx — A6)zz — 2aaz4 = 0,

2fxzx + 2bz2 + (ax — [x6)z4 = 0, (cq — fxd)z2 + 2ßfxz3 — 2 bßz4 = 0

qui, en vertu des relations (1), (II), ont certainement un point
commun.
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ayant mêmes quadrilatères de Demoulin

7. Nous ne poursuivrons pas pour le moment l’examen du
cas où À et fi ne sont pas nuis ; nous examinerons le cas À = 0,

ju, = 0, c’est-à-dire le cas où les quadriques 0{x\ 0{x] dégénèrent
en deux plans.

Pour que la quadrique 0{u) dégénère en deux plans, on doit
avoir

ßt + 4a2a = 0. (I)

Ces deux plans passent par la droite

2azz + = 0, 2azx + ßxz2 — 4a (log bhx)01zz = 0. (1)

Si l’on exprime que cette droite doit appartenir à 0X, on trouve

2ßi (log bhx)01 + ß (log b*ß)01 = 0. (II)

La condition pour que la quadrique 0 dégénérée en deux
plans est

a\ + 4ô*j8 = 0. (III)

Ces deux plans passent par la droite

2 bz2 + axz4 = 0, 2 bzx + a±z3 — 4 b (log akXQzz = 0. (2)

Pour que celle-ci appartienne à la quadrique 0lt on doit avoir

2ax (log akx)10 + a (log a2a)10 = 0. (IV)

Exprimons que les plans (1) et (2) passent par un même point ;
nous obtenons

bß1 (log bh j) 01 = aax (log okX)1Q. (V)

Cette condition n’est qu’une conséquence des relations (II)
et (IV), puisque celles-ci expriment que les droites (1), (2) sont
des génératrices de modes différents de la quadrique 0X.

Le point X est donné par

X = [4ô(log bh-,)01 — aßxx + 2aa1m -j 2 bßxn — 4aby

ou par la formule équivalente en vertu de (V),

% = [4a (log aki)10 — ßü<h.x + 2aaxm + 2 bßxn — 4aby.

Pour achever la question, il faut encore montrer que 0X est bien
la quadrique de Lie du point % de la surface (x). Nous utiliserons
à cet effet la représentation hyperspatiale.
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L. Godeaux. — Sur les surfaces

8. Désignons par U, V les points de l’hyperquadrique Q de

S5 qui représentent les tangentes asymptotiques xx10, xx01

au point x k la. surface (x). Ces points se correspondent dans une
transformation de Laplace, on a

U10 + 2 bV = 0, V01 + 2aU = 0.

Soit Ux> U, V, Vx, ... la suite de Laplace contenant les

points U, V et dont chaque point est le transformé du précédent
dans le sens de u.

Dans le cas de la surface (x) considérée ici, les points U3, V3
doivent appartenir à Q. Nous allons voir que, sous les conditions
(I), (II), (III), (IV), il en est bien ainsi.

Nous avons la relation

2V3 + 2V2 (log a*k\k2)™ + 2« + « (log «2a)10V

+ 4b[ßU + Ux (log bhx)<* + UJ = 0.

Représentons par

Q(p, q) = 0

la polarité par rapport à l’hyperquadrique Q. Nous devons
avoir

fl(V3, v3) = 0, Û(V2> V3) = 0.

On a

a?1 = 4ab (log akx )10 — k2 (log a3klk2)10.

En dérivant la relation (III) par rapport à v, on a

ca?1 + 2b2ß (log b2ß) 01 = 0.

Comme on a

bß (log b2ß)01 = aa (log a2a)10,

on en déduit

axaf + 2a ba (log a2a)10.

En utilisant la relation (IV), on a, en tenant compte que cq

n’est pas nul,

af = 4ab (log akj)10.
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ayant mêmes quadrilatères de Demoulin

Par conséquent, on a

On a

(log a*k\k2)lf> = 0.

Ü(V1} VO = 2A, fl(Vlf V2) = — 2A (log «AO*0,

Æ(V, V2) = — 2J,

où l’on a posé

A —
\

X X10 X01 X11
1

.

De la relation donnant V3, on tire

ß(V3, Va) = A[2ax (log akj)10 + a (log a2a) 01] = 0

en vertu de la relation (IV). On a ensuite.

ß(V» VO = — 2aiJ,

ß(V8l V) = 0, Æ(V3, U) = — 4 ÔJ

et enfin

0(V3, v3) + aV., VO + 2bßÜ(Vs, U) = 0.

Cela donne

fi(V3, VO = 2A(a¡ + 46*j8) = 0

en vertu de la relation (III).
On démontre de même que l’on a

ß(U3, U3) = 0, 0(U3, U3) - 0,

(log MX)01 = 0.

9. Pour achever la démonstration, nous allons montrer que
le point V3 représente la droite (2).

Rappelons qu’au point

I2V2 + £iui + iov + oU + T7iUx + t72U2

de Q correspond la droite commune aux plans

V¿zi (log bhj)01 + ßz3] — Tifr — 2rj0z3 + 2Ç3z2

+ (log akO10 + a2] = 0,
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L. Godeaux. — Sur les surfaces, etc.

772O3 (log bhx)01 — zx] — r¡xz3 + 2£o¿4 — £1*3

+ Ç2[z3 (log akx)10 — az¿ = 0,

7)2[z2 (log bh4)01~ßz4] — r)xz2 + 2 — Çxz2

+ Ç2[z2 (log aki)10 — *i] = 0.

l¿z2 + *4 (log bki)01] — rjiZi + = L[Zz + ¿4 (log aki)10] = 0.

En utilisant la condition (IV), on peut écrire

v3 + cl-jV i - ax(log aki)10V+ 2b[ß\J + Ui (log bhx) 01 + U2] = 0.

On a donc, pour le point V3,

£2 = 0, ii = ax, £0 = — ax (log aki)10,

r¡0 = 2 bß, rii = 2 b (logbhx)01, rj2 = 2b.

La dernière des équations précédentes donne

2 bz2 + a4 = 0,

c’est-à-dire la première des équations (2).

La première des équations précédentes donne

axzx — 2bßz3 — 2ax (log akx)10z2 = 0.

Multiplions les deux membres de cette équation par 2b, tenons
compte de la relation (III) et divisons par ax ; il vient

2 bZi + axz3 — 4 b (log akx)10z2 = 0,

c’est-à-dire la seconde des équations (2).
Ainsi, le point V3 représente la droite (2). On démontrerait de

même que le point U3 représente la droite (1).
De tout ceci résulte que les surfaces (x ) , (x ) ont même quadrila¬

tère de Demoulin.

Liège, le 20 février 1953.
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