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Résumé

A une congruence W, nous avons associé quatre suites de Laplace dans un espace linéaire a cing dimensions. Nous
étudions ici un cas ou ces suites ne sont pas illimitées.
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GEOMI:TRILE PROJECTIVE DIFFERENTIELLE

Sur quatre suites de Laplace associées a une congruence W,

par L.ucien GODEAUX,

Membre de 1'’Académaie.

Resume. — A une congruence YV, nous avons associe quatre suites
de Laplace dans un espace linéaire a cinq dimensions. Nous ¢tudions
ICI un cas ou ces suites ne sont pas illimitces.

Nous considerons dans cette note une congruence W que nous
désignons par (7) et ses deux surfaces focales (x), (). Comme nous
I'avons montre anterieurement (1), nous associons a () quatre
suites de Laplace dans l'espace a cinq dimensions S;: Une suite L
associee a la surface (x) et qui contient les images sur I'hyper-
quadrique de Klemn Q de S5; des tangentes asymptotiques de la
surface ; une suite L associée d’une manicre analogue a la surface
(x) ; une suite f qui contient le point J image sur Q de la droite 7 ;
une suite P polaire de {J par rapport a Q. La suite  est inscrite
dans les suites L, L ct la suite P est circonscrite 2 ces deux suites.

Ncous considérons 1ct le cas ou les suites L, L s’arrétent res-
pectivement aux points U, 'Ij".n*;_l en présentant le cas de Laplace.
Alors, ces suites s'arrétent aux points V., V,,_%_g en presentant
le cas de Goursat. La suite ¢f s’arréte au point J,.; = _I_J.nﬂ et

() Sur quelques fam:illes de quadriques associces aux points d'une suvface (AN-
NALES DE LA SOCIETE POLONAISE DE MATHEMATIQUE, 1928, pp. 213-220) ; La
théorie des surfaces et 'espace réglé (ACTUALITLES SCIENT. ET IND., n° 138 ; Paris
Hermann, 1934).

Au sujet des cas ot les suites L, L, g s’arrétent, voir notre note Sur les surfaces
associees a une suite de Laplace terminiée (COLLOQUE DE GEOMETRIE DIFFEREN-
TIELLE DU CENTRE BELGE DE RECHERCHES MATHEMATIQUES TENU A LOUVAIN
EN 1951. Liege, Thone ¢t Paris, Masson, 1951). Voir aussi le texte d’une confé-
recnce que nous avons faite a 'Université de Turin et qui paraitra sous le titre
Alcune ossevvaziont sulle congruenze W dans les RENDICONTI DU SEMINAIRE
MATHEMATIQUE DE CETTE UNIVERSITE.
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Luciten Godeaux. — Sur quatre suites de Laplace, elc.

au point J_(u:3 = V,.,. Nous montrons que la suite ¥ s’arréte
au point P_,+,) = U, et au point P, , EVH 5. Les suites f et P
présentent donc dans un sens, un arrét dans le cas de Laplace et,
dans l'autre sens, un arrét dans le cas de Goursat, comme les

suites L et L.

1. Solent (7) une congruence W, (x) et (x) ses surfaces focales,
1 et v les parametres des asymptotiques de celles-ci.

Désignons par U, V les points de I'hyperquadrique Q) de Sg
qui représentent les tangentes aux asymptotiques #, v de la
surface (x), par U, V les points de Q qui représentent les tan-
gentes aux asymptotiques #, v de (x). On sait que les points U, V
sont consécutifs dans une suite de Laplace

LU, ... U, UV, V, ...V, .. (L)

que nous désignerons par L. Dans cette suite, chaque pomt est

le transformé du precedent dans le sens des #%. De méme, U,V
sont consécutits dans une suite de Laplace

1
“H—— L]

LU, .., U, U, V,V, ...V, .. (L)

qui sera deésignée par L. Chaque point est le transtormé du
precedent dans le sens des .

Les droites UV, UV se coupent en un point J qui représente la
drotite 7 sur Q. On sait, d’apres un théoreme classique de Darboux,
que le point J engendre un réseau conjugue aux congruences
(UV), (_G'V). Le point J appartient donc a une suite de Laplace

s Jw s o L Jes e Je -, ()

que nous désignerons par ¢, inscrite a la fois dans les suites L et L.
Dans cette suite, chaque point est le transtormé du préceédent
dans le sens des u. Le point ], est l'intersection des droites
U,U,_; et ﬁnﬁﬂ_l et le point J_,,, l'intersection des droites
V, V-1 et V,.V,._..

Considérons les hyperplans déterminés par cinq points consécu-
tifs de la suite (f) et les poles de ces hyperplans par rapport & Q.
Ces points forment une suite qui est egalement une suite de

Laplace, circonscrite aux suites L et L.
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Lucien Godeaux. — Sur quatre suites de Laplace

D’une maniére précise, désignons par P le pole de I'hyperplan
JeJ1JJ-1J-2, par P; le pole de J;]J.J:JJ-1, par P, le pole de
JaJsJe Ji, J, par P, le pole de 'hyperplan J,ioJir1)i)im1Ji-o,
par P..; le pole de l'hyperplan J_,. 2J-i-1]- J-ir1)-ire.

Le pomt P est Vintersection des droites UU et VV. En effet

les hyperplans polaires U,UVV,V, de U, U,UVV,V, de U e
JoJ1JJ-1J-2 de P ont en commun l’espace a trois dlmensmns

J1JJ-1]-., donc les points U, U, P sont en ligne droite. De méme,

les hyperplans polaires des points V, V, P ont en.commun l’espace
a trois dimensions J,J,]JJ-,, donc ces points sont en ligne droite.

On démontre de méme que le point P, est l'intersection des
droites V,_ VZ_1 et V.V,. Le point P_; est l'intersection des
droites U, UH ct U U On obtient donc une suite

¢ 0y P;q; RN Pl: PJ P-*-]r s P—-m: te (/P)

dont chaque point est le transformé du préceédent dans le sens
des v et que nous désignerons par P.

2. Supposons que la suite de Laplace L s’arréte au point U, en

présentant le cas de Laplace et la suite L au point U,., en
présentant le cas de Laplace également. On sait qu’alors les

coordonnées des points U,, U,.; ne d¢pendent que de ». Nous

nous placerons dans le cas géneral, ou les courbes (U,), (U,.;)
n'appartiennent pas a des hyperplans.

Nous avons démontré que dans ces conditions, la suite
s’arréte au point J,,., en presentant le cas de Laplace et que

ce point coincide avec le point U,.; ; de plus, ce point appartient
a la droite U, U,

La suite de Laplace L s’arréte au pomt V... en presentant le

cas de Goursat et la suite L au point V.4 en présentant égale-
ment le cas de Goursat. La suite [ s’arréte au point J_ (. 4
en presentant toujours le cas de Goursat ¢t ce point coincide

d’ailleurs avec V,.,.

Nous allons voir que la suite P s’arréte également dans les
deux sens.
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associées a une congruence W

3. Considérons le point P, ,, pole de l'hyperplan
Jn- 3Jn—2J-n—-1Jan+1'

Le raisonnement fait plus haut montre que P,_; se trouve
sur la droite V,_,V,_,. D’autre part les hyperplans polaires
des points V,_;, V,_;, soit respectivement

Un—- 3Un— 2Un_ lUnU?zl Ct Un—3 Un+1:
contiennent l'espace J,—2Jn-1Jn)r+1, donc le point P,_, appar-

tient & la droite V,_,V,_,.

Le pole de I'hyperplan J,_s] .- 1J.Jr-1])a.1 Passe par l'espace a
trois dimensions dont il vient d’étre question, donc ce podle, soit

P, , se trouve sur la droite Vn_lvn_l.
Les hyperplans polaires des points V,,, V, sont respectivement

- T T 77017 702 17 Y1 17
L'nﬁzbnﬂlbnbfn‘[-’n et L Ln ]U Urz‘*lUn-{—l
Observons que l'on a, U,.; = J,., appartenant a U,U;},

e

Un-f-l — Un + /\U?al'
On en déduit
T, = U1 + A + AU,

donc U%, = J% | appartient 2 la droite U"U%. 11 cn résulte que

les hyperplans polaires de V,, V, se rencontrent suivant I’espace
a trois dimensions J,_;J.J.+1Joi1, qui appartient également a
I’hyperplan polaire de P,, donc ce point se trouve sur la droite
V., V..

Considérons maintenant les hyperplans

T01 77027 703 1T 1T 17 01
Un-—-lUnbn Lln Un ’ Un-—lU Un% lUn+1Un+1; Jn*-lJ Jn+] n+1 n+1

et désignons par P,,., le pdle du dernier de ces hyperplans. Obser-
vons que 'on peut démontrer, comme plus haut, que le point

2 = U%  appartient & la droite U%2U®. Les trois hyperplans
c0n51derees ont donc en commun l'espace a trois dimensions

E—

JoTnt1owi)oi:. On en conclut que les points V,.,, V,s, et
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P,..; sont en ligne droite. On voit d’autre part que P,.; appar-

tient a la droite V,V,.
Considerons les hyperplans

e

T 017 027 ~0371 ~04 - 01 03
LnL} L L Ln: L Lra*lbfn—!—l[’nil n*l: J Jn 1J0n+1 n+1 7mn4-1»

dont les pdles sont respectivement V,,.,, V., et un point que nous

désignerons par P, , Ce point appartient a la droite V, . ;V, ...

D’autre part, le point U%, = J%® . appartenant & la droite

UBT* le point P, , appartient A la droite V,.,V,.,, ¢est-a-dire
a la géneratrice de la developpable dont 'aréte de rebroussement
est la courbe (_\7.,“3), droite qui varile avec v, mals non avec 1.

Observons que le point J, dépend de # et de v, donc, lorsque

1v varic scul, le point P, ., varie ct décrit la droite V,. .V, .,
VAR V)
ou V,:.3Vy,s.
TG T 70 04
Observons enfin que les hyperplans U, .. LrnH, Juiy oor Joia

_

coincident, donc le pole P, 4 de ce dernier coincide avec V,, ..
On voit donc que la suite P se termine aw point P, . 3 en présen-
tant le cas de Goursat.

4. Le pomnt P_,, pdle de 'hyperplan J (n—2) -+ J—(n+2), €St

I'intersection des droites U, 1L,,,,,._1 et U U
Designons par P,y le pole de I'hyperplan J_(,—,) ... J-(n:3)
et considérons hyperplan V,_, ... Vi3, dont le pole est lc

"

“

point U,, ;. Ces deux hyperplans ont en commun lespace a
trois dimensions V, ,V,V,.,V,.,, dont la conjuguce est la droite
U, Uyt 11 en résulte que le point P_ ., appartient & la droite
U, U

D’autre part, 1l appartient aussi a la droite Unfjn, car les hyper-

i

plans polaires des points U, U, ont en commun l'espace J_,—y) ...
J-n+2), qui appartient a I'hyperplan polaire de P_ ..

On en conclut que la suite P se termine aw point P_,., en
présentant le cas de Laplace.

5. Dans le cas n = 0, la surface (x) est une réglee et la surface

(x) une surface dont les asymptotiques # appartiennent a des

e

complexes lin¢anes. Le point J, coincide avec le point U,, le
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point J_, avec le point V,, le point P_; avec le point U et le
point P, avec le point V..

Dans le cas #» = 1, les asymptotiques # dc (x) apparticnnent a
des complexes lincaires et les réglées asymptotiques gauches le
long de courbes # de la surface (x) apparticnnent eégalement a
des complexes lincaires. Le point J; coincide avec le point U,
et le point U_, avec le pomt V;. Le point P_, coincide avec le

point U, et le point P, avec le point V,.

Licge, le 14 septembre 1954.
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