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Le critérium de convergence que je me propose 
d’exposer ici présente quelques analogies avec le théo
rème classique de Kummer relatif au même sujet.

1. — Considérons la série à termes positifs

-+• • • • +- u„ (S)

(*) Extrait des Bull, de l'Acad. roy. de Belgique (Classe des sciences), 
n° 5, pp. 403-406,1940.



404

et une suite illimitée de quantités positives aN, aN+1,
Æn, ... . Soient de plus quatre quantités a, p0, (3,, y.

Supposons qu’à partir d’un certain rang N, les termes 
de la série (S) donnent lieu à la formule

( * )

*N+n MN+»-H MN+ti + 2
iX Pi r

lN+»+* ^N+n+l °N+r.
0)

dans laquelle i est le reste de la division de n par 2.
Proposons-nous de rechercher des conditions suffi

santes pour que la série (S) soit convergente.
Représentons par SA la somme des k premiers termes 

de la série (S). Alors on a

--  SN + ) -4- //N+î -4- ... -4-

ou pour la formule (1) appliquée aux cas n = O, 1,2, ... , 
n — 2 :

WN (Mn r«N+<) ■+■ MN+1 (yUN+S — «0N)

WN+2(aï/N+l PoUrt+i) «■+|(Pj"bh

a°N+l) -t- ...

#/N+n îi&fly[ fw-2 yMy+n-i)

.-*)-+■ «N(a«N+» -1 PiaN^i

Toutes réductions faites, cette formule s’écrit

Sn+» — Sn+i -*- *<N(BoaN — yfls+|) -4- «n+i(/3,on+1 — aa„) )
■*- — PjOv+n-,) | (“2)

WNi-n (aCEN4-.-l ^ittN4-n)
j désignant le reste de la division de n — i par 2.
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La quantité SN + n tendra vers une limite finie S 
lorsque n grandira indéfiniment si l’on a, quel que soit n,

0,

aÛN+n-« -- ^ 0.

Ces inégalités peuvent être remplacées par les quatre 
inégalités suivantes :

( 3 )

-\-u ftiax+ik-i ^ 0, (3)

2*-M A)®Nf2* ^ 0, (4)

aaN+ik-l Po^N-fî* ^ 0, (S)

aaN + 9k ^lttN+2A+| ^ 0. (6)

Théorème. — Si les termes d’une série positive peuvent 
se mettre sous la forme (1), les a étant positifs et les quan
tités et, (30, S,, y satisfaisant aux inégalités (3), (4), (S) et 
(6), la série sera convergente.

En effet, dans (2) on a, quel que soit n,

Sn+» ^ Sn+, -+■ uN(p0«„ — yas+l) -h „si (ptan+l — a(h).

— ^es inégalités (3), (4), (3) et (6) sont satisfaites 
si I on suppose que la suite aN, aN + 1, ... est croissante 
et que l’on pose a = 1, fo-l, |31 = i,r = _1. En 
effet, les inégalités

<»«+«-. ^ aN+«*> «N+U <W+(

équivalent à (5) et (6). On a à fortiori

0n+s*-i aN+**, nS-hïk^. ati+U+l*



car les quantités a sont positives; ces inégalités équi
valent à (3) et (4).

Plus généralement, on a :

Théorème. — Étant donnée une série à termes positifs

-+- ws -t- ••■ + «,+ • • - ,

si à partir d'un certain rang N on a

«„(«» «»+i> — w,.+iK+i a.) — a»+s— *) =

les quantités a et aN, a^+1, a„, ... étant positives et la
suite aN + 1, aN + 2, ••• croissante, la série est convergente.

Liège, 4 avril 1910.

Bruxelles. — Imprimerie Bayez, rue de Louvain, 112.


