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GEROMETRIE PROJECTIVE DIFFERENTIELLE

Note sur ’enveloppe des quadriques de Lie d’'une surtface,

par Lucien GODEAUX,
Membre de ' Académuie.

Résumé. — Etude de la configuration formée par certai nes suites de
Laplace de Uespace a cing dimenstons attachées a une surface de 1'es-
pace ordinaire lorsqul v a conservation des asymptotiques sur les
nappes de Uenveloppe des quadriques de Lie de cette surface.

[Les quadriques de Lie attachées aux points x d'une sur-
face (x) non réglée, ont en général, en dehors du point x, quatre
points caractéristiques vy, Via, Var, Yoo L géneral, les asympto-
tiques des surfaces (yvy,), (vs), (Vay), (Vee) Ne correspondent pas
aux asvmptotiques de la surtace (x). Dans cette note, nous
nous placons dans le cas ol ces asymptotiques se co rrespondent.
Nous considérons la suite de Laplace L de 'espace a cing dimen-
stions determince par les points qui représentent les tangentes
aux lignes asvmptotiques de la surface (x) (). Il existe alors
quatre suttes de Laplace inscrites dans la suite L et une suite de
Laplace L mscrite dans chacune des suites preécedentes. Chacun
des points de cette suite L7 est commun a deux plans determines
chacun par trois points consccutifs de la suite L. Chacun de ces
plans contient deux points de la suite L. On obtient amnst une
configuration qu’il nous a paru ntéressant d'ctudier.

1. Soit (1) une surface non réglée rapportée a ses asympto-
tiques i1, v. Les coordonnées de Wilezynskt du pomnt v satistont
au svsteme completement mtégrable

R /R L R AN A £
A= 2axt0 b e, == (),

(1t Vo notre expose sur Lo thhlovie des suvfaces of espace e
scrent. ot mdust,, n? 138, Pans, Hermann, 193545

cld 3 Netualites

— 106 —



[.. Godeaux. — Nole suy enveloppe

Designons par U, V les pomnts de Uhyperquadrique de Klein Q)
de S5 représentant les tangentes asymptotiques |x a0, | x 40|
au point x a la surface (x). Nous avons

U0 L 2HV = 0, Vol 2all = ()
ct les points U. V sont cons¢cutifs dans une suite de Laplace

LU L UL U VLV (L)

dont chaque point est le transformé du précédent dans le sens
des .

On a
01 __ v Y o .
Ll-n - L 71 + [n (1()g Z)/z]_]Zz * o ]Zn){)l
10 . _ 7 i
L = Ly U n—1:

2

Uyl — U (log bhhy oo 1)) — 1, UL = 0, (1)

ol 1'on a pos¢
Ny == —-(log bliyhg ..oy )Y+ By = — (log by L k- )Y + 4ab.
On a de méme

VIOV, N, (log akky o ko)A,

\"YU] = }f.n\'r

no - 1
b 701 R | v {
VIl N log aky ..ok, )V — &,V = 0, (2)
moyennant
k,=—(logakky... by, )V +kn (==-—{loga™®} " ... kn_ )"t - 4ab.

Les mvariants de 'équation (1) sont 4, 4,,., et ceux de 'équa-
tion (2) sont &, &, ...
IEn particulier, les mvanants de '¢quation

UH — U0 (log D)0 — 4ahU == 0
sont 4ab et iy, et ceux de 'équation
VIL-— NV (Jog a)l0 —4abV = 0

sont dab et k.



L. Godeaux. -- Note sur lenveloppe

ILa suite L est autopolaire par rapport a . D'une maniere
précise, l'hvperplan polaire de U, par rapport a O est

V.,V VV V. ., et celui de V, est U, LU, (U U, U .
ILes plans conmjugues U, U, U, 5 et V V, V., coupent )

suitvant deux coniques qui représentent deux demi-quadriques
avant le méme support @,. On obtient ainst une sutte de quadn-
ques @, &, D,, ... dont la premicre est la quadrique de Lie.
Deux quadriques consécutives @, @, ; sc¢ coupent survant

(quatre drottes formant un quadrilatere dont les sommets sont
des points caractéristiques des deux quadriques.

2. Lespomts Uy, V) ne peuvent appartenir a () ; nous suppose-
rons que les points U, V, n‘appartiennent pas non plus a 0.

Sotent €1, C7 les points de rencontre de la droite ViV, avec
O ct D, D" ceux de la droite U,U,. Les drottes CD, €D,
C'D", C"D" appartiennent & () et représentent quatre taisceaux
de ravons dont les sommets vy, Vs, Yor, Veo S0nt, avece le pomnt v,
les points caractéristiques de la quadrique de Lie @.

Nous avons démontré que la condition nécessaire ot suthsante
pour que les asvmptotiques des surfaces (viy), (012), O02r), (322)
sotent les courbes #, ¢ est quelespoints €, €7, DY) D7 déerivent
des résecaux conjugués les premiers & la congruence (V,V,),

“

les seconds a la congruence (U, UL,

Posons
_ ——>
a == 2 (log «)** - (log a)t -+ 4(0% - ¢,),
| . —— ..
= 2 (log )" = (log 0)% = A(a' -1 ¢,).

[.a condition sc¢ tradut par
(log a?a)t == 0,  (log 62B)% . . 0.

I.'unc de ces relations est d’atlleurs une consequence de autre,
car on a
(L (l(f)‘f_{ (32{1)10 - f)‘B (l()g 3)2[3) 01,
Les droites C'CEC"C % se coupent en un point A ct les droites

DD 17D ™0 en un point B, Les drottes C°C 10 C"C™0 passent
par B ¢t les droites DD D7D "0 par A, Nous poserons
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des quadriques de Lie d'une surface

o — —— — - = - - _— — —— — o o e T e o - —_— e — = —_—— s . o — - — -_ . — - ——— g

A= 20V, — Vv, (log ak )t - aV
B =20 U, - U (log bhy)®r -- BU

Nous avons ¢tabli les relations

Vi, -V (log kiR a V0 2000, — Uy (log b)) - BU == 0,
Uy - Uy (log 03070,)00 - BU, = 2a V, -V, (log ak )0 - aVi=:0,

%

ou l'on a pose

[
L]

a, = a + (log ak,)?" + (log ak)'? (log a?k,)t,

By =B - (log bh) - (log bh,)"(log b2 )0

(Ces relations s'éerivent

U, -+ U, (log b3hih,) + B, U, -- A = 0. [

i

e
L\.-r
s

Fon dérivant la premicre des relations (1) par rapport &« ¢t en
tenant compte de la premiere des relations (2), on a

ALY 20 -0 0,
On obtient de méme

BOL - 2HhA -0,

Les pomnts A, B sont donce consécutifs dans une suite de La-
place. Observons que le pomt A est lintersection des plans
VLV, et T UL, Te point B ¢tant Uintersection des plans

UU,U, ot V,V,V,

3. Designons par A, \,, ... les transformeés successifs de La-
place du point A dans le cens des #, par B, B, ... ceux du point B
dans le sens des .

Les points A, B satistont aux équations de Laplace

:\11 . :x10 (1()g (Z;l 01 — ;’idb:\ Tz ()‘

By~ B (log 01 - - 4adB = 0,

dont les mmvariants sont respectivement 4abd et by, dab et Ay
NOous pPosons

Ap = AY — A (log a)',

— [ HY —



L. Godeanx. — Note sitr /cmdf)/)/‘)c

- —_— e T—r—— - -

d'ou A" FA ¢t
A A (og oak) - RA, = 0.
Nous poscrons de méme
B, B B (log be
d'on BY - /B et
B -BY dog bhp)tv L B 0,

Plus genceralement, nous aurons

A, = A N, og aky ok, )0,
10 g,

A= kA,

A AL (log ahy e k)0 kA, O

B, =B°,- B, [ (log b, ... L, '
T}“l ) /Z?E-ISH I
B B (log bhy oo, 0B, =0,

il

Observons que les mvariants des ¢quations de Laplace satis-
faites par le point A, sont £, et &, . par le pomt I3, 1, et /i, .

3. Le pomnt A appartient aux plans VV, Vet U, UL, donce le
pomnt .\, appartient aux plans UV, ot ['2[_ ;U e point A,
aux plans U, UV et U,U, U, le point Ay aux plans LU L,
U,U.U,, ..., le pomnt A, aux plans

L H_:}[ ”_2[ -1 1 L -':-IL "o ".3[

1 H ,'-3'
Posons
w1 Iy
% oo hresWhy oo 0
2 (')C_") N '2/}”_3 __/‘ Ty
11 . . ‘L”_3
1Y, .']}_.,H /
K = log | "
{ _
D2 o,

¢t
(fk /{’ 10

[)/z o h

bhlr ] 01
3, = Bua - HEZ 1Y (1 o e ) .
)Pn /J’E— () {?]tl N /‘ zi

M~



des quadriqites de Lie dune surjace

—— _— e s —_— — o m

Icn dénvant la premiere des relations (2) par rapport & @, on a

. ] . b, 01 |
Uy o+ HEC, = 8+ 8 (1og P7) 0, 04 = 0

(
On doit donc avoirr

| by
BY + B (1“5-;‘ __(_11) =0,

relation sur laquclle nous reviendrons.

T

Plus généralement, on trouve

- CpyoL y- - - . - o
L n-3 I_In+2[ 2 0 /8:3':1[- nil 'An — ”, (;)
AV CC
.’)/z f1,, \ 01
01 e ..
ﬁn -1- Bn (1()29; . ) = 0
X (Ifl}] . ]'l
D’une manmiere analogue, on trouve
T Y /,
v 7 {?H 2 P Uy s 1\' n-+1 0 Ign T ()! (l")
AVeC
10 | (f/{’ . AH 1 |
a, - a, {log- — 1},
{)/]fl a v /?3—1

4. Partons de la relation (3) et dérivons-la par rapport a .
Nous obtenons

N g 01 10 T ,-
/"Hl" 7 -1[* L]Z-n 2 HH. L2 9 “J[ IBH 1L'H. _L /?N,‘AH.—-I

On doit avoir, en remplacant # par 2 -- 1 dans (33},

Lf'? T Hn 1[ n -1 L_}_ fenl-:n “ --’\ S “

-1

On cn conclut que 'on a

01 1701
/ H "2Jr anl": /‘n '

n—1
/?n ,1~1.B-n~{-1 T Z“ fj)

won

La premiere relation s’établit sans difficulté en tenant compte
e la tormule

10— — 20, (log b/ )®

facile & obtenir,
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L. Godeaux. — Note sur U'enveloppe

- — — — - — T w -y r - —-

[La seconde relation, ou l'on remplace successivement n par
n— 1, n—2 ..., 0 donne

]Z"H-BH. — kn—lﬁn-—l:
hn——an—-l T ]fn—-:ZIBH-—:.Z!

lllllllllllllllll

La dernicre relation s'obtient en ¢galant les valeurs de Y
déduites de

BOT 0B (log DYO1 —= O, B0 -2 20 (log bli)™ = 0,
De cette dernicere relation, on dedut la tormule

j/ 01
BI - B (108 *“1) — U

a
deéja rencontrée plus haut. On a d'autre part
B = 4ab (log Oh ) — /i, (log b3hih,) o
¢ est-a-dire
B = 4ab (log by - h,HY
En ¢zalant les valeurs de 8" tirdes de ces deux relations, on a
1,50 == Ry,

et ainst de sulte.
De tout cect, on dédut

i, oo B, = habk, ...k, (.

('__)11 a, ])EII“ :%llit(',

. blr, ..., 0
ﬁiil _Tﬁ /gre (1()1“- | | ) : “;
1

k.

relation deja rencontrée plus haut.
On trouvera de méme

10 - o1 > 10
/‘}?H-EI\H-HE LTI /ZH.I\H;.-IF

ol oo Rpa,, = Aabhy 0N, qa
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des quadriques de Lie d'une siurface

\

5. En deénvant la premiere des relations (1) par rapport a v,

on obtient

A, = 2ak, [Vl — V (log ak;)1% -— 2 ° U:l :

ce qul peut s’ecrire

ak, . .. N ‘, ]
A, = — o, U 4 20V (log ak)'0 — 20V,
b
En dénivant cette relation par rapport a «, on trouve
ak k., ,,
Jfl\g —_— T T |(1 l 1311\ [ T ZZ)]?I
bii,
Une trowsieme dértvation donne
ar,\kskRq . . )
A:s T 'i_a:_zL 2 11.21{?[:'1 T }Z'IkEL'J-
bh

Plus géncéralement, on obtient

ark, ... k,
1 L , r v "10 i A
:\ T A a?z[' n—1 / n 11\ [ N ;Z ] n-— 1L n—3,

2 _ .
bh, ... h, |

I

De méme, on obtient

b
1 -+ 01 _ } \ v .
13 —= /Bn\ w1 H \ 2 0 /'“'u—"/" n—l\' -?:—3!-

a a*A A - - e

6. Les points ', C7 decrivent, lorsque o, # varient, des reé-

scaux conjuguces a la congruence (V,, V,); ils appartiennent

donc a des suites de Laplace. \Ious désignerons par €y, C,, ...
les transformés de Laplace de C dans le sens des «, par C/,C5, ...
ceux de C”, par C ot C , les transformés de Laplacc de C7 dans
le sens de o, par C2,, C7, ceux de C”.

Les points ¢, C; appartiennent & la droite Vo,V les points,

C,, Cy A la droite Vo, V,, ..., les points C,, A la droite V...,

"2
Vi, .
Les points C_,, €, appartiennent a la droite V'V, les points
C.,, C'y ala drotte UV, ... les points C_,, €7, & la droite U, _g,
U, ..

n r ' . ,

Appelons de méme Dy, D,, ... les transtormés de lLaplace du

yoint D' dans le sens des ¢, Dy, D, ... ceux de D7 par D,
1 1

SCIENCES. — 1903, — 103 — 11



L. Godeaux. — Nole sur l'enveloppe, elc

D", ... les transformés de Laplace de D’ dans le sens des u,
par D”l, D7, ... ceux de D", Les points D, DD, appartiennent
a la droite U, ,, U, , ¢t les points D, D7 a la droite V,, 5V, .
Le point A appartient aux droites C'C.,, C"C.; et aux droites
D'D,, D"'D;. Le point B appartient aux droites D'D ,, D"D”
et aux droites C'C,, C'C,. Le point A, appartient aux dmltes
C_,C',, C,C',, DD, DD, et le point B, aux droites D_;D_,,
D D7, C,C,, C;Cs. Plus géndéralement, le point A\, appartient
aux drottes C_,C_,.y, C,C7 1 ¢t aux droites DD, , D, D, |
ILe point B, apparticnt aux droites D7, D D1
I (10 :1)> n {

¢t aux drmtcs C,C.. CC, .1

7. Le point A appartient aux plans VV,V, et U, U, U, le point
A, aux plans UVU, et U,U, U, le point A, aux plans VUL,
et U,U,U, le pomt F\; AUNX plans LU, U, et U UL, ..., e point
A, aux plans U, sU, .U, et U, U, LU, ..

L =

De méme, le ])omt B, dppmtlcnt aux plans V, ,V, .V, | et

b4 M
1\' 2V n -3

T 'i“ T "Ir ied

I.’hyperplan polaire du pomnt A, par rapport a () contient les
plans V, ;V, .V, | et V, V..V, 5 ¢t Uhyperplan polare

- - o

V

de B, contient les plans U, ql*_n__._zl'_”__l ct U, U, LU, 4 Conside-
rons les quadriques @, 5 et @, . Aux sections de O pav les plans
Vi, .V Vo et V) \ LoV, g C(>1_‘rv5p0n(h'-%11t des  demi-qua-

driques de bl.ll)p()llb I(?b])t_‘(‘,tifS o .. D, dont les generatrices
appartiennent a un meéme complexe hncaire avant pour seconde
image le point A,

De méme, aux sections de O par les plans U, U, .U, ;| et
U, .U, .U, 5 correspondent  des  demir-quadrniques  dont - les
supports respectifs sont @, 4, @, ct dont les gencratrices ap-
particnnent a un complexe Iincaire dont la seconde mmage est B,

Le plan U, U, LU, 4 contient les pomts A, et A, ;. De
méme, le plan 'V, |V, LV, .4 contient les pomts B, et B,

Les pommts A, et A, | sont en géndéral distinets ;) s'1ls coinct-
daient, la surte de Laplace ddétermincée par les pomts A et B
auralt la pérode quatre, le point A, coinciderait avec le pomnt A
et I3, avee B, ;. St les pomnts A et A, coincidarent. on aurait

ky == dab, ce qul implique une nouvelle relation entre les donnces.
Licee, e 14 janvier 1953,
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