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GÉOMÉTRIE PROJECTIVE DIFFÉRENTIELLE

Note sur l’enveloppe des quadriques de Lie d’une surface,

par Lucien GODEAUX,
Membre de l’Académie.

Résumé. — Étude de la configuration formée par certai nés suites de

Laplace de l'espace à cinq dimensions attachées à une surface de l’es¬

pace ordinaire lorsqu’il y a conservation des asymptotiques sur les
nappes de l’enveloppe des quadriques de Lie de cette surface.

Les quadriques de Lie attachées aux points x d’une sur¬
face (X ) non réglée, ont en général, en dehors du point x, quatre
points caractéristiques yxx> y12, y2i» Vzz En général, les asympto¬
tiques des surfaces (yu), (y12), (y2 1), (y 22) ne correspondent pas
aux asymptotiques de la surface (x). Dans cette note, nous
nous plaçons dans le cas où ces asymptotiques se co rrespondent.
Nous considérons la suite de Laplace L de l'espace à cinq dimen¬
sions déterminée par les points qui représentent les tangentes
aux lignes asymptotiques de la surface (x) (1). Il existe alors
quatre suites de Laplace inscrites dans la suite L et une suite de
Laplace L' inscrite dans chacune des suites précédentes. Chacun
des points de cette suite L' est commun à deux plans déterminés
chacun par trois points consécutifs de la suite L. Chacun de ces

plans contient deux points de la suite L'. On obtient ainsi une
configuration qu’il nous a paru intéressant d'étudier.

1. Soit (x) une surface non réglée rapportée à ses asympto¬
tiques u, V. Les coordonnées de Wilczynski du point x satisfont
au système complètement intégrable

x20 -J 2 bx01 + cxx = 0,

x02 + 2a%10 + c2x = 0.

P) Voir notre exposé sur La théorie des surfaces et l’espace réglé (Actualités
scient, et indust., n° 138, Paris, Hermann, 1934).
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L. Godeaux. — Note sur l’enveloppe

Désignons par U, V les points de l’hyperquadrique de Klein Q

de S6 représentant les tangentes asymptotiques |##10|, |##01
au point X à la surface (x). Nous avons

U10 + 2 bY = 0, V01 + 2aU = 0

et les points U, V sont consécutifs dans une suite de Laplace

Un, U1} U, V, Yx ..... V„, ... (L)

dont chaque point est le transformé du précédent dans le sens
des u.

On a

Vf = u„+1 + u. (Îog bhA ... KY\

U? = iU,-„

u? — U“ (log bhA ...A.)“ — A.U. = 0, (1)

où l’on a posé

K = — (log bhxh2 . . . Â„-X)u + hn—x = — (log bnhl~x . . . hn_j)u -f 4ab.

On a de même

V“ = V„+] + V. (log akA ... Ä,)«,

Vf = k„V„-lt

Vf -Vf (log ak1 ... kùu - KV. = 0, (2)

moyennant

= — (log akyk 2 . . . + kn-x = — (log aM_1 . . . ¿„-!)11 + 4a 6.

Les invariants de l'équation (1) sont hn, hn+x et ceux de l’équa¬
tion (2) sont kn, kn+x

En particulier, les invariants de l’équation

Un — U10 (log b)'01 — 4a ôU = 0

sont 4ab et hx, et ceux de l’équation

yu _ yoi (iog fl)io __ 4Âôy = o

sont 4ab et kx.
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L. Godeaux. — Note sur l’enveloppe

La suite L est autopolaire par rapport à Q. D’une manière
précise, l’hyperplan polaire de U„ par rapport à Q est
Vn_2n—inw+in+2 celui de Nn est UUU,

Les plans conjugués UnUn+1Un+2 et V„Vn+1Vn+2 coupent Q
suivant deux coniques qui représentent deux demi-quadriques
ayant le même support &n. On obtient ainsi une suite de quadri
ques 0, 0V 02, ... dont la première est la quadrique de Lie.
Deux quadriques consécutives 0n, 0n+1 se coupent suivant
quatre droites formant un quadrilatère dont les sommets sont
des points caractéristiques des deux quadriques.

2. Les points V1 ne peuvent appartenir à Q ; nous suppose¬
rons que les points U2, V2 n’appartiennent pas non plus à Q.

Soient C' , C" les points de rencontre de la droite VxV2 avec
Q et D', D" ceux de la droite UjUa. Les droites C'D', C'D",
C"D', C"D" appartiennent à Q et représentent quatre faisceaux
de rayons dont les sommets yn, y12, y21, y22 sont, avec le point x,
les points caractéristiques de la quadrique de Lie 0.

Nous avons démontré que la condition nécessaire et suffisante
pour que les asymptotiques des surfaces (yn), (y12), (y21), (y22)

soient les courbes u, v est que les points C', C", D', D" décrivent
des réseaux conjugués les premiers à la congruence (ViV2),
les seconds à la congruence (UjUg).

Posons

a — 2 (log a)20 + (log a)1®2 -f 4(ô01 + Cj),

ß — 2 (log b)«1 + (log è)“2 + 4 (#» + c2).

La condition se traduit par

(log #2a)10 = 0, (log b2ß) 01 — 0.

L’une de ces relations est d’ailleurs une conséquence de l’autre,
car on a

aa (log Æ2a)10 = bß (log b2ß) °1.

Les droites C'C’01, C"C"01 se coupent en un point A et les droites
D'D'10, D"D"10 en un point B. Les droites C'C'10, C"C/ao passent
par B et les droites D'D’01, D"D"01 par A. Nous poserons
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des quadriques de Lie d’une surface

A = 2a[V2 + Vj (log akj™ + aVJ,

B = 2ô[U2 + Ui (log bh¿)01 + ßV].

Nous avons établi les relations

V3 + V2 (log a*klk2)10 + «iVj + 26[U2 + Ua (log ftAJ“ + ßü] = 0,

U3 + U2 (log b*h\h2) 01 + + 2«[V2 + Vx (log aktf* + aV] = 0,

où l’on a posé

«i = « + (log akx)2Q + (log akß™ (log flPÄj)10,

ßi = ß + (log Mi)02 + (log 6/) 01 (log b2hx) 01.

Ces relations s'écrivent

V3 + V2 (log ask\k2)i0 + cqV* + B = 0, !

u, + u2 (log m\h2) + ftua + Á = o. I (2)

En dérivant la première des relations (1) par rapport à u et en
tenant compte de la première des relations (2), on a

A10 + 2aB = 0.

On obtient de même

B01 + 26A = 0.

Les points A, B sont donc consécutifs dans une suite de La
place. Observons que le point A est l’intersection des plans
W1V2 et U1U2U3, le point B étant l’intersection des plans
UUXU2 et VxV2V3.

3 . Désignons par Av A2, ... les transformés successifs de La
place du point A dans le sens des v, par B1} B2, ... ceux du point B
dans le sens des u.

Les points A, B satisfont aux équations de Laplace

Au — A10 (log a)01 — 4 èA = 0,

Bu — B01 (log b)10 — 4aôB = 0,

dont les invariants sont respectivement 4ab et kx, kab et hx.
Nous posons

Ai = A01 — A (log a)01,
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L. Godeaux. — Note sur l’enveloppe

d’où A}0 = ktA et

A“ — Ai0 (log akx) 01 — kxAx = 0.

Nous poserons de même

Bj = B10 — B (log b)10,

d’où B?1 = hxB et

Bí1— B“1 (log bhx)10 — hxBx = 0.

Plus généralement, nous aurons

An = Af_x — An_! (log akx... ¿V;)01,

n ~ kn-n-l’

A11 — A10 (log akx... kn) 01 — knAn = 0,

et

Bn = B10_! — Bn_! (log bhx ... An_i)10,

B”1 = hnBn_x>

B11 — B“1 (log bhx ... K)10 — K Bn = 0.

Observons que les invariants des équations de Laplace satis¬
faites par le point An sont kn et kn+x, par le point Bn, hn et hn+x~.

3. Le point A appartient aux plans VViV2 et UjUrdJa, donc le
point Ax appartient aux plans UVVj et U2U3U4, le point A2.

aux plans UXUV et U3U4U5, le point A3 aux plans UUxUa et
U4U6U6, ..., le point An aux plans

Posons

et

Un—3n—2n—1 Un_|_xUM_j_2Un_j_3.

TT b-hl ... K
°g an~2kn~s k ’

j7 gK -kn
log T n_2/.n— 3b-2hrs ... k~z

an = a"-1 + K'° + K”° (log bhx ... ÂB_a) '

fin = fin-t + H? + H»1 (log .
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des quadriques de Lie d’une surface

En dérivant la première des relations (2) par rapport à v, on a

u4 + HSV» + ftU2 + ft (log + A, = 0.
On doit done avoir

relation sur laquelle nous reviendrons.
Plus généralement, on trouve

IL,* + H®1, „IL (3)

avec

ff+A(logü-1)“=a
D’une manière analogue, on trouve

Vw+3 + + «iî+ln+l + Bjî = 0,

avec

°" +“”(logô/i11...ft!1) ~0

(4)

4. Partons de la relation (3) et dérivons-la par rapport à u .
Nous obtenons

“f" [n+2 HS., + fôilUn+1 + n+lßn+i n "f" nn— 1 0.

On doit avoir, en remplaçant n par n — 1 dans (3),

Uw+2 + H«+lUw+i ßnn + = 0.

On en conclut que l’on a

hn+2ñf+2¡ + ßl°+1 = knLif+x ,

h'n+lßn+l knßn •

La première relation s’établit sans difficulté en tenant compte
de la formule

ß10 = — 2ht (log bki) 01,

facile à obtenir.
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L. Godeaux. — Note sur l’enveloppe

La seconde relation, où l’on remplace successivement n par
n — 1, n — 2, 0 donne

nßn n—lßn—1
>

hn—lßn—1 n—zßu—2
>

Kßi — kabß .

La dernière relation s’obtient en égalant les valeurs de ßn
déduites de

ß01 + 2j3 (log ô)01 = 0, ß10 + 2hx (log bhj01 = 0.

De cette dernière relation, on déduit la formule

déjà rencontrée plus haut. On a d’autre part

ß\° — kob (log bhx) 01 — h.2 (log b3hlh2)01,

c’est-à-dire

ß\° = ¿tab (log bkx)01 — h2H®1.

En égalant les valeurs de ßl1 tirées de ces deux relations, on a

A2/?2 — kißv

et ainsi de suite.

De tout ceci, on déduit

hihz ... hnßn - kabkx ... kn_xß.

On a, par suite,

relation déjà rencontrée plus haut.
On trouvera de même
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des quadriques de Lie d'une surface

5. En dérivant la première des relations (1) par rapport à v,
on obtient

Aj = 2ak1 |Va — V (log akj)10 — 2 ~ uj ,

ce qui peut s’écrire

fl J?

Aj = — — [cqU + 2 bV (log akj10 — 2 ÔVJ.
b

En dérivant cette relation par rapport à v, on trouve

fl J? I?

A2 = - ri-![a,U, — A,K|°U — 2M,V],

Une troisième dérivation donne

A3 =
GtdZykÿk g

bhxh

Plus généralement, on obtient

(Lky ... kn

[a3U2 — ÂaKS"tJ1 + Ä1Ä.U].

w bhx...h

De même, on obtient

bhx ... hn

[anUn_i Hn_yKm Un_2 “(~ 2n—xUn_3] .

B.
iZÂîj. • • • kjl—1

LÂ»V»i-l n-lHro1Vn_2 + ÄB_aÄn_iVn_8] .

6. Les points C', C" décrivent, lorsque u, v varient, des ré¬

seaux conjugués à la congruence (V1, V2) ; ils appartiennent
donc à des suites de Laplace. Nous désignerons par Cí, C2) ...
les transformés de Laplace de C' dans le sens des u, par C.C 2, ...
ceux de C", par Ciy, C_2 les transformés de Laplace de C' dans
le sens de v, par C!_j, C"2 ceux de C".

Les points Cj, Cÿ appartiennent à la droite V2V3, les points,
C2, Cg à la droite V3, V4, ..., les points Cn, C" à la droite VB+1,

2*

Les points CL1} CLX appartiennent à la droite VV1} les points
C:2, C2 à la droite UV, ..., les points C'_„, C"n à la droite Un_3,

Un_2.

Appelons de même Dj, D2, ... les transformés de Laplace du
point D' dans le sens des v, D'i, D2, ... ceux de D" ; par Dlj,
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L. Godeaux. -r Note sur l’enveloppe, etc.

D!_2, ... les transformés de Laplace de D' dans le sens des u,
par D"lf D!_2, ... ceux de D". Les points D'n, D" appartiennent
à la droite Un+1 Un+2 et les points Dln, D"n à la droite V„_3Vn_2.

Le point A appartient aux droites C'CL1; C"CLX et aux droites
D'DÎ, D"Di. Le point B appartient aux droites D'D, D'T)!.*
et aux droites C'CX, C"C4. Le point Ax appartient aux droites
ClXC'_2, CliClg, D4D2, DjD2 et le point Bx aux droites DliDl2,
DljDla, C{C2, CJCJ. Plus généralement, le point An appartient
aux droites ClnCl(w+1), ClnCl(n+1) et aux droites DD+1, D"D"+1.
Le point Bn appartient aux droites DlnDl(n+1), DlnDl(n+1)
et aux droites C*C+1, C"C"+1.

7. Le point A appartient aux plans VViV2 et UjUaUg, le point
Ai, aux plans UVUi et U2U3U4, le point A2 aux plans VUUi
et U3U4U6, le point A3 aux plans UUiU2 et U4U5U6, ..., le point
An aux plans UM_3vJw_2Uw_4 et Un 4Un _j_ 2Un _j_ 3 .

De même, le point Bw appartient aux plans Vn_3Vn_2VM_i et

L’hyperplan polaire du point An par rapport à Q contient les
plans Vn_3Vn_2Vn_i et V„+1Vn+2VB+8 et l’hyperplan polaire
de Bn contient les plans Un_3Uri_2Un_1 et Uw+1Un+2Uw+3. Considé¬

rons les quadriques &n_3 et 0n+1. Aux sections de Q par les plans
V„_3Vn_2Vn_i et Vn+iVn+2Vn+3 correspondent des demi-qua
driques de supports respectifs #n_3, &n+i dont les génératrices
appartiennent à un même complexe linéaire ayant pour seconde
image le point An.

De même, aux sections de Q par les plans Un_3Un_2Un_i et
U«+iUB+2Un+3 correspondent des demi-quadriques dont les
supports respectifs sont $w_3, 0n+x et dont les génératrices ap¬
partiennent à un complexe linéaire dont la seconde image est Bn.

Le plan Un+1Uw+2Un+3 contient les points A„ et AM+4. .
De

même, le plan Vn+JVn+2Vn+3 contient les points Bn et Bb+4.

Les points An et An+ 4 sont en général distincts ; s'ils coïnci¬
daient, la suite de Laplace déterminée par les points A et B
aurait la période quatre, le point A4 coïnciderait avec le point A
et Bn avec Bw+4. Si les points A et A4 coïncidaient, on aurait
ki — kab, ce qui implique une nouvelle relation entre les données.

Liège, le 14 janvier 1953.
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