
ACADÉMIE ROYALE DE BELGIQUE.

Sur la sixième congruence de cubiques 
gauches de M. Stuyvaert (*) ; par Lucien
Godeaux, à Liège.

Dans son beau mémoire (**) couronné par l’Académie 
royale, M. Stuyvaert a signalé une congruence linéaire 
de cubiques gauches représentée par l’évanouissement de 
la matrice

atax -4- xtbx -4- alct atax + azb'x-i-azc'x a,a”-+-a26j’-t-ascj’
atdx+ a.%Cx *1 d'x+a%crx a,d" -+- atjcj'

ax, bx, ... étant douze formes linéaires en xiy x%, xz, xA 
et aly a2, a3 des paramètres homogènes.

Les cubiques gauches de celle congruence sont évidem
ment assujetties à dix conditions; M. Stuyvaert n’en a 
signalé que neuf, ajoutant que la dixième était probable
ment une condition de contact. Nous avons recherché 
quelle était cette condition et nous demandons à l’Aca
démie la permission d’exposer les résultats auxquels 
nous sommes parvenu.

1, — Soit une courbe gauche du sixième ordre et de 
genre trois dont les points rendent nulle la matrice

«» b. c, dx
u.
ax

K
b"x

ci
C.

d',
d',

= 0. (1)

(*) Extrait des Bull, de l’Acad. roy. de Belgique (Classe des sciences), 
n° 6, pp. 693-699,1909.

(**) Cinq études de géométrie analytique (vi-230 pp.). Gand, Van 
Goethem, 1908, pp. 104,114 et 117.



094

Par cette courbe passent quatre surfaces cubiques 
linéairement indépendantes, et deux surfaces cubiques 
quelconques contenant la courbe se rencontrent encore 
suivant une cubique gauche octosécante de la courbe (1)(*).

Par la cubique gauche représentée par

( * )

Cx cl K

dx < d’»

passent oo 1 surfaces cubiques contenant la courbe (1). 
L’équation d’une quelconque de ces surfaces peut s’écrire

Aj O
«x b, cx

a; k <

a'r K e»

2. — Entre les points de la cubique gauche (2) et le 
faisceau des surfaces cubiques (5) établissons une corres
pondance (l,n). Pour exprimer analytiquement celte cor
respondance, remarquons que les surfaces cubiques

o o kz

a, bx C,

a'x b'x c'

ax bx cx

rencontrent la cubique (2) en un seul point variable, donc 
l’expression analytique de la correspondance sera

^5=fl(*l> *), &4=fî(^l, Aj),

k,

o
d.

d'x

d:

= 0. (3)

(*) Stuyvaeut, loc. cit., pp. 27-36.



695

«Pi et <p2 étant des formes homogènes d’ordre n en Xj X2.
Les cubiques gauches passant par les points de la 

cubique (2) et situées sur les surfaces cubiques (3) cor
respondantes engendrent une congruence T.

Cette congruence est linéaire, car par un point géné
rique de l’espace passe une surface (3) et à cette surface 
ne correspond qu’un point de (2); de plus, les cubiques 
gauches de (3) passant par ce dernier point forment un 
faisceau linéaire et par le point de l’espace choisi ne 
passe qu’une courbe de ce faisceau.

Recherchons les équations d’une cubique gauche de T. 
Le point correspondant sur (2) à la surface (3) est donné 
par les équations (2) et

O O

ax 6, cx

< K c'
a, b"x ci

et le faisceau de cubiques gauches situé sur la surface (3) 
sera découpé par le système de surfaces

AJ *A3 O <fy

a, bx c,

a'z 6' c’x
ni K c”

où X3 est un paramètre variable. Par conséquent, une 
cubique gauche de la congruence F sera représentée par

(3 )
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l’évanouissement de la matrice

h ax r a'z
0 b.r b’z K

0 ?l Cz < c'z
0 d, d’z d:

(S)

3. _ Cherchons à représenter les équations (5) sous 
forme d’une matrice à deux lignes et trois colonnes, par 
exemple

k\Qx kÿbx k^Cx Zkta'x 'Zk,(ix
k[üx + k$Cx S AX S/cJo»

De la matrice (5) on déduit que la cubique générique 
de T est l’intersection partielle des deux surfaces cubi
ques

6, 6'l 6, ô; i c, c;
*i?i d,

d;| — *i?î
C, Cx

-+- Aj Àc2A3
dx d;

1 «X a' ax
d, d; c c’ o,

6; 6x 6; ! c, c"
d. d»

— A|Xa
Cx Cx

-4- a;-*> 2^3 ! d, d;

I <*. «x
1 dx d.

a, a"x
Cx c'z

0.

De (6) on déduit que la cubique gauche représentée
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par l’évanouissement de cette matrice est l’intersection 
partielle des deux surfaces cubiques :

+ (k — k, li\) a,
c*

+ (hic; - m «X
d.«

(kjct — k^k^) 6x
e,

«
c*

6:
d'x

(Mi - d,
e*
d: = o,

léftyk's — Ic'ikt) a",
K

= 0.

En identifiant, on trouve

kt kt _ k3 _fct
*i?l ^1?1 -----  *I_'*S*3 0

k\ k't K k[
0 0 ft — f\

Par conséquent, la congruence T est formée de toutes 
les cubiques gauches qui rendent nulle la matrice.

ftcx — fid, ftc', — fid'r

fdlm—flË
= 0. (7)



4. — Posons

La matrice (7) devient

«.lax+uxbx-t-XiCx a,a'+a,6^-t-«3c' a, ax’’
= 0, (8)

aif/j -4- «jC, a,(/' -+■ atCx a{d'x -H a4c”

ce qui est la congruence VI de M. Stuyvaert.
Passons à la recherche de la dixième condition. Remar

quons que les surfaces (*)

\bx c, d,\x\d, a, bx\ - \cx dx a,|X|a, bx 0,1=0
|b, c, dx\x\dy ay by\ — \cx dx o,|x|ov by e„| = 0 (9)

se touchent en un point (y) situé sur la cubique gauche (2). 
En effet, dans les deux cas le plan tangent est

2x* fK °y b,\ 7-16»c» rf»l-K bv cv\ r k dy «vil = 0,
(=1 L 3!/. •>.*/< J

car on a

1 by cy dy |=0, I c# dy ay | = 0.

Les cubiques gauches de la congruence (8), qui sont

(*) Les déterminants sont dénotés par leur première ligne.
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situées sur la surface (9), passent par le point commun à 
la cubique gauche (2) et à la surface

| d, a6, | X K by c» I — I «x b* «U X | dy ay b J = 0.

Or, ce point ne peut être que le point (y) lui-même, 
car si l’on remplace (x) par les y dans l’équation précé
dente, elle est identiquement nulle.

Les cubiques de la congruence VI de M. Stuyvaerl touchent 
le long de la cubique directrice une surface du sixième ordre 
passant doublement par la sextique directrice.

Liège, le 26 avril 1909.

( 7 )

Bruxelles. — Imprimerie Hayf.z, rue de Louvain, 112.


