
Separatabdruck aus „Monatshefte für Mathematik u. Physik“. XX. Jahrg. 1909.

Sur une coincidence bicubique.
Par Lucien Godeaux à Liège.

Dans cette note, nous nous proposons d’étudier une coïncidence 
représentée par l’évanouissement d’une matrice de formes biqua- 
ternaires; nous utilisons pour cela les méthodes de M. Stuyvaert.1)

1. Désignons par xi} w,- (i = 1,.. ., 4) les coordonnées courantes 
respectivement ponctuelles et tangentielles, et représentons par

une forme doublement linéaire en r et en «.
La matrice dont l’évanouissement donne lieu à la coïncidence 

que nous voulons étudier est la suivante:

Ojx M'a bx Mfj Cx My ^

Mx tta, ^x Mp, (x My,

Pour abréger le discours, nous désignerons cette coïncidence 
par la lettre M.

M est d’ordre et de classe trois, car si dans la matrice (1) 
nous supposons les u fixes, nous avons une cubique gauche ; si au 
contraire ce sont les x qui sont constants, nous avons une déve
loppable de la troisième classe.

2. Aux plans d’une droite correspondent oo1 cubiques gauches 
engendrant une surface. Recherchons l’ordre d’une telle surface, la 
droite étant donnée par les plans de coordonnées »,•, wt (i = 1,.. •, 4) ; 
les coordonnées d’un plan quelconque passant par ia droite sont 
de la forme
(2) kVi-\-k’Wi (* = 1,...,4).

Il est evident que le nombre cherché est égal au nombre 
d’éléments point-plan dont le point se trouve sur une droite donnée 
et dont le plan passe par une autre droite ; si y,, Zi (i — 1,. .. , 4) 
sont les coordonnées de deux points de la première droite, un point 
quelconque aura pour coordonnées

(3) *yi + *'*i 4).

*) „Cinq Études de Géométrie Aualytique“. Gand, Librairie Van 
Goethem, 1908.
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/0, A“x coordonnées courantes substituons dans (1) les coordonnées 
(2) et (d). Il vient:

(I ay -f- X' az) Je va -j- k' wa ) (X by -f- X' bz) Je vp -j- k' wp ) 
(X ay -f- X' a'z) Je va, -j- k' wa>) (X b'y -J- X' b'z) (k Vp< -)- k! wpi)

(X cy -j- X' ca) Je vy -f- k'Wy)

(X Cy -j- X' C[) Je Vy'~\~ k' Wyf)

Faisons les substitutions

X — apj, X' — ap3, & = xp2, k'— Tpgj

a et x étant des facteurs convenablement choisis. La matrice 
devient : (4)

(pl ay + p3 «*) (p2 «a -f- p3 M’a) (pt -f- p3 6,) (p2 Vp -f- p3 Wp )

(pi a'y + p3 «0 (p2 ®a' + p3 M’a') (Pi ô; + P3 bl) (p2 p3

(pl C'J “f” P3 cz) (P2 vr ~\~ ?3wy) 

(?icy ~\~ P3 c‘) (P2 vy' “1“ P3 My) = 0.

Cette matrice s’annule pour douze systèmes de valeurs des p 
mais il faut en décompter trois fois le système (p. = p, = 0) et trois
fois le système (p2 = p3 =0).

Aux plans passant par une droite correspondent 
les points dune surface du sixième ordre.

3. Recherchons le lieu des points tels que les développables 
qui leur correspondent aient deux de leurs plans passant par la 
droite commune aux deux plans de coordonnées Vi et u\ (i = 1 ..., 4). 
Si tu est une variable, il faut exprimer que les équations suivantes

ont deux solutions — communes :
rC

ax Je va -j- k' wa) -(- tu u'x Je va> -(- k' wa>) = 0 
bx (kvp -f- k'ivp) —f- co b'x Jeep, -j- k' wp>) = 0

Cx Je Vy k' Wy) iO c’x Je Vy' -)- k' Wy') — 0 .
On a

I Clx Va ax w„ a'xV a. a'x Wa'

bx vp bx it?fi b'x vp’ b'xWp' — 0
| CXVy

CX Wy CX Vy' C'xWy'

. Donc : Le lieu des points qui correspondent à la 
fois à deux plans passant par une droite fixe est une 
courbe gauche d'ordre six et de genre trois.
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4. Recherchons le nombre de cubiques gauches passant par 
un point fixe i= 1. .,4) et rencontrant une seconde fois 
une droite passant par ce point et par un second point (zt, i = 1,. . . ,4).

La condition pour que la cubique gauche passe par le point 
(ÿi) est

ayua b,j up CyUy

W r 7» f !j — 0 •
Cl y U a' U y Uf}' Cy îly' Il

La condition pour que la cubique gauche ait une bisécante 
(iji, est exprimée par

dy Ua Cly Ilex' az ua az %iat \

by Up by Ufi> bj up K up, = 0
Cy Uy C'y Uy’ C% Uy cl Uy

Les équations (5) et (6) représentent un nombre fini de plans 
(u) qui est le nombre cherché. Les matrices (5) et (6) s’annulent 
respectivement par les plans d’une développable de troisième classe 
et d’une développable de sixième classe et de genre trois. Ces 
développables appartiennent à deux surfaces de troisième classe 
dont elles forment l’intersection, donc: Il y a huit cubiques 
gauches passant par un point fixe et remontent une 
seconde fois une droite passant par ce poilnt.

5. Occuppons nous des cubiques dégénérées. Les plans aux
quels correspondent ces cubiques enveloppent une surface dont 
nous allons rechercher la classe. Désignons par

[ua up uy ua, (abc a')],...
les déterminants

«! Ua Cl 2 II a U3 U a Ua

h Up b2 up b3 up b± iifi

Cj 11 y C2 Uy Cg lly Cé Uy

a'i ua> (1% lia’ a'i Ua' Cl 4 U a'

Exprimons que l’invariant de la cubique gauche correspondant 
à un plan (u) est nul.1)

(T)

ua up UyUa’ (abc a’) ua up ua’ uy, (a b a' c') — ua uy ua' up, (a c a' b') 
uaupUyUp' (abc b') uauy ua'Up, (aca' b') — uaupup, uy (a b b'c') 
ua upuyuy> (abc c’) upuy up> Uy (b c b’ c') — upuy ua’ uy (b c a' c')

Ua Ua' u P’ Uy (a «' b c') 
up ua’ up’ uy (b a’ b c') 
uy ua’ up’ Uy (c a b' c') *)

= 0.

*) Stuyvaert, Sur l’inrariantologie de la cubique gauche. 
Bull, de l’Acad. E. de Belgique — 1807.
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Les plans auxquels correspondent des cubiques 
gauches dégénérées enveloppent une surface de 
classe douze.

Une cubique dégénère en une droite et une conique. Le plan 
de cette conique a pour équation, moyennant (7).

ua up uy Ua' (a b c a’) ua ua> up uy• {a a'b’ c')
ua up ur up> (abc b') up ua* up> uy' (b a' b’ c')
ua up ur Uy' (abc c') Uy ua' upt Uy> (c a' b' c')

ax
bx
cx

= 0.

Recherchons l’enveloppe de ces plans lorsque (u) enveloppe 
(7). Il faut rechercher le nombre de plans (m) qui satisfait à l'équa
tion (7) et aux équations

ua Up Uy ua’ (abc a’) ua ua' upi Uyt {a a' b' c') a,j CW
ua up Uy upt {abc b') up ua’ up’ Uy' (b a'b'c') bz = 0
ua up Uy Uy' (a b c c') UyUa' Up' Uy’ (c «' b' c') cy cz

Ces dernières représentent une développable de classe 33, le 
nombre de solutions est donc 396.

Les plans des coniques qui font partie des cubiques 
gauches dégénérées enveloppent une surface de 
classe 396.

6. Au moyen des calculs développés dans le dernier travail 
cité de M. Stuyvaert, on pourait établir les théorèmes suivants, 
que nous nous contenterons d’énoncer.

Le lieu des plans (u) auxquels correspondent des 
cubiques gauches tangentes à un plan donné, est une 
surface de classe six.

Le lieu des plans (u) auxquels correspondent des 
cubiques gauches osculant un plan fixe, est une dé
veloppable de classe vingt-sept.


