
Bulletin de la Classe des sciences 

Sur quelques points de diramation de seconde espèce et de 

troisième catégorie d’une surface multiple (Deuxième 

communication) 

Lucien Godeaux

Résumé
Étude d’un point de diramation quintuple pour la surface multiple, le cône tangent se décomposant en trois plans et un 
cône du second ordre et la surface possédant deux-points doubles biplanaires ordinaires infiniment voisins du point de 
diramation. 

Citer ce document / Cite this document : 

Godeaux Lucien. Sur quelques points de diramation de seconde espèce et de troisième catégorie d’une surface multiple 

(Deuxième communication). In: Bulletin de la Classe des sciences, tome 38, 1952. pp. 898-907; 

doi : https://doi.org/10.3406/barb.1952.69730; 

https://www.persee.fr/doc/barb_0001-4141_1952_num_38_1_69730; 

Fichier pdf généré le 21/06/2023

https://www.persee.fr
https://www.persee.fr/doc/barb_0001-4141_1952_num_38_1_69730
https://www.persee.fr/authority/622350
https://doi.org/10.3406/barb.1952.69730
https://www.persee.fr/doc/barb_0001-4141_1952_num_38_1_69730


GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE

Sur quelques points de diramation de seconde espèce
et de troisième catégorie d’une surface multiple,

par Lucien GODEAUX,
Membre de l’Académie.

(Deuxième communication )

Résumé. — Étude d’un point de diramation quintuple pour la
surface multiple, le cône tangent se décomposant en trois plans
et un cône du second ordre et la surface possédant deux-points dou¬

bles biplanaires ordinaires infiniment voisins du point de diramation.

Dans cette seconde note (*), nous démontrons l’existence
d’un point de diramation quintuple pour la surface multiple 0,
le cône tangent se décomposant en un plan (oq), un cône du
second ordre ((tx), un plan (t2) et un plan (cr2). Le cône (tx)
coupe les plans (oq), (r2) chacun suivant une droite et les plans
(t2), (gt2) se coupent suivant une droite. La surface 0 possède
deux points doubles biplanaires ordinaires, infiniment voisins
du point de diramation, l’un situé sur la droite commune à

(oq) et à (tj), l’autre situé sur la droite commune aux plans
(°-2)> (t2).

1 . Nous considérons sur une surface F une involution cyclique
I, d’ordre premier p = 101 et nous désignons par 0 la surface
normale image de l’involution construite comme il a été indiqué
dans notre mémoire sur les surfaces multiples (2). Fixons l’atten¬
tion sur un point uni O de I en lequel on a a = 79 et par consé¬

quent ß = 78.

P) La première note est parue dans le Bulletin d’août 1952 de l’Académie.
(a) Mémoires in-8° de l’Académie roy. de Belgique, 1952.
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Lucien Godeaux. — Sur quelques points de diramation, etc.

Nous devons en premier lieu chercher les solutions en nombres
positifs A, ix des congruences

A + a/x 0, + ßX -0, (mod.

telles que A + L < P On trouve aisément

A == 9 — tt, ¡X = 5 + 91, (t = 0, 1),

A == 22 -te, li = 1 + 91, (t = 0,1, ... ,5),
A == 44 -te, fX = 2 -f 91, (t = 0,1, ... 10),

A == 66 --te, V = 3 + % (t = 0,1,... .6),
A == 31 -te, P = 6 + 9t, (t = 0,1, ... >7),

A == 53 -te, tX = 7 + 91, (t = 0,1,... >6),

A == 75 -te, ¡X = 8 + 91, (t = 0, 1, 2, 3),

A == 18 -te, [X = 10 + 91, (t = 0,1,... 4),

A == 88 -te, P = 4 + 91, (t = 0, 1).

Il y a, d’après la théorie, 50 solutions.

2. Nous conservons les notations de nos travaux antérieurs.

Le système
| C© |

correspond à la solution Aj = 9, = 5.
Les courbes CÓ ont donc en O la multiplicité 14 et le comporte¬
ment de ces courbes en ce point est fixé par le schéma suivant :

O14, (2,1)5, (2, 2)5, (2,3 )2, (2,4)1...,

(2,78)!

(1,1)9 (2, 3, 1)\

(1, 2)3, (2, 3, 2)i

(1, 3)1, (2, 3, 3)1

(1, 77)1.

Soit 0' le point de diramation qui correspond sur 0 au point O.
Sur la surface &l; projection de 0 à partir de 0', il correspond
aux points unis de première espèce (1,77), (1, 2, 3), (2, 3, 3),
(2, 78) respectivement une droite alt une conique t1, une droite r2
et une droite cr2. Le point O est quintuple pour la surface 0 et le
cône tangent en ce point s’obtient en projetant de O les courbes
°i, ri> r2> a2 D’ailleurs si n est l’ordre de la surface 0, le système

I
C0

1

a le degré lOlw et on vérifie que
| CÓ |

a le degré 101 (n — 5).
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Luden Godeaux. — Sur quelques points de diramation

3. Le système
| C„ |

correspond à la solution A2 = 5 , ¡jl2 — 14.
Les courbes Co ont en O la multiplicité 19 et leur comportement
en ce point est fixé par le schéma

O19, (2, l)5, (2, 2)1, (2,78)L

(1, l)5, (2, 1, l)4,

(1, 2, 3)\ (1, 2, 2)1, (1, 2, 1)\ (1, 2)2, (2, 1, 2)4,

(1, 3)\ (2, 1, 3)1, (2, 1, 3, l)1,

(2, 1, 3, 2)1; (2, 1, 3, 3)1.

(U7)1.

Le système
]
C

| a le degré 101 (n — 6), de sorte que sur la
surface 0lt les courbes r'¿ homologues des courbes Cq sont dé¬

coupées par les hyperplans passant par le point (X, commun à

t1 et à r2. Ce point est simple pour la surface
Sur la surface 02, projection de 01 à partir du point 0(, nous

avons une droite a1 une droite r1} une droite gx qui représente
le domaine du point (2, 1, 3, 3), et une droite cr2. La droite gx

s’appuie en un point sur la droite tx et en un point sur cr2. Ce der¬

nier point d’appui représente la courbe t2 et est nécessairement
singulier pour la surface. La droite g1 est d’ailleurs une droite
exceptionnelle.

4. Retournons à la surface 0V On sait que les courbes ax, t1

se rencontrent en un point et les droites, r2, cr2 en un point
0i2. Ces points peuvent être simples ou doubles pour la surface.

Nous supposerons que le point Ojx est équivalent à un ensemble
de courbes rationnelles.

P 1’ P 2» •••> Pt>

de degrés virtuels — 2, chacune de ces courbes rencontrant
la précédente et la suivante en un point, mais ne rencontrant
pas les autres. De plus, pt rencontre en un point et pt rencontre
Tj en un point. Si ¿ = 0, est simple pour la surface ; si t = 1,

Oii est un point double conique ; si t = 2, c’est un point double
biplana] re ordinaire, ....

Nous supposerons de même que le point Oj2 est équivalent
à une suite de courbes rationnelles de degrés virtuels — 2,

— 900 —



de seconde espèce et de troisième catégorie

a>i, a>2, ..., cou,

analogue à la précédente, co1 rencontrant r2 en un point et a>u

rencontrant a2 en un point.
Sous ces hypothèses, nous avons

r0 = r'0 + oq + Pi + ... + pt + ti + t2 + œi + •••

+ Mu + °2

On en conclut que les courbes alt rx, r2, a2 ont respectivement
les degrés virtuels — 2, — 4, — 3, — 2.

Sur la surface &lt nous avons établi qu’il existe des courbes
rx rencontrant ax en un point, ne rencontrant pas les autres
courbes du domaine de O' et satisfaisant à l’équation fonction¬
nelle

pr o == pr i + + miPi + ••• + mtPt + k1T1

+ 2t2 “H riitü1 + ... + nucou + h2a2,

les h, m, k, n étant des entiers.

En exprimant que les courbes rx ne rencontrent pas les courbes
g2, a», t2, rlt p et rencontrent oq en un point, on trouve

nu-i = (i + l)fc2, k2 = {u + 2 )h2> kx = (2u + 5 )h2,

mt-i = [(5 i + l)u + 13 i -f 18]â2, hx = [(5 1 + l)u + 131 -f 18]2,

h2[btu -f 13 1 + 12u + 31] = 101.

On en conclut h2 = 1 et

5tu + 13 1 -f 12 = 70.

Par conséquent, on a t = 2, u — 2 et les points O, 0i2 sont
doubles biplanaires ordinaires pour la surface 0X.

Nous pourrions nous arrêter ici, cependant, il convient de
voir quel est le comportement des courbes Co , C4), ... au point O
et celui des courbes homologues r'ff, J4), ... sur la surface 0
vis-à-vis des courbes oq, plt p2. rx, r2) aq, œ2, oq.

5. Les courbes Co correspondent aux valeurs A3 = 22,

fi3 = L Elles passent 23 fois par O et leur comportement en ce
point a pour schéma
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Lilden Godeaux. — Sur quelques points de diramation

O23, (2, 1)\ (2,7b)1.

(1, 1, 20)\ .... (1, 1, l)1, (1, l)2,

(1. 2)\

(1,7V)1.

Sur la surface 0X, les courbes r o sont découpées par les hyper¬
plans touchant en Oí la conique tx. Sur la surface &3, il existe
une droite ax et une droite a2, une droite exceptionnelle g2 qui
représente le domaine du point (1, 1, 20).

Observons que la droite exceptionnelle gx correspond au point
0{ commun à rx, r2 et la droite exceptionnelle g2 au point de la
conique tx infiniment voisin de OÍ.

Sur @z, la droite g2 rencontre ax en un point qui représente
rx et a2 en un point qui représente r2.

Passant aux courbes Cq\ qui correspondent aux solutions
A4 = 1, jLt4=23. Ces courbes ne peuvent plus passer par le
point (2, 78) et par conséquent sur la surface 0X, les courbes Pj4)

sont découpées par les hyperplans passant par la droite t2.
Observons que les courbes 74) étant des courbes r'¡¡ particu¬
lières, doivent rencontrer la conique rx en deux points confondus
en 0(. Il en résulte que la partie variable des courbes 74) passe

par OÍ. Par suite, les courbes C|,4) passent par le point (2, 1, 3, 3).

Cela étant, le schéma du comportement des courbes Cj)4) en O est

O24, (2, l)14, (2, 2)10, (2, 3)4, (2,4)2, ..., (2, 27)2, (2, 28)1,

(1, l)1, (2, 1, l)4, (2, 3, l)2, (2, 28, i)1.

i (2, 1, 2)4, (2, 3, 2)2,

(1,77)1. (2, 1, 3)1, (2, 3, 3)2.

(2, 1, 3, l)1, ..., (2, 1, 3, 3)1.

Sur 0X, les courbes F ne rencontrent pas la courbe wx, mais
elles rencontrent a>2 en un point. La courbe tu2 correspond donc
au point (2, 28, 1).

Sur la surface projection de la surface 03 à partir du
point OÍ commun à g2 et à or2, nous avons une droite ax, une droite
exceptionnelle gx s’appuyant en un point représentant rx sur ax,

une conique r2, que nous indiquerons par r2, une droite œ2 conte¬
nant un point représentant la droite a2.
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de seconde espèce et de troisième catégorie

Les courbes r{i) satisfont à la relation fonctionnelle

r0 = n4) _b<TiH_/,i + P2 + Ti + 2(t2 + (ol + a>2) + cr2.

6. Les courbes C5) correspondent à la solution Ax = 18,
fii = 10 ; elles ont en O la multiplicité 28 et ne peuvent plus
passer par le point (1, 77). Sur 0X, les hyperplans découpant
les courbes L'¿5) ne peuvent plus rencontrer la droite cr1 en un
point variable. Par conséquent, ces hyperplans passent par la
conique tx et, puisque ce sont des courbes 74) particulières,
par la droite rx.

Le schéma du comportement des courbes Cj)5) au point O est

O28, (2, l)10, (2, 2)10, (2, 3)4, (2,4)2, ..., (2, 27)2, (2,28)b

(1, l)18, (2, 3, l)2, (2, 28, l)1

(1,2, 3)4, ..., (1,2, l)4, (1,2)«, (2, 3, 2)2,

(1, 3)2, (2, 3, 3)2.

(1, 26)2,

(1, 27, l)i, (1, 27)1.

Sur la surface &5, nous avons une droite px, qui représente le
point (1, 27, 1) et qui contient un point représentant ax ; une
courbe tx du quatrième ordre, que nous indiquerons par r4,
rencontrent px en un point ; une courbe r\ rencontrant rx en un
point O5 (homologue de OÍ sur 0X) ; une droite œ2 rencontrant
t2 en un point et contenant un point représentant ax.

Les courbes 75) satisfont à l’équation fonctionnelle

ro r, l5'1 + crx + 2{px + P2 Ti + t2 + œi + wâ) + &2

7. Dorénavant, nous n’indiquerons plus que les points unis
de première espèce appartenant aux courbes C{01), sauf lorsqu’il
sera nécessaire d’écrire le schéma complet.

Les courbes C|,6) correspondent à la solution A6 = 14, /x6 = 19.

Elles ont la multiplicité 33 en O et passent par les points

(1, 27, l)1, (1, 2, 3)3, (2, 1, 3, 3)1, (2, 3, 3)1, (2, 28, l)h

Sur la surface les courbes E¿6) sont découpées par les hyper¬
plans passant par le point O5.
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Luden Godeaux. — Sur quelques points de diramation

Les courbes C¡,7) correspondent à la solution A7 = 31, fx7 — 6.

Ces courbes passent 37 fois par O et par les points

(1, 27, l)i, (1, 2, 3)2, (2, 3, 3)i, (2, 28, l)1.

Sur la surface <Z>5, les courbes C¿7) sont découpées par les hyper
plans touchant la courbe t\ en O.

Les courbes Cj)8) sont données par la solution A8 = 10, p8 — 28.
Elles passent 38 fois par O et par les points

(1, 27, l)i, (1, 2, 3)2, (2, 1, 3, 3)2, (2, 28, l)1.

Sur la surface r5, les courbes Jn8) sont découpées par les hyper
plans tangents en O5 aux courbes r\, t\ ; ces courbes ont donc un
point double à tangentes variables en O5, ce qui explique que le
point (2, 1, 3, 3) soit double pour les courbes C[,8).

Les courbes C{,9) correspondent à la solution A9 = 27, /u.9 = 15 ;

elles ont la multiplicité 42 en O et passent par les points

(1, 27, l)i, (1, 2, 3)1, (1, 1, 20)1, (2, 1, 3, 3)1, (2, 28, l)1.

Sur la surface <?5, les courbes ont un point double en O5

et une de leurs tangentes en ce point coïncide avec la tangente
à t\.

Les courbes Cj,10) sont données par A10 = 6, yu,10 = 37. Elles
ont la multiplicité 43 en O et passent par les points

(1, 27, l)1, (1, 2, 3)1, (2, 1, 11, 1, l)i, (2, 28, l)1.

Sur la surface &5, les courbes E¿10) ont un point de rebrousse¬
ment en O5, la tangente de rebroussement étant la tangente à
la courbe

Observons que sur la surface <P9) nous avons une droite p1}

une droite rx rencontrant plt une droite exceptionnelle g2 rencon¬
trant tx en un point, une droite exceptionnelle g± rencontrant g2

en un point O9, une droite co2 rencontrant gx en un point (qui
représente r2). Sur cette surface, les courbes E¿10) sont découpées
par les hyperplans passant par le point O9, simple pour la surface.
Sur 01O, O9 donne une droite exceptionnelle g3 qui correspond
au point (2, 1, 11, 1, 1).

Les courbes Cn) sont données par An = 44, fiu = 2. Elles
passent 46 fois par le point O et par les points
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de seconde espèce et de troisième catégorie

(1, 27, l)i, (1, 1, 20)2, (2, 28, l)i.

Sur 0t> les courbes Jn) ont un tacnode en O5, la tangente
tacnodale étant la tangente à la quartique t\.

Observons que les degrés des systèmes
|
r¡?]

| , |
i6)

| ,

I
in)

I sont respectivement n — 16, n — 17, n — 18, n — 20,
n — 21, n — 22, n — 24. On peut le vérifier soit en considérant
le nombre de points absorbés en O5 dans l’intersection de deux
courbes J6), r§\ ..., rn), soit en calculant les nombres de
points d’intersection de deux courbes Cj,5), C[,6), ... Cj,11' absorbés
en O.

8. Envisageons les courbes Cj,12), qui correspondent à la solu¬
tion A12 = 23, ju12 = 24. Elles ont en O la multiplicité 47 et ne
peuvent plus passer par le point (2, 28, 1). Les courbes /12)
sont par conséquent découpées sur la surface 05 par les hyperplans
contenant la conique r2. Le comportement des courbes C12)

au point O est fixé par le schéma

O47, (2, 1)«, (2, 2)11, (2,3)5, (2,4)3, ...,

(2, 10)3, (2, 11)2, (2, 11, l)1, (2,11,1,1)!

<1, 1, 20)1, ..., (1, 1, l)1, (1, l)3, (2, 1, l)4, (2, 3, l)2,

(1, 2)2, (2, 1, 2)4, (2, 3, 2)2,

• ! (2, 1, 2)1, (2, 3, 3)2.

(1, 26)2, (2, 1, 3, l)1, (2, 1, 3,2)!,

(2, 1, 3, 3)i.

(1, 27) l)1, (1, 27)1.

Les courbes 712) satisfont à la relation fonctionnelle

ro = E¿12> -j o-j -j 2 (px -} P2 + Ti) + 3(t2 + wi) + 2o>2 -f 2 cr2.

Observons cependant que les courbes T¿12) ne sont pas les
courbes les plus générales satisfaisant à la relation précédente.
En effet, ces courbes générales rencontrent en trois points et
r2 en quatre points. Les courbes -T¿12) sont des courbes rn)
particulières, qui ont un tacnode en O5 et par conséquent sont
•découpées par des hyperplans ne rencontrant plus la courbe
r* en des points variables. Il en résulte que la partie variable
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Lucien Godeaux. — Sur quelques points de diramation

des courbes 712) a un point double en O5, une des tangentes
étant confondue avec la tangente à la courbe r4.

D’autre part, sur la surface <Z>5, le point commun à la conique
t\ et à la droite œ2 représente aq ; c’est donc un point double
conique et la partie variable des courbes D¿12) rencontre aq

en un point mais ne rencontre plus a>2. Le point (2, 11, 1, 1)
a donc pour homologue la courbe rationnelle aq.

Les courbes Cj,l3) correspondent à la solution A13 = 2, p13 = 46.
Elles passent 48 fois par O et par les points

(1, 27, l)1, (2, 1, 11, 1, l)i, (2, 3, 3)2, (2, 11, 1, l)1.

Sur la surface la partie variable des courbes i13) possède
un point de rebroussement en O5, la tangente de rebroussement
étant la tangente à la courbe r4.

9. Nous terminerons par l’examen des courbes Cj,14), qui cor¬
respondent à la solution À14 = 40, /¿14 = 11. Elles passent 51

fois par le point O et ne peuvent plus passer par le point (1, 27, 1) ;

il en résulte que les courbes 7l4) sont découpées sur par les
hyperplans contenant la courbe t4.

Le comportement des courbes Cl4) au point O est fixé par le
schéma suivant :

O31, (2,l)u, (2,2)11, (2,3)5, (2,4)3,...,(2/10)3,

(2,11)2,

(1,1,20)!, ..., (1,1,1)!, (1,1)20, (2, 3, 1)

(1,3)4, (1,2,2)4, (1,2,1)4 (1,2)7, (2,3, 2)2,

(1.3)3, (2,3,2)3.

(1,9) 3

(ElO,!)1, (1,10)2.

(1,10, U)1.

Les courbes I14) satisfont h la relation fonctionnelle

ro = io14) -) cq -f 2/q -j 3(p2 -( rx r2 -j o>4) -f 2a>2 + o2,

mais ne sont pas les courbes les plus générales satisfaisant à cette
relation. Ces dernières rencontrent en effet la courbes rx en huit
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de seconde espèce et de troisième catégorie

points et la courbe r2 en trois points, mais les courbes 714)
étant des courbes /13) particulières, doivent toucher la courbe r4
au point O5 sur 0S.

D’autre part, les courbes il4) rencontrent en un point la
courbe rationnelle p2, qui correspond au domaine du point
(1, 10, 1, 1) et ne rencontrent plus la courbe pv

La surface <Z>14, dont les sections hyperplanes sont les courbes
.T¿14), est d’ordre n — 35 et contient une droite p2, une courbe
t4 d’ordre quatre, s’appuyent en un point sur p2, une droite
exceptionnelle g2 s’appuyant sur r4, une conique t\ s’appuyant
sur g2, une droite o>x s’appuyant sur t\.

Il est aisé de continuer l’examen des courbes C15), C(016), ...
La structure du point O sur la surface F et celle du point de dira¬
mai ion 0' sont maintenant complètement déterminées. Tout au
plus rencontrera-t-on encore des points unis de première espèce du
domaine de O, donnant des courbes exceptionnelles sur 0.
Envisageons par exemple le système

| Cj>50) |, qui correspond à la
solution A50 = 21, /x50 = 79. Les courbes Cj,50) ont la multiplicité
100 en O et passent simplement par les points unis de première
espèce (1, 1, 20), déjà rencontré, et par un point (2, 1, 78) qui
donne, sur 0, une courbe exceptionnelle.

Liège, le 8 août 1952.
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