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GÉOMÉTRIE ALGÉBRIOU E

Sur quelques involutions rationnelles appartenant
à une surface algébrique,

par Lucien GODE AUX,
Membre de l’Académie.

(Première note).

Résumé. — Construction d’une involution c}clique, appartenant
à une surface de genres pa = Pa = F possédant quatre points unis,
dont l’image est une surface rationnelle.

On sait que si l’on a, entre deux surfaces algébriques 0, F,
une correspondance algébrique (1, n), la transformée d’une
courbe canonique de 0, augmentée de la courbe unie de l’involu
tion déterminée sur F par la correspondance, est une courbe
canonique de F. Lorsque l’involution sur F ne possède qu’un
nombre fini de points unis, les transformées des courbes cano¬

niques de 0 sont des courbes canoniques de F ayant certaines
singularités aux points unis de l’involution. Il se peut que ces

singularités soient telles qu’il n’existe pas de courbes canoniques
de F les possédant et la surface 0 est alors dépourvue de courbes
canoniques. On peut donc avoir une involution rationnelle appar¬
tenant à une surface de genre pg > 0 ; nous en avons donné
quelques exemples (x). Dans cette note et dans celle qui lui fera
suite, nous construirons deux nouveaux exemples particulière¬
ment simples.

(g Sur une involution rationnelle douée de trois points de coïncidence apparte¬
nant à une surface de genres trois (Bull, de l’Acad. roy. de Belgique, 1921, pp.
653-665, 694-702) ; Sur V existence d’ involutions rationnelles n' ayant qu’un nombre
fini de points unis, appartenant à une surface algébrique (Bull, des Sc. Math.,
1933, pp. 44-47) ; Sur une involution rationnelle n'ayant qu’un nombre fini de

points unis appartenant à une surface de genre quatre (Bull, de l’Acad. roy. de
Belgique, 1940, pp. 9-17).
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L. Godeaux. — Sur quelques involutions rationnelles, etc.

Supposons que p — v2 1 soit un nombre premier. La surface

axx\x 2 + a2x\xz + æ3v3v4 + aqxèpc = 0

est transformée en elle-même par une homographie de période p,
d’équations

X1 eX2 ep2-v+2Xz ev'2-v+1Xà

1 A 2 Ag A

où e est une racine primitive d’ordre p de l’unité. Sur la surface,
cette homographie engendre une involution. Nous considérerons
les cas V = 4 et v = 6. Précisément, cette note est consacrée au

cas v = 4. Nous montrons que la surface du cinquième ordre
obtenue contient une involution d’ordre 17, possédant quatre
points unis, qui est rationnelle, alors que les genres de la surface
support sont pa = pg = 4, P2 = 10.

1. Considérons la surface F du cinquième ordre

axx\x2 -f a2x\x2 -f (hxtx4 + a4xtxi = 0,

transformée en soi par l’homographie H de période 17, d’équation

lx1 ex 2 e14v3 e13v4

xA'j A2 Ag

où e est une racine primitive d’ordre 17 de l’unité.
L’homographie H possède quatre points unis : les sommets

Ox, 02, 03, 04 du tétraèdre de référence et ces points sont simples
pour la surface F. Par conséquent, H engendre sur F une involu¬
tion I, d’ordre 17, présentant quatre points unis.

Soit 0 une surface image de l’involution I ; nous allons dé¬

montrer que cette surface est rationnellle. Nous commencerons
par construire un modèle projectif de la surface 0.

A une section plane C de F, découpée par un plan distinct des
faces du tétraèdre de référence, correspond sur 0 une courbe r,
de genre six. Il existe 40 groupes de l’involution I ayant deux
points sur une courbe C, donc r possède 40 points doubles.
Lorsque C varie, r décrit un système continu rationnel apparte¬
nant donc, d’après un théorème d’Enriques, comme courbe
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L. Godemix. — Sur quelques involutions rationnelles

totale, à un système linéaire de genre 46 et de degré 35. Nous
désignerons ce système par

|
T0

1

; il a pour homologue sur F un
système |C0|, appartenant à l’involution, privé de points-base,
découpé par les surfaces d’ordre 17, transformées en elles-mêmes
par H, ne passant par aucun des points Ox, 02, 03, 04. La dimen
tion r des systèmes |F0|, |C0| est certainement supérieure à
trois et en rapportant projectivement les courbes ro aux hyper
plans d’un espace linéaire Sr à r dimensions, on obtient pour
modèle projectif de 0 une surface d’ordre 85. C’est ce modèle
projectif que nous désignerons dorénavant par 0.

2. Au point uni 04, la surface a pour plan tangent x2 = 0

et dans ce plan, H détermine l’homographie

/ xx e143 e13A'4\

\xx x3 xJ

En posant r¡ = e14, cette homographie s’écrit

/ Xx rjX3 tj'AA
Aß %gj

et en posant £ = e13,

ix 1 £% £a4\

\xx x3 xJ

Les entiers attachés au point uni 04 sont donc a = 5, ß = 7.

Dans le plan tangent x3 = 0 au point uni 02, H détermine
l’homographie

/x2 €1*X1 €12XÀ

xAg 0C\ A/

En posant £ = e16, on a £5 = e12 et en posant 77 = e12, on a

rf = e1G. On en conclut qu’au point 02 sont également attachés
les entiers a = 5, ß = 7 .

Dans le plan tangent x4 — 0 au point 03, H détermine l’homo
graphie

(x3 e3Xi e4X2\

U3 Xx X2J
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appartenant à une surface algébrique

On voit immédiatement que les entiers attachés à 03 sont
encore a = 5, ß = 7.

Enfin, dans le plan tangent % = 0 à F en 04, H détermine
l'homographie

(
*4

*4

et les entiers attachés au point uni 04 sont encore a = 5, ß = 7.
Les quatre points unis de l'involution I sont donc de même

nature, il suffira donc d'étudier la structure de l'un d’eux, par
exemple de 04.

3. Pour déterminer la structure du point uni Ox et celle du
point de diramation qui lui correspond sur 0, nous applique¬
rons les résultats que nous avons obtenus dans ces dernières
années (1).

Appelons CÓ les courbes C0 passant par Ox. Les courbes C¿

ont en Ox la multiplicité cinq, trois tangentes étant confondues
avec 0x04 et deux avec 0403. Elles passent en outre trois fois
par quatre points (4,1), (4,2), (4,3), (4,4) infiniment voisins
successifs de Ox, le premier étant sur 0404, et deux fois par six
points (3,1), (3,2), ..., (3,6) infiniment voisins successifs de
04, le premier étant sur OjOg.

Soient CÓ' les courbes CÓ assujetties à toucher en Ox une droite
de x2 = 0 distincte de 0404, 0j03. Les courbes Co passent neuf
fois par le point Ox, deux fois par chacun des points (4,1), ..., (4,4),
trois fois par le point (3,1), une fois par chacun des points (3,2), ...,
(3,6) et enfin deux fois par deux points (3, 1, 1), (3, 1, 2) infini¬
ment voisins successifs du point (3,1).

Les points (4,4), (3,6) et (3, 1, 2) sont unis de première espèce
pour l’involution I, les autres points introduits sont unis de
seconde espèce.

Pour la surface 0, le point de diramation Oj est quintuple et
équivalent au point de vue des transformations birationnelles, à
trois courbes rationnelles crn, t1, a12 de degrés virtuels respectifs

P) Mémoire sur les surfaces multiples (Mémoires in-8° de i/ Ac ad. roy. de
Belgique) En cours d’impression.
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L. Godeaux. — Sur quelques involutions rationnelles

— 3, — 2, — 4. Les courbes o-n, <r12 rencontrent t4 en un point
chacune, mais ne se rencontrent pas.

De même, les points de diramation 02, 03, de 0 homologues
respectivement des points 02, 03, 04, sont quintuples pour la
surface. Le point O) est équivalent à trois courbes rationnelles
au, ri, ct¿2 formant une configuration analogue à celles des courbes
all> Tl> °12

4. Les points précédents peuvent également être obtenus, de
la manière suivante :

Opérons la transformation quadratique

dont l’inverse est

Au point infiniment voisin de 04 sur la droite 0403, d3 fait
correspondre le point (1, 0, 0, 0). A la surface F correspond la
surface

«i.VÏ;V2 + a&\y\ + aylyly + ayyyylyl = 0 (1)

et à l’homographie H, l’homographie

hx ey2 e14y3 €16y4\

\yx y2 y4 yJ

Au point (3, 1) correspond le point (1, 0, 0, 0) de la surface (1)

et en ce point, celle-ci a pour plan tangent y2 = 0.

Pour obtenir le point (3,6), il faut opérer six fois d3, c’est-à
dire la transformation

y2ya yÍAs yly4)
On obtient ainsi la surface

«i.vfy2 + a2y¡yl9 + ayly + ayyyfyl = 0.
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appartenant à line surface algébrique

A l'homographie H correspond l’homographie

lyx ey2 euy;i e14y4\

\yi >’2 )h yJ ’

qui donne bien, dans le plan tangent y2 — 0 au point (3,6) de la
surface précédente, une homologie ayant ce point pour centre.
Le point (3,6) est donc bien uni de première espèce.

Pour étudier les points (4,1), ..., (4,4), il suffit d’opérer quatre
fois de suite la transformation quadratique

*4
VÌ

\%-t

y24 y¿y* alA
x2 x3 xJ

dont l’inverse est

d-1 = iXl%i
bi

*1*2 xxx3 x\

y2 y3 y X

Au point (4,1), 04 fait correspondre le point (1, 0, 0, 0) et ainsi
de suite.

L’opération 04 fait correspondre à F la surface

axy\y% + a2y\y3y\ + a3yxyty\ + a4yfy¡ = 0

et à H, l’homographie

hi €5y2 ey3 e13y4\

\yi y2 y3 yj

Cette homographie détermine, dans le plan tangent y2 = 0 à la
surface au point (1, 0, 0, 0), c’est-à-dire au point (4,1), une homo¬
graphie non homologique, donc (4,1) est un point uni de seconde
espèce.

Une seconde application de la transformation 6i conduit à la
surface

+ «2>2>'3>'4 + wlytyl + yïyl = °

et à l’homographie

lyx e9y2 e5y3 e13y4\

\>'i y2 y3 yj
’

On en déduit que le point (4,2) est uni de seconde espèce.
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L. Godeaux. — Sur quelques involutions rationnelles

En appliquant une troisième fois 04, on obtient la surface

yiViy2 + aà'4Î + ylvsyi2 + «3yïy3yl° = °

et l’homographie

ly1 e 13y2 e9y3 e13y4\

lyi y2 y3 y«/ ’

Celle-ci est une homographie axiale d’axe y1 — y3 = 0, les
points unis étant (1, 0, 0, 0) et (0, 0, 1, 0). Le plan tangent à F
en (1, 0, 0, 0) a pour équation ayy2 + a1yi = 0 et dans ce plan,
l’homographie détermine une homographie non homologique.
Le point (4,3) est par suite uni de seconde espèce.

Au point (4,4) correspond le point infiniment voisin de
(1, 0, 0 0) sur la droite a1y2 -j a4y4 = 0, y3 = 0.

Changeons de tétraèdre de référence en posant

y' = a1y2 + a4y4.

L’équation de la surface devient

«îylVz + «2 (>'2 — «4y4)4y3yl2 + a2a\yly\y\Q = 0.

Les équations de l’homographie restent les mêmes, sauf
le changement de y2 en y'2.

Opérons maintenant une dernière fois la transformation 04.

On obtient la surface

4yi°y2 + a2(y2 — ô4yi)4y3>46 + a\a¿y\ylyf = 0

et l’homographie biaxiale

hi y't <d3y3 e13y4\

\yi y;2 y3 yj '

On voit immédiatement que le point (4,4) est uni de première
espèce, le plan tangent à la surface en (1, 0, 0, 0) passant par un
des axes de l’homographie.

Il nous reste à montrer que le point (3, Í, 2) est uni de première
espèce. Il suffit de reprendre la surface (1) et l’homographie
correspondante. En opérant deux fois 04, on trouve la surface

«iyfy2 + a2y\yly)t + ajyfyiyl + aylyl = 0
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appartenant à line surface algébrique

et l’homographie

fai e3y2 e16y3 €16y4\

V);i y* >3 yJ '

Celle-ci détermine bien une homologie dans le plan y2 = 0
tangent à la surface au point (1, 0, 0, 0) et le point (3, 1, 2) est
bien uni de première espèce.

5. Supposons que la surface 0 possède un système canonique.
Les courbes de ce système doivent rencontrer en deux points
chacune des courbes <j12, a22, cr32, ai2 et en un point chacune des
courbes crxx, a2l, cr31, a4X. Il doit donc leur correspondre sur F des
courbes canoniques de cette surface passant deux fois par le
point (4,4) et une fois par le point (3,6), donc trois fois par le
point 04 et de même trois fois par chacun des points 02, 03, 04.
Or, les courbes canoniques de F sont découpées par les plans de
l’espace et il n’existe par suite aucune de ces courbes satisfaisant
aux conditions précédentes. On en conclut que la surface 0
est dépourvue de courbes canoniques. Comme la surface 0 est,
de même que la surface F, régulière. La surface 0 a donc les genres

P a = P g = 0.

Si la surface 0 possède des courbes bicanoniques, celles-ci
doivent rencontrer en deux points la courbe axx et en quatre
points la courbe aX2. A ces courbes correspondent sur F des courbes
bicanoniques passant deux fois par (3,6) et quatre fois par (4,4),
donc six fois par O0. Elles doivent avoir le même comportement
en 02, 03, 04. Les courbes bicanoniques de F étant découpées
par les quadriques, il doit exister des quadriques tangentes à

x2 = 0 en 04, à x3 = 0 en 02, ..., ce qui est impossible. On en
conclut que le bigenre P2 de 0 est nul. Par conséquent, d’après le
théorème de Castelnuovo,

La surface 0 est rationnelle.

6. Ajoutons quelques propriétés de la surface 0.
La surface F contient les droites

xx = 0, #3 = 0; x2 = 0, #4 = 0.
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L. Godeaux. — Sur quelques involutions rationnelles, etc.

A ces droites correspondent sur 0 des droites que nous désigne¬

rons par y13, y24.

La section de F par le plan x1 = 0 se compose de la droite
xx = x3 = 0 et d'une quartique

X\ = 0, a2x\ + a3x\x4 = 0, (1)

transformée en elle-même par H. Il lui correspond sur 0 une
quartique y4 et il existe un hyperplan qui a un contact du sei¬

zième ordre avec la surface 0 le long de la courbe y4 -f y13.

Désignons de même par y2, y3, y4 les quartiques qui correspon¬
dent sur 0 aux quartiques de F situées dans les plans x2 = 0,

xH = 0, x4 = 0.

Il existe un hyperplan qui a un contact du seizième ordre avec
0 le long de la courbe y2 + y24, un hyperplan ayant un contact
du même ordre le long de la courbe y3 + y13 et un hyperplan
ayant un contact du même ordre le long de la courbe y4 + y24.

Nous allons préciser ce résultat. Observons que la courbe (1)

passe une fois par le point homologue de la courbe r4 et une fois
par le point homologue de la courbe cr32. De plus la droite xx = x3

= 0 passe par les points homologues des courbes cr41, o-21. Cela
étant, on a la relation fonctionnelle

r0 = 17(y4 + y13) -f 7ct21 + 4t2 -f ct22

+ °31 + 3t3 + 5cr32

"F Ilo'éi + ibr4 -f 4<t42,

et des relations analogues pour les courbes y2, y3, y4 et les droites
7l3» 7 24

Il existe un espace linéaire à r — 2 dimensions ayant un contact
d’ordre 16 avec 0 le long de y13 et un espace analogue ayant la
même propriété le long de la droite y24.

Les courbes y1; y2, y3, y4 passent par les points 02030¡, 030¡0Í,
0;o;o;, 040203 respectivement et les droites y13, y24 coïncident
avec les droites 020¡, 0(03.

Liège, le 26 février 1952.

252 —


	Information
	Informations sur Lucien Godeaux

	Pagination
	244
	245
	246
	247
	248
	249
	250
	251
	252

	Plan
	1
	2
	3
	4
	5
	6


