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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Sur quelques surfaces algébriques representant
des involutions cycliques,

par Luciex GODEAUXN,
Membre de VAcadémie.

(Ouatricme note).

Resume. - Construction d'une surface algebrique dont le systéme
canonique posscde un: composante fixe, rationnelle, non exception-
nelle et dont le svsteme bicanoinique est irreductible, comme image
d'une mvolution appartenant a une surface algebrique.

Nous considérons dans cette quatrieme note (1) une involution
d'ordre » = 9?2 — 39 - 1, n étant chowst de telle sorte que p
soit premier, appartenant a la surface

| 37} 4-1
3

9
X, + axil =0,

. 3n -1, )
a, x0Ty, - oa,x) T X - dsX ,

involution qui posscde trois points unis. LL'image de cette involu-
tion contient une courbe rationnelle y, et un taisceau lincaire
y| de courbes elliptiques. I.es courbes canoniques de cette
surface sont formées de la composante fixe y, et n— 1 courbes
du faisceau {y|. Le systéme bicanonique est irréductible et la
courbe y, ne peut donc étre exceptionnelle.

1. L.a courbe

A1 X1 Ko —- AaXoXy —— AgX3Xy == ()
est transtormee ern sor par 1 homographie

T A (vﬂl}g—il,,
X1.X0. X3 — Xy . €X, . € Xq,

(1) Les trots premicres notes ont ¢té publices dans le Bulletin de U Acad. roy.
de Belgigue, 1901, pp. 819-825, 836-83H, 938-0419,
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Lucien Godeaux. — Sur quelques sitriaces algébriques
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de période
p=rt—v+1,
ou v est un entier positif et € une racine primitive d’ordre p
de l'unité.
Observons que $ ne peut étre premier si v = 3n 4 2, car on a
alors

p = 3(3n* + 39 + 1).

Par contre, si v = 3nou v = 3n 4 1, p est en général premier.
Nous supposerons dans ce qui va suivre v = 3n + 1, d’ou
— (J.,2 ‘ :
D =9Yn* + 3n + 1.

2. Considérons la surface I°, d’équation

a, X3 xy - a,xs Tlag - oagxa? Ty + ax it = ().

| o

Elle est transtormée en so1 par 'homographie H d’équations

Xy DXyl Xyl Xy = Xy €Xy: €7 yg: 811y
de période p = Yn* + 3n -+ 1, € ¢tant une racine primitive
d'ordre p de I'unité. Nous supposerons 5 choisi de telle sorte que 4

soit premier.
Sur la surface I, 'homographie H engendre une involution

I,, d'ordre p, présentant trois points unis : O,(1, 0, 0, 0),
0,0, 1, 0, 0) et 040, 0, 1, 0). A cause de la symétrie de 'équa-
tion de I, ces trois points unis ont méme structure et il suffira
donc d’étudier I'un d’eux.

Nous designerons par @ unc surface image de I'involution I,
cho:sie de telle sorte qu'a ses sections hyperplanes I, correspon-
dent sur I* des courbes C, formant un systéme privé de points-
base. Les points de diramation O;, O,, O; de @, respectivement
homologues des points unis O,, O,, O, de l'involution seront
donc des points 1solés.

3. Le plan tangent a I* au point un1 O, est x, = 0 et dans ce
plan, 'homographie H détermine 1'’homographie

f /

Xy Ky Xy == Xy . o€ g MMy, (1)

— 1107 —



Lucien Godeaux. — Sur quelques surfaces algébriques

s el

Posons & = € . On peut écrire les équations précedentes
sous la tforme

!

Xy Xyl Xy = X, Exgt E9xy,

a = 3n* -+ 29y + 1.

St nous posons d'autre part

(o < |
{ = 667] -7

les ¢quations (1) peuvent s’écrire
B,

J'. I. ! . » . L
Xyl Xyl Xy = Xy (Xt Gy,

ou

B m— 97}3 - 2.

[Les directions unies issues de O; sont 0,0, (x;, = 0) et 0,0,
(x3 = 0). Les courbes C, passant par O, auront en ce point la
multiplicité A - u, A tangentes c¢tant contondues avec 0,0,
et u avec O,0,, A et p satisfaisant aux congruences

A+ ap =0, w + BA =0, (mod. p).

Pour détermincr la structure du pomnt O; et celle du point
de diramation correspondant O; de la surface @, nous utiliserons
la méthode que nous avons exposée dans les Bulletins de I'Acadé-
mie en 1949,

4. La solution des congruences preécédentes donnant la plus
petite valeur pour A - p est

AM=1, uy =39 — 1.

Les courbes C, assujettiecs a passer par O; acquicrent donc en
ce point la multiplicite 3», une des tangentes ¢tant confondue
avee 0,04 et 3n — 1 avec 0,0, Nous désignerons ces courbes
par C,.

Désignons par (4,1), (4,2),... les points infiniment voisins
successifs de O, dont le premier est sur 0,0, et par (3,1), (3,2),...
les points infiniment voisins de O, dont le premier est sur ),0,,.
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Le comportement des courbes C, en O, est déterminé par le
schéma suivant :

OF, (301, (3, n—1)%1, (3, n)2, (3, 7+ 1)%,...,
(3, 3n* + 2m)*.
(4,‘1)1’ ('—4}: UE 1)1?_11 (3; UE 11; 1)77-1.

(%, 97}2 + 1)1,

LLe nombre de points d'intersection de deux courbes C, absor-
bes en O; est égal a p(n + 2).

Projetons la surface @ du point O; sur un hyperplan de 'espace
ambilant, nous obtcnons une surface @; d'ordre n — n— 2,
i étant lordre de @. Le point O; est multiple d’ordre » —+ 2
pour la surface @ et a son domaine correspond sur cette surface
I'ensemble de trois courbes rationnelles :

unc droite o,, correspondant au domaine du point (4, 992 + 1) ;

unc courbe 7= dordre n — 1, correspondant au domaine du
pomnt (3, n, 1, 1);

une conique o,, correspondant au domaine du point (3,392 ++ 2n).

5. Les solutions suivantes A, u, rangées par ordre de croissance
de A - u, sont

Ay
AB —— 2, PLS — (57} — 2.

l_) £ L £ / .
t)n "}’_' lj, HE -— !%T} — -3 )

Les courbes Cy assujetties a toucher en O, une droite distincte
de 0,0,, 0,04, courbes que nous désignerons par Cy, ont donc
en O, la multiplicité 65 — 1, 39y + 3 tangentes ¢tant confondues
avec 0,04 et 39 -—4 avec O,0,;. Il en résulte que les courbes
C, ne peuvent plus passer par le point (4, 992 - 1) et passent
au plus n» — 2 fois par le point (3, n, 1, 1). S1 nous désignons par
[y les sections hyperplancs de @, qui correspondent aux courbes
Co, €t par I'y les courbes qui correspondent sur @, aux courbes
Co, on voit que les courbes Iy sont découpées sur @, par les hyper-
plans passant par un pomnt commun aux courbes o, et 7.

Avant de déterminer le comportement des courbes Cy au point

I

SCIENCES. — 1931 — 1109 - s



Lucten Godeaux. — Sur quelques surfaces algebriqies

0,, nous étudierons celui des courbes C,, c’est-a-dire des courbes
Co assujetties a toucher en O, une droite distincte de O,0,, O,0,.
Les courbes C, ont en O; la multiplicité 6»n, deux tangentes
¢tant confondues avec 0,0, et 6 — 2 avec 0,0,
Nécessairement, les courbes C, passent deux fois par les points
(4,1), (4,2), ..., (4, ; nldn — 1]) - une fois par le point

(4 In? — 3n + 2 =iy 2 )

5 ) et une fois par un point (4, )

infiniment voisin du precedent.

I1 est facile de voir que les courbes (C, ne peuvent passer
n — 2 fois par le point (3, n, 1, 1) ¢t que par conscquent, clles
passent n — 3 fois par ce point. Dans ces conditions, on voit
que les courbes C, passent 6n — 9 fois par le point (3,1), 3n — 7
fois par les points (3,2), (3,3), ..., (3, n — 1), 29 — 4 {fois par
le point (3, n), deux fois par les points (3,7 + 1), ..., (3, 392 + 27),
n — 3 fois par les points (3, o, 1), (3, », 1,1). Aux courbes C
correspondent sur la surface @, des courbes I, découpées par
les hyperplans touchant la courbe = au point commun a cette
couche et a oy.

Puisqu’il v a 6n — 2 tangentes aux courbes C, confondues
avec 0,0, et que le pont (3,1) est multiple d'ordre 69 —-9,
les courbes C, passent sept fois par un point (3, 1,1) infiniment
voisin de (3,1). Au point (3, 1,1) font suite des points (3, 1, 1,1),
(3, 1, 1,2), ... dont les multiplicités pour les courbes C, ont pour
somme 37y — Y, puisque le point (3,2) est multiple d ordre 3n —- 7.
S1 le nombre 3n — 9 était multiple de 7, n serait de la forme
/e 4+ 3, mais alors p serait divisible par 7 alors qu’il est premier.
I1 en résulte que sur les courbes Cg, le point O; est origine
d'une branche superlinéaire avant la multiplicit¢ 3n — 2 en
(3,1), 7en (3, 1,1), passant en outre avec une certaine multiplicite
par les pomnts (3, 1, 1,1), .... Le dernier point de cette suite,
commun a toutes les courbes C;, est simple pour celles-ci et
uni de premicre espece pour linvolution.

-~ ! . . »
6. Revenons aux courbes C,. Il est facile de voir qu’elles
‘)

passent 3n — 4 fois par les pomnts (3,1), (3,2), ..., (3, n—1),
2n — 2 fo1s par le point (3, n), deux fois par les points (3, n + 1),

— 1110 —



repréesentant des involutions cycligites

. (3, 392 4+ 3n), n-— 2 fois par les points (3, », 1), (3, n, 1,1).

ID’autre part, ces courbes passent 3 fois par le point (4,1),

In? — 3
deux fois par les points (4,2), (4,3), ..., (4, ’7@_2‘_77) ~une fois
- On? — 3pn 4 2 On® —— 3 2
par les points (4, g -277 ) et (4, SO 277 - -, 1),cnﬁn,
clles passent une fois par 37 points (4, 1,1), (4, 1,2), ..., (4,1, 3n)
infiniment voisins successifs de (4,1).

Deux courbes C, ont (n + 4)p points d’intersection absorbés
en O,, par conséquent, [y | a le degré n — n —-4 ct le point
commun a o;, 7 est double pour la surface @,. Projetons celle-ci
de ce point sur un hyperplan de I'espace ambiant ; nous obtenons
une surtace @, d'ordre n — n — 4 sur laquelle, au domaine du
point consideré correspondent deux droites : p,, représentant le

. . In? — 3y + 2 ...
domaine du point (4, R S 1) et p,, representant le

/

domaine du point (4, |, 3n). Le point commun a o, et 7 est donc
double biplanaire pour la surface @,.

A la droite o, de @, correspond sur @, un point (singulier) de
la droite p, ; a la courbe =, une courbe d’ordre » — 2 rencontrant
p; et a o,, une conique.

7. En poursuivant 'examen des courbes C,, C,, C,, ..., on
arrivera a des courbes, que nous désignerons par Cg, qui passe-
ront deux fois par le point (3, 3»° + 27) et une fois par le point
(3, n, 1, 1). Pour ces courbes, on aura pu* =5 et le point O, sera
multiple d’ordre 3%* — 4n + 2. Par conséquent, on aura A* ==
3n? — 4n — 3. On a bien

A® 4 (39 — 2n 4 1)u* = 2p,

de sorte que I'on est assuré que le systeme | Cg | existe.

On trouvera de méme des courbes, que nous désignerons par
Co ', qui passeront deux fois par le point (3, 3n? -+ 27), mais
non par le point (3, , 1, 1). Ces courbes seront données par u** = 2
et passeront 37n*—n 4+ 1 fois par O,. Par suite, on aura
A¥¥ — 3n? — 7y — 1 et comme

— 1111 —



Lucien Godeaux. — Sur quelques surfaces algébrigies

ATR A (O = 2y 4 Dt = p,

on est assuré que le systeme |Cg*| cxiste.

Aux courbes Cg correspondent sur @, des courbes Iy découpées
par les hyperplans passant par le point A; commun a la droite
o, et a la courbe 7, ayant un contact d’ordre n-— 3 avec cette
courbe en ce point.

Aux courbes C;* correspondent sur @, des courbes I'y* décou-
pées par les hyperplans ayant un contact d’ordre - -2 avec la
courbe 7 au point A,.

Observons que parmi les solutions des congruences envisagées,

nous avorls

cCar on 4a
A¥¥ER L (Bn* = 29 - 1), pFFE = (n 4+ 2)p.

I1 existe donc des courbes que nous designerons par ()
ayant la multiplicite 39* — 7 + 2 en O, 59* — 4n — 2 tangentes
étant confondues avec O,0; et 35 4+ 4 avec 0,0, Ces courbes
passent 3n + 4 fois par les points (3,1), (3,2), ..., (3, p — 1),
2n - 3 fois par le point (3,7), une fois par les points (3,7 + 1), ...,
(3, 39% + 2n) et n + 1 fo1s par les pomnts (3,9, 1), (3, 5, 1, 1). A
ces courbes correspondent sur @, des courbes I'y*" découpées
par les hvperplans contenant la courbe 7. Ces hyperplans ne
rencontrent plus la conique o, qu’cn un point variable, par conse-
(quent les courbes 7 et o, se rencontrent en un point, simple

pour la surface .

8. Nous avons vu que le pomnt A;, commun a la droite o
et & la courbe 7, était double biplanaire pour la surface @,.
J1 peut étre double biplanaire singulier, ¢’est-a-dire étre ¢quiva-
lent & un ensemble de courbes rationnelles p|, ps, ..., p,, de degre
virtuel -— 2, chacune de ces courbes rencontrant la precedente
et la sulvante en un point, mais ne rencontrant pas les autres.

Dans ces conditions, on a

! 1 ) !
'y =1+ oy 4 py -+ p2 4 oo - p 71 0,

ct le point O sur @ est équivalent a l'ensemble des courbes

— 1112 —-
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o1, P1, P2, ---» Pi, T, Og, dont chacune rencontre la précédente et la
sutvante en un point, mais ne rencontre pas les autres.

On en déduit que les courbes o,, v et o, ont respectivement
pour degrés virtuel — 2, — (n + 1), — 3.

Pour déterminer ¢, remarquons qu’il existe sur @ une courbe
I'; telle que l'on ait

?bpn == Prl + 0y + klpl T }"292 T eee T ktPt + AT }5202 + 4,

les h, k étant des entiers et la courbe I', rencontrant la droite
o, €n un point mais ne rencontrant pas les autres courbes du
domaine de O; et 4 étant un terme qui provient des autres
points de diramation.

En coupant la courbe précédente successivement par o,, T,
Pt, Pt-1) ---, p1, ON obtient les relations

h = 3hy, ky= (3 + 2h,, k,-qy= (6n 3 Dhy, ...,
Ry = (3t — 1)n + 4 — t]h,,
Ry = 3ty -+ 3 —108hy, hy = [30¢ + 1)y + 2-—t]h,.

l-n coupant la courbe pI" par la droite o, on a

c’est-a-dire

On en conclut ¢ = 3%. Par conséquent, s1 n est pair, le point
A, de @, est double biplanaire et la surface possede une suite de

[
. (3n —- 2) points doubles biplanaires infiniment voisins succes-

sifs, le dernier ¢tant ordinaire. S1 au contraire n est impair, la

1

singulante en A; de @, se compose d'une suite de 5 (3n---1)

points doubles biplanaires infiniment voisins successifs, suivis
d’'un point double conique.
On a |

ply - ply +— (I 2)o; = (M — 3n = 3)py + ...

— (3 + 2)pgy + 37 + 0,
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9. Désignons par |L| le systéme canonique de IY, par |A]
celut de @ et par L, les courbes canoniques de I transformées
des courbes canoniques de .

Nous avons établi que les courbes canoniques 4 de @ doivent
rencontrer en w -— 2 points une courbe rationnelle de degré
virtuel — w tracée sur @. On en conclut que les courbes
doivent rencontrer en un point la courbe o, et en n -— 1 points
la courbe 7. Elles auront des comportements analogues en O,, Q;.

Les courbes L, passent donc une fois par les points (3, n + 1),
(3,7 + 2), ..., (3, 3n® + 2n) et n — 1 fois par les points (3, », 1, 1),
(3, m, 1). Par conséquent, elles passent 2n — 1 fois par le point
(3, n) et 3y — 2 fo1s par les points (3, n — 1), (3, n — 2), ..., (3,1).
Par suite, elles passent 3n — 2 fois par le point O,. Elles ont des
comportements analogues en O,, O,.

Parmi les courbes cherchees se trouve la section de F par le
plan x, = 0 comptée 3n — 2 fois. Or, s1 I'on applique I'homo-
ecraphie H a x377% on obtient la méme fonction multipliée par
151 11 en résulte que les transtormees des courbes canoniques
de @ seront découpées sur I* par les adjointes d’'ordre 3n — 2
dont 1’équation se reproduit, lorsque 'on applique H, multipliee
par €7 1,

Considérons l'expression

vyt
ou: =20, 1, 2 ct

Lorsque 1'on applique H, cette expression se reproduit multi-
pliée par € a la puissance

iy + 15(9m® + 1) + (3 + 1) (bn* +— 5 + 1)

ct cette quantite doit étre congrue a 3n2 +- dn, mod. 2.
Pour 1 = 0, on a

I+t 4+, + 1)+ 2t —12, =0, (mod. p).
Comme ¢ - 7, est au plus egal & J3n —- 2, on aurait
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e

Iy + &+ 23) + 29 + 2 < 0,

ce qui est absurde. On ne peut donc avoir 1 = 0.
Pour 7 = 2, on a

(3t + 313 + &)y — (¢ + 12+ 1)

0, (mod. p)

|

Comme ¢ + 7, est au plus ¢gal a 3y — 4, on est encore conduit
a une absurditeé.
Reste 1'hypothese + = 1. On a cette {fois

i —t—i;—1)— @ —1—i,—1) =0, (mod. p)

|

LLe premier membre doit étre nul, car autrement ¢ 4 7, ne
pourrait étre au plus égal a 3n — 3. On a nécessairement

n—t—i1;,— 1 =0, n—t—1,—1 =0,
d’ou
1, =1, =13 =1 —1¢— 1.
Les surfaces cherchees sont donc repreésentées par 1’équation
Xy & ay(x,%%5)7 Ty =0,

{ varlant de 0 a n — 1.

Ces surfaces découpent sur I' des courbes composées de la
section D, de I' par x, = 0 et de » — 1 courbes D du faisceau
découpe sur I' par les surfaces

X XaXg + Rxs = 0.

10. Recherchons le genre des courbes D) ; a cet effet, considé-
rons la courbe D) 1ntersection de F et de la surface

XXXy —— xi —

)

qul peut étre représentée sur un plan en posant

X1 Xg Xzl Xy = YiV3:© VaV1 ' VaVe : ViVeVs-

A la courbe D correspond la courbe
a 6741 , 37 --1 __I_ a 67--1 ,3n-1 6 :1 ,38n~1 | P
hWi1 Vs 2V 2 1 + agY3’' T Vs - a,(y1VeY3) 31 = 0.
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IEn effectuant deux fois de suite la transformation

(3’% Y12 yzys)
Vi Vo Va

puis » — 1 fois de suite la transtormation

(ZVE VaoVs y1y3)
V1 Ve Vs

puis encore une fois la premiere transformation, on voit que sur la
courbe précédente, le point (1, 0, O) est l'origine d'une branche
superlinéaire comprenant deux points multiples d ordre 3n — 1,
suivl d’'une suite de n — 1 points triples, suivis eux-mémes d’'un
point double de rebroussement. Il en est de méme des points
(0, 1, 0), (0, O, 1). Par conséquent, les courbes I' ont le genre

1
5 (277 + 99 + 2).

11. Désignons par vy, la courbe qui correspond sur @ a D, et
par y les courbes homologues des courbes D. D’apres ce qui
vient d’étre établi, le systeme canonique de @ possede une com-
posante fixe y, et sa partie variable appartient au faisceau
|y |, chaque courbe étant formée de » — 1 courbes de ce faisceau.
On en conclut que les genres de @ sont

?bfr- — ?bﬂ — 7,

la surface étant réguliere puisque I© est reguliere.

Sur une courbe D, H détermine une involution d ordre
p = 9n® + 3n + 1, possédant trois points unis. Si x est le genre
de la courbe v, on a donc, par la formule de Zeuthen,

20(x — 1) + 3(9n* + 3n) = 279 + Y,

d’ou x = 1. Les courbes y sont donc elliptiques.
Aux courbes du systeme canonique

vo + (p— 1)y]

de @ correspondent des courbes du systeme

’Do + (n—1)D

)
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compris dans le systeme canonique de F. Il est clair que la courbe
D, passe par les points (3,1), (3,2), ..., (3, n — 1), (39), (3,9 + 1),
.o, (3, 3n* + 27) et les courbes D, par les points (3,1), (3,2), ...,
(3, —1), (3, 1), 3, n, 1), (3, », 1,1). Précisément, ces dernieres
courbes ont en O, le schéema

0%, (3,1)3, ..., (3, n — 13 (3, n)% 3, », Y, (3, n, 1,1)L.

12. Aux courbes bicanoniques de @ correspondent sur I des
courbes découpées par les surfaces d’ordre 6 — 4, ne contenant
pas la surface F comme partie, dont l'équation se reproduit,
lorsque l'on opére I'homographie H, multipliée par 7°+107
Dans cette équation se trouvent les termes

2 r | A —~t--1,,3t

ou ¢ varie de 0 a 2n — 2.
En raisonnant comme plus haut, on voit que 1'équation des
surfaces en question contient aussi les termes

2 bl,\.x‘;’n'“t“lx'g—t*lx?‘ﬂ-—zxf’
2, bm.x?—*tﬁzxgﬂ"*flxgwthlxgt’
p b3kxi)—t—1x¥---f~ 2.’"(7;77—' ngt |
(1f —= O, ’1, ey M —2)
et n'‘en contient pas d'autre. Il en résulte que l'équation des

surfaces en question contient H(n — 1) + 1 termes. Observons
(que parmi ceux-ci se trouvent les termes

(201 %9%5) T #2377 Fx,, (21%9%5) T 257 L,
(%1%023) 7 FagT xy, (3 x%5) T TR,

Pour que les surfaces envisagées ne contiennent pas la surface
F comme partie, 1l faut supprimer 'un des termes précédents. 11
en reste donc 5(n — 1) et on a donc pour le bigenre de la surface
®:.P,=5 (n—1).

Observons enfin que parmui les termes de l'équation figurent

An-1,m-1.m—2 .1 2. 47 -1.7m—1 ~1,m-2.4n--1 .
x17xy xd T A Sxdl T xd X7 xd ag

) )
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on en conclut que le systéme bicanonique de @ ne¢ contient pas la
courbe y, comme partie fixe.

On a
P}.’. — Pu + P(l); d,Otl ?(1) -—— 47] —= 5

[.a courbe rationnelle y, ne peut étre exceptionnelle, car alors,
elle serait une composante fixe du systéme bicanonique.

13. En résume :

On peut prendre, comme wmodele projectif de l'iimage de ['tnvo-
lution d ordre premaer

p="9Y, + 3n + 1

engendrée sur la surface

01t € est une racine primutive dovdre p de ['unité, une surface
possédant trois points de diramation. Chacun de ceux-ci est musltiple
d’ordre n + 2 pour la surface et le cone tangent a celle-cv en un
de ces points se décompose en un plan, un cone dordre n — 1 et
un cone du second ordre. Le plan coupe le céne d’ordre n — 1
sutvant une droite mars ne rencontre pas le cone diw second ordre
en dehors du point multiple. Les cones d ordre n» — 1 et du second
ordre se coupent survant une droite. Au point multiple est infini-
ment voisine une suite de points doubles injfintment vorsins suc-
cessifs dont le premier est sur la droite commune au plan et au

‘)

‘—

)
cone d'ovdre n — 1. S1 n est pawr, celte suite se compose de 9

pornts doubles biplanaives dont le dernier est ovdinaive ; si 7
1
5

biplanaires sauf le dernier, qui est conique.

est imparr, cette suite se compose de - (3n — 1) points doubles
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representant des involutions cveliques

— - -

mllfn o . - ——

La surface @, image de l'tnvolution, contient une courbe ration-
nelle vy et un faisceau linéairve |y | de courbes elliptiques. Le systéme
canomque de © se compose de y,, composante fixe, et du faisceaut
v | compté n — 1 fjois; une courbe canonique est donc formée de
la courbe vy, et de n— 1 courbes y. Le systeme bicanoniqie est
wrréductrble.

Liege, le 3 décembre 1951.
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