ACADEMIE ROYALE DE BELGIQUE

Détermination, des variétés de complexes bili-
néaires de coniques (*); par Lucien Godeaux,
étudiant en sciences physiques et mathématiques de
I’Université de Liege.

Dans une des séances du IVe Congres des mathéma-
ticiens, tenu @ Rome du G au il avril 1908, M. D. Mon-
tesano s’est occupé de la détermination des variétés de
complexes bilinéaires de coniques. Nous demanderons a
I’Académie la permission d’exposer briévement une mé-
thode qui nous conduit & la solution de ce probléme (**).

1. — Les coniques de I'espace sont en nombre ao8.
Celles qui sont assujetties a cing conditions engendrent
un complexe.

Les caractéristiques d’'un complexe de coniques sont,
d’aprés M. Montesano (***) :

1° Le nombre a de ses coniques situées dans un plan
quelconque de I'espace ;

4° La classe [8 du cone, lieu des plans des coniques du
complexe passant par un point quelconque.

Actuellement, nous nous proposerons de déterminer
la nature des cing conditions auxquelles sont assujetties

(*) Extraitdes Bull, de I'’Acad. roy. de Belgique (Classe des sciences),
n» 6, pp. 597-601, 1908.

(**) Cette méthode est consignée dans un pli cacheté daté du
20 mars 1008. (Bull, de I’ACad. koy. de Bei.gique [Classe des
sciences], avril 1008.)

(***) (jncl estensione del Problema delta proieUiuita a gruppi. di
complessi e di congruen.se lineari di rette. (Annau di Matematica ,
1898, 13, p. 322.)
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les coniques des complexes de caractéristiques a = 1,
=1

2. — Une conique quelconque de l'espace peut étre
représentée par les équations

UX, -4- UtXt 4- «3*3 +-utxt =0, . . . (1)
Aal* -h Ala2* -+ kzad* -+ kzad| -+ ksab* -+ fifaliit =0, (2)

al*, a6l étant les premiers membres des équations
de six quadriques linéairement indépendantes.

Il sullit de remarquer qu’une quadrique passant par
cing points d’une conique la contient tout entiere.

A une conique de I'espace correspond un systéme de
valeurs des u et des k et un seul. Réciproquement, a un
systeme (u, k) correspond une conique de I'espace.

Il 'y a exception pour les systemes

(«@4=0,M=0w=0, =0, K
k=0 ..k=0),

qui doivent étre écartés.

3. — Les parametres des coniques d’un complexe
sont fonctions de quatre variables homogenes vt, v2, y3, v4.

pUi — ftM 4=1,...4 _- - _- - (B
ki=fi)y (G=Ll..6 ---_- @

Les fonctions f, (v) et (v) sont supposées respective-
ment de degrés m et n.

Pour que l'on ail « = 1, il faut que, les uu ... «4
étant donnés, les équations (3) fournissent un et uu seul
systeme de valeurs des v4, ... il4. Gela arrive en premier
lieu pour m=> 1,
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Les équations (3) fourniront alors pour Vit ... v4 des
fonctions linéaires de uu w2, «3, n4. En substituant ces
valeurs dans les équations (4), on trouvera

akj = ~(u) i=1,..,06),

les fonctions  étant de degré n.

4. — Une conique du complexe sera représentée par
les équations
w,=0
2 M«a)l = O..cooovvveeiieiene (5)

= U

Si, dans ces équations, nous supposons les x constants et
les u variables, elles représenteront généralement un
cbne de classe n.

Pour que la caractéristique (3 soit égale a I'unité, ces
équations doivent représenter un faisceau de plans. Cela
arrive en premier lieu lorsque n est égal a 'unité. Mais
il peut se faire que I'équation (5) soit la nme puissance
d’une forme linéaire; dans ce cas, n est égal a 2 car
les X ne peuvent entrer dans (S) qu’au second degré.
Nous sommes donc amenés a considérer les deux cas ou
n est égal a 1, puis a 2.

5. — Dans le premier cas, I'équation (5) peut s’écrire
Mt<HL -+ /5oL 1+ «d«L = 0.
On peut diviser les complexes correspondant a celte
équation en trois types

Type I. — Les quadriques a,* =0, ..., a4* =0 sont
linéairement indépendantes.
Le complexe est le lieu des intersections des qua-
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driques d'un systéme linéaire triplement infini et des
plans d’un espace projectif a ce systeme.

Le cas particulier ou lesquadriques ont méme tétraédre
antopolaire a été considéré par M. Humbert (*).

Type Il. — Les quadriques aj = 0O, a4f =0 appar-
tiennent & un méme réseau.

Le complexe est engendré par les intersections des
quadriques d’un réseau et des plans d’un espace, le réseau
et I'espace étant liés par une correspondance (1, oc).

Type Ill. — Les quadriques appartiennent a un méme
faisceau.

On pourrait considérer un quatrieme cas ou les quatre
quadriques seraient identiques, mais ce cas serait dénué
d’intérét.

6. — Passons au complexe représenté par les équa-
tions symboliques

ux = 0, w*a* = 0.

La seconde de ces équations doit se réduire au carré

d’une forme linéaire
uxax

quels que soient u4, ... u4. On en conclut que l'on a
constamment
ulal”™(uxa)n

et que l'on est ainsi ramené au cas précédent.
(*) Sur un complexe remarquable de coniques et sur la surface

du troisieme ordre. (Journal de 1’Ecole polytechnique, t894,
LXIV' cahier.)
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7. — Reprenons :
Puir=fi(v, ... Wt (1=1,... 4
akj = fj{yi...vi) G— 1 ...6)

Les T sont supposées de degré m et les ; de degré n.

Supposons que les surfaces f{ = O (les v étant les coor-
données courantes) aient en commun une courbe d’ordre
p et q points fixes, et que, de plus, trois surfaces passant
par cette courbe et ces points n'aient plus qu’un nouveau
point commun. Alors le complexe est linéaire.

Pour qu’il soit de premiére classe, il faut que les sur-
faces

2 xfe=om 2 pK=|

2 1ifiorp=0

ou les x et les y sont fixes, n'aient qu’un point variable
commun.

Les deux premiéres ont en commun une courbe
variable d’ordre m2 — p passant par les q points fixes
respectivement rt, ..., r, fois et rencontrant h fois la
courbe d’ordre p.

Supposons que la troisiéme surface passe s fois par la
(Courbe d'ordre p ets, ... s, fois par chacun des < points
ifixes. 1l peut se faire que I'on ait :

(m—pn—hs— o =1

Liége, mai 1908.

Bruxelles. — Imprimerie Bayez, rue de Louvain, 112.



