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Résumé

Nous considérons, dans un espace linéaire a 2n - 1 dimensions, une homographie de période 2n possédant 2n points unis
isolés. Nous formons les systemes linéaires d’hyperquadriques invariantes pour I’lhomographie en utilisant 2n-1
homographie biaxiales. Nous en déduisons I'existence d'une surface algébrique de diviseur
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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GEOMETRIE PROJECTIVE

Sur les homographies cycliques dont la période est
une puissance de deux,

par Lucien GODEAUXN,
Mcembre de ' Académuic.

Résumé. — Nous consideérons, dans un espace linéaire a 27 — 1
dimensions, une homographie de période 2" possédant 2" points unis
1s0lés. Nous formons les systemes linéaires d’hyperquadriques inva-
riantes pour l'homographie en utilisant 272-1 homographie biaxiales.

Nous en dédumsons l'existence d'une surface algébrique de diviseur
— )n
g — 4.

1. Considérons, dans un espace linéaire 4 2" — 1 dimensions,
une homographie H de période 2%, possédant 2* points unis 1solés.

Pour simplifier les notations, nous poserons m = 271, L’ho-
mographie H aura alors la periode 2m dans un espace S,,—, et
pourra étre représentee par les équations

px; = €x;, (1 =0,1, ..., 2m —1)
ou € est une racine primitive d’'ordre 2m = 2" de 'unité. Cette
homographie posséde comme points unis les sommets O,, O,, ..
()~ de la pyramide fondamentale.
I’homographie H? sera représentée par les équations

*

Px’; — €2£xir
ou I'on remplace 2z par le reste de sa division par 2m. Ces équa-
tions précédentes peuvent alors s’écrire

!

px, = €¥x;, |
‘ te=01, ..., m—1).

! 97
me-!-i — € xi:
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Lucren Godeaux. — Sur les homographies cycliques
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On en conclut que 'homographie H? possede #r == 2771 axes
ponctuels, a savoir les droites 0,0,,, 0,0,,+1, --., On-1 Os, 4.
Par consequent, parmi les systémes d’hyperquadriques inva-
riantes pour 'homographie H, 11 v en aura m dont l'¢quation
contiendra deux carrés et m dont I'équation ne contiendra
que des produits de deux coordonnées d’indices distincts.
I’equation des premiers se reproduira, apreés avoir effectu¢ H.
multiplice par une puissance paire d2 e, 'équation des secondes
par une puissance impaire de e,

2. Occupons-nous en premier lieu des seconds systemes.
I.e premier membre de 1'équation

2 AKXy Xgpon; 1 — 0, (2 =0, 1 ..., m—1)

) }

ou l'on convient de remplacer 2m — 2: 4~ 1 par le reste de sq
division par 2m, se reproduit multiphé par ¢ lorsque l'on eftec-
tue H.

Plus géndéralement, considérons le systeme linéaire d’hyper-
quadriques

2 Aix:lixﬂm-’r-:E'.L""Ea'* == 0 (?: SRV R T 1) (1)

ou nous faisons toujours la convention de remplacer 2m 4 24
-~ 22 -+ 1 par le reste de sa division par 2m (cette convention
reste valable dans la suite).

Lorsque 1T'on eftectue H, le premier membre de cetie équation
s¢ reproduit multiplie par €1,

Pour k& = 0, on retrouve le premier systeme considéré. Pour
k=12, ..., m—1, on obtient m — 1 systemes linéaires d’hy-
perquadriques invariantes pour H. Nous désignerons le systeme
d’hyperquadriques représenté par 'équation (1) par | Vair,
nous obtenons ainst e svstemes lincaires

\f 2m--1 I .

Observons que le systéeme | V,,,; | @ une équation qui pourrait
s’¢éerire, avec la convention sur les indices, sous la forme

b4

} vy

Vsl

2 AXgiXan9i1 = (z =0, 1, ..., m—1).

’
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dont la période est une puissance de deux

3. L’homographie 8,, d’équations

Pxé;; = 3721?:'5'21.;‘---25%1; _
(z =0, 1, ...,m— 1)

!
men-: 2 2501 T x:.{'e';

est harmonique et transforme chaque hyperquadrique du systeme
| Voria | en elle-méme.
IEcrivons les équations de 8, sous la forme plus simple

- - ! ! o

Ao Ay Xor Xt Xom~ o
X1 Ao Xy Xom 1 Xoft3

! ! f !
X1 2! Xog i1 Xog iz Xom—1
Yor Xoj o Xp Xom—2 Xonto

On peut donc encore ¢erire ces ¢équations sous la forme
px; —-- ..’U..)A.-ll 7 (;. —== O: 1, ‘0. 27’” I 1)

cn convenant d'ajouter 2m A I'indice du terme du second membre
lorsque 7 > 2k + 1.

IFormons maintenant 1'homographie
9;;H9;‘. - H!.

Les équations de H' sont

§

v’ f‘,

(2 =0, 1, ..., 2m-—1)

ou I'on convient d'ajouter 2m a l'exposant de e s1 ¢ 2k + 1.
On peut multiplier les coefficients des x dans le second membre
par e*m-25-1- Jes equations de H' deviennent alors

p'r; — 62}”“5.’1:5.
En posant n = €*'~1 ces equations deviennent
, .
p.e-x — 7}21?5

et comme 7 est une racine primitive d’ordre 2m = 2" de 'unité,
on voit que H’ coincide avec H.
On en conclut que les homographies H et 6, sont permutables.
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Lucien Godeawx. — Sur les homographies cycliqites

Par conséquent, les systémes | Vi |, [ Vi, oo, | Varet |, | Vares]s -,
| V-1 | sont échangés entre eux par 6,.

Il est facile de voir que 6, fait correspondre au systéme | V.., |,
le systéme |V4k.u_-2ha+-1]. Il est sous-entendu que si 4k — 22 4 1
est supérieur a 2m, on remplace cet indice par le reste de sa divi-
slon par 2#i.

4. Lc¢ systeme d’hyperquadriques

2 2 N
Hﬂxll + mem ‘lf' ‘U'.lx]xzm“l + I‘L2x2x2m“2 + e + H-:n*lxnr]xm -1 T O

est transformé en soil par H et son premier membre se reproduit
lorsque l'on effectue H. Nous le désignerons par | V,]|.

L’homographie 6, étant permutable avec H, transforme | V]
en un systeme linéaire d’hyperquadriques invarnantes pour H.
On trouve précisément le systeme

2 2
HoXert + HomnXot- 2kt 1 —+- L1 XorXog 1o ~~
_}_ p2x2k‘]x2k+3 —l_ *te + J"Lm—lx’m"r‘2?.::***2xm+2};. —
Lorsque 'on opére H, le premier membre de cette equation
se reproduit multiplié par €**+2 ; nous le désignerons par | Vyers|.

Pour % = 0, I'homographic 8, transformea | V| das le systéme
'V, | d’équation

2 2 - —
/-L(]xl + #-mxmi'l + P’lx{)xQ + f"':zx?,m*l-l:} _P— + H-nrlxm-i-ﬂxm - O

Appliquons 6, & ce nouveau systeme ; nous obtenons

2 2
MoXar T UmXmton T MiXori1Xar—1 T MaXogt+oXor—2 +

+ oo B 1% 218t oktr = 0.

Si Von effectue H, lIe premier membre de cette equation se
reproduit multipli¢ par e**. Nous désignerons ce systéme par
| Vi l.

Nous obtenons ainsi une nouvelle série de systemes lineaires
d’hyperquadriques invariantes pour H, mais ces systemes ne
sont pas tous distincts. Si en effet dans I’équation du systeme

' 1

nous remplagons & par 5 M + &', nous retrouvons le

)

| Virs s
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donl la période est une purssance de deux

méme systeme aux notations pres. De méme, s1 dans 'équation

1

de |V4k. , nous remplagons £ par 5 m 4+ kR, nous obtenons egale-
ment le méme systeme. Les systemes distincts seront donc obte-

1 “
nus en posant k== 0, 1, ..., 5 m—1; ce sont les m systemes.

dd

7
Vol [ Val, [Val, oo, | Vam-al.

Nous avons ainsi construit les 2m systémes linéaires d’hyper-
quadriques mvariantes pour I’homographic H.

5. L’homographie H™ est biaxiale harmonique ¢t ses ¢quations
peuvent s’ecrire

pxt = (— 1)ix, =0, 1, .., 2m—1).

) * vy

Ses axes ponctuels sont les espaces a m — 1 dimensions 0,0, ...
Oypm--2 €t 0,05 ... Oypy.

Considérons la variété W,,,, a m — 1 dimensions, intersection
de m hyperquadriques prises une dans chacun des systemes
Vol | Val, ooy | Vanesl

Cette variété n’a aucun point commun avec l'espace 0,0, ...
O,,-0. Dans les équations des hyperquadriques choisies, posons
en cttet

.1'] e .”C3 T e s e — .'.xz?n_-—l — O.

Nous avons

2 2 - S
IU’OxO _|_ me-m _1" Ju'?x:ax:!m* pl + + Ju'-rn"“:?.x-m“—zﬂfm.'f':.J: T O:

' L2 ! as9 / 1 f —
P’OxE + HemX -2 + Ml XgXog T --o _l" MBm—~oXmtaXm = 0:
I ’2 i’ 9 ' I’ ‘ L *
f*"[ﬁ’m--:z + KA am--2 “%_ P2xmxm-—4 _Jf— + Fom— :?.xﬂm—4x 0 U
f —_—
X oo -+ VaXom—oXy T --- + Vi-1¥m+2Xm — O:

/
V£x2x4 + V:;x()xﬁ + + Vin—1X¥m—a¥mi-2 = 0;

......................................

1 , ! i ) o
V12X - 2% e T V3Xmg-Xmto + ...t Vin-1X¥amXam -2 = ().
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Laucien Godeaux. — Sur les homographies cycliques, elc.

— e S g = e e e S e g el e e o= o A - e T ——

(Ces €quations n'ont aucune solution commune et par consc-
quent la variéte W, _; ne rencontre pas l'espace Og0, ... O,y
On démontre de méme que la variété W,, | ne rencontre pas 'es-
pace 0,0, ... O,,,,.

Cela etant, choisissons m — 3 hyperquadriques appartenant
une a chacun des systemes ]Vl : | V., ] coor | Vo-n . L’interscction
de ces hyperquadrniques et de la varniete W,, ., est une surtace
I+ d'ordre 2273 L’homographic H détermine sur cette surface
une mvolution d'ordre 27, privée de points unis. Nous désignerons
par @ une surfacce 1mage de cette involution.

Soit | C; | le systéme de courbes découpées sur I¥ par les hyper-
quadriques du systéme | V,|.

Les systemes | Vgl|, [ Vol, o, | Vaus
par conséquent, les systémes | C,l, | C,
mension # — 1.

Les systémes |V, LI Vsl, oo | Vet | ont la dimension m — 1 ;
par suite, les systémes |C |, |C4l, ..., | Cope s
mo—=2 et les systemes | Cypes |, | Con s,
i —- 1.

ont la dimension # ct
y ¢ oo, {(121”#2\ Ollt l{L (1i"

ont la dimension
Com 1| la dimension

Désignons par | I';| le systéme lincéaire complet qui correspond
sur la surface @ au systéme | C,|.
D’apres la théorie des mvolutions, on a

2mIy| | 2mIy || 2mDy | == == 2mT,,

ot la surface @ a le diviseur de Severt ¢ — 2.

Ikn rapportant projectivement les courbes [,,,-; aux hyper-
plans d'un espace S,,-;, a m — 1 dimensions, on obtient une
surface normale d’ordre 227271 Sur cette surface, les courbes
I, Iy, ..., Iy, .o sont d’ordre 22m 221 ot 1] existe une hyper-
surface d'ordre 2m ayant un contact d'ordre 2m — | avec @
e long d'une quelconque de ces courbes.

Liege, le 24 novembre 1950,
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