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GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE

Sur les courbes tracées sur une surface multiple,

par Lucien GODEAUX,
Membre de l’Académie.

Résumé. — En utilisant certaines propriétés des courbes tracées sur
une surface multiple n’ayant qu’un nombre fini de points de dira¬
mation, on obtient certaines relations entre les ordres et le nombre

des courbes dont l’ensemble équivaut à un point de diramation.

Soit 0 une surface multiple d’ordre p n’ayant qu’un nombre
fini de points de diramation. Si A' est l’un de ces points, il existe
deux systèmes linéaires de courbes tracées sur la surface et
passant simülement par A' ; le long de chacune de ces courbes,
il y a une hypersurface d’ordre p ayant un contact d’ordre p — 1

avec O. En utilisant cette propriété, on obtient une relation
entre les ordres et le nombre des courbes rationnelles à l’ensemble

duquel le point A' est équivalent. Nous traitons ici le cas où le
cône tangent à 0 en A' se décompose en quatre cônes ou en trois
cônes (*) ; dans le cas où ce cône se décompose en deux parties,
nous avons déjà utilisé la méthode (2).

1. Soit F une surface algébrique contenant une involution
cyclique I d’ordre premier impair p, ne présentant qu’un nombre
fini de points unis. On peut construire, sur F, un système linéaire
complet

I C I contenant p systèmes linéaires partiels |C0|, | Q j,
...,

I Cj,— !
I

appartenant à l’involution I et dont le premier soit
dépourvu de points-base.

P) Voir notre exposé sur Les involutions cycliques appartenant à une surface
algébrique (Act. scient, et indus., n° 270 ; Paris, Hermann, 1935) et nos notes
Sur les points de diramation isolés des surfaces multiples (Bull, de l’Acad.
roy. de Belgique, 1949, pp. 15-30, 270-284, 285-292, 532-541, 636-641, 828
833, 834-840). Nous supposons connus les résultats établis dans ces travaux.

P) Sur les surfaces multiples ayant un nombre fini de points de diramation
(Annales Scient, de l’École Normale Sup., 1938, pp. 193-222).

— 678 —



Luden Godeaux. — Sur les courbes tracées, etc.

Si A est un point uni de seconde espèce de I, il existe deux tan1
gentes ax, a2 à F en A contenant des points (1,1), (2,1) unis pour
¡’involution. Il existe dans | C | un système, soit | Q j, dont les
courbes passent simplement par A en y touchant ax et un système „
soit |C2|, dont les courbes passent simplement par A en y tou¬
chant a2.

Appelons C(, les courbes C0 passant par A ; elles ont en ce point
une certaine multiplicité et leurs tangentes y sont confondues
avec ax, a2.

Une courbe Cx et une courbe C¿ ont p points d’intersection
confondus en A. Elles ont en commun une suite de points infini¬
ment voisins successifs de A dont le dernier est uni de première
espèce pour I.

Désignons par 0 une surface image de l’involution I dont les
sections hyperplanes ro correspondent aux courbes C0 et par A'
le point de diramation qui correspond à A. Soient | | , | r2

1
les

systèmes linéaires complets qui correspondent à | Cx | , ¡ C2
1 .

Au point uni de première espèce commun aux courbes CÓ,.

C, correspond sur 0 une courbe rationnelle ax, infiniment petite,
infiniment voisine de A', rencontrée en un point par les courbes
r,.

La courbe rx satisfait à la relation fonctionnelle

pr0 — prx + ax,

où Ax est une combinaison à coefficients entiers des composantes
des points de diramation de 0.

On parvient de même à l’existence d’une courbe rationnelle a2>.

infiniment petite, infiniment voisine de A', rencontrée en un point
par les courbes r2. On a également une relation fonctionnelle

pr0 = pr2 + a2>

avec, pour A2, une signification analogue à celle de Ax.

2. Supposons que le point A' soit équivalent, au point de vue
des transformations birationnelles, à un ensemble de courbes
rationnelles

°1j Pl> •••> Pr> Tl> Pl> •••> Pt> 'r2, Pi, •••, Ps, O2»
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Luden Godeaux. — Sur les courbes tracées

dont chacune rencontre la précédente et la suivante en un point,
mais ne rencontre pas les autres.

On sait (voir notre septième note citée plus haut), que les

courbes pi, ..., pr> plt ..., pt> pi, ..., p3 sont de degré virtuel — 2.

Nous désignerons par — Hx, — r)x, — r)2, — £2 les degrés virtuels
respectifs de ax, r1, r2, a2.

La relation fonctionnelle rappelée plus haut s’écrit

pr o = pFx -f axax + mxpx -f ••• + wrpr -f bxrx

+ lPi + ••• + kfpt + 2T2 H~ niPl + ••• + WsPs + 22 +

où les a, b, m, k, n sont des entiers et A un terme provenant des

autres points de diramation de 0.
Pour déterminer les coefficients a, b, m, k, n, il suffit de considé¬

rer les intersections de la courbe précédente avec les courbes
a, T, p, p' , p" . La courbe a2 par exemple rencontre p8 en un
point, mais ne rencontre pas les autres courbes. On a donc

n s #22 0.

En considérant successivement les courbes p"g-X) ..., px, r2,

pt, ..., plt tx> p'r, . .., p'x on a de même

n g-x 2n g -( a2 = 0,

ns-2 — 2ug-x + ns = 0,

b2 — 2nx -f u2 = 0,

kf
' '

b2í¡2 “b = 0,

kt 1 — 2kt -f b2 — 0,

bx — 2kx k2 — 0,

mr — bxr¡x + kx = 0,

mT~x — 2mr -( bx = 0,

ax — 2mx + m2 — 0.

Ces différentes relations permettent de déterminer ax, mx, ...,
u g en fonction de a2, ce nombre étant en facteur.

— 680 —



sur une surface multiple

La courbe ax ne rencontre pas ro> mais rencontre Fx en un point .

On a donc

P “ <h£i + mx = 0.

Observons que des relations précédentes, on tire £x = Aa2,

mx — Mag, par conséquent a2 doit diviser p, donc a2 — 1 ou
a2 = p , puisque p est un nombre premier.

3. Pour résoudre les équations précédentes, nous poserons

Ai = (r + % — rt A2 = (s + 1)& — s,

B x = rgx — r + 1, B2 = s£2 — s H 1.

On obtient facilement

W] = B2ar> b2 = A2a2> k ¿
= (A2tj2 ’B2)æ2,

et ensuite

kx — tkt — (t — 1 )b2, bx = (t + i)kt — tb2,

Mr = l{t -f Ibi — t[kt — (tr)x — t + 1)Ô2.

Enfin, on obtient

mx = rmv — (r —
•

1 )bx, ax — (r + )m2 + rbx.

La dernière relation nous donne enfin

P - H«2,

où

H = (¿ -f (Aj! B1)(A2î;2 B2)

+ t[(Axr)x — BX)A2 + (A2t72 — B2)A1] + (t — 1)A1A2.

H étant certainement supérieur à l’unité, on a a2 = 1 et

H = p.

On arrive donc à la relation suivante entre les nombres

€2, Vi, V2> r> l> -s et p .

¿[(Ap7i Bx) (A22 B2) + (A171 Bx) A2 -f (A2r¡2 — B2) Ax + AXA2]

ú (Ap7i Bx)(A2r)2 B2) AjA2 = p.
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