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COMMUNICATIONS DES MEMBRES

GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE

Étude de certains points de diramation isolés
de surfaces multiples,

par Lucien GODEAUX,
Membre de l’Académie.

Résumé. — Étude d’un point de diramation en lequel le cône
tangent à la surface multiple se scinde en deux cônes et est suivi d’un
point double biplanaire suivi lui-même d’un point double conique.
Formation de cette singularité.

Considérons une surface algébrique F contenant une involu¬
tion cyclique I d’ordre premier impair p ne présentant qu’un
nombre fini de points unis. On peut toujours supposer que cette
surface est normale dans un espace Sr, de dimension aussi grande
qu’on le veut, i’involution étant déterminée par une homogra¬
phie de Sr présentant p axes ponctuels aQ, ax, ..., ap-x dont le

premier seul rencontre la surface. Le système
| C | des sections

hyperplanes de F contient p systèmes appartenant à l’involution
et l’un d’eux,

| C0| est dépourvu de points-base (1).

Soient A un point uni de seconde espèce et a le plan tangent
à F en ce point. Dans ce plan, l’homographie génératrice de l’in
volution I détermine une homographie cyclique que l’on peut
écrire sous la forme

Xq . %x • X2 — Xq • gxx .

P) Voir sur cet objet les travaux suivants : Les involutions cycliques appar¬
tenant à une surface algébrique (Actualités Scient., n° 270, Paris. Hermann,
1935) ; Les points unis des involutions cycliques appartenant à une surface algé¬
brique (Annales de l’École Normale supérieure, 1948, pp. 189-210) ; Sur
les points de diramation isolés des surfaces multiples (Bull, de l’Acad. roy. de
Belgique, 1949, pp. 15-30, 270-284, 285-292, 532-541, 636-641, 828-833, 834-840).
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L. Godeaux. — Etude de certains points , etc.

où e est une racine primitive d’ordre p de l’unité, a un entier
compris entre 1 et p, le point A coïncidant avec le point (1, 0, 0).
La structure du point uni A dépend de l’entier a, ou de l’entier ß
inférieur à p tel que aß — 1 soit multiple de p. Si 0 est une sur¬

face image de 1’ involution dont les sections hyperplanes ro cor¬
respondent aux courbes C0, la structure du point de diramation
A' homologue de A est déterminée par celle de A et revient donc
à la connaissance de a et ß.

Pour étudier la structure du point uni A, nous avons construit
une suite de systèmes linéaires | C¿ |, | C© | , appartenant à
|C0|, dont les courbes ont des multiplicités croissantes au point
A. Il existe en ce point deux tangentes ax> <z2 à F unies pour l’ho¬

mographie génératrice de l’involution. Le système
|
Cfî

| a la
multiplicité A i + ¡¿i en A, A¿ tangentes coïncidant avec ax et fit
avec æ2. Les entiers Xi} satisfont aux congruences

A i + a¡Xi = 0, fr + ßXi = 0, (mod. p).

Aux systèmes
| CÓ | , | Cq | , ... correspondent sur 0 des systèmes

I jT*Ó I» I
ri

J , ... dont le comportement en A ' fixe la structure
de ce point.

Nous avons montré que si la multiplicité Xx -f ¡jlx des courbes
Cq en A est telle que

Ai + Ofq = p, + ßXx - p,

le cône tangent à 0 en A' se scinde en deux cônes rationnels se
rencontrant suivant une droite.

Plaçons-nous dans ce cas. Il peut exister une suite de points
doubles biplanaires de la surface 0, infiniment voisins successifs

de A', terminée soit par un point double biplanaire ordinaire,
soit par un point double conique. Nous avons déterminé d’une
manière précise la nature de ces singularités (x).

Les sections de 0 par les hyperplans passant par A' sont les

courbes L’é. Désignons par r'¿ les sections de 0 par les hyper
plans passant par A' et par le premier point double infiniment

voisin de A', par les sections de 0 par les hyperplans qui

(x) Sur les surfaces multiples ayant un nombre fini de points de diramation
(Annales de l’École Normale Sup., 1938, pp. 193-222).
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L. Godeaux. — Etude de certains points

passent en outre par le deuxième point double infiniment voisin
de A', et ainsi de suite. Nous sommes en possession de deux
suites de systèmes linéaires:

\
Eô\, |-fo|> | FT | >

••• |Fo|,

J
-Zq (l, I jPq7 |> •••• Eh bien, ces deux suites peuvent être distinctes

et c’est précisément le cas dans l’exemple que nous traitons dans
cette note (1).

1. Considérons, sur une surface algébrique F, une involution
cyclique I, d’ordre 31 et soit A un point uni de cette involution
pour lequel on a a — 25, ß — 5.

Les solutions des congruences

A + 25 ¡ju =0, ¡i + 5A = 0, (mod. 31)

telles que A -j /x <31, sont :

Ai = 6, — 1 ,' A2 = 5, /x2 — 6 ,’ Ag = 12, /x3 - 2 ¿ A4 = 4, /x4 —11,

A5 - 11, /x5 = 7 \ Ag = 3, /x6 = 16 ; A7 = 18, /x7 = 3 ; A8 = 10,

/x8 = 12 ; A9 = 2, = 21 ; A10 = 17, /x10 = 8 \ An = 9, /x = 17 ;

A12 = 1, /¿i2 = 26 ; A13 = 24, /x13 = 4 ; A14 = 16, /x14 — 13 ;

i5 “ H'iô = 22.

Les courbes C¿ ont en A la multiplicité 7 et puisque, pour
A = 6, /X = 1, on a A + 25/x = 31, /x + 5A = 31, le point A
est, sur chaque courbe CÓ générique, l’origine de sept branches
linéaires. Le point A est précisément l’origine de deux suites
de points infiniment voisins successifs, l’une formée de quatre
points (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), multiples d’ordre six, l’autre de

f1) La courbe y, d’équation

aixi X1 + «2*2*3 + «3*3*1 = 0

possède une involution cyclique d’ordre p = v2 — v + 1, présentant trois points
unis 01 02, 03, sommets du triangle de référence. Supposons p premier et
considérons la surface F représentant les couples de points non ordonnés de
la courbe y. Sur F, nous avons une involution cyclique d’ordre p présentant
six points unis homologues des couples de poiiits distincts ou non pris parmi
01 0a, O3. Soit par exemple A le point uni qui représente le couple 0j 0a. La
structure du point uni A est déterminée par le nombre a = (v — l)a et on a

ß = v — 1. C’est cette remarque qui nous a conduit à l’étude actuelle. Nous
avons, pour éviter des complications d’écriture, supposé v = 6. Les autres cas
(où p est bien entendu premier) se traiteront de la même manière.
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de diramation isolés de surfaces multiples

24 points (2,1), (2,2), ..., (2,24), simples pour les courbes. Ces

courbes ont donc pour schéma en A

(1,4)«, (1,1)«, A7, (2.1)1, ..., (2,24)i.

Désignons par 0 la surface image de l’involution I dont
les sections hyperplanes ro correspondent aux courbes C0. Le
point de diramation A' qui correspond à A sur 0 est multiple
d’ordre sept pour cette surface, le cône tangent en ce point se

décomposant en un cône du sixième ordre et un plan coupant
le cône suivant une droite. En projetant 0 du point A' sur un
hyperplan de l’espace ambiant, on obtient une surface 0X dont
les sections hyperplanes Tq correspondent aux courbes C'0.

Au domaine du point A’ correspond sur 0X l’ensemble d’une
sextique et d’une droite se coupant en un point. D’une manière
précise, au domaine du point (1,4) correspond sur 0X une courbe
rationnelle du sixième ordre ax et au domaine du point (1,24),
une droite <r2 La courbe ax et la droite ct2 ont en commun un
point Aí.

Si nous désignons par n l’ordre de 0, par tt le genre des courbes
ro. la sui face 0X est d’ordre n — 7 et les courbes rf¡ sont de

genre tt — 6. La dimension / de l’espace contenant 0 peut être
supposée aussi grande qu’on le veut.

2. Avant d’étudier les courbes Co, considérons les courbes

Co ; elles ont en A la multiplicité 14 ; en ce point, 12 de leurs
tangentes coïncident avec la tangente ax aux courbes C¿ conte¬
nant le point (1,1) et deux avec la tangente a% aux mêmes courbes,
contenant le point (2,1).

Les courbes Cq passent nécessairement deux fois par les
points (2,1), (2,2), ..., (2,8), une fois par le point (2,9) et une fois
par un point (2, 9, 1), infiniment voisin du précédent, uni de
première espèce par 1’ involution.

Les courbes Co ont en A la multiplicité 11, avec cinq de leurs
tangentes coïncidant avec ax et six avec a2. On en conclut tout
de suite que ces courbes passent cinq fois par chacun des points
(1,1), (1,2), (1,3), (1,4). A ces courbes correspondent sur 0X des
courbes r'¿ découpées par les hyperplans passant par un point
appartenant à ax. D’autre part, les courbes Cq ne peuvent plus
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L. Godeaux. — Etude de certains points

passer par le point (2,24), donc les hyperplans découpant les
courbes r'¿ sur (Pl passent par le point Aí, appartenant à ax et
à a2.

Les courbes Cq passent au plus quatre fois par le point (1,4)
et par conséquent, elles passent nécessairement cinq fois par (1,1)

et quatre fois par les points (1,2), (1,3), (1,4). Elles passent en

outre une fois par sept points (1, 1, 1), (1, 1, 2), ..., (1, 1, 7), in¬

finiment voisins successifs de (1,1). Le point (1, 1, 7) est uni de
première espèce pour r involution.

Aux; courbes Cq correspondent sur <Z> des courbes formant
un système linéaire de degré n — 10 et de genre tt — 7.

On conclut de ce qui précède que le point Aí est simple ou
double pour la surface €>x. Supposons qu'il soit simple. Sur une
courbe Cq, le point A est alors l'origine d'une seule branche
tangente à a2. Il est facile de voir que dans ces conditions, les

courbes Co passent six fois par les points (2,1), (2,2), (2,3), deux
fois par le point (2,4) et par suite deux fois par des points (2, 4,

1), (2, 4, 2) infiniment voisins successifs de (2,4). Le dernier de

ces points serait uni de première espèce pour l'involution et
le point Aí serait double conique pour &x.

Le point Aí ne pouvant être simple pour &x, peut être double
conique ou biplanaire. Dans le premier cas, le système

|
Lq

|

a le degré n — 9. Les courbes Cq devraient passer au moins
une fois par le point (2, 4, 2), ce qui n'a pas lieu, donc Aí ne

peut être double conique pour &x. Il en résulte que les courbes

Co doivent passer par le point (2, 9, 1). On voit alors facilement
que ces courbes passent cinq fois par le point (2, 1), deux fois
par les points (2,2), ..., (2,8), une fois par les points (2,9), (2, 9, lj,
une fois par un point (2, 1, 1) infiniment voisin de (2,1) et une
fois par deux points (2, 1, 1, 1), (2, 1, 1, 2) infiniment voisins
successifs du point (2, 1, 1). Le point (2, 1, 1, 2) est uni de première
espèce pour l’involution et les courbes Cq ont en A le schéma

A11, (2, 1)5, (2,2)2, ...f (2,8)2, (2,9)1,

(1,1)5, (2, i, i)i, (2, 1, 1, l)i, (2, 1, 1, 2Ì1. (2, 9, l)i.

(1, 4)5.

Le point Aí est donc double biplanaire pour <PX. En projetant
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cette surface de Ai sur un hyperplan de l’espace ambiant, on
obtient une surface &2> d’ordre n — 9, dont les sections hyper
planes sont les courbes r'¿.

A la sextique ax correspond sur 02 une quintique qui sera encore
désignée par ax. Au domaine du point (2, 1, 1, 2) correspond une
droite tx, au domaine du point (2, 9, 1) correspond une droite
r2. A la droite cr2 correspond un point singulier appartenant à
la droite t2. De plus, rx rencontre ax en un point A2 et r2 ren¬

contre Tj en un point A(,.

Les courbes JTÔ ont le genre tt — 7.

D’après ce que nous venons d’établir, les courbes Co ont
pour schéma, au point Ax

A14, (2,1)2,..., (2,8)2, (2,9)h

(U/7)1,..., (MA)1, A4)5, (2,9a)1.

(1,2)4,

(M)4,

(1,4)4.

Il en résulte que les courbes r'¡¡ sont découpées sur la surface
02 par les hyperplans passant par le point A2 commun aux
courbes ax, r2. Comme nous l’avons vu,

) r'ó' | a le degré n — 10
et par conséquent le point A2 est simple pour la surface &2 ; il
représente le domaine du point (1, 1, 7).

3. Les courbes Cj ont la multiplicité 15 en A, quatre tan¬
gentes en ce point coïncidant avec ax et onze avec a2. Ces courbes
passent nécessairement quatre fois par chacun des points (1,1),
(1,2), (1,3), (1,4). D’autre part, elles ne peuvent plus passer par
le point (2, 9, 1), car alors la somme des multiplicités de la courbe
aux points A, (2, 1), (2, 2), ..., (2, 24) serait supérieure à 31.
Il en résulte que les courbes rjp, qui correspondent sur &2 aux
courbes C¡,4\ sont découpées par les hyperplans passant par
A2 et par un point de r2.

Projetons la surface 02 du point A2 sur un hyperplan de l’es¬
pace ambiant. Nous obtenons une surface <P3 d’ordre n — 10,

dont les courbes rff sont les sections hyperplanes. A la courbe
ax correspond une quartique rationnelle que nous désignerons
encore par ax ; au point A2 correspond une droite exceptionnelle
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L. Godeaux. — Etude de certains points

gj ; à T2 correspond une droite r2 et à r1, le point commun aux
droites gx, r2. Aux courbes C(04) correspondent sur <P3 des courbes
74) qui ne doivent plus rencontrer gx en un point variable,
puisque les courbes Cj,4) ne passent pas par le point (1, 1, 7).
Il en résulte que sur &3, les courbes I4) sont découpées par les
hyperplans passant par le point commun à gX) r2 ; par conséquent,
sur 02, les courbes .T<j4) sont découpées par les hyperplans passant
par la droite tx.

Les courbes C[,4) doivent donc passer par le point (2, 1, 1, 2).
Elles ne peuvent passer trois fois par ce point, car alors, elles
passeraient trois fois par le point (2, 1, 1) et au moins 9 fois par
le point (2, 1), alors que la somme de leurs multiplicités en ces

points ne peut dépasser 11, nombre de tangentes aux courbes
C4) confondues avec a2. Mais alors, le point A¿, commun aux
droites tx, t2 sur 02) est au moins double pour cette surface. Il
ne peut avoir une multiplicité supérieure à deux, car en retour¬
nant à la surface 0X, il donne un point infiniment voisin à un point
double biplanaire A.

On en conclut que les courbes i4) rencontrent rx en deux
points variables et passent par le point A¿. Par suite, les courbes
C¡>4) ont en A le schéma suivant :

(2, 1, l)2, (2,1,1,1)2, (2,1,1,2)2.

A15, (2,1)9, (2,2)3, (2,3)3, (2,4)1,

(U)4, (2,4, l)1,

(2,4,2)1.

(1,4)4.

Le point (2, 4, 2) est uni de première espèce pour l’involution
et il lui correspond, sur 02, le domaine du point A'0.

Projetons la surface 02 de la droite rx sur l’intersection de deux
hyperplans ; nous obtenons une surface 04, dont les sections
hyperplanes sont les courbes Cette surface a l’ordre n — 13

et ses sections hyperplanes J4) ont le genre tt — 9.
A la courbe ax correspond sur #4 une quartique gauche ax ; à

la droite rx correspond une conique rx rencontrant ax en un point
A4, au point A(, ou au point (2, 4, 2) correspond une droite r0
rencontrant rx en un point. Aux droites r2, a2 correspondent un
même point (singulier) de 0X appartenant à la droite t0.
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4. Ce qui précède montre que la singularité de la sui face 0
au point de diramation A' est équivalente à l’ensemble des courbes
rationnelles al3 rlt r0, r2, cr2. On a

A> = 4~ ai + Ti + To + t2 + a2

et par conséquent les courbes en question ont respectivement
les degrés virtuels — 7, — 2, — 2, — 2, — 2. Comme on l’a vu,
chacune de ces courbes rencontre la précédente et la suivante
en un point, mais ne rencontre pas les autres.

Les courbes r'¿ satisfont à la relation fonctionnelle

A =o + o1! h 2(tx + t0 + t 2) a2.

Les courbes r'ô' satisfont à la même relation fonctionnelle,
car ce sont des courbes Pq passant par un point simple A2 de
la surface 02.

Quant aux courbes i4), elles satisfont à la relation

-T0 = Pq4'1 + °i + 3ti + 3r 0 -f* 2t2 + cr2 .

L’analyse de la structure du point A' pourrait se limiter à
ce qui précède ; il nous a cependant paru utile d’étudier les courbes
Cf), Cj)6), ..., CM et les courbes 75), rjf'1, T¿14) qui leur corres¬
pondent sur 0.

5. Les courbes Cj,5) ont la multiplicité 18 en A, 11 tangentes
en ce point coïncidant avec a1 et sept avec a2.

Ces courbes ne peuvent plus passer plus de trois fois par le
point (1,4). D’autre part, si elles passaient deux fois par le point
(2, 1, 1, 2). elles passeraient deux fois par (2, 1, 1) et au moins
six fois par (2,1), alors que la somme de leurs multiplicités en
ces deux points ne peut excéder le nombre sept de leurs tangentes
en A confondues avec a2. Il en résulte que sur 0, les courbes P¿5)

sont découpées par les hyperplans passant par le point A¿ com¬
mun à alt Tj.

Le schéma des courbes C(05) en A est par conséquent

(2, l,l)b (2,1,1, l)i, (2,1, l,2)i.
A18, (2,1)6, (2,2)3, (23), 3, (2,4)i,

(l,l,7)i,..., (1,1, l)i, (1,1)4,
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Le système
| T¿6) | a le degré n — 14 et le genre tt — 9 Le

point A4 est donc simple pour la surface 0it et les courbes 75)
satisfont à la même relation fonctionnelle que les courbes

6. Les courbes Cj,6) passent 19 fois par A et ont en ce point
trois de leurs tangentes confondues avec ax, seize avec a2. Ces

courbes passent nécessairement trois fois par les points (1,1),
(1,2), (1,3) et (1,4).

Si l’on projetait <Z>4 du point A4 sur un hyperplan, on obtien¬
drait une surface 05 sur laquelle à crx correspondrait une cubique
gauche, à A4 une droite exceptionnelle gx rencontrant ax> à la
conique rx une droite rx rencontrant gx. Comme les courbes C
ne passent plus par le point (1, 1, 7), les hyperplans découpant
sur 05 les courbes r<j6) ne peuvent rencontrer gx en un point
variable. Ils rencontrent d’autre part ax en trois points variables,
donc ils doivent passer par le point commun à gx, rx. En d’autres
termes, sur la surface &it les courbes E¿6) sont découpées par
les hyperplans passant par le point A4 et y touchant la coni¬

que rx.

On en conclut que le système
|
Co6) | a le degré n — 15 et le

genre tt — 9. Ses courbes satisfont à la même relation fonction¬
nelle que les courbes f$4).

Les courbes C6) ont pour schéma en A,

A19, (2,1)«, (2,2)3, (2,3)3, (2,4)i,

(1,1)3, (2,1,1)2 (2A1)1,

(2,4,2)!.

(1,4)3. (2,1,5)2,

(2,1,6)!, (2, 1,6,1)!.

Au domaine du point (2, 1, 6, 1), uni de première espèce pour
1’ involution, correspond sur 0>4 le point simple infiniment voisin
de A4 sur la conique tx.

7. Les courbes C7) ont la multiplicité 21 en A, 18 tangentes
en ce point coïncidant avec ax et trois avec a2. Ces courbes ne

peuvent plus passer trois fois par le point (1, 4), sans quoi la
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somme de leurs multiplicités en A (1, 1), (1, 4) serait supé¬
rieure à 31. Il en résulte que, sur la surface <Z>4, les courbes rp
sont découpées par des hyperplans touchant en A4 la courbe cq.

Comme ces hyperplans touchent déjà en ce point la conique rx,
ils contiennent le plan tangent à $4 en Ax. Les courbes rp
ont donc un point double à tangentes variables en ce point.

Cela étant, les courbes Cj,7) ont pour schéma en A

A21, (2, l)3, (2, 2)3, (2, 3)3, (2, 4)1,

(1,1, 7)2, ..., (1,1, l)2, (1,1)*,

Le système j rp
| a le degré n — 17 et le genre tt — 10.

8. Passons aux courbes Cj,8). Elles ont la multiplicité 22 en A,
dix tangentes en ce point confondues avec ax et douze avec a2.

Ces courbes ne peuvent plus passer par le point (2, 4, 2j. D’autre
part, elles ne peuvent plus passer qu’une fois par le point (1, 1, 7),
car elles passent deux fois par (1, 3) et trois fois par (1, 1).

Sur la surface 07 dont les sections hyperplanes sont les courbes
rp, la courbe ax est une conique, la courbe exceptionnelle gx,

qui représente le point A4, est une conique rencontrant ax, la
courbe r0 est une droite qui rencontre gx en un point (singulier)
qui représente rx. Il en résulte que, sur cette surface, les courbes
rp sont découpées par les hyperplans passant par le point com¬
mun à gX) r0. Par conséquent, sur la surface les courbes rp
sont découpées par les hyperplans passant par la conique tx.
Ces courbes rencontrent rx en quatre points, dont l’un est le
point A4, les trois autres étant variables.

Les courbes C{,8) ont pour schéma en A, .

Sciences. — 1950. — 377 25



L. Godeaux. — Etude de certains joints

Les courbes J'0(8) satisfont à la relation fonctionnelle

Eq = r0(8) + ai + 1 + 3r0 -j 2t2 + ct2,

mais ce ne sont pas les courbes les plus générales satisfaisant à

cette relation. Celles-ci rencontrent ax en trois points variables
et Tj en quatre points variables, alors que les courbes jT0(8) doivent
passer par le point commun aux courbes ax, rx.

Le système
|
rjj8) j a le degré n — 20 et le genre n — 12.

9. Les courbes Cj>9) ont la multiplicité 23 en A, deux tan¬
gentes confondues avec ax et 21 avec a%. Ces courbes ne peuvent
plus passer par le point (1, 1, 7), car le point (1, 1) est double,
de même que les points (1,2), (1,3), (1,4).

Sur la surface &8, dont les sections hyperplanes sont les cour¬
bes r%, la courbe ax est une conique, la courbe exceptionnelle gx

une droite, la courbe rx une cubique gauche. La droite excep¬
tionnelle g! s’appuie sur ax et sur rx. De plus, aux courbes r0, r2,

a 2 correspondent un point singulier pour la surface, appartenant
à la courbe tx.

Référons-nous à une surface dont @9 est la projection à

partir d’un point Ag. Sur cette surface &8, ax est une cubique
gauche, tx une quartique coupant ax en Ag et les courbes /1(j8)

sont découpées par les hyperplans passant par Ag. Les courbes
rp sont découpées par les hyperplans touchant en Ag la courbe
rx et par conséquent les courbes C{,9) passent simplement par
le point (1, 1, 6, 1).

Ces courbes ont en A le schéma

A23, (2,1)8,

(1,1)2, (2,1,1)*, (2, 1,1,1)*, (2, 1,1, 2)*.

(1,2)2, (2,1,2)2,

(1.3)», •
...

(1,4)*

(2,1,5)*

(2, 1, 6)1, (2,1,6,1)1.

Le système
| r¿9)) j a le degré n — 21 et le genre n — 12.

10. Les courbes Cj,10) passent 25 fois par A, 17 tangentes en
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de diramation isolés de surfaces multiples

ce point étant confondues avec ax et 8 avec a2. Ces courbes ne
peuvent plus passer qu'une fois par le point (1, 4).

Les courbes Cj>U) passent 26 lois par A, 9 de leurs tangentes
en ce point étant confondues avec ax et 17 avec a2.

On peut recommencer, pour ces courbes, sur la surface 0'8,

le même raisonnement qui a été fait pour les courbes rp, rp
sur la surface 0X. Les courbes L0(10) sont découpées sur 08 par
les hyperplans contenant le plan tangent à cette surface en Ag.

Les courbes ont par conséquent en A le schéma

A25, (2,1)«,

(1,1, 7)2, ..., (1,1, l)2, (1,1)® (2,1,1)2, (2, 1,1,1)®, (2, 1,1,2)®.

(U)\

(W,

(M)1.

Les courbes F0(im ont un point double à tangentes variables
en a; Elles forment un système de degré n — 23 et de genre
7T — 13.

Les courbes r&n) sont découpées sur 0'8 par les hyperplans
contenant le plan tangent à la surface en Ag et osculant la courbe
Tj en ce point. Il en résulte que les courbes C{>n) ont le schéma

A26, (2,1)5,

(1,1,7)!, ..., (1,1, l)1, (1,1)®, (2,1,1)3, (2,1, LÍ)1, (2, 1,1,2)!

(1,2)!, (2,1,2)2,

(L3)1,

(1.4)1.

(2,1.5)*,

(2,1,6)!, (2, 1,6,1)!.

Les courbes iU) ont un point double en Ag et une de leurs
tangentes en ce point coïncide avec la tangente à rx. Elles forment
un système linéaire de degré n — 24 et de genre tt — 13.

11. Les courbes C£12) passent 27 fois par A et ont en ce point
une tangente confondue avec ax et 26 avec a2. Il en résulte que
ces courbes passent une fois par les points (1,1), (1,2), (1,3) et
(1,4).
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L. Ùodeaux. — Ëtude de certains points

Sur la surface #10, dont les sections hyperplanes sont les courbes
r<10\ la courbe o1 est une droite, la courbe exceptionnelle g1

une conique rencontrant ax en un point, la couibe rx est égale¬

ment une conique, rencontrant g3 en un point. Les courbes LJ|xl)

sont découpées sur cette surface par les hyperplans passant par
le point commun à gx et t3, point simple pour la surface.

Sur la surface &n, ax est une droite, gx une droite rencontrant
en un point. Au point (2, 1,6,1) correspond une droite excep¬

tionnelle g a rencontrant gx ; enfin rx est une droite rencontrant
g2. Les courbes Lj(12) sont découpées sur cette surface par les
hyperplans passant par le point commun aux droites exception¬
nelles gi, g2.

Le schéma des courbes Cj,12) au point A est

A27, (2,1)4,

(U)1, (2,1,1)*, (2, 1,1,1)*, (2, 1,1, 2)*

(1,2)*, (2,1,2)*,

(1.3)*,

(I/O1

(2,1,21)*.

Le système
| LJ)12) |

est de degré n — 25 et de genre rr — 13.
Il en résulte que le point commun à g1; g2 est simple pour la sur¬

face <2>ir et qu'au domaine du point (2, 1, 21), uni de première
espèce pour l'involution, correspond sur la surface &12 une droite
exceptionnelle g2.

Sur cette surface <P12, dont les sections hyperplanes sont les
courbes J12), ax est une droite rencontrant g2 en un point
simple et rx est également une droite, rencontrant g2 en un point
simple également.

Les courbes Cj,13) ont en A la multiplicité 28, 24 tangentes
confondues avec ax et quatre avec a2. Ces courbes ne peuvent
plus passer par le point (1,4) et elles ont en A le schéma

A28, (2,1)3,

(l,l)n, (2,1,1)\ (2, 1,1,1)*; (2, 1,1,2)*.

(144)3,

(1,1,7)».
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Sur la surface <Pl3, dont les sections hyperplanes sont les courbes
rj)13), il correspond à gx une cubique gauche et à rx une droite
rencontrant gx en un point. A ax correspond un point singulier
situé sur gx et à t0 t2 o-2 un point singulier situé sur rx.

Le système
|
i12)

|
a le degré n — 28 et le genre tt — Ì5.

12. Il est facile de déterminer les schémas des courbes C

et CT> au point A. On trouve pour les courbes C{,14).

A29, (2,1) 2,

(1 1), (2,1,1)»,

.(1,1,1)»,

(2,1,5)'-,

(1,1,7)». (2,1,6)!, (2,1,6a)1.

Pour les courbes Cj,15), on trouve,

A30, (2.1)i,

(U)1, (2AA)1,

(1,1,1)!,

(1,1,7)!. (2,1,21)1.

Les courbes forment un système linéaire de degré n — 29
et de genre tt — 15. Les courbes /))15) forment un système liné¬
aire de degré n — 30 et de genre tt — 15.

Sur la surface &15) dont les sections hyperplanes sont les
courbes 715), on a deux droites exceptionnelles gx, g2, se cou¬
pant en un point.

13. Observons que les courbes

rQ — ax — 2Tj — 3r0 — 2ra — ct2,

sur la surface 0, rencontrent la courbe ax en 5 points, la courbe
T g en deux points, mais ne rencontrent pas les courbes rx, t2, a2.

Il leur correspond sur F des courbes appartenant au système

I C |, ayant en A le schéma
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L. Godeaux. — Etude de certains points , etc.

A11, (2,1)«, (2,2)«, (2,3)«, (2,4)2,

(2,4,
l)2

(2,4,2)2.

Les sommes des multiplicités de ces courbes aux points A,
(1,1), ..., (1,4) d’une part, aux points A, (2,1), ..., (2,4) d’autre
part, sont égales à 31. Ces courbes appartiennent comme cas

particulier au système | |.

On vérifie de même qu’aux courbes

rQ — ax — 4rx — 3r0 — 2t2 — a2

correspondent sur F des courbes, particulières, appartenant au
système | C4) j .

Liège, le 6 avril 1950.
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