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Modélisation du transport de produits
dissous dans l’eau souterraine
- Différents types de concentrations

- Différents processus de transport et équations

* Transport par diffusion

* Transport par advection/convection

* Transport par dispersion

* Equation d’advection-dispersion: remarque

* Adsorption-désorption

* Dégradation

* Effet d’eau immobile

- Equations de transport 

* Diffusion seule

* Advection seule

* Advection - dispersion

*Advection, dispersion et diffusion
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Modélisation du transport de produits
dissous dans l’eau souterraine
- Conditions aux frontières des modèles pour le transport 

de solutés

* Conditions de Dirichlet

* Conditions de Neumann

* Conditions mixtes

- Résolution des équations de transport 

* Introduction

* Nombres de Peclet et de Courant

* Approche eulérienne

* Approche Eulérienne-Lagrangienne

* Méthodes des caractéristiques
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Différents types de concentrations en polluant

… la concentration ‘massique’ (‘massic concentration’): 
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pour le ième polluant (-)

masse du ième polluant (kg)

masse de l’eau souterraine (kg)

1 ppm = 1 mg/kg
1 ppb = 1 µg/kg

… si le polluant n’a pas d’influence sur la masse du solvant
alors on peut parler d’un produit dissous idéal (ou d’un
traceur idéal) et :
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… la concentration ‘volumique’ (‘volumic concentration’): 

mg/l
µg/l

… quand ce n’est pas le cas :
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Processus de transport

Transport par diffusion

… masse de substance dissoute allant des hautes 
concentrations vers les basses concentrations: 

loi de Fick

C0 C1

C > C1 0

le flux massique de diffusion moleculaire par
unité de surface (kg/(m2.s))

le coefficient de diffusion 
moleculaire dans l’eau (m2/s)

6
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Transport par diffusion

la valeur de dm dans l’eau :  1.10-9 - 2.10-9 (m2/s)

…  dans un EVR ‘coefficient de diffusion
moléculaire effectif’

 processus isotrope (?!)

 indépendant du mouvement de l’eau

mm dTD .

coefficient de ‘tortuosité’ du milieu poreux
(‘tortuosity coefficient’) qui dépend de la 
‘résistance’ du milieu par rapport au processus 
de diffusion 

… est-ce un tenseur ? 
7
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C
t=0

t=0
t=t1

t=t1

x

y

Transport par diffusion

C
Advection
seule

Advection
+ diffusion

t
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t=t0

Ligne de courant

Advection Advectiont=t1 t=t2

y

x

Transport par advection/convection

… mouvement de la substance dissoute à la même 
vitesse que l’eau = vitesse effective de l’eau souterraine

le flux massique
d’advection
par unité de 
surface
(kg/(m2.s))

9

porosité effective de 
transport (-)

𝒗𝒂 𝒒 𝑛⁄

𝒇𝒂 𝒒𝐶
𝒇𝒂 𝒒𝜌𝐶

𝒇𝒂 𝑲 · 𝛻ℎ 𝐶 𝑲 · 𝛻ℎ 𝜌𝐶
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Transport par advection/convection

… si on injecte un traceur dans un champ de vitesse
d’écoulement uniforme, la diffusion s’exerce
dans toutes les directions

le pic de concentration se déplace à la vitesse effective
de l’eau

la diffusion est seule responsable de l’étalement du 
produit et de la valeur plus faible du pic de concentration

t=t0
C

x

y

t=t1

t=t2

C (t=0) > C (t=t ) > C (t=t )max max 1 max 2

10



05‐09‐23

6

Formation en modélisation hydrogéologique, Université de Liège, Septembre 2023

Transport par dispersion
… lors de l’écoulement, les particules
d’eau et de produit dissous peuvent
s’éloigner de plus en plus les unes des 
autres par :

 différences de vitesses

 contournement des grains

ce processus de dispersion existe
parce que le trajet advectif (décrit par 
la théorie des EVR, macroscopique) 
n’est seulement qu’un trajet moyen
des trajets microscopiques

quels sont ces trajets à l’échelle
microscopique ?  

… pas important si ce
n’est que cela contribue à la 
dispersion globale ou
‘macrodispersion’ dans le milieu 11
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t=t0

Ligne d’écoulement

advection +diffusion + dispersion mécanique 

t=t1

t=t2

y

x

Transport par dispersion

 dispersion dans la direction de l’écoulement (dispersion
longitudinale)

 dispersion orthogonale à la direction de l’écoulement
(dispersion transversale) 

 la dispersion longitudinale est supérieure à la transversale

12
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Transport par dispersion

… le flux massique de dispersion traduit l’étalement
du produit dissous autour de la position
advective moyenne

la présence d’hétérogénéités de grande échelle crée
une augmentation de la dispersion

dépendance de la dispersion par rapport à l’échelle

processus anisotrope  (même en milieu isotrope)

13
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Transport par dispersion

… le flux massique de dispersion a été décrit par de 
nombreux auteurs en utilisant une loi de Fick : 

tenseur de 
dispersion
mécanique (m2/s)

… l’équation qui est utilisée pour tenir compte de 
la dispersion dans un milieu isotrope :

dispersivité longitudinale (m)

dispersivité transversale (m)

14

𝒇𝒅 𝑛 𝑫 · 𝒈𝒓𝒂𝒅 𝜌𝐶 𝑛 𝑫 · 𝛻 𝜌𝐶

𝒇𝒅 𝑛 𝑫 · 𝒈𝒓𝒂𝒅 𝐶 𝑛 𝑫 · 𝛻𝐶
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Transport par dispersion

15
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Transport par dispersion

… anisotropie du processus qui peut se superposer
à l’anisotropie du milieu (en tenant compte ou
pas des directions principales d’anisotropie) 

sans être parallèle aux axes principaux d’anisotropie : 

les 81 composantes de dispersivité
d’un tenseur du 4ème ordre 

i,j indices des directions principales 
d’anisotropie du processus

k,m indices des directions principales 
d’anisotropie du milieu

16
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Transport par dispersion

… en pratique, il est très difficile de déterminer des 
dispersivités longitudinales et latérales

dans la plupart des cas:

… dans le cas où ce rapport est
inférieur à 3 ou supérieur à 10 (sur base d’essais
de laboratoire et d’essais de traçage) 

anisotropie du milieu poreux ou fissuré

103 
T

L

a

a
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Transport par dispersion

diffusion + dispersion mécanique  = dispersion ‘hydrodynamique’

tenseur de dispersion 
hydrodynamique  (m2/s)

18
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C
Advection
seule

Advection
+ diffusion

Advection
+ diffusion
+ dispersion

t

Transport par dispersion 

si on injecte un traceur dans un champ de vitesse
d’écoulement uniforme, la dispersion s’exerce
dans les directions longitudinale et transversale 
par rapport à la direction de l’écoulement

l’effet sur une courbe de restitution (‘breakthrough
curve’) en un point du milieu se traduit par une
augmentation moins abrupte de la concentration
en fonction du temps

19
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Advection-dispersion : remarque
… équation du bilan en masse de polluant pour  

le transport par advection-dispersion:

en 1D (direction supposée de l’écoulement uniforme):

Solution analytique :

Injection instantanée et ponctuelle en x = 0 

cond. aux limites:

20

𝑛
𝜕𝐶
𝜕𝑡

𝑑𝑖𝑣 𝒇𝒂 𝒇𝒉 𝛻 · 𝒇𝒂 𝒇𝒉

𝑛
𝜕𝐶
𝜕𝑡

𝑑𝑖𝑣 𝒒𝐶 𝑛 𝑫𝒉 · 𝒈𝒓𝒂𝒅 𝐶 𝛻 · 𝒒𝐶 𝑛 𝑫𝒉 · 𝛻𝐶

𝜕𝐶
𝜕𝑡

𝑣
𝜕𝐶
𝜕𝑥

𝑎 𝑣
𝜕 𝐶
𝜕𝑥

𝐶 𝑥, 𝑡
𝐶
2

𝑒𝑟𝑓𝑐
𝑥 𝑣 𝑡

4𝑎 𝑣 𝑡

(Ogata and Banks 1961)

𝐶 𝑥, 𝑡
𝐶

4𝜋𝑎 𝑣 𝑡
𝑒𝑥𝑝

𝑥 𝑣 𝑡
4𝑎 𝑣 𝑡

dispersion ‘Gaussienne’ avec: 
𝜇 ↔ 𝑣 𝑡

𝜎 ↔ 2𝑎 𝑣 𝑡
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… il n’est pas possible de décrire avec précision et rigueur les 
limites exactes des zones polluées

il est malaisé de déterminer des temps d’arrivée

la cause en est que la solution exacte à cette équation d’
advection-dispersion est une courbe de Gauss (distribution
statistique de loi normale)

… cela implique que des particules de polluant pourraient arriver
en un temps infiniment petit à une certaine distance de la source 
de contamination physiquement non réaliste !!!

 une concentration minimum

 une masse injectée 

choix conventionel d’:

Advection-dispersion : remarque

21
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Adsorption-désorption

… la substance dissoute peut:

adsorptions ‘chimique et biologique’ à hautes températures
(principalement irréversible)

adsorptions ‘physiques’ à basses températures
(principalement réversible)

 donner lieu à des échanges cationiques

 précipiter et se dissoudre

 subir des processus d’oxydation et de réduction

 subir des réactions biologiques aërobie et/ ou
anaërobie

 dépendance par rapport à la température

 la quantité de substance adsorbée à la surface des 
grains du milieu est fonction de la concentration
dans la solution

22
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Adsorption-désorption

… en conditions isothermes relations d’équilibre
dans l’ EVR :

CKC d ..

la masse moyenne de
polluant adsorbé par 
unité de masse de 
milieu sec (-), la ‘concentration
massique’ à la surface des grains le coefficient de partitionnement 

(m3/kg)

concentration massique 
de produit dissous dans
l’eau souterraine 

varie fort d’un type de milieu à un autre (valeurs supérieures 
pour les milieux argileux)

les cations sont plus adsorbés que les anions
les cations bivalents sont plus adsorbés que les 

monovalents, …

dK

23
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Adsorption-désorption

… autres relations isothermes et d’équilibres:

(Fruendlich) … coefficients et exposants
à déterminer sur base de mesures
et tests

mCbC ..

)..1(

..

2

1

Ck

Ck
C





 (Langmuir) 

… relations isothermes mais de non-équilibre:

Ck
t

C
..3 




)..( 54 CkCkk
t

C
r 




(relation de déséquilibre de Langmuir) 

(relation de déséquilibre de Lapidus) 
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Adsorption-désorption
… l’effet sur une courbe de restitution: 

… on parle d’un ‘facteur de retard’ :















 d

b KR .1



avec la densité sèche (partie sèche: ‘bulk-
density’ du milieu (kg/m3) )

le taux d’humidité volumique du 
milieu (‘water content in volume’)

C

Advection
+ diffusion
+ dispersion

Advection, diffusion,dispersion
+ adsorption/désorption

t

25
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Adsorption-désorption

= ‘bulk- dry density’ du milieu (kg/m3) )

26

𝜌 1 𝑛 𝜌
= masse du solide/ volume total
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Dégradation

… des dizaines de réactions et parties de réactions 
… conditions d’équilibre ou de non-équilibre 
… des équilibres très différents localement, 

dépendant de la nature du milieu et de la vitesse 
d’écoulement 

approximation grossière:

coefficient de dégradation

constante de dégradation linéaire (s-1)

 disparition linéaire de la substance en solution

 disparition non-linéaire de la substance en solution

C
t

C
.






mC
t

C
).(




l’exposant constant est dépendant 
de la stoichiométrie de la réaction 

27
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Dégradation

… l’effet sur une courbe de restitution: 
C

Advection
+ diffusion
+ dispersion

Advection, diffusion, dispersion
+ dégradation

t

28
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Equations de transport  

… équation du bilan de masse de soluté au sein de l’eau 
souterraine :

29
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Equations de transport  

30

Adsorption-désorption et dégradation: 
un bilan massique de soluté fixé sur la matrice solide est 
à considérer :

… si adsorption linéaire 
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Equations de transport  

31

(cfr slide 34)
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Equations de transport  

32

Discussion du terme source/puits:
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Equations de transport  

33

3) Si une injection d’eau se produit avec une 
concentration supérieure à la concentration locale 
𝑪𝒔

𝒗 𝑪𝒗, on obtient une augmentation locale dans 
le domaine (source de pollution) 
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Effet d’eau immobile 

… une partie de l’eau souterraine n’est pas très mobile  
par rapport à l’eau très mobile dans le milieu poreux 
et/ou fissuré

diffusion entre l’eau mobile 
et l’eau immobile

relation linéaire:

eau souterraine immobile 
eau souterraine mobile 

Eau immobile 
Eau mobile 

34
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Effet d’eau immobile 

… une équation de conservation de la masse de soluté dans 
l'eau immobile doit être considérée pour obtenir le gain ou la 
perte de masse de soluté dans l'eau mobile à chaque pas de 
temps 

diffusion entre l’eau mobile 
et l’eau immobile 

en négligeant la diffusion dans l'eau immobile et l'adsorption-
désorption entre l'eau immobile et la matrice solide

35

peut être ajouté à 
l’équation de 
conservation de 
soluté dans l’eau
mobile
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Effet d’eau immobile 

36

équation de 
conservation de 
soluté dans l’eau
mobile
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Effet d’eau immobile 

37

Remarques 
1) solution couplée
2) dépend de ce que l'on définit comme étant de 

l'eau mobile et immobile dans le milieu 
géologique saturé

3) si on choisit une valeur plus élevée que la 
porosité effective de transport (e.g. semblable 
à la porosité de drainage), la vitesse 
d'advection calculée devient une vitesse 
moyenne sur l’EVR plus faible qui inclut une 
partie plus importante d’eau quasi-immobile

le transport de soluté n'est alors décrit que 
par l’équation advection-dispersion-
diffusion (ADE) sans représenter de manière 
adéquate les arrivées tardives de soluté de 
la courbe de restitution

Formation en modélisation hydrogéologique, Université de Liège, Septembre 2023

… un terme supplémentaire dans l’équation de conservation
… mais une équation de conservation pour chaque soluté

Transport réactif de soluté 

38
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Conditions aux frontières pour le transport

Par analogie complète avec le problème d’écoulement, il 
existe trois types de conditions aux frontières qui peuvent 
être imposées pour un problème de transport de polluant 
dissous dans les eaux souterraines:

 concentration imposée 
(condition de Dirichlet)

 dérivée première de la concentration 
imposée (condition de Neumann)

 relation imposée entre la concentration et 
sa dérivée première (condition de Cauchy)

39
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Concentration imposée
(condition de Dirichlet)

La concentration est spécifiée sur la frontière:

),,,('),,,( tzyxgtzyxC 
'g peut varier dans l’espace et le temps  

(une valeur par nœud concerné et par pas de temps)

Dans certains cas, une concentration non nulle peut être
utilisée pour simuler une pollution continue (de longue durée)
Cependant, pour des raisons numériques, ce type de 
spécification induit une dispersion numérique (artificielle) 
importante

un gradient important en concentration est calculé
engendrant automatiquement une dispersion
artificielle

40
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Concentration imposée (2)
Un cas classique de ce type de condition consiste à 
imposer une concentration nulle sur la frontière 
concernée: 

il est dangereux d’utiliser une condition aux frontières de ce
genre lorsque de grandes variations de C  sont à prévoir 
en réponse à des sollicitations importantes (pollutions, 
etc.)

basin de décantation:
pollution considérée avec une 
concentration imposée dans l'aquifère
C=C  0

C= 0

41
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En pratique, ce type de condition est utilisé le plus souvent avec
une valeur nulle pour le flux massique de diffusion-dispersion à
travers la frontière:

la composante advective du flux massique est 
calculée sur la frontière 

Dérivée première de la concentration imposée
(condition de Neumann)

… une manière de spécifier le flux massique de diffusion-
dispersion (dispersion hydrodynamique) sur la frontière:

La dérivée première de la concentration est spécifiée sur la 
frontière concernée:

),,,(''),,,( tzyxgtzyx
n

C





''g le gradient de concentration normal à la frontière concernée, 
peut varier dans l’espace et le temps  
(une valeur par nœud concerné et par pas de temps)

0'' g

42
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),,,('')....( , tzyxqCgradDnn nmhe  

),,,(''),,,(... ,, tzyxqtzyx
n

C
Dn nmnhe 




 

nmq ,''

nhD ,

flux massique de diffusion-dispersion imposé sur la 
frontière concernée (kg/(m2.s))

composante  normale à la frontière du tenseur de 
dispersion hydrodynamique

Dérivée première de la concentration imposée (2)

… imposer le flux massique de diffusion-dispersion à 
travers la frontière:

43
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Dérivée première de la concentration imposée (3)

exemple:

C=C0 C= 0

0



n

C ?

0



n

C ?
0




n

C

  0... Cvn e

mais

44
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Une combinaison (relation linéaire) de la concentration et de sa 
dérivée première est spécifiée sur la frontière concernée:

Relation imposée entre la concentration et sa 
dérivée première (condition de Cauchy) 

peut varier dans l’espace et le temps  
(une valeur par nœud concerné et par pas de temps)

),,,('''),,,(.),,,(. tzyxgtzyxCbtzyx
n

C
a 



'''g

une combinaison des flux massiques  d’advection 
et de diffusion-dispersion est imposée

45
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flux massique total imposé (advection + diffusion-
dispersion) normal à la frontière concernée (kg/(m2.s))

Relation imposée entre la concentration et sa 
dérivée première (2)

advection + diffusion-dispersion : 

),,,(''')......( , tzyxqCgradDnCvn nmhee  

),,,('''),,,(..),,,(.. ,,, tzyxqtzyx
n

C
DntzyxCv nmnhene 






nmq ,'''

… principalement utilisée pour imposer un flux massique total
nul sur une frontière: 

0''' g

46
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Relation imposée entre la concentration et sa 
dérivée première (3)

… équivalent à une condition d’écoulement à flux nul 
associée à une condition de transport de Neumann nulle:
pas de flux advectif ni de flux de diffusion-dispersion

convient parfaitement pour une frontière
imperméable.

C=C0 C= 0

condition de Cauchy nulle

condition de Neumann nulle

47
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 Introduction

 Nombres de Pe et Cr

 Méthodes Euleriennes

 Méthodes Euleriennes-Lagrangiennes

Résolution numérique des équations de transport 

 dispersion numérique

 oscillations

 plus de mémoire

 plus de CPU

…  jamais simple

Dérivées partielles du 1er et 2nd ordre dans la même equation 
(parabolique, elliptique et hyperbolique)
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Introduction
… modélisation du transport très exposée à des 
erreurs et imprécisions numériques

… développement de beaucoup de méthodes différentes

49
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Techniques de résolution

… en utilisant les méthodes classiques, des problèmes 
numériques apparaissent, lorsque le terme d’advection
n’est pas négligeable !

… les principes généraux des techniques de 
résolution basés essentiellement sur la méthode des 
différences finies sont décrits ci-après.  
Beaucoup de ces méthodes ou tout au moins les 
principes sont identiques pour les méthodes basées
sur les éléments finis

 approche ‘Eulérienne’  … avec décentrage amont

 approche ‘Lagrangienne’  

 approche mixte ‘Eulérienne-Lagrangienne’ 

50
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Nombres adimensionnels de Peclet et Courant

 Peclet = rapport entre advection et dispersion

simplifié en

∆𝑥 2𝑎 pour éviter les oscillations

 Courant  = rapport entre trajet advectif durant un 
pas de temps et la dimension des cellules

 𝐶𝑟 1 permet de transférer de l’information
d’une cellule à à la suivante sans perdre de 
l’information

𝑃𝑒
𝑣 ∆𝑥

𝐷

𝑃𝑒
𝑣 ∆𝑥

𝑎 𝑣
∆𝑥
𝑎

(Price et al. 1966)

(Daus and Frind 1985, Rausch et al. 2005)

𝐶𝑟
𝑣 ∆𝑡
∆𝑥
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Méthode des différences finies avec
décentrage amont (approche Eulérienne)

beaucoup de problèmes numériques
un décentrage amont pour éviter la dispersion
numérique et les oscillations:

avec  1,0 le coefficient de décentrage amont

Si              le décentrage amont est complet 1
52

𝜕𝐶
𝜕𝑥

1 𝛼
𝐶 𝑥 ∆𝑥 𝐶 𝑥

∆𝑥
𝛼

𝐶 𝑥 ∆𝑥 𝐶 𝑥
∆𝑥

𝜕𝐶
𝜕𝑥

1 𝛼 𝐶 𝑥 ∆𝑥 𝐶 𝑥 𝛼𝐶 𝑥 ∆𝑥
∆𝑥

… méthodes Eulériennes ne sont pas applicables pour :   

1Cret1Pe
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Méthode eulérienne TVD (1)

TVD pour ‘Total Variation Diminishing’
… basée sur un schéma de Différences Finies du 3ème ordre:

polynome du 3ème ordre pour approximer la concentration
en un endroit du domaine

Hypothèses:
- 1D svt x
- v uniforme et constante sur 3 cellules
- Δx est constant

avec 

 
6

2
1

22
1et entre 11211  







 iiiiiii CCC
Cr

CC
Cr

CC
iiC

nombre de Courant
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𝐶 𝑥, 𝑡 ∆𝑡 𝐶 𝑥 𝑣 Δ𝑡, 𝑡

𝐶𝑟
𝑣 ∆𝑡
∆𝑥
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Méthode eulérienne TVD (2)

Entre 

Le plus souvent: un schéma explicite est 
choisi pour la méthode TVD: toutes les 
concentrations sont prises à la fin du 
pas de temps précédent

1ieti

Idem: même schéma entre 

Les concentrations des nœuds 
sont nécessaires pour obtenir la concentration au nœud 

21  ieti

21,,1  ietiii
1i

ceci exige que 1Cr

 
6

2
1

22
1et entre 11211  







 iiiiiii CCC
Cr

CC
Cr

CC
iiC
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Méthode eulérienne TVD (3)

La composante dispersive et les autres termes de l’équation 
de transport sont calculés avec une méthode de Différences 
finies implicite

Donc:
1) le terme advectif est calculé par TVD
2) les autres termes par une méthode classique

Il peut y avoir des oscillations… si gradients de concentrations 
très élevés

Un ‘limitateur de flux’ est utilisé vérifiant si:

Si ce n’est pas le cas, on revient à un schéma de décentrage 
complet

11etentre   iiii CCC
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Méthode eulérienne TVD (4)

Méthode TVD:

- plus précise que méthode FD centrée;
- plus précise que décentrage amont;
- plus d’efforts numériques  (interpolations de C entre nœuds) et 

vérifications du ‘limitateur de flux’;
- dispersion numérique réduite mais toujours existante;

souvent bon compromis

56
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Approche Eulérienne - Lagrangienne

forme Lagrangienne (par rapport à un système d’axe se 
déplaçant à la vitesse va /R) :

… la dérivée absolue de  Cv  décrit la variation le long de la 
ligne de courant advective

57

𝜕𝐶
𝜕𝑡

 
𝒗𝒂

𝑅
⋅ 𝛻𝐶

1
𝑅

𝛻 ⋅ 𝑫𝒉 · 𝛻𝐶 𝜆𝐶
𝑞

𝑅 𝑛
𝐶 𝐶

𝑑𝐶
𝑑𝑡

1
𝑅

𝛻 ⋅ 𝑫𝒉 · 𝛻𝐶 𝜆𝐶
𝑞

𝑅 𝑛
𝐶 𝐶

ODE

PDE

𝒗𝒂 ⋅ 𝛻𝐶
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*** . t
m
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t
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1
. ** vv

e

vv
h

t
m

tt
m CC

Rn

q
CCgradDdiv

R
tCC 

Approche Eulérienne - Lagrangienne (2)

… en appliquant un algorithme
de différences finies:

t

CC

dt

dC t
m

tt
m

v





 *

avec tt
mC 

*t
mC

concentration moyenne pour la cellule m à l’instant  

tt 
concentration moyenne pour la cellule m à l’instant 

qui n’est calculée qu’à partir de l’advection 
(écrite comme si elle se rapportait à un instant 

intermédiaire)

tt 

RHSC pris à l’instant t (schéma explicite)
ou à l’instant (schéma implicite)tt 
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Approche Eulérienne - Lagrangienne (3)

… on peut calculer la valeur de         par une méthode 
Lagrangienne :

*t
mC

 la méthode des caractéristiques 
(‘Method Of Characteristics’ MOC)

 la méthode modifiée des caractéristiques 
(‘Modified Method Of Characteristics’ MMOC)

 la méthode hybride des caractéristiques
(‘Hybrid Method Of Characteristics’ HMOC)
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Méthode des caractéristiques (MOC)

… il s’agit d’une technique de  ‘particle tracking’ conventionnel
pour résoudre le problème advectif sans dispersion numérique ! 

 Un ‘set’ initial de particules est disposé au hasard ou de 
façon bien précise dans le domaine simulé

 une concentration et une position sont liées à chacune 
des particules

 en utilisant un petit pas de temps, les particules sont 
véhiculées dans la direction de l’écoulement

 à la fin de chaque pas de temps, une concentration 
moyenne dans chaque cellule peut être calculée sur base 
du nombre de particules comptées à cet instant dans la 
cellule concernée : *t

mC

60



05‐09‐23

31

Formation en modélisation hydrogéologique, Université de Liège, Septembre 2023

Méthode des caractéristiques (2)

Après détermination de          dans toutes les cellules, une 
concentration pondérée peut être calculée:





NP

l

t
l

t
m C

NP
C

1

* .
1

m
avec NP le nombre de 

particules dans
la cellule m 

t
lC la concentration de 

la   l ème particule à
l’instant  t 

*t
mC

t
m

t
m

t
m CCC ).1(. *#  

entre 0 et 1
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*** . t
m

t
m

t
m

tt
m CCRHSCtCC 

Méthode des caractéristiques (3)

cette          est ensuite utilisée dans le terme avec 
un schéma d’intégration temporel explicite pour pouvoir 
déterminer :

#t
mC RHSC

)(. #* t
m

t
m CRHSCtC 

 quasi aucune dispersion numérique

 temps de calcul très long et grands besoins en 
mémoire si de nombreuses particules sont utilisées
en 3D

 dans certaines circonstances, grosses erreurs

dans la conservation de la masse

mais

*t
mC

62



05‐09‐23

32

Formation en modélisation hydrogéologique, Université de Liège, Septembre 2023

Méthode modifiée des 
caractéristiques (MMOC)

Au lieu de garder en mémoire la localisation et la 
concentration relatives à l’ensemble des particules, 
chaque particule est suivie à contre-courant:

méthode plus efficace

à l’instant           , une particule fictive est placée sur 
un nœud (ou point central) de la cellule.  La particule
est suivie à contre-courant (vers l’amont) afin de 
retrouver sa position à l’instant  t  .

la concentration interpolée à cet endroit est utilisée 
pour déterminer            

tt 

*t
mC
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Méthode modifiée des 
caractéristiques (2)

avec

),,(*
ppp

tt
m zyxCC 

ppp zyx ,,

),,( ppp
t zyxC

les coordonnées du point atteint par suivi 
amont le long de la ligne de courant advective 
après t

la concentration en ce point, à l’instant  t ;
cette valeur est souvent calculée par interpolation 

des concentrations aux points nodaux

m

p
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Méthode modifiée des 
caractéristiques (3)

mais

 seulement une particule par cellule 

 moins de temps de calcul 

 moins de place mémoire 
(si le schéma d’interpolation est simple)

… éventuellement, dispersion numérique 
(provenant du schéma d’interpolation d’ordre inférieur)

interpolations d’ordres supérieurs

… le temps de calcul augmente ainsi que les erreurs de
conservation de la masse

mais
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Méthode hybride des 
caractéristiques (HMOC)

Cette méthode est développée pour bénéficier des
avantages respectifs des méthodes MOC et MMOC.  

En fonction du gradient de concentration local, 
un choix automatique est fait entre MOC et MMOC.  

Pour les gradients abrupts, le terme d’advection est 
résolu par une technique MOC mais dans les autres 
zones du domaine, l’advection est calculée par une 
procédure MMOC. 
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