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Sixg € R et o > 0, on utilise notamment les espaces de Holder
ponctuels A%(xg) pour quantifier la régularité en xp.

Espaces de Holder ponctuel classique

Une fonction f : R — R appartient a A%(xg) si elle est bornée sur
un voisinage de xg et s'il existe C > 0, R > 0 et un polynéme P
de degré au plus [«] tel que

IF(x) — P(x — x0)| < Clx — x|

si0<|x—x|<R.



En vue d’'étendre cette théorie aux groupes de Lie, deux questions

se posent.

(1) Peut-on généraliser la notion de polynéme sur un groupe de
Lie G?

(2) Si oui, peut-on les utiliser pour définir I'analogue des espaces
A%(x0) sur G 7 Sinon, quelle alternative 7



|. Polynémes généralisés



Polyndmes donnés en terme d’équation fonctionnelle

Si G est un groupe de Lie, h€ G et f : G — R, on peut considérer
I'opérateur de différence finie A, avec

Apf(x) = f(xh) — f(x)

et A" I'opérateur itéré Apo---0 Ay,



Polyndmes donnés en terme d’équation fonctionnelle

Si G est un groupe de Lie, h€ G et f : G — R, on peut considérer

I'opérateur de différence finie A, avec
Apf(x) = f(xh) — f(x)

et A" I'opérateur itéré Apo---0 Ay,

Si G = R", les solutions localement bornée presque partout de
aol _
AT f(x) =0

sont exactement les polynémes de degré < m. Quid du cas des

groupes de Lie généraux?



Polyndmes donnés en terme d’équation fonctionnelle

Equation de Fréchet
L’équation de Fréchet d’ordre m + 1 est donnée par

AT (x) =0

pour tout x, h € G. L’équation de Fréchet est dite locale en
xp € G si I'égalité a lieu pour x au voisinage de xp et h au

voisinage du neutre 1.

(1) On aurait pu utiliser la différence finie a gauche, I'équation
aurait été équivalente.

(2) On étudie cette équation sur LiS (G), G étant muni de “la
mesure de Haar.



Théoréme de régularité général

Régularité des solutions
Si f € LiY.(G) est solution de I'équation de Fréchet locale en
xp € G, alors il existe un voisinage U de xp et un voisinage V de

0 dans g tel que

E,‘ ,'.fX
f(xexpX) = +Z > “'j_fl()x,-l-..x,-j

j=1 1<z, <n
pour tout x € U et tout X € V.

Attention : si I'on ne fait aucune hypothése sur f, on peut trouver
des solutions trés pathologiques (via les bases de Hamel dans le cas

simple G = R).



Condition d’abélianité

On peut faire le lien avec le cas R” en se restreignant 3 une classe
particuliére de fonctions.

Fonction abélienne a droite

Une fonction f : G — R est abélienne a droite si
f(xyz) = f(xzy) Vx,y,z € G.

Elle sera localement abélienne a droite en xg si I'égalité a lieu
pour x au voisinage de xg et y, z au voisinage du neutre.



Condition d’abélianité

Solutions abéliennes a droite

Si f € L{S.(G) est localement abélien a droite en xp € G et est
solution de I'équation de Fréchet locale en xg, alors il existe des
homomorphismes C* locaux fi,...,f : G — R, des réels a,, pour

tout a € NX avec |a| < m et un voisinage U du neutre tels que

f(xoh) = > aafi(h) - fi(h)™

la|<m

pour tout h € U. Le nombre k est la dimension de Hom(g, R). Si,
de plus, G est simplement connexe, alors les fi, ..., fx sont méme
des homomorphismes C* globaux.



Extension aux distributions

On suppose G unimodulaire. Si T € D'(G) et h € G, on définit
AP'T la distribution donnée par

AP T(p) = T(ARL1p) Vo € D(G).
L'équation de Fréchet locale en xp € G est alors définie par
AFT(p) =0

pour h au voisinage du neutre et p € D(U) avec U un voisinage de
X0-
Solutions dans le cas des distributions

Les solutions T € D'(G) de I'équation de Fréchet locale en xg
s’identifient au voisinage de xp a des fonctions de classes C.
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Extension aux espaces homogénes

On suppose que G agit transitivement (3 droite) sur une variété
différentielle M via

(x,p) € G X M px € M.

Cette action définit naturellement des opérateurs de différence finie
Ap (h € G) agissant sur des fonctions f : M — R. On peut alors
considérer I'équation de Fréchet locale en pyp € M :

A f(p) =0

si p est au voisinage de py dans M et h au voisinage du neutre dans
G.
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Extension aux espaces homogénes

Solutions sur certains espaces riemannien

Supposons que M est un espace homogéne riemannien de G
naturellement réductif dont les géodésiques sont les orbites de
sous-groupes a un paramétre de G.

Si f: M — R est borné sur un voisinage de pgp € M et solution de
I"équation de Fréchet locale en pg, alors il existe des fonctions cy,
Ciy...ij sur M de classe C*° au voisinage de py telles que

f(exp, X) = co(p) + Z Z Cir...ij(P)Xiy -+ X

J=11<i1,...,ij<n

lorsque X est au voisinage de 0 dans T,M et p au voisinage de py.
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Extension aux espaces homogénes

Solutions abéliennes sur les espaces homogénes généraux
Supposons que M est un espace homogéne de G. Sif: M — R
est borné sur un voisinage de py € M et solution de |'équation de
Fréchet locale en pg et si f(xyp) = f(yxp) lorsque x, y sont au
voisinage du neutre de G et p est au voisinage de pp, alors il
existe des homomorphismes locaux fi, ..., fx de G sur R de classe
C> qui s'annulent sur Gp, et des constantes a, € R (|a| < m)
tels que

F(poh) = Y aafi(h)™ - fi(h)™

la|<m

lorsque h est au voisinage du neutre dans G.
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Polyndmes généralisés : G abélien

La forme particuliére des solutions peut restreindre I'espace des
polynémes généralisés (locaux ou globaux) selon les propriétés
algébriques de G.

Exemple : G = R"

On retrouve les polyndmes usuels

Exemple : G = S!

Pas de polynémes globaux mais au voisinage d’un point zg, on a

f(z) = Z ajarg(zzy 'Y.
j=0

14



Polynémes généralisés : G nilpotent

Si g est nilpotent et si G = g, malgré la structure non-abélienne,
les polynémes généralisés f sont les polynémes usuels de R", mais
une notion de degré plus difficile 3 apréhender en général.

Cas 2-nilpotent

Si G est un groupe de Lie 2-nilpotent, alors f est une solution de
I'équation de Fréchet locale en xg d'ordre m + 1 ssi

X € g+ f(xoexp X) est un polynéme de degré au plus m au
voisinage de 0 dans g.
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Polynomes généralisés : G résoluble

Pour un groupe non-nilpotent, I'espace des polynémes généralisés
peut étre strictement plus petit que I'espace des polynémes usuels.

Le groupe Aff(1,R)
Si G = Ry x R avec l'opération (x, y) * (x'y’) = (xx', xy’ + y),
les polynomes généralisés au voisinage du neutre (1,0) sont de la

forme

fx,y) =Y ajlnf(x).
j=0

Mais en général, pour un groupe résoluble, I'espace des polynémes

généralisés locaux est non-trivial.
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Polynémes généralisés : G semi-simple

Cas de SL(2,R)
Les solutions de I'équation de Fréchet locale d'ordre 2 sont
réduites aux constantes.

Conjecture : si la série centrale de g est donnée par

g;g(l)2...Dg(N):g(N+1):...

= )

la taille de I'espace des solutions est contrélée par la taille de g(V).
On conjecture que les polynémes généralisés sont engendrés par les
projections prises dans (g("))L c g*.
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Equation fonctionnelle de Cauchy d’ordre supérieur

Equation de Cauchy

L'équation de Cauchy d'ordre m est donnée par
AJ'f(x) = m!f(h)

pour tout x, h € G. L'équation de Cauchy est dite locale si
I'égalité a lieu pour x et h au voisinage du neutre.

(1) Sim=1, on a simplement
f(xh) = f(x) + f(h).
Les solutions sont les homomorphismes de G dans R.
(2) A l'ordre m, les solutions s’expriment en terme de polynémes
homogénes de degré m au voisinage du neutre.

(3) Avec des différence a pas variable : généralisation de |'algébre

symétrique d'un espace vectoriel. 18



[|. Régularité holdérienne sur les

groupes de Lie unimodulaires
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Espaces de Holder

Espace de polynémes généralisés trop pauvre pour définir A%(xp).
Cependant, il est connu que

ABF)
i —m = LX)

La différence finie permettrait de quantifier la régularité au lieu des
polynémes.

Espace de Hélder ponctuel a droite A%(x)

Soient xg € G et & > 0. Une fonction f € L (G) appartient a

loc

A (xp) s'il existe C >0, R >0, m > « tels que

” S‘l‘lp |Agp x(f 0 Lig)llBy(r2) < C(r1 +12)* Vr,n <R.
X Srl

En utilisant les différences a gauche, on peut définir Af(xp).
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Espaces de Holder

(1) En général, A?(1) = A¥(1). Dés lors, on écrira simplement
A*(1), sans indices.

(2) La définition est indépendante de la métrique riemannienne
invariante choisie.

(3) Par translation, on peut réduire notre étude a A*(1).

(4) Si a < B, alors Aﬁ(xo) C A%(xp).

21



Approximation par des suites de fonctions C*

Approximation par des fonctions C*

Soit L1, ..., L, une base orthonormée de g. On a f € A%*(1) ssi il
existe une suite (f;)jeny de C*°(G), un entier m > o, C > 0 et
R > 0 tels que

If—(fo+-+f)llg,m < CQ7+r)

et
|| .y ||Bd (r) < C 2Jk(2 E —I—I’)

pour tout k < m, iy,...,ix € {1,...,n}, r < R et tout j € N.

En particulier, si G est compact, on peut avoir f = j'oé’ f; en tant
que distributions ~+ espaces 2-microlocaux.
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Espaces 2-microlocaux

Espaces A*A(1)

Soient L1, ..., L, une base orthonormée de g et o, 8 € R. Une
distribution f de G appartient a A?(1) s'il existe une suite
(fi)jen de C°°(G), un entier m > max(a,ac+ ), C>0et R >0
tels que

-
Il
SN
o 8
<h

pour la topologie faible-x de D'(G) et
ILi..ifllgyr) < € 2427 (1 +2r) 77
pour tout k < m, iy,...,ix € {1,...,n}, r < R et tout j € N.

A l'origine, introduit par J.-M. Bony. Puis étudié par S. Jaffard, VY.
Meyer, S. Seuret, J. Lévy-Véhel notamment. 23



Espaces 2-microlocaux : quelques propriétés

Propriétés de A*5(1)
Soit o, 5 € R.

(1) Si D est un opérateur différentiel invariant a gauche d'ordre k
et f € A*P(1), alors Df € Nv=K5,

(2) Sia+pB>0et fecA%P(1), alors f est de classe C{+7) au
voisinage du neutre.

(3) Si G est compact, alors pour tout & > 0, on a
A*(1) € A»~2(1).

(4) Si G est compact, @ >0 et a+ 3 > 0, alors A“P(1) € A%(1).
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Approximation polynomiale

Les inégalités précédentes montrent que le polynéme de Taylor en 1
de > _, fx converge vers un polynéme P. On a alors un
développement de f semblable a celui de Taylor.

Quasi-caractérisation par approximation polynomiale

Soit a > 0 tel que av ¢ N. Si f € A%(1), il existe C >0, R > 0,
un polynéme P sur g de degré au plus [o] tel que

|[f oexp—Pllg@,) < Cr* Vr<R.

La réciproque est vraie si G admet une distance bi-invariante. Par
conséquent, exp* A%(1) C €%(0), avec égalité si G admet une

distance bi-invariante.
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Quelques remarques

(1) Si d est bi-invariant, alors la quasi-caractérisation de €%(0) de
S. Jaffard par les coefficients d’ondelettes de f o exp peut étre
utilisée = Quasi-caractérisation A“(1) par les coefficients
d’ondelettes possible.

(2) De maniére similaire, on définit les espaces de Hélder locaux et
globaux.

Espaces Af} .(x0)

Fixons o > 0 et xo € G. On dit que f € Af! .(x0) si f € L{°(G) et
s'il existe C >0, m > « et R > 0 tels que

”)S(lip H e><pX(fO Xo)HBd(R) <C r“ Vr<R.

De méme, on a une version globale qui, dans le cas compact,
est A%(G) = Nxec(X). 26



Exemple 1 : Fonction “cusp”

Si G admet une métrique riemannienne bi-invariante, o > 0 et si d
est la distance associée, on pose f(x) = d(x,1)“. On peut montrer
que f € A%(1) mais que f ¢ A?(1) pour tout B > a. Si U est un
voisinage assez petit de 1, f est de classe C* sur U\{1}.
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Exemple 2 : Fonction de Weierstrass généralisée

Si G est un groupe de Lie compact, p est une représentation
unitaire irréductible non-trivial de G sur un espace de Hilbert V et
a €]0,1[, on pose

+oo
f(x) =Y 279RTe(p(x¥)) V¥x € G.
j=0

On peut alors montrer que f € A%(G) mais que f ¢ A°(x) quel que
soit x € G et > « a |'aide de techniques d’ondelettes. En
particulier, f est continu partout mais différentiable nulle part.

28



Caractérisation par ondelettes dans le cas compact

Probléme : définir une notion d’ondelette sur des groupes de Lie
qui rende compte de la régularité holdérienne.

Transfo. en ondelettes continue a échelles discrétes si G
compact

Soit V un voisinage de 0 dans g tel que exp : V — U est un
difféomorphisme. Une ondelette est une fonction ¢ € D(G) a
support dans U. Ses dilatées sont données par

() (x) = 2"y (2 log(x))9(log(x))

avec g =1 oexp sur V et 0 sur g\ V. La transformée en
ondelette d'une distribution a I'échelle dyadique j € Ny est

W/ D'(G) = C®(G), T = ¢hy » T.

29



Caractérisation par ondelettes dans le cas compact

Condition d’admissibilité adaptée

Une ondelette v/ sera dite admissible lorsque

(1) [ 4g(X)dX =0 (moment d’ordre 0 nul)

(2) On a la formule de reconstruction suivante
+00 )
_ j
T=pxT+> W,T
j=1
au sens faible des distributions pour une fonction ¢ € D(G)
qui satisfait a I'équation
Y(0) = 1) ~ Po):

Pour simplifier, on notera W12T = p* T et ¢ sera nommée

fonction d’échelle. 20



Caractérisation par ondelettes dans le cas compact

Moment local d'ordre m : [ X%thg(X)dX =0 Va € N, |a] < m.

Quasi-caractérisation par ondelettes de A%(1)
Soient o > 0 et m > «, 1 une ondelette admissible avec m
moments locaux nuls et ¢ sa fonction d’échelle.

(1) Si f € A*(1), alors il existe C >0, J € Net R > 0 tels que
(Wi f(x)| < C27¥(1+2r)® (1)

pour tout j > J, r < R et x € By(r).

(2) Sia ¢ N, f e Nj,.(1) et s'il existe C >0, R > 0 tels que (1)
soit vérifié pour tout j € N, r < R et x € By(r), alors il existe
Co >0, Ry > 0 tels que

inf foexp—P < G r%logr| Vr < Rp.
PGR[Q][Q]H p—Pllg,r) < Co r*|logr| 0 .



Caractérisation par ondelettes dans le cas compact : re-

marques

(1) On obtiens aussi de véritables caractérisations de AfY (1) et
A*(G) en terme d'ondelettes.

(2) Si G est compact, on peut introduire une notion d’ondelettes
discrétes en utilisant ceux bien connus sur R” identifié 3 g via
une base. Une caractérisation de A“(G) peut aussi &tre

obtenue ainsi.
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Caractérisation par ondelettes si G est homogéne

Homogeéne : G connexe, simplement connexe et muni d'un
endomorphisme diagonalisable A : g — g de valeurs propres
strictement positives et telle que D, = exp(In(r)A) est un
automorphisme d’algébre de Lie.

Frame d'ondelettes : Ensemble fini de fonctions de L?(G) et ses
dilatés par D,; et translatés par des éléments d'une partie discréte I'
de G adéquate (e.g. sous-groupe discret I' avec G/I" compact). On
suppose que ces ondelettes vérifie la condition de Parseval.

On obtient une caractérisation de A%(G) dans ce contexte aussi!
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Espaces de régularité sur S?

On peut introduire des espaces de ce type sur la sphére en la
munissant de 'action naturelle de SO(3,R).

Espaces A%(q) sur S?

Sige S%eta >0, alors f € A%q) si f est localement borné et
fome AN*(R) dans SO(3,R) ou R est une matrice de rotation
telle que g = Rp et 7 : SO(3,R) — S2 R > Rp.

L’espace défini ici ne dépend pas du point de base p € S? choisi.

On obtient des caractérisations plus pratiques comme dans les

groupes de Lie.
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Espaces de régularité sur S?

Caractérisations de A%(p)
Soient & > 0 et p € S2. Les assertions suivantes sont

équivalentes.
(1) feA(p)
(2) f est localement borné et il existe m > «, R > 0 et C > 0 tels

que

sup  [|AGfllBy1,m)p < C (n+1n)* Vn,n<R
lC(H)<r1

ot Ayf(p) = f(efp) est la différence finie de S? pour tout
H € 0(3,R), p € S? et K est la norme induite par la forme de
Killing de o(3,R).
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Espaces de régularité sur S?

Caractérisations de A“(p) (suite)
(3) f est localement borné et il existe une suite (f;);cy de
C>®(S%), m>a, R>0et C >0 tels que
||f_ (fb + o+ fj-')HBd(l,r)p < C (2_J+ r)a V_j € N,I’ <R
et
HR}kl...ikGHBd(l,r)p S C 2Jk(2ij + r)a

pour tous j € N, r < R,k < m,i1,...,ix, <3 ot R} sont des
champs de vecteurs fondamentaux de S? induits par une base
de o(3,R).
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Espaces de régularité sur S?

Caractérisations de A“(p) (suite 2)

(4) f est localement borné et il existe un polynéme P de degré au
plus [a] sur o(3,R)(~ R3), C >0 et R > 0 tels que

If oexp, =Pligc (o) < € r®

pour tout r < R ou exp,(H) := e'p.
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Merci de votre attention !
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