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INTRODUCTION

La géométrie différentielle complexe prend une importance
.croissante en analyse car elle permet de résoudre de nombreux
problemes dans leur cadre intrinséque naturel.

Le but de ce travail est d'étudier les variétés quasi-
holomorphes d'une maniére générale et d'établir les résultats
principaux de la théorie des variétés de Stein.

Afin d'éviter des lourdeurs inutiles, nous nous sommes
abondamment servis de la géométrie différentielle réelle et
de la théorie des distributions. A partir du chapitre III,
nous avons suivi assez largement le livre "An introduction
to complex analysis in several variables"de L.Hormander.

Décrivons brievement le contenu de ce mémoire.

Dans les préliminaires nous établissons guelgues résultats
d'algebre elémentaire ainsi que quelques théoréemes importants
concernant les opérateurs non partout définis et a graphe
fermé entre espaces d'Hilbert.

Le chapitre I est consacré a la définition des variétés
quasi-holomorphes et a 1'étude de leurs propriétés fonda-

—

mentales. On y introduit également 1l'opérateur aE associée

a un fibré vectoriel guasi-holomorphe E et on définit la

cohomologie de Dolbeault & valeur dans E.



Dans le chapitre II on définit les métrigques hermitiennes
et on étudie quelgues espaces vectoriels topologiques utilisés
dans chapitre III. Il s'agit tout d'abord de l'espace
d'Hilbert LZ(M,E) puis des espaces de Sobolev locaux VQ(M,E).

Au chapitre III, nous exposons la théorie de la
Lz—estimation de L.Hormander sur une variété pseudo=convexe M.,
Nous en déduisons la valeur de la cohomologie de Dolbeault de
tout fibré vectoriel quasi-holomorphe de base M. Finalement
nous prouvons gue toute varieté gquasi-holomorphe intégrable
est holomorphe.

Le chapitre IV est consacré aux variétés de Stein. Nous
montrons que les notions de variété pseudo-convexe et de
variété de Stein sont identiques. Nous utilisons ce résultat
pour transporter aux variétés de Stein les théorémes du
chapitre III. Enfin nous prouvons que toute variété de Stein

de dimension n se plonge proprement dans E2n+1.

Nous remercions vivement Monsieur le Professeur J.Schmets
de nous avoir permis de réaliser ce mémoire en analyse
fonctionnelle. Il nous a apporté une aide constante et

efficace lors de 1l'élaboration de ce travail.



PRELIMINAIRES

P.1. Espaces vectoriels complexes de dimension finie

DEFINITION P.1.7. Soit E un espace vectoriel
complexe de dimension finie. On note EUR]l'espace vectoriel

réel sous-jacent a E et E(E) l'espace vectoriel EDﬂ®|Rm°

LG

La conjugaison complexe est l'application idE

dans E(E)’ on la note -+ .

On note JE le complexifié de l'endomorphisme de Enﬁldéfini
par J(x) = i-x. On a Jg = =1,
IE . -1JE o
.._(._2__._ ¥ = 3 "n - 3
On pose PE = > y E' = 1mPE , EM = 1mPE

PROPOSITION P.1.2. Si E est un espace vectoriel
complexe de dimension finie, alors on a

a) Pe + Pp = ldE(m)’ P_oP= = 0

b) imP. @ imP. = E(m), imPp = ker(JE-iI

)
E(a)

c) dimE = dim(imPE)

d) (PElE:E - imPE) est un isomorphisme de C-vectoriels.



Preuve:
| 113 I+idg
a) On a Pe+Pp = > + — = 1
1-i3.  I+iJ
= E E 1 2
et PEOPE = 5 o > = Z(I+JE) =0

b) C'est une conséquence de (a)
c) Cela découle de (b) car 2dimE = dim EDR].

d) Il est clair que pEIE est injectif car un élément de E
annulé par PE est annulé par PE. De plus pElE est C-
linéaire car PEOJ = i PE et pElE est surjectif car
dim E=dim(imPc). ///

PROPOSITION P.1.3. Soient E,F deux espaces
vectoriels complexes de dimension finie. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

a) (ftE = F) est C-linéaire

b) (F(a):E(E) > F(m)) est tel que JFoF(E) = F(E)OJE

c) (F(E):E(ﬁ) - QE))est tel que f(m)(E') cCF',

Preuve: Il est évident que (a)&> (b On sait que E'=imP_ et
que F'=ker5}, par conséquent (c) est vrai si et seulement
si EFOF(E)OPE = 0. Or on a

4(EEof(m)0PE) = (I+iJF)oF(E)o(I-i3E)

]

(I+iJF)o(F(E)—iF(E)oJE)

F(m)—lf(ﬁ)OJE+13FOf(E)+JFOF(E)OJE et
AU(PEof(E)oPE)= =f(2)°Ie+IFof ()
On en déduit aussit8t que (b) est équivalent a (c).///



PROPOSITION P.17.4. Si E est un espace vectoriel
complexe de dimension finie et si A est un endomorphisme
de E alors:

-1 2

a) PE‘EDA(E)QPE)E = A b) det AUR]_ |detA]
Preuves a) Il suffit de constater que A(ﬂ) commute avec PE;

b) On sait que detAD@=detA(m). Notons A' l'endomor-
phisme (AEIE.:E' => E') et A" l'endomorphisme (A(E)'E“:E"»E").
Les propositions P.1.2 et P.1.3. montrent que A(m)=A%$A“.
De plus le point (a) montre que detA'=detA et que detA"=detA.

La conclusion résulte alors de ce que detA(m)=detA'°datA".///

DEFINITION P.1.5. Une orientation d'un espace
vectoriel complexe de dimension finie est une orientation
de l'espace vectoriel réel sous-jacent.

On munit € de l'orientation déduite de celle de IRZ.
On munit ¢" de l1'orientation somme de celles des espaces (.
Soit V un C-vectoriel et (P:V =€") un isomorphisme.

L'image inverse par ¥ de l'orientation de €" est indépendante

de ¥ . On l'appelle l'orientation naturelle de V.,

PROPOSITIGN P,1.6, Soient E,F deux espaces vectoriels
complexes de dimension finie:
a) Tout isomorphisme de E dans F est orienté
b) La somme des orientations naturelles de E et F est
l'orientation naturelle de E@hF
c) Si E est un sous C-vectoriel de F alors l'orientation
quotient de E/F coTincide avec l'orientation naturelle.
Preuve: Tout découle de la proposition P.1.4. et de la

définition P.1.5.///



DEFINITION P.1.7. Soit E un espace vectoriel

PsQ P g
complexe. Posons NE = {uav: ueN E', veA E"} "

PsQq
I1 est clair que A E est un sous-vectoriel de AE(m)

® p/’\qE
(p,q)eNxN (€)

E(E) en somme directe de E' et de E" induit une décom-

et que AE(E) B La décomposition de
oo = * *
position de E(m) en somme directe de E' et de E" .
#*
On identifiera E' avec son image par la premiére injection
associée a cette décomposition.
PsP -
Un élément de A E est positif si ip(p+2)<y/\y,x> >0
P x
pour tout yeAE' .
) PsP
Un élément de A E est strictement positif si

_ P x
ip(p+2)<y/\y,x> >0 pour tout ye (AE' )\{o}.



P.2. Espaces vectoriels euclidiens

DEFINITION P.2.1:. Un produit scalaire sur un
espace vectoriel réel est une forme bilinéaire symétrique
positive.

Un espace euclidien E est un espace vectoriel réel de
dimension finie muni d'un produit scalaire.

Le produit scalaire de E est noté (-,-)E ou gp. La norme
d'un élément x de E est le nombre réel q(x,x)E, on la

note HxHE.

DEFINITION P.2.2,
a) On munit IR du produit scalaire 9 R caractérisé par
gtR(r,r') = rr'
b) Soit F un sous espace vectoriel d'un espace suclidien E
On munit F du produit scalaire 9F caractérisé par

9r(x,y) = gp(x,y) pour tout x,yef.

c) Soit (E ) une famille finie d'espaces euclidiens.

iel
On munit 121 Ei du produit scalaire ﬂgl gEi caracteériseé

par (igl gEi)(igI X9 1€I Y ) = igl gEi(xi,yi) pour tout
(x 1)16 Tr E et (y. )lele TFI Ei.

d) Soit (E, )lGI une famille finie d'espaces euclidiens.

On munit ®_E. du produit scalaire @ g caractérisé par
iel 1 iel El

(;9; 9,)(,®

i@ Xi9s @) Y4 ) = 1eI 9, (xi,yi) pour tout

1eI

T 2N
(x;)je1e;01F5» ot (y3)5e1€ j01E;s-



e) Soit E un espace euclidien. On munit N'E du produit

scalaire ﬁng caractérisé par
n
A gE(x1A...Axn,y1A...Ayn)

=0§§’ Slgno’gE(x']’yO'('l))'"gE(Xn'yG'(n))
n dimE

n
(30 N 9

On munit AE du produit scalaire AgE=
n=

f) Soit E un espace euclidien et x un élément de E. On note
. 1'S1lEment d8 £ défini par #x(y) = (y,x)E.
L'application Gﬂt:E > E*) est un isomorphisme car c'est
une injection d'un espace vectoriel de dim finie dans

un espace vectoriel de m@me dimension.

*
g) Soit E un espace euclidien. On munit E du produit

* *
scalaire g caractérisé par gEGﬁEx,ﬂ%y) = ge(x,y).

h) La forme de volume d'un espace euclidien orienté de

dim n est la seule n-forme positive de norme 1.

PRCPOSITION P.2.3.

a) (aw,aw')

p!(w,w') si w,w'e APE
®°E APE

(1,07 11) si T,T'e @QPE

b) (o.-T,T')
" ePE ®PE

L

c) ATl si Te®PE

e < “T”@pE

d WA ! < ﬁ.&ﬂ)—' w w' i weAP 1e N9 .
) flemeot] g Frarlll o lletll o o1 wenPe, e
Preuve:
a) Supposons que XqpeeegX € E et que YqseeesY € E. On sait
P p
que a(x1A...Axp)= E signO‘xo.(,')@...@xv(p).
cer

On en déduit que



(a(x1A...Axp),a(y1A--oAY ))

=0€6p czg_spsignc'()‘- (XO.(,'),yo_,(1))...()(0_(“),)'0_,(”))

ceSp o’%@pﬂgna'o—d(X1’YU'°'-1(1))”'(xn’y0"0"1(n))

z (x Moo w w DR, 5 Foplios wwdy ) .
1
TeSp ? P*NPE

La formule se déduit directement de cette derniére
égalité.

b) Supposons que x1,...xpe-E, que y1,...,ypeaE et que
G-GGP. On a

(0—. X1®...®xp,y1®...®yp) pE= (XU.(,I),Y'l),...,()é.(n),Yn)

)Gy )

(1) (n)
(x,®. . .®xp,5’1(y1®. -®y,))

=(X 2 Y
10_1

c) Supposons que Te ®°E on a

AT = ) ——Q-—Slp'!‘o'o-.T
Geep

ATl < LlgT
” ”®pE Q’eZG p!“a_ ”®pE

AT < ||T
It € 0,
d) Supposons que we APE et que w'e A%E. On a

+
p!

o] .. \l Fll,

a(wWrw') = A(aw@ aw') donc



P. 3. Opérateur de Hodge

REMARQUE P.3.1. Dans ce paragraphe E est un
espace euclidien orienté de dim n dont la forme de volume
est notée v. On note p l'isomorphisme de N'E sur IR associé

4 la base {v}. On pose N={1,...,n}.

PROPOSITION P,3.2, L'application de APE xN'"Pg
dans IR définie par B(x,p) = p(xAp) est une dualité

biséparante.,

Preuve: Soit 819+..,8_  une base orthonormée orientée de E,
On a g(eI’PJ,N\JeN\J) =SI,J' Cela montre que B est bisé=-
parante et que (PJ,n\J en\J)(J):p est la base duale de

(eI)(I)=p pour cette dualité. ///

DEFINITION P.3.3. De la proposition précedente,
s s ; . . Py ¥ n=p
on déduit un isomorphisme i entre (AFE) et A E.
On pose * =i off . (x_:AN°E = A"7PE) est appels opérateur
p /\pE p
de Hodge de degré p.
n
On pose %= @ * (*E:AE ~> AE) est l'opérateur de Hodge
p=0
associé & E., Il résulte de ce qui précéde que PA*0(= (p,ﬁ)Ev,

pour tout @,KGI\E. On voit immédiatement gue x est le seul

opérateur vérifiant cette relation.

PROPOSITION P.3.4,.
a) Si (81,...,8n) est une base orthonormée orientée de E,

alors *ep = PI,N\I eN\I®

b) %1 = v



c) *¥%X = (_1)p(n-p)m si xeAPE

d)  (x%,%p) = (%,p) si ®,peA’E

Preuve:

a) se déduit de la proposition P.3.2,

b) On a #1 = ey donc *1=v

c) On a *¥e; = PI,N\I PN\I,I e; donc xxe; = (_1)p(n-p)el
d) On a (*K,*p)EUf=(—1)p(n—p)*NAF et(-1)p(n'p)*mﬁwa=@/»*x.

donc (*N,*F0E= (P,“)E'///

REMARQUE P.3.5. Ce qui a été fait dans le § P.2

peut 8tre transposé de manigre naturelle au cas des espaces

vectoriels complexes de dimension finie munis d'un produit

scalaire hermitien.

Le § P.3 sera adapté au cas des variétés quasi-hermitiennes

dans le § II.3,5.
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P.4. Suites exactes d'espaces d'Hilbert

DEFINITION P.4.17. Un opérateur linéaire fermé
4 domaine dense d'un espace d'Hilbert H1 dans un espace

d'Hilbert H, est une application linéaire f d'un sous

7
espace linéaire dense de H1 dans H2 dont le graphe est un
sous espace fermé de H.,xH2 . En abrégé,on dira que f est

un o.f.d.deo

DEFINITION P.4.2., Soit T un o.f.d.d. de l'espace

d'Hilbert H, dans l'espace d'Hilbert H2. On appelle adjointe

1

*
de T,et on note T ,la relation dont le graphe est l'ensemble

c N {emlam ety (TF,9) = (Fh)y Y. 11 est

clair que (T*:domT* —> H1) est une application linéaire.

PROPOSITION Pe4+e3. Si T est un o.f.d.d. de H1
dans H2 alors T¥ est un o.f.d.d. de H2 dans H1. De plus

L
ker T* = (imT) et T¥** = T,

Preuve: Notons J l'isométrie de H,le2 dans Hsz1 définie
par J(x,y) = (-y,x). Il résulte de la définition P.4.2.
L
que GT*=(J(GT)) .0n en déduit que G;4 est un sous espace
z . J— -1 -L
fermé de H,xH, et gue kerT¥* = (imT)~ . De plus G, =3 (GT*)
car GT est un sous espace fermé de H1XH2. Soit h un élément
i I ’ "
de (domT*) . Il est clair que (h,o)es(GT*) . Il en résulte
que (h,o)ei]ﬂ%) et que (o,h)etau Or cela entraine
L
1'annulation de h donc (domT*)" ={o} et domi* = Hye
L L - 1
Enfin il est évident que G; = (3 (GT*)) donc T** =T,///
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PROPOSITION Pedod, Un o.fedede T d'un espace
d'Hilbert H1 dans un espace d'Hilbert H2 est surjectif si
et seulement si il existe une constante C>o telle que
HFHHZ < CHT*f‘HH1 pour tout fe domT*. De plus, dans ce cas

imT#*=(kerT)> ot T((cam)nimT*):BHz.

Preuve:

a) Supposons que imT=H2 et montrons que
A ={F:Fe domT*,“T*f‘”H1 & 1}est borné dans H,.
Si fe A et si ge domT alors (F,TQ)HZ = (T*F,g)H1 et
I(F,Tg)Hzl é”g”H1. Cette derniére majoration montre
que A est faiblement borné car imT=H2. Le théoreme de
Mackey établit alors que A est borné,ce gqui suffit.

b) Supposons que ”F”HZ < C“T*f‘”H1 pour tout f e domT¥,
On munit domT¥* d'une structure d'espace préhilbertien
en prenant pour produit scalaire hermitien la forme
bilinéaire ( , )domT* définie par (f’,g)domT*=(T*ﬁ,T*g)H1.
I1 est clair que domT¥ est un espace vectoriel topo-
logique isomorphe a l'espace complet GT*‘ On en déduit
gue domT* est un espace d'Hilbert. Soit g un élément de
H2. La forme linéaire ( ,g)H2 restreinte a domT¥ est
continue et sa norme est majorée par CHQ“HZ. En effet,
l(f,g)Hz‘ £ C“T*FHH1 ug“Hz pour tout fedomT*,., On en
déduit qu'il existe h edomT* tel que (f’,g)H2=(T*f‘,T*h)
pour tout fe domT*. Il en résulte que g=T(T*h) et que
“T*h”H1 £ C“g“Hz' Cela montre que T((CBH1)ﬂ imT*):)BHZet
queimT:Hz. De plus, il est clair que l'application
(T*:domT* =» imT*) est un isomorphisme d'espaces
vectoriels topologiques. Mais domT* est un espace

1 L
d'Hilbert donc imT¥* est fermé et imT*:(imT*)’L =(kerT) . ///
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COROLLAIRE P.4.5. Soient T un o.f.d.d. de
l'espace d'Hilbert H,| dans l'espace d'Hilbert H2 et S un
o.f.ded. de l'espace d'Hilbert H2 dans l'espace d'Hilbert H3.

. 3 . é *
Si im TckerS et si “F”HZ =S HT F“H1+“SF“H2 pour tout N
fe domT* NdomS alors T(imT*ﬂBH1)D ker$S nBH2 et imT*=(kerT) .

Preuve: Notons T' l'application (T:domT -> kerS). Il est
clair que kerS est un sous espace d'Hilbert de H2 et que

T' est un o.f.d.d. de H1 dans kerS. De plus, l'adjoint de T°'
est la restriction & domT* NkerS de l'adjoint de T.

La proposition P.i.d. montre alors que T(imT*fTBH1):>BkerS
et que imT'*=(kerT) . Mais imT'*=T*(kerS NdomT*) donc
imT"*=imT* car (kc—er)'L =kerT*, Pour conclure il suffit de

remarquer que BkarS=BH2r\kerS.///



CHAPITRE I

VARIETES QUASI-HOLOMORPHES

I.7, Définitions, algébre extérieure

DEFINITION I.?7.7. Une variété quasi-holomorphe de
dimension n est une variété différentielle réelle de classe
Ce dont le fibré tangent est muni d'unme structure de fibré
vectoriel complexe de rang n. Une application f d'une
varieté quasi-holomorphe M dans une variété quasi-holomorphe
N est quasi-holomorphe si l'application (F*IR: TirM #-ERN)

est un morphisme de fibrés vectoriels complexes.

PROPOSITION I.7.2, Soit M une variété quasi=
holomorphe. Si (x,8) appartient a TrM, on pose Jm(x,§)=(x,i¥)
L'application (JM:RRN -»Tmm) ainsi définie est un endo-
morphisme de carré -1T e

R
Preuve:Il est évident que 32 = =1 « Soit U un ouvert de M
— M RRM

au=-dessus duquel le fibré complexe RRM est trivialisable et

(P:TpU — UxE™) une trivialisation de TaUe Si (x,¥) UxC" on a
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-1 . , g el
¢°JM'TRU°<P (x,8) = (x,i8). Ainsi ?oJM 7 y° P est une
application de classe CQD de UxC" dans UxEn. ///

PROPOSITION I,17.3. Si M est une variété diffé-
rentielle de classe Ca> et si J un endomorphisme de HRM de
carré -’IT Me Alors il existe une et une seule structure

IR
quasi-holomorphe sur M telle que JM=J.

Preuves: Notons TmM le fibreé ERNQME et JE l'endomorphisme

1=-13
: 2_ ‘ : 13
J®Mldm‘ Cn a Jm_-1TaM' Notons P l'endomorphisme > de TEM'
On vérifie immédiatement que P+P = 1, PoP= 0 et P2=P.
Soit x un point de M, ce qui précede montre que
im P @® im P = (TEM)X. Or im P = im P_ donc
dlmm(lm PX)= dlmm(lm Px) et 2 rg P = dim P. Le rang de

l'endomorphisme P est par conséquent localement constant et
son image est un sous-fibré vectoriel complexe de TmN.

En raisonnant de m&me pour P on voit que im P est un sous=
fibré vectoriel complexe de TEM' Ce qui précede montre alors
que im P @ im P = TgMe On a im I-D'nT[R
im PATM est un élément de im PN TgM. On en déduit que

M ={o} car un élément de

3 : ; . . : :
1'application (p|an.ﬂRm > (im P)D@) est un isomorphisme de

fibrés vectoriels réels. De plus, on a P o J=iP .
’ ITgh Ly

En transportant la structure de fibré vectoriel complexe de

N

im P a RRM au moyen de cet isomorphisme on obtient une

structure de variété quasi-holomorphe sur M pour laquelle
JM=J. L'unicité d'une telle structure est évidente car la
donnée de J fixe la structure de C vectoriel de (an)x'///
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DEFINITICON I.1.4.
I—i:lm
Si M est une variété quasi-holomorphe,on pose PM= 5 .

Le fibré tangent complexe de M est le fibré T_,M @ C. On le

IR
note TM.
Le fibré tanfient holomorphe de M est le fibré imPM. On 1le
note T'M.
Le fibré tangent anti-holomorphe de M est le fibré imﬁM. On
le note T"M,
On note Tm l1'involution € antilinéaire de TM définie par
T;TETM= (x,8). Le conjugué du morphisme (u: TM —TN) est le
morphisme (U : TM =TN) défini par u =l e T, @ hoke
également T 1vinvolution naturelle de (TN)*
PROPOSITION I.17.5, Si M est une variété quasi-

holomorphe, alors
a) TM = T'M ® T"M et T"M = T'M
b) Les morphismes P et P sont les projecteurs assogiés 2

cette décomposition de TM en somme directe.
c) dim M = 2 rgx(T'M)
d) Les projecteurs associés & la décomposition duale de a)

sont les M-morphismes (P%,E;).

Preuve : Cela resulte de la preuve de la proposition I.1.3.///

DEFINITION I.7.6. Soit M une variété quasi-holomorphe.
La décomposition du fibré cotangent en somme directe de

*
(T'm)* et de (T"M)¥ induit un bigraduation du fibré /\(TM) .

Pyeq Psq
On a /\(TN)*= ® /,\ (TI"I)* ot A (TP’I)* est le sous-

(pyq)eiNxIN
fibré de A(TM)* dont l'ensemble sous-jacent est

o (f x funv: se(R(Trm ), ve(A(T™m) ™) 1),
X€
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Preuve: Cela résulte de la théorie élémentaire des espaces

fibrés vectoriels.///

DEFINITION I.7.7. On note Pp q la projection de
* P,Q * . ’ —-M : =
A(TM)  sur A (TM) . Le M-morphisme AT est noté * par
abus de langage. Le conjugué d'un M=-endomorphisme f de A(TM)*

est l'endomorphisme “ ofo . , on le note f.

PROPOSITION I.7.8. Si M est une variété quasi-holo-
morphe alors,

* *
a) (Pp it A(TM) " —A(TM) ) est un endomorphisme
9

b P = I *
) (D,q eNxN Ps9 A(TM)

p p = I 3
c) Pplq°Ppt,q Spp' Sqqr IA(TM)
d) P = p 3

Pyq qsp

Preuve: Cela résulte immédiatement de ce qui précéde.///

DEFINITION I.7.9. Un champ tensoriel complexe de
type (g) est une section de classe C_, du fibré vectoriel
complexe TS(TM). On poseng(M) =I_(M,TS(TN)).

Un champ de vecteurs est un champ tensoriel de type (;).
Un champ de vecteurs de type (1,0) est une section de Co
du fibré T®M.

Un champ de vecteurs de type (0,1) est une section de C
du fibré T"M,

Une forme différentielle de type (p,g) sur M est une
section C de pﬁ?(TM)* au-dessus de M.,

Psed

On pose AP3 (m) = (m, A (Tm)7).
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A P»d (M) est donc canoniquement muni d'une structure de

Co(M)=module. On pose ,

A(M) = @ A P9 (m) et A"(M) = @ AP29(m).
(pyglezxz (p,q)eZxZ
p+g=n
On note Pp . le projecteur de A(M) sur A P?9 (M) et P, le
, :

projecteur de A(M) sur A"(M). A(M) est canoniquement muni
d'une structure de C_(M)-algébre graduée anticommutative

car il existe un isomorphisme canonique entre A(M) et
F(M,A(TM)*). De plus A(M) est canoniquement isomorphe en

tant que C-algébre & la C-algdbre '%R(M) QgL car il existe un

isomorphisme canonique entre les fibrés vectoriels complexes

N (Tighegt) et (Ag Tg M) &g C-

PROPOSITION I.1.10, Soient M et N deux variétés
quasi-holomorphes et (f:M = N) une application de classe C1.
L'application tangente de f est la complexifiée de
(far® TirM ->TmN),0n la note fy. On note (F*:A(N)-aA(M))
l'application déduite de l'application

(F*m

® idE:AIR(N) @C -)A'R(M) ® C) au moyen des isomorphismes
canoniques entre A(N) etA'R(N)(E C et entre A(M) et Am(m)®m.
Vu ce qui précéde il est évident gue (f*:A(N)-éA(M)) est un
homomorphisme de C-algebres.

La différentielle extérieure complexe de M est l'application

(d:A(M) »A(M)) obtenue en complexifiant l'application

(qR:NR(M)aJHR(N)). On en déduit que fyod = dofy.
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PROPOSITION I.1.11, Si M est une variéte quasi-
holomorphe,alors
a) (d :A(M)=> A(M)) est C-linéaire et graduée de degré +1.

b) doP_ = P_. . od.
n

n+1
c) d(aw') = wadw' + (=1)Pdwaw si weaP (M) et si wrea (M)
d) d? = o

e) ker d est une sous algébre graduée de A(M) et im d est

un idéal-bilatére gradué de ker d.

Preuve: a),b),c),d) résultent de la définition I.1.9 et des
propriétés analoques dans le cas des variétés réelles,
L'énoncé b) montre que kerd et imd sont des sous C-vectoriel
gradués de A(M).

L'énoncé c) montre immédiatement que kerd est une sous-

algébre de A(M) et que imd est un idéal bilatére de kerd .///

DEFINITION I.17.72., Soit M une variété quasi=-
holomorphe. L'algébre graduée kerd /imd est appelée
algeébre de cohomologie de de Rahm complexe de M, on la note

Hd(m,m). Il résulte immédiatement des définitions que

(Hd(m,m)) R O = Hd(m,m).

PROPOSITION 1.1.13, Si M et N sont des variétés
guasi-holomorphes, alors les conditions suivantes sont
équivalentes.

a) (f:M = N) est quasi-holomorphe
b) FeQw(M,N), JNoF* = F*<>JN

c) feC _(M,N), fu(T'M) TN

d) feC_(M,N), f(T"M)cT"N

e) feC_(M,N), p¥(AP2I(N)) € AP2T (m)
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Preuve: L'équivalence entre a),b),c),d), résulte des
définitions et de la proposition P.1.3
d) 2 e) Soient w un élément de A(p’Q)(N) et x un point de M.
. - _ * Psq *®
On a- (f (w))x “A(F*x) (wf‘(x)) et wf-(x)é(/\ (TN ))f'(x)°
Mais on a F*X(T;M)czT#(xﬂuet f*x(T;M)ch(X)N donc
* * * * *
! \ 1 L] "
(Fex) (TEN) e (Tim) - et (F ) (TR )W) <(T3M) . On en
* *
déduit aussit8t que A(fy ) (W )e;fﬂq(TN )) ainsi
X f(x) X
*
F () el 9(n).
e) 2 d) Soit x un point de M,1'énoncé e) entraine que l'on
* * * * * *
" " ] ]
a (Fe ) (TPyM) e (Tym) ™ et (F, ) (TEW) c(Tym) .
On en déduit que f (T;M) c:(Tg(X)N) , Ce qui prouve

*X
1'énoncé d).///

PROPOSITION I.7.74. Soit M,N,P trois variétés
guasi-holomorphes.

a) Si (f:Mm =->N) et (g:N -> P) sont des applications quasi-
holomorphes, alors (gof:M —> P) est une application
guasi-holomorphe.

b) Si (f:M -» N) est un difféomorphisme guasi-holomorphe

alors (F1:N -» M) est une application quasi-holomorphe.

Preuve: Cela résulte immédiatement des déFinitions.///

PROPOSITION I.17.15., Toute variété guasi-holomorphe

est orientable.

Preuve: Soit x un point de M. Le plan tangent (T[RN)x est

muni d'une structure de C-vectoriel, munissons le de l'orien-

tation naturelle. Soit U un ouvert de M au-dessus duquel
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TR

lisation complexe. L'application G&:(RRU)Xe-mn) est un iso-

M est trivialisable et soit (?:RRU-9 UxE") une trivia-

morphisme de f-vectoriels,c'est donc un isomorphisme orienté
de IR=-vectoriels.

Ceci prouve que les orientations naturelles des plans
tangents réels de M sont cohérentes, on en déduit que M

est orientable. On appelle orientation naturelle de M ,

l'orientation construite ci-dessus.///

I.2, Sous-variétés, variétés produits, variétés des orbites,

variétés con juquées

DEFINITION TI.2.1. Soient M,N deux variétés quasi-
holomorphes. N est une sous variété quasi-holomorphe de M
si N est une sous variété réelle de M et si le fibré HRN

est un sous fibré vectoriel complexe de i*(ﬁRM).

PROPOSITION I.2.2. Soit M une variété quasi-
holomorphe. Si N est une sous variété réelle de M telle que
i*(JM)(RRN)C TgN» alors il existe une et une seule structure
de variété quasi-holomorphe sur N pour laquelle N est une

sous variété quasi-holomorphe de M.

Preuve: Le fibré vectoriel réel HRN est un sous fibré
vectoriel réel de i*(an) car (i:N - M) est une immersion.
L'endomorphisme i*(Jm) de i*(ﬁRN) induit un endomorphisme
J sur HRN. Il est évident qus 32=-1'RN. Munissons N de la
structure quasi-holomorphe associéé a J, L'injection

canonique de TN dans i*(ﬁRM) devient C-linéaire, par

conséguent TN est sous-fibré complexe de i*(ﬁRN).



- 271 -

On en déduit que N est une sous variété quasi-holomorphe
de M. Si N est muni d'une structure de variété quasi-holo-
morphe pour laquelle N est une sous variété holomorphe de
M alors la définition I.2.7 montre que JN=J et la structure

quasi-holomorphe de N coincide avec celle définie ci-dessus.///

PROPOSITION 1.2.3. Soient M,N deux variétés
quasi-holomorphes et P une sous variété quasi-holomorphe
de N.

a) Si (j:M - N) est une immersion quasi-holomorphe
relativement ouverte, alors j(M) est une sous variété
quasi=holomorphe de N.

b) Si (j:M - N) est une application gquasi-holomorphe telle
que Jx, (TM)+ T (P = T ()N pour tout xe i~ (P) alors
j-1(P) est une sous variété quasi-holomorphe de M et
Tx(j‘1(P)) - j;l(Tj(x)P) pour tout xe j~ (P). De plus

(codimmf_1(P))x = (codimN(P))j(x) pour tout xeij—1(P).

Preuve: La proposition se déduit immédiatement de son

analogue dans le cas réel en utilisant la proposition I1.2.2.///

COROLLAIRE I.2,.4.

a) Si (j:M = N) est une submersion guasi-holomorphe d'une
variété quasi-holomorphe M dans une variété quasi-
holomorphe N alors 1l'image inverse par j d'une sous
variété quasi-holomorphe de N est une sous variété
quasi-holomorphe de M.,

b) Soit M une variété quasi-holomorphe. Si P,Q sont deux

sous variétés quasi-holomorphes de M telle que



TXP+TXQ = TxM pour tout xe€eP NQ alors PNQ est une sous
variété quasi-holomorphe de M et

dime = dime+dime-dimerﬁQ en tout point x de PNnAQ.

Preuve:

a) se déduit de la proposition 1.2.3b car j*x(TxM)sz(x)N
pour tout xe M.

b) Notons (i:P => M) 1'immersion quasi-holomorphe canonique
de P dans M.
L'hypoth&se nous assure que i*x(TxP)+TxQ = T,M pour tout
xasi-1(ﬂ). La proposition 1.2.3b montre alcrs que i-1(Q)
est une sous variété quasi-holomorphe de P de codimension
(codime)x.
La proposition I.2,.,3a montre alors que 1—1(Q) est une
sous varieété quasi-holomorphe de M. De plus, on a
dim P-dim i”'(Q) = dim M-dim Q@ si xei” (Q). On en déduit
immédiatement que PNQ est une sous variété quasi-
holomorphe de M et que dime=dime+dime-dimx(PﬂQ) si

xePnQ.///

DEFINITION I.2.5. Soient M,N deux variétés quasi=-
holomorphes. On fait de M xN une variété quasi-holomorphe
en munissant son fibré tangent de la structure de fibré
vectoriel complexe déduite de celle de p;(nRN) @ p;(ﬂRN).
La variété quasi-holomorphe ainsi construite s'appelle la

variété produit de M et de N. On la note également NxN.
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PROPOSITION I.2.6. Soient M,N,P trois variétés
quasi=holomorphes.

a) (pm:MxN = M) et (pN:NxN-+ N) sont deux submersions quasi=-
holomorphes.,.

b) une application (f:P —=> MxN) est quasi-holomorphe si et
seulement si les applications (pmo fsP=>M) et
(PN of:P =>N) le sont.

c) Si 1'on note O (resp.qN) le morphisme de T(MxN) dans
p;(TM) ,(respectivement px(TN)) qui factorise le
morphisme ((pm)*:T(MxN) —>'ﬂW),(resp.((pN)*:T(MxN)-4>TN))
alors l'application ((qm,qN):T(MxN)-A>p;(TM)ep§(TN)) est

un isomorphisme de fibrés vectoriels complexes.

Preuve:
a),b) sont des conséquences immédiates de la définition I.2.5

c) se déduit de son analogue réel en complexifiant.///

DEFINITION I.2.7. Un groupe G opére quasi holomor-
phigquement & droite sur une variété quasi-holomorphe M si G
opére a droite sur l'ensemble M et si l'application
( »+ gtM —=>N) est gquasi=holomorphe pour tout geG.

La relation d'équivalence associée & l'opération de G sur M
a pour graphe l'ensemble R={(x,y):xeN,yeM,E\g(geG,xg-_-y)}_
La classe d'équivalence d'un élément de M pour R se note

x.G et s'appelle l'orbite de x dans M, L'ensemble quotient

de M par R se note M/G.
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PROPOSITION I.2.8. Si G opére quasi-holomor-
phiquement sur M et si le graphe de la relation d'équivalence
associée & cette opération est une sous variété quasi-
holomorphe fermée de MxM alors il existe une et une seule
structure de variété quasi-holomorphe sur l'ensemble M/G
pour laquelle la projection canonique est une submersion

quasi-holomorphe.

Preuve: L'unicité de la structure est évidente, montrons
son existence. On sait déja que M/G admet une structure
de variété différentielle réelle et que x°+G est une sous
variété réelle de M.

L'application (J}:M — MxM) définie par G&(y):(x,y) est
quasi-holomorphe et (Gx)*x(TxM)+T(x,x)R = T(x,x)(l"lxl"l).

En effet, si on identifie canoniquement T(x x)(MxN) & T MxT M
9

on voit que (6})*x (TXM) ={o}xTxT alors que T(x,x)R:DT(x,x)A°
On en déduit que Tx(x G) = (G;)*X(T(x,x)R) ce qui montre que

(JM)X(TX(X ) ) Tx(x G). Si yexG on a yG = xG et par
conséquent (Jm)y(Ty(xG))c;Ty(xG). Cette derniére inclusion
montre que xG est une sous variété quasi-holomorphe de M.
On sait que le plan tangent & xG en x est le noyau de
l'application (p*x:Txl"l —>Tp(x)(m/c)) donc il existe un |R=-
isomorphisme canonique h, de (TXM/Tx(xG)) dans Tp(x)(N/G).
Si x,y sont des points de M tels que p(x)=p(y) alors il
existe ge G tel que xg=y.

On a p, =p, o(.g)*x,par conséquent H;:;hx est une application
C-lindaire de TXM/Tx(xG) dans Tyl"l/Ty(yG).

On en déduit que 1l'image directe de la structure de

C-vectoriel de TXM/TX(xG) ne dépend que de p(x), munissons

Tp(x)(M/G) de cette structure. La multiplication par i dans
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Ty(M/G) défini un endomorphisme IR-1linéaire Jy de carré -1,
Pour conclure, il suffit de montrer que l'application
(3:7(M/G) ~» T(M/G)) définie par ces endomorphismes est

de classe C,. Soit y un point de M/G et x un point de M
tel que p(x)=y. Comme p est une submersion en x, il existe
une carte locale réelle (U,¥) en x et une carte locale
réelle (V,¥) en y telles que p(u)cV,9(x)=0, ¥(y)=0,

Yopo ?J(x1,...,x2n) = (x1,...,x2m) lorsque (xq,...,xzn)e?1U).
Si on calcule la forme locale de J relativement a (V,¥)

on voit que Jg(x1,...,x2m) = (Jm)g(x1,...,xzm,o,.,.,o) si
i,j sont compris entre 1 et 2n, ce qui montre que

(3:T7(M/G) = T(M/G) est un endomorphisme de classe C,.///

DEFINITION I.2.,9. La variété conjuguée d'une
variéteé quasi-holomorphe M est la variété quasi-holomorphe
associée a la variété différentielle réelle M et & l'endo-

morphisme (—JM:BRM - ERM). On la note M.

DEFINITION I.2.70. Soient M,N deux variétés quasi-
holomorphes. On note ®@(M,N) l'ensemble des applications
guasi-holomorphes de M dans N. On note O(M) l'ensemble
@®(M,C) muni de sa structure naturelle de C-algdbre.

Le préfaisceau (DM est défini en associant a tout ouvert V
de M la C-algdbre O(U) et en prenant pour opérateurs de
restriction, les applications de restriction hahituelles.

I1 est clair que @M est un faisceau de f-algebres de base M,
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I.3. Variétés guasi-holomorphes intégrables

PROPOSITION I.3.1.So0it M une variété quasi-holomorphe.
L*application N de fr;(m)xfT;(N) dans fT;(m) définie par
N(X,Y) = [3X,3Y) =[X,Y)- 3[X,3¥) - 3[3X,Y] est alternée et

bilinéaire pour la structure de C_(M) module de Sg(m).

Preuve: Si XeT;(m), Ye:}';(l"l), feC_(M) alors

N(FX,Y) = [f 3x,3Y] -[fx,¥] - 3[fx,3V} - 3[fF 3x,Y]
N(FX,Y) = £ [3X,3Y] = Lyyf IX - FIX,Y]+ Lyf.X = FI[X,aY] +
LyyfIX = FI[IX,V] - Lyf X

f N(X,Y)

Pour conclure,il suffit de remarquer que N(X,Y)==N(Y,X).///

DEFINITION I, 3.2, La torsion d'une variété
quasi-holomorphe est le champ tensoriel de type (;) défini
par l'application N étudiée dans la proposition précédente,

on la note encore N par abus de langage.

PROPOSITION I1.3.3. Soient M une variété quasi-
holomorphe de dimension n, z un point de M et x un systéme
de coordonnées locales en z. Les eomposantes locales de N
relativement a x sont données par la formule
N =§(J“D d_oahp gil g 3

Jjk h=1 J XH k k Xh J h xj k h X o J

Preuve: Il suffit de calculer la Kéme composante de

s0, ) . En remarquant que

i 7]

n . , .
([X,{])k = > (x! D, T D, x%) on obtient successivement
i=1 i i



= P =

i i i i
NSk = [Jij,Jka] - (J[axj,:mxk]) - (J[JDXJ,DXK])
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DEFINITION I.3.4.,. Une variété quasi-holomorphe

est intégrable lorsque sa torsion est nulle,

PROPOSITION 1.3.5.. Si M est une variété quasi=-
holomorphe alors les conditions suivantes sont équivalentes.,
a) M est intégrable,

b) Si X,Y sont des champs de vecteurs de type (1,0) alors
X,Y] est un champ de vecteurs de type (1,0),

c) Si X,Y sont des champs de vecteurs de type (0,1) alors
B,{] est un champ de vecteurs de type (0,1),

1,0 2,0 1,1

d) dA CA + A .

e) dAa Ps9 cp Poa*1 5 P+lha } P,gqelxZ

Preuve:
a) < b) si X,Y sont des champs de vecteurs de type (1,0)
alors on a N(X,Y)=13x,3Y] - [x,¥} - 3[x,3v] - 3[3x,Y]
N(X,Y)= =2[X,Y] - 2i 3[X,Y]
N(X,Y)= 2i(i[x,Y]- 3[x,Y]))
L'éguivalence de a) et de b) s'en déduit
immédiatement.
b) &> c) L'énoncé c) se déduit de b) par conjugaison et
réciproquement.
c)<>d) Une 2-forme wW appartient a A(2’0)+A(1’1) si et
seulement si on a<w,XAY> = 0 pour tous les champs

de vecteurs X,Y de type (0,1).



d) =e)

e) =d)

- O

Si west une 1=-forme de type (1,0) et si X,Y sont
des champs de vecteurs de type (0,7) on a

<dw, XAY > = Ly o(Y) = L W(X) = w([x,Y])

<dw, XAY> = -w((X,Y1]),
L'équivalence de c) et de d) résulte immédiatement
des deux remarques précédentes.
Comme d est un opérateur local on peut supposer que
T'M est trivialisable. Dans ce cas il existe un
repére global {91,...,en} de T'M., Soit I une partie
de cardinal p de {1,...,n} . Une récurrence immédiate
sur p montre que d(eI)e:A(p+1’U) i A(p’1). Une forme
quelconque w de type (p,q) admet une décomposition

de la forme 2. W eI/\EJ ol w; 5€&C (m).
9 (o o]

(1,7) 129
On en déduit que dw-= = doJI J/\eIAEJ +
(1,3) ’
> wp 5(deD)AT + 3 (-1)Pw; 5 ela(dd?).
(1,3) I,3) ’

Pour conclure,il suffit de remarquer que chacun des
termes de la somme figurant dans le second membre de
1'égalité ci-dessus appartient 2a aP+1,9 Ap,q+1.

C'est évident.///

DEFINITION 1.3.6.. Soit M une variété quasi-

holomorphe intégrable. On définit 1l'application

tA(M A(M ia + le 9= P doP_ .
(0:A(M) > A(M)) par la formule (ﬁ;% — Pprig odoP o

On vérifie immédiatement que © est un opérateur différentiel

linéaire du fibré ATM dans le fibré ATM.
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PROPOSITION I.3.7.. Si M est une variété quasi-

holomorphe intégrable on a

a) J =

= P doP
(p,q)ezxz Pra+! °

Psq

b) 9+ & = d
¢) 8%=0, 5%-0,35=-30

d) whw') = St +(=1)PTT wadw  si wehP?I(M),wenP 29" (M),

Preuve:

a) On a 9=(p§q eZXZPp+1,q ocioPp,q par conséquent
d = P doP
2 <§§%;;;§z g,p+1 °° T g,p

b) On a I+ & = P +P dop e 1a
) (DT%‘Z( D,q+1 p+1’q) o o il

proposition I.3,5 montre gue

P + P doP = doP don

o, a4 p+1,0° 9 °Pp q °"p,g °°0°

0+ 8 = do p . On en déduit que @+3=d.
(p,q)eZxz P21

2. or d%=0 donc 32+(85+'5a)+ 572 0.

c) On a d? =08%437 + 50+ 3
Si w est une forme de type (p,q), alors 9% sst du type
(p+2,q), (33+99)(w) est de type (p+1,q+1) et 3% est de
type (p,g+2), par conséquent on a

3%w = 0, 5%w=0, (057 + 53)(w) = O.
d) 5i weAP?I(M) et si w'eAP *3' (M), alors waw'eAPTP'»3%3" (p),

Par conséquent on a 50»Aui)=Pp 141 (daw ),

+p',q+g

Mais on a dwAw') = dwaw'+(=1)PT9 yadw',

donc Jwrw') = Bwaw' + (-1)P"T wASw'. ///
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DEFINITION I.3.8. Soit M une variété quasi-
holomorphe intégrable. Le C-vectoriel de cohomologie de
Dolbeault d'indice (p,g) de M se note Hg'q(m) et est défini

s — a . N
par Hg (M) = ker 8lAp,q(m)/ lma[Ap’q_1(M). On pose

aP(n) =fw:wenP (M), dw= 0} et QM) = 26“7?(!\1).

Il est clair que £2(M) est canoniquement ﬁuni d'une struc-
ture de I-vectoriel gradué et que l'application

(d:0(n) =>Q(M)) est un homomorphisme gradué de degré 1
et de carré nul. On note H(M,hol) le C-vectoriel gradué
[ker (3: (M) > (m)]/[im(d: QM) — Q(n).

Un d-cycle est un élément de ker(d: (M) => a(m)).

Un d -bord est un élément de im(d: (M) —> Q(M))

Deux éléments de (M) sont O -homologues s'ils ont m8me

image dans H(M,hol).

PROPOSITION 1.3.9. Une sous variété holomorphe P

d'une variéte quasi-holomorphe intégrable M est intégrable.

Preuve: Soient Xg un point de P et (U,x) une carte locale

de M en x_ telle que x(U)=R", x(UﬂP):lRmx{o}, X(x0)=0.

51 (J?)j_1 sont les composantes locales de JM relati-
- ,...,
k=1,.00yn K

vement a (U,x), alors (JjIUnP)j=1,...,m sont les composantes

k=1 ’ ® o o ,m k
5 N N =
locales de Jp relativement a (U p’XIUDP)' De plus, Jj(UnP 0

si j=1y¢eeym, si k=m+1,...,n. La proposition I1.3.3 montre

que la torsion de P est nulle en x_. ///

PROPOSITION I.3.170. Le produit de deux variétés
quasi=holomorphes intégrables est une variété quasi-

holomorphe intégrable.

Preuve: Cela découle immédiatement de la proposition 1.3.3.///
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PROPOSITION I.3.71. Si le groupe G opére quasi-
holomorphiquement sur la variété guasi-holomorphe intégrable
M et si la variété des orbites existe alors M/G est une

variété quasi-holomorphe intégrable.

Preuve: Soit x un point de M, Il existe une carte locale
réelle (U,P) de M en x et une carte locale réelle (V,¥) de
M/G en p(x) telles que
-1

P(x) = 0, ¢(p(x)) = O,‘Pofo‘?(x1,...,x2n) = (x1,...,x2m)
si (x1,...,x2n)€ Y(U). La forme locale de JM/G relativement
a (V,¥) est telle que

J _ j A
(JM/G)i(X1’°"’X2m) = (Jm)i(x1,-~'9X2m9Y1’°°9y2n_2m) S1 1,
sont compris entre 1 et 2m et si
(x1,...,x2m,y1,...,yzn_zm)e ®(U). Pour montrer que la
torsion de M/G est nulle il suffit alors d'utiliser la

proposition 1.3.3. ///

PROPOSITION I.3.12, Toute variété quasi-holomorphe

de dimension 1 est intégrable.

Preuve: Soit e un repéere complexe de TRM au-dessus de U,
[Je,33e] - [e,3e] - 3[3e,3e] - 3e,33¢]
-(Je,e] + [39,9]

=0

I

On a N(e,Je)

or N(e,e) = 0 et N(Je,Je) = 0 donc N = 0.///
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I.4, Variétés holomorphes

DEFINITION I.4.1. Le fibré tangent & la variété
différentielle |R2 est canoniquement isomorphe 2 leXEDR}’
par conséquent il existe une structure quasi-holomorphe
naturelle sur IRZ. On note € la variété quasi-holomorphe
obtenue en munissant !R2 de sa structure quasi-holomorphe
naturelle. On identifiera le fibré tangent de € & CxC au
moyen de l'isomorphisme canonique. Il résulte de cette

définition que la variété quasi-holomorphe @ est intégrable.

PROPOSITION I1.4.2. Soit U un ouvert de C". Le
fibré tangent a U est canoniquement trivialisable en tant

gue fibré vectoriel complexe.

Preuve: Il suffit de remarquer que l'application

(3)))

(f:TU = UxE™) définie par ?(x,?):(x,(p1*x(§),..,pn*x

est une trivialisation complexe de TEn.///

PROPOSITION I.4.3. Soient U un ouvert de C" et
V un ouvert de C". Une application (f:U-—> V) est quasi-

holomorphe si et seulement si elle est holomorphe.

Preuve: Si l'application (f:U — V) est quasi-holomorphe
alors l'application (f*x:m”-aym”) est C-lindaire pour tout
xeU. On en déduit que f est C-dérivable et par conséquent
que f est holomorphe. Réciproguement si (f:U V) est
holomorphe alors (f:U —> V) est de classe C et (F*X:En-9 t™)
est C-linéaire pour tout xe U ce qui montre que (f:U ->V)

est quasi-holomorphe.///
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DEFINITION I.4.4., Une variété holomorphe est une
variété quasi-holomorphe M dont tous les points admettent
un voisinage quasi-holomorphiquement difféomorphe & un
ouvert de C". Un couple (U,z) est une carte locale
holomorphe en un point z, de M si U est un ouvert
contenant Z, si z(U) est un ouvert de C" et si
(z:U=>2z(U)) est un difféomorphisme quasi-holomorphe.
Lorsque (U,z) est une carte locale de M en z , on note
zj l'application pjoz de U dans (O,

X5 ltapplication ﬁpjoz de U dans R,

Y l'application 3pjoz de U dans IR,

On vérifie immédiatement que dzj=P§(dxj) et gue d;j=3§(dxj).

Ainsi (dz1,...,dzn) est un repdre de T'M au-dessus de U et
(d;1,...,d;m) est un repére de T"M au-dessus de U,

Une surface de Riemann est une variété holomorphe de

dimension 1, Quand on travaille avec des variétés

holomorphes, on supprime le préfixe "quasi" dans la

terminologie adoptée précédemment.

DEFINITION I.4.5 Un atlas holomorphe sur un
espace topologique séparé M est une famille (fﬁ:Uj->lﬂj)je£I
d'homéomorphismes telle que:
a) (Uj)jeI est recouvrement ouvert de M,
b) Nj est une variété holomorphe pour tout jel
. ; =1
1] °
c) L'application (?ko‘fj.%ﬁ(ukn Uj) —>Yk(Uk(\UJ)) est

holomorphe pour tout j,kel.
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PROPOSITION I.4.6. Si (wﬁ:uj i Mj) est un

jel
atlas holomorphe sur l'espace topologiquement séparé M,
alors il existe une et une seule structure de variété

holomorphe sur M pour laguelle les applications

(43:Uj - Nj) sont des difféomorphismes holomorphes.
Preuve: L'unicité d'une structure répondant aux conditions
de 1l'énoncé est triviale, montrons son existence.

On sait qu'il existe une et une seule structure de variété
différentielle sur M pour laguelle les applications

(4}:U. - Mj) sont des difféomorphismes.

J

Pour tout jelI notons Jj l'endomorphisme de TUj, image

réciproque par 43* de l'endomorphisme JM de TNj.
J
On sait que JJIUj”Uk= Jk'anUk car l'atlas (43:Uj = ijjel

vérifie la condition ¢) de la définition I.4.5.

On en déduit qu'il existe un endomorphisme (J:TM — TM)
tel gque J|Uj = Jj pour tout jel.

Munissons M de la structure quasi-holomorphe associée a J.
Les applications (?j:Uj —> Mj) sont des difféomorphismes
quasi-holomorphes et par conségquent les ouverts Uj sont

des variétés holomorphes. On en déduit que M répond aux

conditions demandées. ///

PROPOSITION I.4.7. Si M et N sont deux variétés
holomorphes et si (f:M =» N) est une application holomorphe

de rang constant r. au voisinage du point z, de M, alors
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il existe une carte locale holomorphe (U,¥) de M en z, et
une carte locale holomorphe (V,¥) de N en F(zo) telles que
?(zo)=0,‘y(f(zo))=0, f(U)cV et que

Yof o P (z45e0es2z,) = (2 g0n v 2 oy s omgll) BT Ty pumpz g et}

Preuve: Le raisonnement est essentiellement identique 2a
celui utilisé pour prouver le théoréme du rang constant

réel, aussi nous ne le répéterons pas.///

PROPOSITION I.4.8. Une sous variété quasi-

holomorphe N d'une variété holomorphe M est holomorphe.

Preuves 11 suffit de prouver qu'un point guelcongue z, de N
admet un voisinage qguasi-holomorphiquement difféomorphe

3 un ouvert de C".

Soit (U,z) une carte locale holomorphe de M en Zge.
L'application (qUnN:UHN—+-Em) est une immersion quasi-
holomorphe. Par conséquent (ziunN)*zo((RR(UnN))z ) est

o
un sous C-vectoriel V de C"de dimension dimz N Soit

o
(p:t" = V) une projection C-linéaire de C" sur V.
L'application (poztunN:UﬂN—a~V) est holomorphe et étale

en z . On en déduit immédiatement qu'il existe une carte

locale holomorphe de N en z s ce qui suffit.///

PROPOSITION I.4.9., Le produit de deux variétés

holomorphes est une variété holomorphe.

Preuve: Soient M et N deux variétés holomorphes. Si (U,Y)
est une carte locale holomorphe en un point z de M et si
(V,¥) est une carte locale holomorphe en un point z' de N
alors il est évident que (UxV,Px¥) est une carte locale
holomorphe de MxN en (z,z'). On en déduit directement que

la variété MxN est holomorphe. ///



o

PROPOSITION I.4.10., Soient M et N deux variétés
holomorphes. Si f et g sont deux éléments de O(M,N),

alors {x:xe M,F(x)=g(x)} est fermé.

Preuve: Posons A = {x:xe M, f(x)=g(x)} . Soit z un point

de A. Il existe un voisinage coordonné (V,Y) de z dans M

et un voisinage coordonné (U,¥P) de f(z) dans N, tels que
F(V)c U, g(v)c1u. On sait que ANV - fxixe U,F‘V(x)=?w(x)}.
Ainsi ANV = q’{x:xe‘?(U),“PoF|v 0 ;’(x) = ‘Po 9|y © ?’(x)} .
On en déduit que (A I’)V)0 est fermé dans V. Cela montre

gque A°NV est fermé dans V car AN U = (AF7V)D . Il en

[+]
résulte que A est fermé dans A. Pour conclure il suffit

de remarquer que A est fermé dans M.

PROPOSITION I.4.11., Soient M une variété holomorphe
connexe et f une fonction holomorphe sur M. Si la fonction

| fl admet un maximum local alors f est une fonction constante.

Preuve: Cela résulte du théoréme du maximum du module

classique et de la proposition précédente.

PROPOSITION 1.4.72. Si M est une variété holomorphe

connexe, alors l'anneau (@O(M) est integre.

Preuve: C'est une conséquence directe de la proposition

LedelOs

DEFINITION I.4.13. Un groupe de Lie complexe est
un groupe algeébrique muni d'une structure de varidtéd
folomorphe pour laguelle l'application (m: GxG — G) définie

par m(x,y) = ><.y"’l est holomorphe.
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Is584 Fibrés vectoriels quasi-holomorphes

DEFINITION I.5.17. Un fibré vectoriel quasi-holo=-

morphe est un fibré vectoriel complexe dont l'espace total E
et la base M sont munis chacun d'une structure de variété
quasi-holomorphe de sorte que pour tout point x de M, il
existe un ouvert U de M contenant x et une trivialisation ¢
de E au-dessus de U pour laquelle l'application (?:E]Ua-Uxmm)
est guasi-holomorphe.

Il résulte de la définition précédente que la projection
(pE:E + M) est quasi-holomorphe.

Pour tout ouvert U de M, on munit E‘U de la structure
de fibré vectoriel guasi-holomorphe déduite des structures
quasi-holomorphescanoniques de 51(U) et de U.

Une section quasi-holomorphe de E au-dessus de M est
une section &6 de E au-dessus de M pour laquelle l'appli=-
cation (0:M - E) est quasi-holomorphe . Un repére quasi-
holomorphe de E au-dessus de U est un repére de E au-dessus
de U composé de sections gquasi-holomorphes. On note £L(M,E)
l'ensemble des sections quasi-holomorphes de E au=-dessus
de M. Q(M,E) est canoniquement muni d'une structure de
©(M)-module. Le préfaisceau £1E est défini en associant
4 tout ouvert U de M le ®(U)-module ﬁl(U,E‘U) et en
prenant pour opérateurs de restrictions les applications
habituelles. On vérifie immédiatement queﬂE est un
© m-module.

Un morphisme du fibré vectoriel quasi-holomorphe E
de base M dans le fibré vectoriel quasi-holomorphe F de

base N est un morphisme (f,g) du fibré vectoriel complexe E
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dans le fibré vectoriel complexe F pour lequel les appli-
cations (f:M - N) et (g:E = F) sont quasi-holomorphes.

Un fibré vectoriel quasi-holomorphe est trivial s'il
est du type MxC™ ol M est une variété guasi-holomorphe,

Un fibre vectoriel quasi-holomorphe est intégrable
si sa base est une variété gquasi-holomorphe intégrable.
On constate alors que l'espace total est une variété gquasi-

holomorphe intégrable,

DEFINITIGN I.5.2. Soit E un fibré vectoriel
complexe dont la base est quasi-holomorphe. On note Ap’q(M,E)
le CeM)-module T(M,E®, A T*M). On note A(M,E) le
Co(M)=module F(M,Eeh AT*M). A(M,E) est canecniquement
muni d'une structure de A(M)-module & droite.

Il est clair que A(M,E)= @ AP29(m,E).
(p,g)leNxin

DEFINITION I1.5.3. Soit E un fibré vectoriel
complexe dont la base est une variété quasi-holomorphe.

*
Une 9-connexion sur E est un o.d.l. D de E dans E@(T"M)

tel que D(0.f) = D(0)f + 0@ 3f pour tout 6er(M,E),feC, (M).

PROPOSITION I1.5.4.
a) La restriction d'une d=-connexion sur E & un ouvert U
de M est une oO-connexion sur E\U’
b) Une d-connexion sur E est un o.d.l. d'ordre €1,
Preuve:
a) Soit U un ouvert de M, Gun élément de r(u,ElU) et f

un élément de C_(U). Fixons un point x dans U et
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choisissons une fonction XeD(U) valant 1 au voisinage

de x. On sait que D‘U(GTﬁ(x) = D(x 6xf)(x). Mais
puisque D est une 5-connexion, on a

Dyy(o f)(x) = D®O)(x) f(x) + O(x) ® Ty ,f(x)

On en déduit que

DlU(G'f)(x) = DlU(U)(x) f(x) + 0(x) ® 5‘Uf(x).

Comme x est un point arbitraire de U on a,en fait, prouvé
que D‘U(O"f") e D\U(O‘) f +0® 5‘Uf‘. Il en résulte

immédiatement que D‘U est une J-connexion sur ElU‘

Vu a), on peut supposer que E est trivialisable.
Soient(e1,...en)un repére de £ au-dessus de M et o une
section de E. Il existe des fonctions GJ,...,Gn de claase

n .
Coo telles gue G:Zei o'. On en déduit que
i=1

n . n .
DO’=E Dei ot 4 E 8 @ acrl et la thése est alors
i=1 i=1

évidente.///

PROPOSITION I.5.5., Soient E un fibré vectoriel

dont la base est ume variété gquasi-holomorphe intégrable,

et D une ©O=connexion sur E. I1 existe ume et une seule

application additive D' de A(M,E) dans A(M,E) prolongsant

D et telle que D'(wAw') = D'whrw' + (=1)PTIWATw' pour

tout weAP?9(m,E) w'eaP 29" (n).

Preuve:?

a)

Supposons d'abord que les fibrés wectoriels E et TM
sont trivialisables. Notons SSl'application de
T (M,E) x A(M) dans A(M,E) définie par

B(o,w) = DO AW+ T A .
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B est biadditive et B(0 f,w) = B(0, fw) pour tout
oel(m,E),weA(m), feC_(M). Par conséquent, il existe
une application additive D de r(m,E) @ (M)A(N) dans
(o =)
A(M,E) telle que D!o® =2, Notons D' l'application de
A(M,E) dans A(M,E) déduite de D, au moyen de l'isomor-
phisme canonique entre A(M,E) et F(M,Ekxc (H)A(M)'
~ <
11 est clair que D'(0CAW=DTAW+TA2W pour tout
CeA®'9(M,E) et pour tout weA(M). Soit «' un élément
] ]
de AP?9(M,E) et cw un élément de AP 29 (m).
On sait gqu'il existe des sections 0 seeesdy de E
au-dessus de M et des éléments wj,...,w! de AP29(m)

n
tels que w'=2_ G&AQ%. On en déduit que
i=1

n n -
D' (WAW) = E(D'ﬁ)A@iAw + E—O‘ifxa(wi’\w)
o p+g_n =
P+Q A
D' (WNAW) = D' AW+ (=1) w-/\aw,

Ainsi D' répond aux conditions demandées. Toute autre
application vérifiant les conditions de 1l'énoncé
coincide avec D sur enveloppe additive de

{TAw:ger(m,E),weA(Mm)} c'est a dire sur A(M,E).

Une application qui vérifie les conditions de 1'énoncé
relativement a D et E est évidemment locale et sa
restriction a un ouvert U de M vérifie les conditions
de 1'énoncé relativement a D‘U’ E(U' Ainsi la propo-

sition générale se déduit immédiatement de (a).///
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PROPOSITION I.5.6, Si E est un fibré vectoriel

guasi-holomorphe, alors il existe une et une seule

—

d-connexion D telle que D,U(G) = 0 lorsque GEQ(U,E\U).

Preuve:

a)

Supposons d'abord que E est guasi-holomorphigquement
trivialisable., Soit ‘Y une trivialisation quasi-holo-
morphe de E au-dessus de M et (eq,...,en) le repdre de
E qui lui est associé. Pour toute section ¢ de E
au-dessus de M, on note cJ"l,...,crn les composantes de o
relativement au repédre (81,...,8n).

n — .
i )
Posons DO = E ei®30' . I1 est clair que D est une

d —connexion répondant a la condition de l'énoncé.
De plus, si D' est une telle ©O-connexion, on sait que
D'¢ = Eg;D'(eiGl) pour tout 6eQ(M,E). On en déduit que
n .
A -1 g
D'T = Eei@,acr = DO pour toutoce(M,E), ce qui

achéve de prouver la proposition dans le cas envisagé,

On prouve la proposition, dans le cas général, en
utilisant a) et en remarquant que la restriction 2 un
ouvert U de M d'une é-connexion vérifiant 1la
condition de l'énoncé relativement & E est une

8 -connexion vérifiant la condition de L'énoncé
relativement a EIU'///

DEFINITION I1.5.7. La O-connexion D dont il

—

est question dans la proposition précédente se note QE’

on omet 1l'indice E lorsque cela n'engendre pas de confusion,
g
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DEFINITION I.5.8. Soit E un fibré vectoriel
complexe sur la variété quasi-holomorphe M. Notons m
l'unigque morphisme de (E®m/\TM) ;8 (E*®m/\TM) dans ATM
tel que m((x@wW) @ (x*@w')) = <x,x*>WAW' pour tout
xe T(M,E), x*e T (M,E*), weA(M), w'e A(M). On note A

l'application mo® de A(M,E) x A(M,E¥*) dans A(M).

PROPOSITION I.5.9. Soit E un fibré vectoriel
quasi-holomorphe intégrable de base M.Si (oeAp’q(M,E)
et si ' eAP'2 3" (M,E%) alors conw' € APTP 29%3 () ot
d (WAw') = 5Ewnd+(-1)p+qw/\5£*w'-
Preuve: Il suffit de prouver la formule dans le cas ou
W=6AX,w'=6"'AB ,6€M(MN,E), 6'e N(M,E*¥), xeAP?9(m),
B e Ap"q'(M). Dans ce cas, on a wAw' =6 ,6"DAxAR donc

] ]
waw'e APYP 29%37 (v) . De plus,

0 (WAwW') = (9< 6 ,6'D)AXAR +<6 ,6'HDA & (X AB). On en déduit
8 (wA@') = B6AE'AXAB +GAI & 'AXAP+EATX) A (677 p ).

+ (-1)PT e ax)A(6>Adp) ainsi
3 (@aw') = ((3;6A%)+(EAIR)) A (& 'A p)

+(=NPHEAX ) A Q46" AR) +('ATp))
I1 en résulte gue

(o Aw') = 5Ew/\w' + (-1)p+qu5E*w'.///

DEFINITION I.5.170, Si E est un fibré vectoriel

guasi-holomorphe,intégrable de base M, alors on pose

HP»9(M,E) = ker §E,Q/ imég’q_1.
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I.6 Exemples

LE GROUPE DE LIE COMPLEXE GL(n,C) I.6.1

DEFINITION I.6.7.7 Le groupe de Lie complexe
G L(n,C) est le groupe des endomorphismes C-linéaires de c"
muni de la structure de variété holomorphe déduite de sa

structure de C-vectoriel.

LA GRASSMANNIENNE COMPLEXE G_ p(m) I o6y
?
DEFINITION TI.6.2.7. 0On note G_ p(m) l'ensemble
b
des sous [-vectoriels de dimension p de ¢, L'application
de GL(n,C) x G (¢) dans G () définie par A.V = A(V)
nyp Nyp
est une opération algébrique transitive de GL(n,Q) sur
G, p(lI). Le stabilisateur S de RPx{o} dans GL(n,L) est le
?

sous groupe algébrique de GL(n,C) formé des matrices du

A B

type ot AeGL(p,C), CeGL(n-p,C), Bel (z).
g r psn=p

On en déduit que S est un sous groupe de Lie complexe de

GL(n,C). Par conséquent, il existe sur G, p([I) une et une

?
seule structure de variété holomorphe telle que le groupe
de Lie GL(n,C) op&re holomorphiquement dans G, p((I).

9

La variété holomorphe G, p(&) est l'ensemble G_ p(ﬁ) muni
9

9

de cette structure.On a G_ p(m) =~ GL(n,C)/S.
H

CONSTRUCTION DE L'ATLAS CANONIQUE TI.6.2.2. Notons

R 1'équivalence associée & l'opération de S sur GL(n,L).
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5i I est une partie de N={1,...,n} de cardinal on note
P,

(pI:Nn p(m) —9in p(ﬂl)) l'application définie par
9 9

ke flyeea,p}

Posops U ={A:AeGL(n,T), pI(A<ip>)éGL(p,ﬂl)}

V; est un ouvert de GL(n,C) stable pour l'opération de S

dans GL(n,C) et I.ngI=GL(n,E). Notons (qpzVy=>M__ )

I I -1
l'application définie par qI(A)= pN\I(A(Op)(pI(A(Dp))) )

et posons UI=p(VI)' L'applieation (qI:VI > M

) est
nN=p,p

une submersion holomorphe et

{(LBMAEVpBequﬂA)=qIW)}=RﬂWIx We) e
Par conséguent l'application (C,;:U; > M ) déduite de
I""1 n=p,p

(qI:VI—e-Mn_p p) par passage au quotient est un difféo=-
?

morphisme holomorphe.

. ] 3
Ltatlas (CI.UI _>'Wn-p,p)ICN est l'atlas canonique de
(I)=p
Gn’p(E). On a dim Gn;p(m) = p(n=-p).

COMPACITE 1.6.2.3. La restriction & U(n,C) de
l'opération de GL(n,C) sur Gn’p(m) définie ci-dessus est
une opération transitive du groupe de Lie U(n,Il) sur la
variété différentielle Gn,p(m). Le stabilisateur S' de
IRpx{o} dans U(n,C) est le sous groupe de Lie de U(n,C)
formé des matrices du type (g g) ot AeU(p,L), BeU(n=p,C)
S' est canoniquement isomorphe au groupe de Lie

U(p,C) x U(n=-p,C). Par conséquent on a un isomorphisme
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canonique entre G_ p(fl‘.) et U(n,C)/U(p,C) x U(n=-p,C). Ceci
9

montre en particulier que G p([!Z) est une variété compacte.

Ny

ESPACES PROJECTIFS COMPLEXES I.6.2.4., La variété

G (C) se note P_(C) et s'appelle l'espace projectif
n+1,1 n
complexe de dimension n. Dans ce cas, on a
Zq 2, 4
- : =(—t n+1
Vj-{(z1,...,zn+1). zj#U}et qj(z1,...,zn+1)—(zj,zj...., > )

LES SURFACES RIEMANNIENNES ORIENTEES I.6.3.1.
Soient M une surface riemannienne orientée et x un point
de M. Si @1,92)est une base orthonormée orientée de TXN,

alors on note Ji l1'endomorphisme de TxM gui envaoit e, sur e,

et e, SUT =e,. I1 est évident que Ji est une isométrie
orientée de carré =1. De plus, (h,Ji(h)) est une base
orientée orthogonale pour tout he;TxN. En effet, la
matrice de passage de la base (e,,e,) & la base (h,Ji(h))

h1 --h2

est . L'endomorphisme 3° ne dépend donc pas de
h2 +h1 X

la base orthonormée orientée (91,92) choisie pour le définir
Notons (J:TM —> TM) 1l'application définie par J(x,§)=(x,3x(§)).
Si (91,ez)est un repére tangent orienté orthonormé au-dessus
de l'ouvert U de M, alors on a Zle,l:e2 et Je2=-e1, par
conséquent J est un endomorphisme de TM. La structure
quasi-holomorphe sur M associée a l'endomorphisme J s'appelle
la structure quasi-holomorphe canonigue de M. Sauf mention
explicite du contraire M est supposé muni de cette

structure.
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LES TORES COMPLEXES I.6.4.

DEFINITION I.6.4.7. (C",+) est naturellement
muni d'une structure de groupe de Lie complexe. Si T1,..,T2n
sont 2n vecteurs IR-linéairement indépendants de m”, alors

on note Dy le sous groupe additif de ¢" engendré

1,...,T2n
. n

par(T;s+-+»T, ). Le groupe de Lie complexe € /DT1"'°’TQn

s'appelle le tore complexe associé & (TH""’TZn)’

On note T. le tore u/De

. 1282
PROPOSITION I.6.4.2. Un tore complexe est un

groupe de Lie,complexe,connexe,compact.

Preuve: La connexité de €"/D découle de celle
ST —— T,l,ooo,-tzn

de t". Si on note p la projection de " dans €"/D
T’I""TZn

alors on a
2n n

ce qui montre que C"/D est compact.///

T1’0.0,T2n

PROPOSITION I.6.4.3. Tm est quasi-holomorphiquement

: . " : ; . i 3
difféomorphe & une surface riemannienne orientée de |R”.

Preuve: Notons eg le point (cosB,sinB,0) de R?,DéfFinissons
l'application p de IR2 dans IR3 par p(B,@)=298+eecos?+sin?e3.
On a p(8,f)=((2+cos®)cosB,(2+cos¥)sinB,sin®) et on voit

que p est de classe Cg.
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On en déduit que

-(2+cos¥f)sinBd -sinfcosB
D(B’?)p = (2+cosf)cosB -sinfsingd (%)
0 cos‘¥

On voit immédiatement que D(B,?)p est injectif pour tout
(8,?)EHR2, ainsi p est une immersion de IR2 dans IRS.

La définition de p montre que

p(B,‘P) = p(8 ,%¥’) si et seulement si (8,%) - (e’,*P’)e;De1 e,
Notons g l'application de T& dans IR3 déduite de p par
passage au quotient. Ce qui précéde montre que q est une
immersion injectivee Finalement la compacité de Tm prouve
gue g est un plongement propre. Notons Q la surface de IR3
image de TE par q . La formule (*) montre que l'application
(q:TE'%>Q) peut-8tre rendue guasi-holomorphe en orientant
convenablement Q.

On vérifiera que la surface Q correspond & ce qu'on appelle

intuitivement un tore, ce qui justifie en quelque sorte le

vocabulaire adopté précédemment. ///
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LA SPHERE DE RIEMANN I.6 .5

RAPPEL 1.,6.5.1., Le compactifié d'Alexandroff de C
est l'ensemble E:ELH«%lnuni de la topologie dont les ouverts
sont ceux de [ et les complémeptaires dans T des compacts

N

de C. T est dense dans L et & est un espace séparé et
compact. On note z l'application identique de E dans ﬁ.

On prolonge l'application (51:E*—>E*) 5T en posant U1=<D
et &'=0. Cette prolongée est encore notée z1.

On vérifie immédiatement que (21:E'4>E) est une application
continue. D'autre part il est évident que (51)-1= z pour
tout zeC. Ainsi (21:E —>T) est un homéomorphisme involutif.
La translation (z+a:l ->C) est un homéomorphisme,elle admet
par consequent un unigue prolongement continu a E.
L'application prolongée se note (z+a:E-A>E), c'est un
homéomorphisme et co+a=oo,

On procéde de mé&me avec la multiplication par un élément

de E*. L'application prolongée obtenue se note (z.a.E'ayﬁ),
c'est un homéomorphisme et oo,a= oo,

L'application (z+wﬁf~>ﬁ) est par définition l'application
constante oo,

L'application (z.0:T = §) est par définition 1'application
constante O.

L'application (z.m:E-efE) est par définition l'application

constante ao.
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DEFINITION I.6.5.2. On munit l'espace topologique
T de la structure de variété holomorphe définie par l'atlas
((idg:t ->E),(E1:E\Ao}->ﬂ)). La variété holomorphe ainsi
définie est une surface de Riemann compacte, on la nomme

"sphére de Riemann",

PROPOSITION 1.6.5.3.

1

~ ~ ~ ~ i ~ ~
a) Les applications (z+a:C =>C),(zasC~~>10),(z :L —=C) sont

holomorphes,

b) ©(t,c) = ¢.

Preuve ¢
a) Les cas a=0 et a=o sont evident,supposons donc que
af0 et que af .

Pour (z+a:T = &) il suffit de remarquer que les

[
z_ .13 -> ) sont

applications (z+a:l —C) et (1+z =43

holomorphes,

Pour (z.a:E—a»E) il suffit de remarquer que les
applications (z.a:C->0C) et (z. 51:m->m) sont
holomorphes.

Pour (21:E-?E) il suffit de remarquer que l'application
(z:€ —C) est holomorphe.

b) Résulte de la compacité de C.///

PROPOSITION I.6.5.4.

a)
b)

E est quasi-holomorphiquement difféomorphe & 52
T est holomorphiquement difféomorphe 2 P,(C).
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Preuve:

a) Soient N le p8le nord de S, c'est & dire le point (o,0,1)
et P un point deIRZx{o} de coordonnées (x,y,0). Le point
de percée de la droite NP dans la sphére S, qui diffare

de N a pour coordonnées :

2x y 2y ,x2+y2-1 s .
( > ’ r=— ) comme on le vérifie de suite.

X +y2+1 x2+y2+1 X +y 41

Soit p l'application de R? dans IR® définie par

2.2
2% 2 +y =1
p(x,y) = ( > 2 ’ 212 ’ X2 y2 ).

X“+y 41 X +y"+1 X +y “+1
La définition précédente montre que (p:leevSQJN}) est
une bijection. Il est par ailleurs évident que p est de

classe C,. Un calcul simple montre que

y2-x2+1 -2xy
2. .2 2
(x“+y“+1) _ 2 2
5 p*(x,y) = -2xy X =y 41
2x 2y

On en déduit que (f*(x,y)(91)’F*(x,y)(82)) est une base
orthogonale orientée de (HRSZ) (x,y)° La définition de
la structure quasi-holomorphe de 52 montre alors que
(p:€ = s,\{N}) est une immersion quasi-holomorphe.
Prolongeons p &4 T en posant p(o)=N. La forme locale p'
de p au voisinage de oo pour la carte (21:E\dd}-9-m) est
2z -

=5 —= ) pour z # o
|

telle que p'(z) ’
1zt “+1 |z1 “+1
p'(e) =N

On en déduit que

- 2
p'(z) = ( 2z = 1-122), par conséquent p est
T+ 121 1+ |z|

de classe Coo BNcO,
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Un calcul simple montre alors que p' (81) = e, et

%*(0,0)
p;(o’o)(ez) = -e,. On peut alors affirmer que 1'appli-
cation (p:l - 52) est une immersion quasi-holomorphe
bijective.

Comme les deux variétés quasi-holomorphes E et 52 sont
de dimension 1, on en déduit que (p:C = 82) est un
dif féomorphisme guasi-holomorphs.

b) Le difféomorphisme réciproque de la carte (cZ:UZ-? C) de

P1(E) est l'application (q:C - U2) définie par

q(z)

~n

Kz,1)]p (r)* Prolongeons la 3 C en posant
1

0

q(®) [(1,0)]p1(m). La forme locale q' de g au voisinage

de .o pour la carte (EJ:E\ o}> L) est telle que
q

0
-
—
N
~
]

[(21’1)]P1(E) si z#o

o

—~~
N

~r
|

[(1,0)] P1(E) si z=o0
On en déduit que q'(z) = [(1,2Y}p (¢) Pour tout zeC,
1

Ainsi (g':C e—U1) est le difféomorphisme réciproque de
la carte (c1:U14> C). Ce qui précéde montre que
(q:C > P1(E)) est holomorphe et étale. Pour conclure il

suffit de remarquer qu'elle est aussi bijective.///

PROPOSITION I.6.5.5. Si M est une surface de

Riemann connexe, alors @KN,E}\%%:]an).

Preuve: Soit f un élément de @(M,E) distinct de o,

germezf
On pose m(f‘)z e e I ¥ f(z)et

et m(F)Z = —1 i f(z) =o0.

1
germe_ &
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m(f) est une fonction meromorphe. En effet, d'une part

si zeM et si f(z)el alors il existe un voisinage U de z
dans M tel que f(U)c € et l'holomorphie de (fyy:U = ()
montre que la section m(f) de mzest continue en z. D'autre
part si zeM et si f(z)=e alors il existe un voisinage

U de z tel que f(UHzﬁc:E\{o} et 1'holomorphie de (%lU:U—% )
prouve la continuité de m(f) en z. On note m l1l'application
de GKM,E) dans M(M) gqui envoit f sur m(f).

Soient g un élément de m(M) et z, un point de M. Il existe
un voisinage coordonné (U,z) de z dans M ,une fonction
holomorphe f non nulle sur U et un entier p, tels que

_ 3 On sait f(u)
T GSE? Y Gomz))P

admet une limite

~

dans [ pour u tendant vers Z . On vérifie immédiatement que
cette limite ne dépend que de g et de z,» on la note U(g)(zo).
L'application (V(g):M = T) ainsi définie est bien sfre
holomorphe et distincte de ee . On note V l'application de
m(M) dans @(N,E}V&ﬂqui envoit g sur V(g).

La construction de V et de m montre que melV = iqm(m) et que
Vom = idyp ¥y ¢ AiNsi (m:O(M, TN} >m(M)) est une
bijection.///



CHAPITRE II

VARIETES QUASI=-HERMITIENNES

IT.7., Métrique hermitienne sur un fibré vectoriel complexe

DEFINITION II.?7.17. Une métrique hermitienne sur
un fibré vectoriel complexe E de base M est une application
h gui associe a tout point x de M un produit scalaire
hermitien hX dans la fibre Ex,de maniere a ce que les
applications (h(ej,ek):u — ) soient de classe C., lorsque
(91,...,en) est un repere de £ au-dessus de U,

Le produit scalaire de 2 sections 6,6' de E par rapport a
la métrique h est l'application h(6,6') de M dans C,
définie par h(e, ¢’)(x) = hx(U%,ﬁ;). Lorsque (91""’8n) est
un repere de E au-dessus de U,on note h® l'application de

U dans HY(n,C) définie par h?k(x) = hx((ej)x’(ek)x)'

Un repére (91,...,en) de E au-dessus de U est unitaire

pour la métrique hermitiemne h si h(ej,ek) = Sjk‘
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PROPOSITION II.1.2., Si h est une métrique
hermitienne sur E, alors tout point de M possé&de un

voisinage au-dessus duquel il existe un repére unitaire.

Preuve: Soit x un point de M, U un voisinage ouvert de x
et (81,...,en) un repere de E au-dessus de U, Nous allons
créer un repeéere unitaire en utilisant la méthode de Gram
Schmidt.

Construisons par récurrence les sections VyseeosV de E au

k=1 h(ek,v.)

moyen de la formule v, = e, = > -Frvfjg%j-vj.

= 47 J
On vérifie immédiatement que 1l'on a h(vk,vj) = 0 si ké#je.
De plus, aucune des sections VyseeesV  nNe s'annule dans U

car @1,...,en)est un repére au-dessus de U.

gesegn. ONn vérifie de suite

v,

Posons u, = =0 pour j=1
J Vhlv.,v.s
4" J

que (u1,...,un) est un repeéere unitaire pour h au-dessus

de U.///

PROPOSITION II.7.3. Il existe une métrique
hermitienne sur tout fibré vectoriel complexe dont la base

est une variété paracompacte.

Preuve: Soit W le recouvrement de M par les ouverts rela-
tivement compacts au-dessus desquels E est trivialisable,
Pour chaque Ue W choisissons une trivialisation

(%L:E(U —?Uxmn). On note hU la métrique hermitienne sur E‘U
définie par (hy) (3,M) = ((P,), (3),(?,),@).

Soit (YU)Ueﬂ_une partition de l1'unité, positive, C. ,

localement finie, subordonnée au recouvrement U.
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Notons hx le produit scalaire hermitien sur EX défini par
h =';E:+ (x)(h,,)_ et h l'application qui associe & tout
X u U’ x
Uel
Usx
point x'de M le produit scalaire hermitien hx sur EX.
Soit (91"‘°’8n) un repere de E au-dessus de l'ouvert
relativement compact V. Notons gU(ej,ek) l'application
de V dans IR obtenue en prolongeant WUhU(ej’ek)tUﬁU
par 0 sur V\U, On vérifie immédiatement que gU(ej,ek) est
de classe Cgsur Ve Posons I ={UsUed,[¥Y Jav # gy .
On sait que I est un ensemble fini et que

h(ej,ek) ; E%% gU(ej,ek). Par conséquent h(ej,ek) est de

classe C, sur V et h est une métrique hermitienne sur E.///

DEFINITION II.7.4 Soient E et F deux fibrés
vectoriels complexes de base M, hE une meétrique hermitienne
sur £ et hF une métrique hermitienne sur F.

a) L'application qui & tout point x de M associe le produit
scalaire hermitien (hE)x ) (h‘_-))< de E @F est une
métrique hermitienne sur E®F que 1l'on note hE@hF

b) L'application qui & tout point x de M associe le produit
scalaire hermitien (hE)x (Z)(hr)X de E® F_ est une
metrique hermitienne sur E® F gque 1l'on note hE(E hF'

c) L'application qui a tout point x de M associe le produit
scalaire hermitien (hE): de E: est une métrique hermi-
tienne sur E* gue l'on note h;.

d) L'application qui a tout point x de M associe le produit
scalaire hermitien /\(hE)x de AEX est une métrique hermi-
tienne sur AE que 1l'on note th.

e) On note (4 :£ - E*) l'anti-isomorphisme de E dans £

défini par ﬂi{x,?) = (x,h(+,%)).
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II.2, Espace LZ(M,E)

REMARQUE II.2.17, Dans ce paragraphe, E désigne
un fibré vectoriel complexe muni d'une métrique hermi-
tienne ( , ) et dont la base M est une variété riemannienne
orientable & base dénombrable. La forme de volume de M est
notée v. Pour simplifier 1l'écriture on note également v

la mesure associée a v,

DEFINITION II.2.2., Une section mesurable de E
au-dessus de M est une application (0:tM —=>E) telle que
poo = idM et dont les composaptes par rapport & um repére
local quelconque sont v-mesurables. L'ensemble des sections
mesurables de E au-dessus de M se note JMo(M,E), il est
canoniquement muni d'une structure de € vectoriel.
Une section négligeable de E au-dessus de M est une section
mesurable égale v-pp & zéro.
L'ensemble des sections négligeables de E au-dessus de M
se note .NYM,E), c'est un sous C-vectoriel de A@UW,E).
On note Lé(M,E) l'ensemble des sections mesurables g de E
au-dessus de M pour lesquelles la fonction (d,0 ) est v-

intégrable.

PROPOSITION II.2.3. Si o,d0'e Lé(M,E) et si c,del

alors (0,0') est v-intégrable et co + do'e L5(M,E).

Preuve: Il est clair que la fonction (0,0') est v-mesurable

De plus, [(o,c')l £ d(o;c?\kw',c'). On en déduit que

{(ad,0')] < %(G}O)+%(G',G'). I1 en résulte aussit8t que
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la fonction |(o0,¢')] est v-intégrable. Pour prouver gque
ca‘+d0'e:Lé(m,E) il suffit de remarquer que la section
c0 +do' est mesurable et que

(co+do! ,co+da! )= lcl 2(G‘,0‘)+c5(cr,o" Y+dc(g,0") +1dl 2(0" , ')/

DEFINITION II.2.4. La proposition précédente
montre que Lé(M,E) est un sous C-vectoriel de M(M,E).
Notons ( , )ﬁ la forme hermitienne définie sur Lé(N,E)
par (o,o! )[;] = X (o,0")v.
On constate que of (M,E) ={GureLé(M,E),(¢,6)é = Di.
La forme hermitienne (-,-)ﬁ définit par passage au
quotient, une forme hermitienne définie positive sur
Lé(N,E) /N (M,E) que 1'on note (°,')m. L'espace préhil-
bertien obtenu en munissant Lé(M,E)/.”YN,E) de la forme

(',-)m est noté LZ(N,E).

PROPOSITION II.2.5. L'espace LZ(M,E) est un

espace d'Hilbert.

Preuve:

a) Prouvons la proposition dans le cas oU E est trivia-
lisable., Soit r un repére unitaire de E au-dessus de M.
Notons p l'application de Lé(M,E) dans (v-Lz(N))n qui
associe & tout élément de Lé(M,E) les classes v-pp de
ses composantes par rapport au repére r. Il est clair
que N?M,E)c:ker p. Notons g l'application de LZ(N,E)
dans (V-LZ(M))n déduite de p par passage au quotient.
I1 résulte immédiatement des définitions précédentes
que g est un isomorphisme d'espace préhilbertien ce

gui prouve la proposition.
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b) Traitons & présent le cas général. Soit W un recouvrement
dénombrable de M par des ouverts au-dessus desquels E est

trivialisable. Soit (oom) une suite de Cauchy de

me N
LZ(M,E). Pour tout UeW la suite (wmIU)me iy est de

Cauchy dans L2(U,E\U), notons w sa limite. Si U et U’
€3 2 u u

sont deux éléments de Won a w lurau =@ Yynye car

(wm‘u)] unur = (wm‘U')IUnU' VmelN. Pour tout melN

choisissons une section mesurable co'm représentant W

Il résulte de ce qui précéde qu'il existe une section

mesurable w' de E telle que . De plus,

| ] -
Wiy v:ppw
Su(‘%“*" ' =W )v = 0 sim = 400 et si Uel

i
Indexons rU..par IN et posons \!. = U U,. Il est clair que
j=0
(W' W' W' = )X Z(w' —W' W' =W)X, .
m m V., u.
i j=0 J
Par conséquent (w' R SHAL -(.U')]U est VIV -intégrable

ok S oW W'~ )y € E j' (w W' W' W' ) v,
Vs j=o
On en déduit que S (w! =" s’ m-w’)v > 0 si m=> +o0,
V.
i

Soit € un réel positif. Comme la suite (wm) est de

me [N

Cauchy dans LZ(N,E), il existe M>0 tel gque p,g 2 M

entraine W!'-W' ,wW'=W)v €&, On en déduit que
Sm (cop =g reop=f) .

S (w‘;-w',wé—w')v €€ sip2M,
V.,
1

Comme la suite (xv (wé-w' ,wp -w')) . est croissante,

ielN

le théoreéme de Levi montre que la fonction (wp']-w' ,co;)-w')

est v-intégrable et queS (w‘;-w' ,wé—w')u €€ sip2nmM,
M

On en déduit aussit®t que w'eLé(M,E) et que

W e (0] si p —>+cc. Ainsi l'espace L, (M,E)
P LZ(M’E) v=pp 2
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est ségquentiellement complet et la proposition est

établie dans le cas général.///

DEFINITION II.2.6. Comme un élément de Lé(M,E)
est loc. intégrable, il existe une application naturelle
de LZ(N,E) dans¢£1(N,E). De plus, une vérification immé-
diate montre que cette application est une injection
linéaire continue. Il existe donc une injection continue
de LZ(I"I,E) dans D(M,E). On identifiera l'espace vectoriel

L,(M,E) avec son image dans 2 (M,E).
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I1.3., Variétés quasi-hermitiennes

DEFINITION 1II.3.7., Une variété quasi-hermitienne
est une variété quasi-holomorphe M dont le fibré T'M est
muni d'une métrique hermitienne hN‘ L'application hﬁ de
r(m,TM) x M(M,TM) dans C, (M) définie par
hr}l(x,y) = hM(P

Le champ tensoriel complexe de type (g) associé a hj se

1,0 x,P1,0 y) est C, (M)-bilindaire.

note hﬁ par abus de langage.

On note 9y la partie réelle de hﬁ. I1 est clair que Oy gst
le champ tensoriel complexe associé & une métrique
riemannienne sur M que l'on note encore 9y Par abus de
langage. La variété riemannienne orientée sous-jacente a M
est la variété réelle orientée sous-jacente 3 M munie de
la métrique riemannienne Oy e

Un calcul simple montre que - %:fhﬁ est un champ tensoriel
alterné de type (g). On note @, la 2-forme différentielle
associée a = % Shﬁ. ‘§N est la forme fondamentale de M,

La forme de volume Yy de M est la forme complexe associée
a la forme de volume de la variété riemannienne sous-jacente

é M.

THEOREME DE VIRTINGER I1I.3.2.

a) La forme ¢h est de type (1,1)

Preuve: Soient U un ouvert de M au-dessus duquel T'M est

trivialisable et (e,,...,8_) un repére unitaire de T'M au-
1 n
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dessus de U. Notons (e1,...,en) le repére dual de (81,..,8n)
I1 est clair que (91,...,en,51,...,§n) est un repére de TM
au=-dessus de U dont le repére dual est (91,..,en,32...3n).

n . .
Il résulte des définitions précédentes que hMU =Z e’ ® e
i=1

n i =i =i_ i
P —B-Q-gz—t.e-¥qe— et que
i=1 -

et que ﬁhl"’llu =.Zn__1(ﬂei ®T‘lei + Sei ®'3ei).
i=

On en déduit que Jhf,

A T
La premiére égalité montre que QM‘U = -;— Zel/\gl ce qui
i=1

prouve (a).

La seconde égalité montre que r=(ﬁe1,3eq,....,ﬁen,jen) est
un repere orthonormé de (HRM)*. Ce repere est orienté car
il est le dual du repére réel orienté
(2?91,-2391,..,2ﬂen,-239n). On en déduit que

n . .
Vi =ﬁe1/\ 391/\ RS L - TR Dr@m\u => fﬂellx'jel, donc
i=1

11=1 i

En tenant compte des propriétés du produit extérieur, on

a- lox a
voit que é'?] =§ Re 1/\ Je 1/\....../\(.99 nAjeﬂ'n.
ae€

cI)H =.Zn ...‘.é ?911/\3911/\ ....../\{Beln/\ﬁeln.
=

On en déduit que

@n = E g{e1A3 81/\ ...../\(Ren/\ jen. Mais cela montre que
e®,

@n = n! vy, ce qui prouve (b).///

DEFINITION II.3.3. Soit M une variété quasi-
hermitienne.
On note (-,-)TN l'application qui associe 3 tout x de M le

produit scalaire hermitien [gl"l(.’?)]x sur (TM)X,
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Il est clair que (-,-)TM est une métrique hermitienne
sur TM. La métrique (',')TM induit canoniquement une
matrique hermitienne sur chacun des fibrés construits a
partir de TM au moyen des opérations élémentaires. Ces
métriques sont notées au moyen du symbole (+,*) indexé
par le symbole du fibré que 1l'on considéere. Par exemple,

on notera (".)T*M la métrique duale de (.’.)TM'

PROPOSITION II1.3.,4., Si M est une variété gquasi-
]

Psq p'sq
hermitienne alors les C-vectoriels ( A\T*M)x et ( A T*M)x

sont orthogonaux dans (I\T*M)x si (p,q) # (p',q') et si xeM.

Preuve: Il suffit d'établir que (T'N)x est orthogonal
a (T"M)x dans (TM)X. Soit X un élément de (T'm)x et
Y un élément de (T"N)x. Par définition on a

—- 1 - -
(X V) gp) (=(30) (X, T)= F((h7) (T + (hey) (Ry¥)). O
(h'M)X(X’Y) = (hM)X (p1’ox, p1’0Y) et

(h'w)  (K,¥) = (hy), (p1’07, P1’OV) donc  ((X,Y);y), = 0.///

DEFINITION II.3.5. Le plan cotangent réel en x
est muni d'une structure d'espace euclidien orienté, on
notera %, l'opérateur de Hodge qui lui est associé.

* est un endomorphisme de (/\T‘;’M)x et on vérifie immé=-
diatement qu'il existe un unigue endomorphisme g de AT;N

pour tout xe M. L'opérateur de

tel que *l(AT*M)X = *X

*
Hodge de M est 1l'endomorphisme de AT M obtenu en complexi-

fiant ﬁR‘
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PROPOSITION II.3.6. L'opérateur de Hodge d'une
variété quasi-hermitienne de dimension n jouit des
propriétés suivantes:

AT# V81 ', c0eh (M)
b) *we A" TP (M) si weAP? Y (M)

a) WA*xw = (W', w)

c)xxw= (-1)P 9w si w e aPr9(m)

d) (%' ,%w) = (w',w) si ', weh(M).

AT*M AT*M

Preuve:

a) En utilisant les propriétés de linéarité des deux membres
de la formule a démontrer, on voit qu'il suffit de traiter
le cas ol les formes w',w sont réelles, Mais dans ce cas,
la formule résulte immédiatement des propriétés de
l'opérateur de Hodge euclidien.

b) La formule précédente montre w'A*@ = 0 lorsque
w e AP (m),wenPrImM), (p',q') # (p,q). On en déduit
que % @ est de type (n-p,n=q). Mais ;(—-(T) = %W donc %W
est de type (n-q,n-p).

c) Les propriétés de l'opérateur de Hodge euclidien montrent

que xxW= (_1)(2n-p-q)(p+q%u . Mais (_1)2n(p+q) = 1 et

2
(-0 (Pra)e _ (Lpypra cop (oyn(nen) _ oy pour tout nelN.
d) La formule résulte immédiatement de son analogue

euclidienne. ///

IT.4, Fibrés vectoriels guasi-hermitiens

DEFINITION II.4.17. Un fibré vectoriel quasi-
hermitien est un fibré vectoriel quasi-holomorphe muni
d'une métrique hermitienne. Les opérations élémentaires
entre fibrés vectoriels complexes se transportent de
maniére naturelle au cas des fibrés vectoriels quasi-

hermitiens,
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DEFINITION II.4.2., Soit E un fibré vectoriel
quasi=hermitien dont la base M est quasi-hermitienne.
On note ﬁ?E le morphisme #®@ - de EQpATM dans EEEERﬁW.
On note *p le morphisme idE ® % de E®EATM dans E®EAJM.
Par abus de langage on note encore‘ﬁ% L'application de
A(M,E) dans A(M,E*) déduite du morphisme‘ﬂ%. De méme,on
note % l'application de A(M,E) dans A(M,E) deduite du
morphisme *p o Il résulte clairement des définitions

ci-dessus que 4¥to ¥ = kpx oift.

PROPOSITION 1II.4.3. Soit E un fibré vectoriel
quasi-hermitien dont la base M est quasi-hermitienne.

On a WAxw' = (W,w) Vi si weA(M,E), w'eA(M,E).

EQATM
Preuve: Il est clair qu'il suffit de prouver la propo-

sition lorsque W=0Q@x,wW'=d'®Q, ger(M,e), ¢'e M(M,E)
o(eA(M),(%eA(N). Or dans ce cas wl\(tﬁ—*w')=<0',:t¢6'>o(/\*(§
(@0 ) e Pl ar Vi

T@x ,T'® Plegarn vy

(W, ) egnrm vy +///

On en déduit que WA(F xcwo')
WA(H# % w?)
WA * W)

PROPOSITION II.4.4., Soit E un fibré vectoriel
quasi=hermitien dont la base M est quasi-hermitienne,
intégrable et de dimension n.

- -1 _

On a Sm(aE (A),CU')VM =Sm(w9"'*¢{: aE*:H:*w')VM

si weh (M,E), w'eA(M,E).

Preuve: Supposons d'abord que coeﬂg’q-1(M,E) et que

w’e AP*9 (m,E). On a

Bpw )y =3 wAfxwr = 3 (waffuwr) - (=1)P* a7 w0AD_  #rx cor

On en déduit que
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[ Bewswuy = (0P | (@ B ey,

Mais * " = (-1)P*9 xw" si wreaPr9(m,E).

- -1 =
Donc Xm(aEw,w')vM = Sm(w,-*;ﬁ, SE*;ﬁ:*w')vM

Le cas général se déduit du cas précédent par linéarité.///

DEFINITION II.4.5, Soit E un fibré vectoriel

gquasi-hermitien dont la base M est quasi-hermitienne

_— =% -15
et intégrable. On pose aE = - *i¥ 3E¥ﬁ¥ .

-

3E est un o.d.l. d'ordre €1, EQATM dans EQATM et

—* .
- (AP2(m,E))c AP 97 (MyE) si pelN, gei.

—

La proposition précédente montre que GE est 1l'adjoint

métrique de J.
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I1.5. Espace SZ(N,E)

DEFINITION II.5.1. Soit U un ouvert de IR". On note
fz(U,UxEm) le sous vectoriel de D(U,UxE™) formé des sections-
distributions T telles que KIeLZ(U,UxEm) pour tout «<eD(U).
5i xeD(U) et si TeL,(U,UxEt™), alors on pose p_ , (T)=[l«T|| .

2 o, U 2,U
On munit 1l'espace vectoriel fz(U,UxEm) de la topologie
rd k3 . - . ' l-
définie par les seminormes (pu’uhieth). Notons r,, l'appli
cation de restriction de @(U,UxC") dans D(V,uxt"). Il résulte

des définitions précédentes que rVUsz(U,Ux&m))cgz(V,UxEm).

PROPOSITION II.5.2. Soit U un ouvert de IR".

a) Un élément de £}(U,Uxmm) est associé a une section
loc. intégrable de UxC",

b) £2(U,Uxmm) est un espace de Fréchet,

c) L'injection canonique de SZ(U,UxEm) dans D (U,Uxt™) est
continue,

d) Si WU est un recouvrement ouvert de U, alors la topologie
de fZ(U,Uxmm) est initiale pour la famille d'applications
((ryy2dp(U,ux8™ = £,(v,uxe™))y a5

e) Si U,V sont des ouverts de IR" et si (?,¥Y) est un isomor-
phisme entre le fibré UxC™ et le fibré UxC™ alors l'appli-
cation ((¥,Y) :iz(U,UxEm) -#cQZ(V,VxEm)) est un isomor-

phisme d'espaces vectoriels topologiques.

Preuve?
a) C'est immédiat.

b) Soit ()

une partition localement finie de 1'unité
m'melN

par des fonctions positives de D(U).
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I1 est évident que P Ué E p T Par conséqguent
'~ melN X2
X pin(=] £

le systéme semi-normes <qx,szeD(U) est égquivalent au
systéme de semi-normes (me,U)mdN' Pour conclure, il
suffit de prouver que J}(U,Uxmm) est séquentiellement
une suite de Cauchy de SZ(U,Ume).

)

LZ(U,UxEm), et y converge vers un élément 9 Comme

complet. Soit (Fm)mem

Pour tout jelN la suite (djf est de Cauchy dans

m’ melN

dﬁfm converge Vers gj dans Q(U,Uxmm),on sait que

[gj]cﬂxj]. La famille (gj)de est donc localement finie.

ce qui précede montre que f

Posons g=Zg., — g
JeIN=j mﬁ(U,Uxmm)

Soit ® un élément de D(U). On sait gue ug=j5%§::::;xgj.

@Qf7@31#¢

Par conséguent geSZ(U,UxEn). De plus o(.f‘m——-—-:og.g
J Mgy, uxe™)

donc «.9=g. et «,f ————> «.g. Ainsi f —————3> g,
J= 7 J "L, (u,uxc™) " g, (u,uxc™)

Cela résulte immédiatement de la preuve de b).
Il est évident que l'application
m

(ryy:dH(U,uxe™) - £, (v,uxe™))
est continue lorsque Ve WU. Pour conclure, il suffit
donc de montrer que le systéme de semi-normes initial

. . m n

pour la famille ((r,:{,(U,uxt") = £2(v,uXm )))Ueu
est plus fort que celui de SE(U,UxEm).

Soit CPV)VeZlune partition de 1'unité de classe Ce

localement finie,subordonnée & WL . On sait que

X = z: ‘?6X par conséguent p, y = E:
Vel g Vell

[%,1NX]# 7 (9,1 OI# ¢

Pip ot U
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donc p = p or
vu X, U d= P, VT U

[P 1nXx1# 8

T Pe o, U = P, u°T

Cela prouve b) car tPV(XGD(U).

re) Soient Trun élément de QZ(U,UxEm) et X un élément de
D(V). Choisissons une section loc-intégrable ¢ a laquelle
T est associé. La distribution (Y,P) T est associde & la
section Yo&o® de UxC"

m
On sait que (%Yo Go¢1)j = Zo\‘i"jio?f"l 6. oF .
i=1

L'inégalité de Schwartz montre alors que
m m m m

-] 2 -1,2 =1, 2
> _1(*Yoo0p) .17 £ ( jxWeio P 1T) (X 1o, o9 |°)
=1 J T — J& T=1 i
J= J=1 1= 1=
Le théoréme d'intégration par changement de variable

montre alors que q(*bao?ﬂ)e L 2 (V, Uxmm) et que

IIOQ(YOG'O-(P1)(]§,U 5_%15&% (J : iZ| il 7 |detD‘Pl)]|o(o‘P.<r‘n2’U

On en déduit que pour tout xeD(V) il existe Cyo et

BeD(U) tel que Px V((Y;?) T) € Cp (T) pour tout
’ B,U

Te;fz(U,UxEm). Cela prouve que l'application

((Y,<) :fZ(U,UxEm)-§ fz(u,qum)) est continue.

Pour conclure,il suffit de remarquer que la réciproque

de cette application est 1l'application

(\P1,4P1)de fZ(V,UxEm) dansgfz(U,UxEm).///

DEFINITION II.5.3. Soit E un fibré vectoriel
complexe de base M et de rang n complétement trivialisable.
Choisissons une trivialisation compléte (¥,¥Y) de E. On note

SZ(M,E) le sous=-vectoriel de H(M,E) formé des sections
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distributions T pour lesquelles (¥%,Y) TesfzﬂRnJRanm).
On munit iZ(N,E) de la topologie loc convexe déduite de
celle de fZGRnJRanm) au moyen de la bijection linéaire
(F,¥) .

La partie e) de la proposition II. .2 nous assure que
la structure d'espace vectoriel topologique de fz(M,E)
ne dépend pas de la trivialisation compléte choisie pour

la définir.

DEFINITION II.5.4. Soit E un fibré vectoriel
complexe de base M. Notons U le recouvrement de M par
les ouverts au-dessus desquels E est complétement
trivialisable.
On note SE(M,E) le sous vectoriel de 3(M,E) formé des
sections distributions T telle que rUM(T)eSZ(U,ElU)
pour tout Ue?W. On munit IZ(M,E) de la topologie initiale

pour la famille d'applications((rUM:fZ(M,E) -)S}(U,E\U)))Ueuﬂ

La partie d) de la proposition II.5.2 montre que cette
définition coincide avec la définition II.5.3 lorsque E

est completement trivialisable.

PROPOSITION II.5.5. Soit E un fibré vectoriel
complexe de base M.

a) L'injection canonique de JZ(M,E) dans 9(M,E) est continue
b) Si W est un recouvrement ouvert de M, alors la topologie
de fz(M,E) est initiale pour la famille d'applications

(il (ME) &, (U,E )) e

c) 52(N,E) est de Fréchet,
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Preuve:

a) résulte de 1I.5.2c et de la théorie des distributions

b) résulte immédiatement de I1I1.5.2d et de la définition
11.9.4

c) Soit (Um) un recouvrement dénombrable de M par des

melN
ouverts au-dessus desquels E est complétement trivia-
lisable. Notons r 1l'application de $2(M,E) dans

TT iz(um,s\u ) définie par r(T) = (r M(T))mew.
melN m m

La partie b) de cette proposition montre que r est une
application continue relativement ouverte.

Il résulte de la théorie des distributions que r est
injective et que

im r=(1 N {r1=1 U LEq )
e nelN mdN{ 633& Sz( P lUp

r o p (T) =r op (r)}
unu ,U m UnnUm’Un n
m n m

Ainsi im r est fermé dans TT £ (U _,E ). On en déduit
peiN 2*"p ‘Up

aussitdt la thése car les espaces $2(UD’E1U ) sont de

Fréchet.///
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IT.6. Espace Mg(M,E)

DEFINITION II.6.7. Soient E un fibré vectoriel
complexe dont la base M est de Lindeldf et s un naturel.
On note 'W;(M,E) le sous-espace vectoriel de 9 (M,E).
sections-distributions T telles que P(T) ESE(M,F) pour tout
fibré vectoriel complexe F de base M et pour tout opérateur
différentiel linéaire P de E dans F,d'ordre inférieur ou
égal a s.
On munit MQ(M,E) de la topologie la moins fine rendant
continue les applications de la forme (P:MQ(M,E)-» SZ(M,F))
ou F est un vibré vectoriel complexe et ol P est un opérateur

différentiel linéaire de E dans F d'ordre inférieur ou égal

a s,

PROPOSITION II.6.2. Soit E un fibré vectoriel
complexe de base M.
a) Si U est un ouvert de M alors ryy(W(M,E))c 'VQ(U,E‘U).
b) Si WU est un recouvrement ouvert de M alors la topologie
de M@(M,E) est initiale pour la famille d'applications

((ryps W(M,E) > W (ULE 1)) qp

Preuve: a) Soient U un ouvert de M, F un fibré vectoriel
de base U et P un o.d.l. de E\U dans F d'ordre €s., Soient V
un ouvert de U au-dessus dugquel F est trivialisable et
(P:Fy, = UxE™) une trivialisation de Fyy+ Pour tout «ed(V¥)
notons P, l'o.d.l. de £ dans MxC™ définie par

Pe(07) =0 Piy OFVM(O.‘) pour tout 0 eT(M,E). Par définition

1'application (Py :‘w;(m,ﬁ)-e,Sz(m,mem)) est continue.
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Ainsi l'application ( rym © ax:'W;(M,E)-ﬁ £2(V,mem)) est
continue. On en déduit que l'application
(derU o Po PUM:WMQ(M,E)-» Sz(v,FlU)) est continue pour
tout ouvert V de U au-dessus duquel F est trivialisable
et pour tout XeD(V). La proposition II.5.5b montre que
l'application (P o Cums mg(M,E)-e.XZ(U,F)) est continue.
On en déduit immédiatement que

. : 2
rUM(WM;(M’E))CZWQ(U’EXU) et que l'application

(“UmiWN;(N,E)—>'W;(U,EIU)) est continue.

b) est une conséquence immédiate de la proposition

I1.5.5b et de ce qui préceéde.///

PROPOSITION II.6.3. Si (¥,Y¥) est un isomorphisme
entre le fibré vectoriel complexe E de base M et le fibré
vectoriel complexe F de base N alors l'application
((%Y) : M@(M,E)-@ M@(N,E)) est un isomorphisme d'espaces

vectoriels topologiqgues.
Preuve: Cela résulte immédiatement de la définition I1II1.6.7

et de la proposition II.5.2e.///

DEFINITION II.6.4. Si U est un ouvert de IR" alors

on pose p (T) = > _»p (D@T), pour tout Te™M (u,uxt™),
X,U,s 1BlIZs X, U S

Xe D(U).,

PROPOSITION II.6.5. La topologie de m@(u,Uxmm)

est définie par le systéme de semi-normes (Hx U S)KAED(U)'
9 ?
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Preuve: Notons ‘G la topologie définie sur M@(U,Uxmm)

par le systeme de semi-normes (pm,u,s)meD(U)'

La définition II.6.7. montre que l'application

(0% 2 W (U,Uxt™) > £,(U,uxt™)) est continue pour tout
n-indice p de longueur inférieure ou égale a s,

Par conséquent, la topologie % est moins fine que la
topologie de 'W;(U,Uxmm). Soit P un o.d.l, d'ordre s de
UxC™ dans un fibré vectoriel F de base U et de rang r.
Soient V un ouvert de U au-dessus duquel F est trivialisable
WYun trivialisation de F au-dessus de V, &€ une fonction de

D(V) et T une section distribution de UxC™.
On a EPO ryy © P(T)]j = EPO pr(T\V)] i
m
3 p P P
[‘Po Zyy ® P(M]. = 24 ; A%D (Tyy); od Aii€ Coo( V) .
J (Bl i=1
Une ma joration immédiate montre qu'il existe une constante C

telle que ||X‘fo Tyy © p(T)HZ,V €C 'Zm‘ ““DPTW” 2,V°
€3
On a donc l1'inégalité suivante

|xfo =z, o P(T)HZ’V £Copy,y,e(T)
La proposition II.5.5b montre alors que l'application
(P = M@(U,Uxmm)-> SZ(U,F)) est continue lorsque WQKU,UxEm)
est muni de la topologie‘g . Ainsi la topologie b est plus

fine que la topologie de “N;(U,Uxmm).///

PROPOSITION II.6.6. LPespacs WS(M,E) est de Fréchet
Preuve:
a) Prouvons que MQ(M,E) est séparé et complet.

L'injection canonique I de 'W;(N,E) dans £2(N,E) est
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continue donc W@(N,E) est séparé., Soient Jun filtre

de Cauchy de 'st(m,E) et P un o.d.l. de E dans F.

P(¥) est un filtre de Cauchy de QZ(N,F), notons x, sa
limite. La proposition II1.5.5a montre que P(¥) converge

vers x, dans 9(M,F). Comme I(¥) —— x; on sait que

D(m,E)
P(¥) ——> P(x;). On en déduit gue xp = P(x;). Par

conséquent x;e'W. (M,E) et ¥ =———> x.. Ainsi tout
I S %(M,E) I

filtre de Cauchy de MQ(N,E) est convergent.

b) Prouvons gue mg(M,E) posséde un systéme fondamental
dénombrable de voisinages de zéro.,
Soit U un recouvrement dénombrable de M par des ouverts
au-dessus desquels E est complétement trivialisable,
En combinant les propositions I1I.6.3 et 1II.6.5. on
voit immédiatement que M@(U,EIU) admet un systéme
fondamental dénombrable de voisinages de zéro lorsque

UeWU. La proposition I1I1.6.2. permet alors de conclure.///

PROPOSITION II1.6.7. Soient E et F deux fibrés
vectoriels de base M et P un o.d.l. d'ordre r de E dans F.

L'application (P : W@+T(N,E)-a WQ(M,F)) est continue.

Preuve: Cela résulte immédiatement de la définition II.6.1.///

PROPOSITION II.6.8. L'injection canonique de

r(m,eE) dans WM;(M,E) est continue.

Preuve: La proposition II.6.2 montre qu'il suffit de
prouver la proposition lorsque E est complétement trivia-

lisable. Mais dans ce cas,l'énoncé est gvident.///
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I1.7. Espace WV;(M,E)

DEFINITION II.7.17. Soient X l'ensemble des com=-
pacts de M ordonné par inclusion et K un élément de XK.
On note WVE(M,E) le sous espace vectoriel topologique fermé
de W;(M,E) formé des sections=-distributions dont le support
est inclus dans K. Si K,K' sont deux compacts de M tels que
Kc k' alors "WK(m,E)eWE'(M,E) et 1'injection canonique
iKK' associée a cette inclusion est continue. Il est clair
que (ng(M,E),iKK,) est un systéme inductif d'espaces
vectoriels topologiques localement convexes.
On note Vfg(M,E) le sous espace vectoriel de WM;(N,E) formé
des sections-distributions & support compact et iK
l1'injection canonique de Vfg(M,E) dans WVg(M,E). Munissons
WVE(M,E) de la topologie localement convexe la plus fine
rendant continues les applications iK ,JKeH. Une vérification
triviale montre que (WV:(M,E),iK) est une limite inductive
du systéme inductif (V(g(M,E), iKK,).
PROPOSITION II.7.2. Vf:(N,E) est un espace séparé

complet.

Preuve: Soit (K )

m’me N UNe suite fondamentale de compacts

de M. Posons X' = U {K }. K est une partie cofinale de
me& IN

K
X par conséquent lim W _"(m,E) 2 Wo(m,E). Ainsi W S(m,E)
me IN

est une limite inductive hyperstricte d'espaces de Fréchet,

ce qui suffit.///
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PROPOSITION II.7.3. Soient U un ouvert de M,
K un compact de U et E un fibré vectoriel complexe de base M,
I1 y a un isomorphisme canonique d'espaces wectoriels topo-

logiques entre WVE(U,E‘U) et WVE(N,E).

Preuve:t Notons j l'application de ’WE(U,E‘U) dans’Wg(M,E)
qui & tout élément de T de WVE(U,E‘U) associe 1'élément
j(T) de WVé(M,E) obtenu en prolongeant T par zéro sur CK.
Il est clair que j est une bijection linéaire de WV?(U,E‘U)

dans WVQ(N,E) dont la réciproque est l'application
'GUMIWVE(M,E). Pour prouver la proposition, il suffit de

montrer que l'application j est continue. Mais cela résulte
immédiatement de la proposition II.6.2., en prenant pour

recouvrement 2l le recouvrement ouvert {U,CKY de M.///

PROPOSITION . II.7.4. Si P est un o.d.l. d'ordre r

du fibré E dans le fibré F alors l'application

(P:"WC

c .
S+r(M,E)-—> %VS(N,E))est continue.
Preuve: C'eet une conségquence immédiate de la proposition

I1.6.7 et de la définition I11.7.1.///

PROPOSITION II.7.5. %fg(m,e) est dense dans Wg(m,z)

Preuve: Soit 2 un recouvrement de M par des ouverts rela-
tivement compacts. Pour toute partie finieJ de U il existe
une fonction o« de D(M) égale & 1 sur UJ. SiSeWg(M,E) alors
KGGMC(M,E) et ryy(o -xc) = 0 pour tout UeJ. Ainsi tout
voisinage de g dans ’W;(M,E) contient un élément de

WV;(N,E) , ce qui suffit,///
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PROPOSITION II.7.6. D(M,E) est dense dans WE(M,E)
S

Preuve:

a)

Envisageons d'abord le cas M=|Rn, E=R"xC™. Soient K un
compact de IR" et o« un élément de ng(N,E). Posons

m
Jg(X) = ;%%(ai % fg )e;. Si @ est n-indice de longueur

inférieure ou égale 3 s alors

Dﬂo(

Dﬁocexg(m”, R7xe™) et JE(DP“)

$,®™,R"xe™) ’
lorsque € 0. 0r,[3(x)]c[x)+eB et 3,(0fx)=0P(3,(x)).
Par conséquent, J.(x) > lorsque E———> O,
%V§+B”0Rndﬁnxmm) 10,11

Pour conclure, il suffit de remarquer que

3¢ (%) € D(R", R"xt™) pour tout €e10,1L.

Passons au cas général. Soit U le recouvrement de M

formé des ouverts difféomorphes a IR" au-dessus desquels

E est trivialisable. Soit (?U)Ue?lune partition de

1'unité C,,localement finie, subordonnée a U . Pour tout
a :

we'W's:(N,E) et pour tout Ue, UM(‘\"ULU)GWS(U,E‘U) et il

résulte de a) qu'il existe une suite (Kg) de D(U,Em)

et un compact KU de U, tels gque

Notons (33 1'élément de D(M,E) obtenu en prolongesant

cxﬁ par zéro sur CKU. La proposition II.7.3. permet

d'affirmer que ‘3U —> P w. 0n en déduit que
m WKU U
s (M,E) W(C(M’E)
W et que weD(M,E)  ° I//

PRI
Codnlwl# 2 "™ g (m,E)

PROPOSITION II.7.7. L'injection canonique de

D(M,E) dans wvg(m,ﬁ) est continue.

Preuve: Cela résulte immédiatement de la proposition

II1.6 8 et de la définition I11.7.1.///
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I11.8. Lemmes de régularite

PROPOSITION I1I.8.7. Si P est un o.d.l. de IR"xa®

dans [R'"'xC” d'ordre 1 alors (P o 3. -3, oP)(f) ————> 0
§ 5 0R7,IR7xE )

si €=>0 et si fe LO(R"R"xC")
Joal

Preuve: a) Si P est d'ordre 0, la proposition est évidente
car PoJg(w) et Jéop(uﬂ converge vers P(w) dans S;OR”JRanS)
Par lingardté on est aussit8t ramené a prouver la propo=
sition lorsque P est de la forme ADi ol A est une appli-

. n
cation de classe C, de IR dans NS,rOR).

b) Soit woun élément de [ (R7,R"xCT) tel que [IcK.

Posons B = PoJg(w) - J.oP(«w), on a successivement:

B = A°3‘e(0'1°°)'35(‘“‘31‘°)

B(x) =Sl‘\(><)Diw(y)s"e (X’Y)dY‘SA(Y)Di“’(Y)Pg (x=y)dy

8(x) = { (AG)=A(y)) D(y)§ ¢ (x=y)ay

8(x) = - § 0, [(A(x)-A(y)) Fe (x-y)]eo(y)dy

8(x) = +§ D A(y)$e (xmydealy) dy+{ (A (x)=A (y D0 £, (x=y)a(y) dy

I GOl (00 (Y 1238 (U218 xmy) 1 oty ) 1 Py

AT () =a (2108, (x=y)1 2l y) 1%ay )

e Gl (k) (szp“DiA(Y)”\'Sllw(xhgz)HZI P(z)] %dz

roup IALDALAN Bt crez) 1210, 9(2) 1 20z )

yeK
|x=yle€

I1 existe donc une constante C telle que



o T

“B(x)“é!qunudx+ez)ﬂz(]9(z)|2+\Di ?(z)lz)dz
I8l < c?{ nwan?ax § (19(2)12+10,2(2)1%) ez
Finalement il existe une constante CK telle que

c) Soit f un élément de £H(R"R"xCT). On sait

qu'il existe un compact K' contenant K et une suite

() de D(R"JR"xCT) telle que w > f
m’‘melN "‘Sg'QRnJRanr)

La partie b) montre que
- - - £ o 5
|[P0356£b ug) Jeopﬁub 00qN(- CK““ﬁ (uqll . Par conséquent

la suite (PoJe(Q%J - JEOPGOm)) converge dans

me [N

L]
Sgé(m“,m”xmr) et sa limite coincide avec sa limite faible.

On en déduif que

Pod,_(w_ ) - J.oP(w.) > Pold_(f) = J_oP(f), puis
€EVm € m SEEORT‘RnXmF) 3 3

que [[Podg(w =F) = 3 oP(w =F)II £ C flw ~FIl (1)
Fixons'Q}D. Choisissons N suffisamment grand pour que

HLON—Fllé L, s Puis choisissons g, suffisamment petit
2C
K'
pour que ||Pod.(,) - J_oPw )il £ J lorsque €£E§,.,
EYN € N 2 o
La majoration (1) montre que I Pode(F) - JEOP(F)H €M
lorsque £€€, . La proposition se déduit immédiatement du

raisonnement précédent.///
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DEFINITION II.B8.2, Soit M une variéteé diffé-
rentielle et E,F deux fibrés vectoriels complexes de base M.

Si P est un o.d.1l. de E dans F,on note D le sous espace

Psp

vectoriel de SE(N,E) formé des sections-distributions T

pour lesquelles P(T)G'W;(M,F). On munit D de la topologie

Pyp

loc. convexe initiale pour les applications
(id:Dp,p—»Qz(m,E)),(p:op,p-»WQ(m,F)).

Si K est un compact de M, on note Dg D le sous espace
?

vectoriel topologique fermé de Dp D formé des sections-
9
distributions a support inclus dans K.
On note DS le sous espace vectoriel de D formé des
Pyp Pyp

sections-distributions a support compact. On munit DS D de
9

la topologie loc. convexe la plus fine remdant>continues les

injections canoniques des espaces Dg dans l'espace g
s P P,p
PROPOSITION II.8.3. L'espace vectoriel topologique

D est de Fréchet.
Pyp

Preuve: L'application (P: Q(M,E) => 3 (M,F)) est continue,
donc son graphe G est fermé. On en déduit que

GF\CQZ(N,E) xW{L(M,F)) est fermé dans <g2(N,E) x'MG(M,F).
Ainsi le graphe G’de l'application (P:DPH;QMG(M,F)) est
fermé dans XZ(M,E) xTM;(M,F). Pour conclure, il suffit de
remarquer gue l'application (Q:Dp ”598’), définie par
Q(x) = (x,P(x)), est un isomorphisme d'espaces vectoriels

topologiques.///
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PROPOSITION .II.8.4, Soient E,F deux fibrés

vectoriels complexes de base M.

Si P est un o.d.l. de E dans F d'ordre £1 alors D(M,E)

est un sous espace vectoriel dense de Dg 0*

9

Preuve:

a)

b)

Traitons d'abord le cas ot M=IR",E= R"xt®, F=1R"xC°.

Soit ey un élément de Dg 0° La proposition II.8.1. montre
?
que Po J,(wW) - J.oP(wW) > 0 lorsque
¢ $S(R" JR"xC®)

n n S n n T
&]mo. Or p(w)eS’Z(uR JR7xC®) et wel,(R"MR"xC") donc

) >
Sg(tR” JROxET)

> P(w)é& J (w

J.oP(w) >
© §S(R™,R"xc®)

lorsque EWO. On en déduit que Je(co) -D-c——-->oo
P,o

lorsque 63377E>0. Pour conclure, il suffit de remarquer
que J () e D(R",R"xCT).

Traitons le cas général. Soient w un élément de Dg o et
9

2L un recouvrement de M par des ouverts au-dessus
desquels E et F sont complétement trivialisables.
Choisissons une partition de l'unite (@U)Ueﬂ.de classe C ,
loc. finie, subordonnée au recouvrement U . Pour tout

UeW la section distribution w¥ |, appartient & ¢
utu P\U,o

car P‘U est d'ordre €1. Le cas précédent montre qu'il

existe une suite uﬁ de D(U,E‘U) telle que wﬁ - p——
D

fulu.

Comme l'injection canonique i, de D¢ dans DS est
u P P,o

[us©

continue, on sait que iU@og) -E———9'0J4b. On en déduit
D

P,o
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que @uz) —> w3 . Pour conclure, il

1
[inl®14 g Y D

P,0

suffit de remarquer que Ei:f iU(u)U)egD(N,E).///
lwINCe,I4 ¢ -

PROPOSITION .II.8.5. Soit p un naturel. Si E et F
sont deux fibrés vectoriels complexes de base M, si P est
un o.d.l. d'ordre €1 de E dans F et si la topologie de DP,o
est plus forte gue celle de MQ(N,E) sur D(M,E) alors

l1'injection canonique de W (M,E) dans D est un iso-
p+1 P,p

morphisme d'espaces vectoriels topologiques.

Preuve?
a) Traitons d'abord le cas p=o. La proposition 1II.B8.4.

montre que D(M,E) est dense dans Dp ,» car il est évident
9

ue DE est dense dans D . Notons T 1l'application
a P,o P,0

continue de Dp " dans MG(M,E) obtenue en prolongeant

par densité 1'injection canonique de D(M,E) dans Wﬂ(N,E)
et notons I 1'injection continue canonique de VG(M,E)

dans D e 0On sait que To I = id et que
p,O D(M,E) M(M’E)

o T idD . On en déduit immédiatement que

D(M,E) P,0
(1: W, (M,E) — D ) est un isomorphisme d'espace
1 P,0

vectoriel topologique.

b) Supposons la proposition exacte pour p=r et prouvons la

pour p=r+1. Il est évident qu'on peut se limiter au cas

MxCLl, F = mxcS.

ol M est un ouvert dean et oUu E

Soit 0 un élément de D Comme 0eD ,ONn sait que

Pyr+1° P,r
01516;1(N,MXE1). L'opérateur PoD; - D;oP est d'ordre £1

donc PoDiU'e’Mé(M,IVleES) .
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. . L. 1
Ainsi D,0 e DP,r‘ On en déduit que Diaiamg+1(m,mxm )
. P 1

pour tout ie {1,...,n}. Par consequenttTeM4+2(M,Mxm ).

Pour prouver que l'injection canonique de D dans

HsEd]
WV;+2(M,NXE1) est continue, il suffit de prouver que
. . . 1 .
les applications (Di‘DP,r+1 —a>W;+1(M,MxE Y )s 1e{1,..,n}
sont continues. Or 1'injection canaonique de Mg+1(M,MxEl)
dans Dp r est un isomorphisme d'espaces vectoriels
9
topologiques donc il suffit de montrer que les appli=-
< . 1 "

cations (PODi - DP,r+1 — SZ(M,MXE )) sont continues
pour 16{1,...,n}. Mais cela résulte immédiatement de ce
que l'opérateur PoD; - D;oP est d'ordre €1,
Pour conclure il suffit de remarquer que l'injection

g 1 . . .
canonique de DP,r+1 dans Mc42(m,mxm ) est l'application

réciproque de l'injection canonique de %V;+2(m,mel) dans

DP,r+1‘

c) La proposition se déduit de a) et de b) en raisonnant

par récurrence sur p. ///

*
DEFINITION II.8.6. S5i X‘e?;(len) et si relR", on

pose "X = r.(m 1)* (x)
T

PROPOSITION I1I.8.7. Soit (x1,...,xn,X1,...,xn)

une base de 3-;0R2n).

2n

Pour tout compact K de IR il existe une constante c»0

n
telle que zz::”Dduﬂz £ ¢ ("U“2+ > 1fx. u"z) pour tout
(®1€1 j=1 1

ueDK(len) et pour tout relo,1(.
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Preuve:

a)

b)

¥* - -
Sait ¥ wy Blémest da T;ORZ”). On sait que X F==Xf-divXf

* - - - -
On en déduit que X X=X X=[X,X] +(div X)X - (div X)X. Ainsi

2n . . ; .
* e o — ] -
(x'x = X% => (xJdo. 3% - %o . xK + 0.x3x% - b .xIxK).
& j j j
er(x) = Xk(rx) donc il existe une constante C telle que

N(Ex* Tx - X" rY)(u)”2 A > %g;%“D“UHZ pour tout uedX(R?")
I1 est clair que HXung | 7u"§:=5 (X*X - Y*Y)U u dx, donc
”r7u“§ < “rxu“§ + -%(g%;;“Duuuz)e“unz si ueDKGRzn) et si
§>0. On en déduit que

“rXuH2 £ ”rXuﬂg + ez(EE;;HD“uH2)2+ <§; nuM2 si uedN(R?M)

: & G
1“D U”2)+-’_”U“2

et si €>a. FinalementﬂrYUHz éHrXUH2+5( 3

(x{=
pour tout ue DKGRzn), >0,
Soit (X1,...,Xn,Y1,...,Yn) une base de‘T;(mzn).Un sait

no .
que D, Xi + :E:p% X;» on en déduit que

jt i
| J —1=1
(Dj)x = Eg%al(rx)( X, ) + ;::@h(rx)( X ) I1 existe donc

une constante C' telle que

2n n _
Z1||Dju||2 £ C! .E aniuuz +HrXiun2) lorsque relo,1{,
J= 1=

ue[ﬁ(mzn). Ainsi il existe une constante C" telle que

2 "
?g%“DjuHZ < ;{:(zn X;ully +& (> |Io%un ) % lull,) .

Jx1£4

Choisissons & suffisamment petit pour que & C'<1, on voit

qu'il existe une constante C"' telle que

(£]
K/po2
:E HD“UH £cm ﬂhﬂlfggijuuz) pour tout ue D"(R")

|1 €1
et pour tout relo,1[.///



- 85 -

PROPOSITION II.B.8. Si nous conservons les hypo=-
theses et les notations de la proposition précédente alors
pour tout compact K de !Rzn, pour tout voisinage compact K!

de K et pour tout entier s, il existe une constante C telle

0 o
que z: I Iﬂtulzdxé c(y Y J |D rXjulzdx +S [ulzdx)
Xl €s+1°K Kl€s j=1%K? K?

pour tout u e D( len), seiN, relo,1}.

Preuve: Démontrons la proposition par récurrence sur s.

Le cas s=o0 est une conséquence directe de la proposition
précedente. Supposons donc la proposition exacte pour s=k
et prouvons la pour s=k+1. Soit K un compact de len et K!?
un voisinage compact de K. Choisissons un voisinage compact
K" de K inclus dans ﬁ'. L'hypothése de récurrence montre

qu'il existe une constante C telle que

Z S lDuD]ulzdxéC( > innlDuerDlulzdx +SK"|Dlu]2dx.

| xI£k+1 " K lxl €k j=1
pour tout vue DORZn), re Jo,1[, léi{1,...,2n}.
Les opérateurs [Ux er,Dk] sont d'ordre 2k+1 lorsque [KI£k
et leurs coefficients sont bornés sur K" indépendamment
de r si relo,{.
Il existe donc une constante C' telle que
> g lDuulzdx-’_-C'( > ij IDIX r)(.ulzdx +> S |D°‘u|2dx
| |£k+29K X\ Ek+q j=1d K" J [XIZKk+19K"

pour tout ue D(IRZn), refo,1[.

L'hypothése de récurrence montre alors qu'il existe une

constante C" telle que

n
> |8 u [Zaxecm ( >0 10" TxulZax + [, (o) Zax)
[*|£k+29 K WEk+1 j=19kr J K

pour tout ue D(len), r€]0,1{- ///
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PROPOSITION II.8.9. Si E est un fibré vectoriel
complexe dont la base est une variété réelle orientable
de dimension n. alors M/- a (MyE) est inclus dans

s+[§]+1
rS(N,E) et 1'injection associde a cette inclusion est

continue.

Preuve: Il est clair qu'il suffit de considérer le cas oUu

= IR", E= R"xc"

Supposons que ‘Pe@(ﬁn)]m.ﬂn sait que (2" =3 F3*(¥) on en
déduit que (2ﬂ)n”T(x)m§f"}+‘?“ dx. Or 3+(dx?) = (-ixyx3+(¢)
donc lf3+(1 A)s‘?)“ (1+ixl2) ”'34"{’” pour tout s €IN. On en
déduit que [[P(x)]| ‘q5(1+lx{2)28"3+?”2dx JS(1+IX12)_23

si 4s>n., Ainsi pour tout s>'z il existe une constante CS

telle que ”?(x)“ £ C "3+((1 -A)S‘P)”Z. I1 en résulte qu'il

existe une constante C' telle que supJHTx)“1-C{I "D“ “2
x€l ‘[ ]1
pour tout ‘PG[D(JR )lm

Cette majoration montre gque la topologie de FgﬂRnJRnxmm) est

moins forte que celle de M/. (R™,IR"xc™) sur D(R",IR"xc™).

s+[%]+1
On peut donc prolonger par densité l'injection canonique I

de D(R",R"xC™) dans rsﬂRnanxEm) en une application continue

T de W (R"JR"xe™) dans I (R",R"xC™). Soit (f ) _.
s+[%]+1 = mel
une suite de D(R",R"xC™) convergent vers f dans
w(ﬂ (R™,R"xC™) . On sait que f —> f, on en
s+[%]+1 ™ DIR" JR"xC™)
déduit gque If - f, Or If > Tf donc
" DER" R "xe™) ™ Q(R" R"xe™)
Tf = f et fe Té(N,E). On en déduit aissit8t que
ﬂM’ (R"4R"xe™) = T (R",R"xL™) et que T colIncide avec

[”}+1

1'injection canonique associée & cette inclusion.///



CHAPITRE III

VARIETES PSEUDO-CONVEXES

IITI.1., Définitions,cohomologie

DEFINITION III.1.7. Une application f d'une variété
quasi-holomorphe intégrable dans (R est strictement pseudo=-
convexe (resp. pseudo-convexe) si elle est de classe Lo et
si la (1,1) forme i3df est strictement positive (resp. po-
sitive).

Une variété quasi-holomorphe intégrable M est pseudo-convexe
s'il existe une fonction ¥ strict. pseudo-convexe sur M pour
laquelle @1(]—«§r]) est compact pour tout re€lR. Il est

clair qu'une variété pseudo-convexe est a base dénombrahle.

REMARQUE III.7.2., Dans la suite de ce chapitre,
M est une variété pseudo-convexe, $est une fonction strict.
pseudo-convexe sur M pour laquelle @1(]—a§r]) est compact

pour tout relR et E est un fibreé vectoriel quasi-holomorphe

de base M.
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PROPOSITION ITI.1.3. Si (X ) est une suite

me N
de D(M) qui finit par valoir 1 sur tout compact de M,
alors il existe une métrique hermitienne sur M telle que

llg“m“T*M € 1 pour tout melN.

Preuve: L'hypothese faite sur la suite (“m)melN montre

que la famille ([axm])mclN est localement finie.

Munissons M d'une métrique hermitienne h. Soient un recou=-
vrement de M par des ouverts relativement compacts et

(P,)y
aW. Si UeW, on pose I, ={m:melN,[5o§m-lﬂ[‘(’Ul # ¢} et

ey une partition de 1l'unite,l ,positive,subordonneée

C, = sup (supnﬁumHT*m). La fonction = 3> C, ¥, est de
mel, M Uel

classe Cg sur M et majore ”é“m”T*M SLu'[gum]. En effet,

si xe[éum] et si ?U(x) # 0 alors mel, et C éﬂémm(x)“Tim'
Posons M = ¥Y+1. Il résulte de la construction ci-dessus que
M est une fonction strictement positive de classe (.

ma jorant ”édm”T*M pour tout me(N. La métrique Mzh répond

aux conditions de 1'énoncé.///

DEFINITION III.1.4. Soit (Km) une suite fonda-

me IN
mentale de compacts de M., Choisissons une fonction Wlm de

b

classe C,, comprise entre 0 et 1, égale a 1 sur Km et a

3]

support inclus dans K Munissons M d'une métrique

m+1°

hermitienne vérifiant la condition de la proposition IV.1.3.

relativement a la suite (QIm) M conservera cette

me IN°®

structure quasi-hermitienne jusqu'a la fin de ce chapitre.

On munit également E d'une métrique hermitienne (',')E.
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Pour simplifier 1'écriture nous noterons 5? et ‘ég les
prolongations & &H(M,E @ AT*M) des o.d.l. §E et ég définis

z . p q p’q
précédemment. Si p,qeiN, on pose L}’ (M,E) = LZ(N,EIC) A T*M)

PsQ -
On note D éE l'espace vectoriel {F:FeLg’q(M,E),OEFeLg’q+1(N,Eﬁ

muni de la topologie initiale pour les applications
(3.: 0B29 » LB29*(m,E)), (id:DB?9 — LB29(m,E)).
E o 2 o 2
P P,q 5% pyq-1
On note Dé* l'espace vectoriel {F:FGLZ’ (M,E),BEFGLZ’ (M,E%
E
muni de la topologie initiale pour les applications

=% -1 <
(Bg: 0F&T = 15?97 H(M,E)), (3d:DFLT > L5r8(m,E)).
E

on note DP?9 1'espace vectoriel DE’q(WDE;q muni de la
E 9r e

topologie initiale pour les applications

(

P
E* E
=%
. pP»Q Psyg-1
(@g: DE?Y = L5 (M,E)).

Q1

. pPsO Lg’q”(m,E)),(id:DpEq = LB’Q(N,E)),

PROPOSITION III.1T.5. Si pyqelN alors
(éE: Dg’q > LB’Q+1(M,E)) est un o.f.d.d. de Lg’q(N,E) dans
E

-%
L2239+ (1,E) dont (5, : D§;Q+‘ — L5?9(m,E)) est 1'adjoint.
E

De plus Apéq(N,E) est dense dans Dg’q.

Preuve: a) 5E est un o.f.d.d.

Le graphe de (5E: Dg’q = Lg’q+1(N,E)) est fermé dans
E

Lg’q(N,E)x Lg’q+1(N,E) car l'application

(B_: D(M,E ® AT*M) = P (M,E @ AT*M)) est continue. De plus
E

Dgéq est dense dans Lg’q(M,E) car Dgéq:)Ag’q(M,E)-
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b) Si fe DB’ alors x f — f dans DE?9.

aE ””””” === 9

Il est clair qu'il suffit de prouver que
> - (3 P,g+1
aE(ﬂxm) (0 f)x ~—> 0 dans Lj (m,E).
Or BE(ﬂxm) - (8Ef)mm = FAQa

3 - (3 *
donc A (fx ) (GEF)o(mef,l(N,E ®@ AT*M) .,
De plus la proposition P.2.3. montre gue

”ég(f’rxm) e (5EF)mmllE®AT*Mé\lp+q+1”an®I\T*M né‘xm”/\r*w

Etant donné le choix de la métrigque de M on voit que
,|5E(Fo(m) - (éEF)“mllf:@AT*m é\|p+q+1 ||f||E®AT*M. On en déduit
que é(Fxm) - (gf)xmeng’q+1(N,E) et le théoréme de Lebesgue
dans um-LZ(M) montre que 5(ﬂxm) - (éf)“m ~> 0 dans

L2»9* (m,E).

e) Az 9(M,E) got_dansg dams D"

Cela résulte de (b) et de la proposition II.8.4.

=%
d) <aE=D%E’+q“—> LB29(M,E)) est_1'adjoint_de

a 1

(BE:D%’S — LB (m,E)).

. p,q+1 ; :
Supposons d'abord que f‘e.-DéE . Soit (@m)me\N yne suite

de Ag’q(N,E) convergent vers f dans Lg’q+1(M,E). Il est
lai @ ) 3.f
clair quef E PnrT) egaT*m Vi "S( EF T egaT*n Vi
~% =%
lorsque G‘c—:—AE’q(P’l,E) car aE‘Pm - GEF dans P(M,E@NT*M) .
= =%
On en déduit que S(F,GEU)VM==§(3EF,G)VM. Mais cela signifie

~%
que le couple (F,GEF) appartient au graphe de 1'adjoint de aE.
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Supposons maintanant que (f,g) appartient au graphe de

1'adjoint de (éé: Dg’q - Lg’q+1(M,E). Cela entraine que
E

S(Q’O-)E(&/\T*MVM = S(F’aEG_)E®I\T*P‘IVM pour tout O‘GAE’Q(P’I,E).
Si (Wm)melN est une suite de AE’Q+1(M,E) gui converge
g+1

%
vers f dans Lg’ (m,E) alors S(g-aE‘Pm,Gﬁvm —> 0 pour

~%
tout creAg'q(m,E) et 8.¥ —> g dans D(M, E® AT*M). On en

g+1

déduit que g —8 f et que Fe.Dp’
£ % E

e) Si fe DP?9 alors X f —> f dans Dpéq

A Eels

On sait déja que &« _f —> f dans DE?*9,
m aE

- P
De plus SEmeF) = =% 18E*¢Km0ﬁ*F)). En utilisant la partie
b) et les propriétés de H#% on voit immédiatement que

-* ‘* - - .
O (x f) —» 8 f dans Lg’q 1(M,E). Ainsi o f —> f dans DE:Q.

) Ap 9(M,E) est dense dans Dqu

Cela découle directement de &) et de la proposition II 8,4,

-

—*
appliquée a 1'oc.d.l. 3E+3E. ///

DEFINITION III.17.6. Soit ¥ une fonction de classe Qm

(83 ¥), s XAX >
de M le réel inf .

Xe (T ! M\{o} (x,x)T .
Le lemme A.1.6 montre que l'application (AW:M-»lR) est

sur M, On note X? la fonction qui associe a tout point x

continue. De plus %*>O (resp. ® 0) si ¢ est strict.
pseudo-convexe (resp. pseudo-convexe).

On note Ey le fibré vectoriel quasi-hermitien obtenu en
munissant le fibré vectoriel gquasi-holomorphe E de 1la
métrique e_w( y )E' On note ( , )¢ la forme hermitienne

de LZ(M,E@ AT*M) .,
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PROPOSITION III.1.7« Si U est un ouvert de M,
si (U1""’Un) est un repére unitaire de T'U et si
(91,...,em)est un repdre unitaire de E;,, alors pour tout

compact K de U, il existe une constante CK telle que

Ny )y + 2 g J_ }:

g= =1 1=1
J)=q

u 2

¥

T wt
k“1, 3

x 2 a* 2 2
sl 3
z(naEv Hw+ ” Eww“?) ’ “w Y

si peiN, quNO,n)eAp’q(M;E), [kolc K et si ¥ est une fonction

pseudo-convexe sur M.

Preuve: Si QGA(U,E\U) et si X est un champ de vecteurs

tangents sur U, on pose

- k o I,=J r
mk(co) = WAL © et X(w) = Y_ e, ® u AL X

r=1 éI ey B

On convient de noter m et X les o.d.l. de EkﬁgAT*U dans
E;U®AT*U définis ci-dessus. Il est clair que kaX — Xomk.
Dans les calculs suivants, les adjoints sont pris au sens

de la métrique canonique de EwlugAT*U‘

Comme m est d'ordre 0, on a ¢

* —_ m _ i —
m (e @uIAuJ) = (e ®uIAuJ,e ®uKAuLAuk)e ®uKl\uL
k' r K i= T 1 1
=p —3

)

]

Ainsi mk(e ®uiAT 0 si k¢3

J\{k} {k\}e ®u /\u \{k} si kel

I1 résulte directement de ces relations qgue

2 Lo % 02 . .
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* *
b) Calcul de m,om,  + m _om;

Sil<¢3 on a

lomk(e ®u /\uJ)

Si ke dJ on a
* I -3 I =3
mlomk(ertxu AUT) =PJ\{ K} ,{k}PJ\{k},gl} e ®u AU

Si k £ 1 et sil<¢3 on a
3%
M

\§k}u{i}

I =3
oml(er®u AUT)
Si k # 1 et si ke on a

m:oml(e ®UIAUJ) = P {l} e(J\{k})U{l} k;se &u /\u

I =3 .
er®u Au si k¢3

—(3\{x})u{r}

*

De plus m om_ (e ®u%\u3)
* I
e

/\uJ) 0 si kel

omk(e ®u

En remarquant que PIUJ,L = ?I,J PJ,L?I,JUL on voit que

-
--------- k

La formule de Green montre immédiatement que
—% -
uk«U) = e+w(-uk-div uk)e q}(o:u) lorsquecoeAC(M,E).,[cu]C:U-

_%
On en déduit que uk&u) = —uk@U) + (qu’-div Uk)ﬁo)-

- —%
On constate aussi que u e my =m e u . Ce qui entraine

Supposons que Fe,CQKU).
. —* .
On sait que u;f = -u,f +(ul?—d1v ul)F

g4 - =% - - -
On en deduit que [uj,ullf ={ul,uj]F + ( Ujufy-tujdlv ul)f.



- Gh =

Comme les formes duY sont de type (1,1) il existe

fonctions Cdl de classe C, sur U telles que

= n j
=,

dud = > C F1 AT, On en déduit que
k=1 1=1
— n Eand
39r = 8( Z aJ)
n n , n n _ )
E: E: £ ukATd- S U.f T, ulagK
j=1 k=1 j=1 k=1 1=1 1 ki
n _ :
Ainsi (8 3f) {1},{} = ¢ u f - ZIUJF lil
J:

Par conjugaison, on voit que

J
(33?) {1}, {k} = u ulF-+~§;qu Cik
Mais 83+ 93= 0 donc

--*Jf’ S or ok i £ CY. + (T,u,¢~-7,di
TN = .- .+ . - u.
(358 r =2 5er 3 u e (Tyupw - Ty
En remarquant que

(35“?) il}, {J.}: i j on obtient
1t

k L K
u f Cl. + (éé%dlvuk Clj

des

Ul) f

—ujdlv ul)F

* (831, g3

de E), ®AT*U dans E|, ® AT*U, indépendant de ¢ .

n
9 = 5 m, © Uk ow+ C ol C est un o.del. d'ordre O
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—

Posons B = aE )U - C.0n obtient successivement
A4

* n — *

Supposons que K est un compact de U et que

we aAP9(mM,E) WlcK, q#0. On déduit des égalités ci-dessus que

2 * 12 2 L i % - % *

“Bw”\P +”B w“w =k§1“ukw”+‘+k§1 §1(mkw’[uk’ull ml w )W
En tenant compte de d) et de ce qu'un o.d.l. d'ordre O
définitune application continue de e{z(u,Eiu}dans {'Z(U,Elu)
on voit qu'il existe une constante C indépendante de ¢i,'
telle que

2 * 2 = g2 & L o« = *
IH B w Iy +ll8" w g —ké_q“ukw”? -k§1 1§1 (mkw,('c"a“"){k}, {1} "1k,

, N n N % _ =% 2
£C L(m Wyu_my ). +H|w ]

122—11;;;1 k’rl‘*’””“’

On en déduit aussit®t qu'il existe une constante C”indé-

pendante de Y et telle que

n — 2 —
(Ngorey + 2 I15,c0lly llscall, +l18"eflG v lellyfoeo g cllesl

Mais a-b = %a + j%;bz lorsque €30, a,beU]anL

Donc il existe une constante C, indépendante de ¥ et telle

K

que

Oy + 2TNT@AG 2019 18 1) + c il //
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PROPOSITION III.7.8.,1I1 existe une fonction C,

positive,de classe C,,, telle que

- ? %
(()\w-[:)w,w)q, £ 4 (”aEWC.o” +”86qu”2) pour tout pelN,
qeIN_, weAl*9(m,E).

Preuve: Soient U le recouvrement de M par les ouverts
relativement compacts au-dessus desquels E et T'M sont
C e S ¥ e i i B
trivialisables et (tPU)Ue?l une partition de 1l'unité,

positive, C loc. finie, subordonnée a U,

o !

“fu :
Posons pu=FT=_— Pour tout UeW.. I1 est clair que
¢
iel U
{ﬁU]C PFb] et que S = 1,

ued

Pour tout UeWla proposition III,1.7. fournit une cons-
tante CU telle que

(AW“y’“ﬂ)W < Z(IIéE:NHZ +llé:$”“2) + CU”&mz lorsque

wreaP dm,e),[wlc[?,], q # 0.
Soit o un élément de AE’Q(M,E). En appliquant la majoration
précédente a wp; on voit que
(NP €218, @R)IZHIB @pI?) + cyllog IP
LSRN VAR T Ey u Ey PU u ﬁJ
T e _1)P+9 (A D
Mais aEv(w @U) = (BEVw) PU + (=1) wl\BPU donc

Héw(wpu)nfp 2() (éva)(suuiJf( (prat DB Z g prsn @) ) -

< ¥
En utilisant une majoration analogue pour aE on voit
)

qu'il existe une fonction FU positive, de classe Cq

’
4 support inclus dans [PJ} et telle que

AP, OF )y % 4<n<55Ww>(suni+n<5§%’w>punf) + (Fyw @)y .

Posons C = 2 f,. La construction précédente montre gue
ve !

C répond aux conditions de 1'énoncé.///
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PROPOSITION IIT1.17.9.1I1 existe une application /o

de IR dans IR, de classe C, , convexe, croissante et telle

*

2 1A 2 3 2
qus “w"/\_(‘?) == “ aE/L(‘P;‘) H/((af) + ” aE/q((cp)w”/((‘F) ’
pour tout peiN, qeWN_, aJeAg’q(M,E) et pour toute appli-

cationlﬁ de IR dans IR de classe Co sCoOnvexe, telle que
Q/LL %ﬂ .

0
Preuve:

Soit X une application de IR dans R, de classe Coo s

)X (5‘?))( et

convexe, croissante. On a (57C°?)x = D?(x
(3Xo®), = Dy, )X @39 + 03, )X @F) A B . si

©.5...58_) st un repére de T'M au voisinage d'un point
17 *Tn

Xe de M

- B — 2 _
Il en résulte que la fonction Xo'f est pseudo-convexe et
que AXO‘PQD“{’X)\?’ (1).

Soit C la fonction gqui intervient dans la proposition

I11I1.1.8. Posons f(r) = sup %SE lorsque relR.
= 5
LP (]—(I),I‘])

On sait que f(r)e IR car la fonction %%E est continue sur
¢

le compact qﬂ(]—co,r]). Comme l'application (f: IR = IR)
est croissante le lemme As1e1. nous fournit une appli-

cation ¥ de classe C croissante, majorant f sur |IR.

co ?

Posons /Ko(r) ==S;0(t) dt lorsque relR. L'application

SFO:IR-+IR) est de classe C,,, croissante, convexe.
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SDit/l, une application de classe C_, ,croissante,.convexe,
Y
telle que Dju = D/ALO. La formule (1) montre que

N NEPE S N-Dr

pmof
VP(x)) = F(P(x)) et F(€(x)) > £ hour tout xem done
Nep( x)
)\/Lo‘f’é 44C o En utilisant la proposition III.1.8. on voit

que “w“/z{(cf) £ “"_BE/‘C(?)‘*)HZ +”§;j(({’)w"2, lorsque peiN, geW _,

wGAg’q(M,E). La conclusion résulte aussit8t de cette

derniére majoration.///

DEFINITION III.17.710. Dans la suite on note Ko une
application de IR dans IR qui vérifie les conditions imposées
a la fonction P de la proposition précédente. Une appli-

cation M de IR dans IR est adéquate si elle est de classe Cq ,

convexe, croissante et si D/ué D/LO.

PROPOSITION III.1.71. Soient /4, une fonction adéguate

et p,g deux naturels.

a) si weLg’qH(M,Eﬂ(tp)) et si dw= 0 alors il existe
w'elPr9(m,E ) tel que 9 W' =W, 3 w' =0
v Z |wll
o'l xeey & 1Ny -

3 Psg : —
b) 5iweLs (M’E)/((‘F) et si (a),u)/{(,_(,) = 0 pour tout

——

ue LP9(m,E. ) tel que 9 u =0 alors il existe
2 *TH(R) E
X(P)
w'eLg’q+1(M,E) tel que BE* w' = —a-E w' = 0,
() H(P)

”w'“/((«p) é”wl}y(tp) .
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Preuve: Cela résulte de la proposition III.1.5., de la

proposition III.1.9., du cotollaire P.4.5., et de ce

—

que 5E o aE =0.///

DEFINITION III.1.12,
On pose QP(M,E) = {uncoeAp’o(N,E),.éEco= D}. On munit
NP(M,E) de la trace de la topologie de AP?9(M,E).
I1 est clair que £2P(M,E) est sous espace vectoriel

topologique fermé de AP?°(m,E).

PROPOSITION III.1.13., Soient p,g deux naturels.

p,0C ——
a) siwed,(ME® A T*NM) et si 9.= 0 alors weqP(M,E).

E
De plus,la topologie de aP(M,E) est la trace de la

p,0O
topologie de SZ(M,E@) A T*M) .,

Pyg+
b) sSi we'vg(m,x-: ® A T*M) et si d.w= 0 alors il

E
PsQq -
existe w'e‘W;H(M,E ®@ A T*M) tel que aEw' =0,
’ p,q+1 s A . <
c) Si WeA (M,E) et si 8E60= 0 alors il existe

' €aPrI(m,E) tel que J;w' =c.

Preuve: Soit U un ouvert de M,difféomorphe é!Rzn au~dessus
duguel T'M et E sont trivialisables. Soient (U1""’Un) un
repere unitaire de T'U et (eq,...,em) un repére unitaire
de E|,. Pour toute forme aJeAE’D(U,E'U) il existe des

fonctions co? de classe Co, sur U telles que

= E: E: Q)? e ® uI. On sait gue
(I)=p r= . —
51, Y Y (Tt TiuT +wf B 1)
W) = uw: e ® u'Au”™ +W e_ ® u #
Elu (1)};;) o 3T B I E‘°r

Ainsi pour tout compact K de U, il existe une constante CK
n -
- 2 2 2 ; pP,0
telle que ;;Hlujuﬂlw = CK(“SE@O)IIW +"um*) si weA™? (U,Elu),
si [W]cK et si ¢ est une fonction pseudo-convexe.
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En combinant cette majoration avec les majorations établies
en III.1.7. p. et en II.8.8. p. on voit que l'opérateur

=%
différentiel BE + 8E de EQ@AT*M dans EQAT*M vérifie les
¥ ¥
hypothésesde la proposition II.8.5. p. pour toute

fonction pseudo-convexe w. On en déduit que

= = - *

D = r+1(m,E®AT M). .
pyg+ —

Soit w un élément de SZ(M,E ® A T*M) pour lequel d w=0.

Le lemme A. 1. 5. .montre qu'il existe une

fonction adéquate u telle que CdeLg’q+1(M,Eﬁ(?))-

La proposition III.1.11. . fournit alors un élément
= =%
w'e LR 9(m,E ) tel que 38 w' =w, 98 w' = 0,
2 , E 9 E
() K () £(%)

Pour conclure il suffit de remarguer gue

P,q P,q+1
w'e 'W;_H(M,E ® A THM) siweW(M,E® A T*M) car
la proposition 1II.8.9. p. montre alors que

wrenP!d  (MmE) si w enP I (mE).///

PROPOSITION III.1.14.Supposons que pelN, qelNO.
a) Si weLg’q(M,E), si [w'lc7f’1(']-—00,o 1) et si é;o.)= o,

q+1(M,E) tel que

alors il existe w'e Lg’
: - = %
[l 3 (1-0, 0]), B @' =w.
b) si welhr®(m,E), sifw]c? (1-o0, 0]) et si
SM(&)’@')E@)/\T*P’I vy = 0 pour tout w'eP(M,E) alors il

- g
existe w'e LS”(M,E) tel que [w]c &' (J-w,0 ] ),8p @'=w,

Preuve: Soit w un élément de L5?9(M,E) vérifiant les

hypothéses de (a) si q # 0 et celle de (b) si g = O.
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Soit x une fonction adéguate égale a Jeo sur ]—OO,U] et

ma jorant juosur ']D,+co[. On s'assure immédiatement gue

/Sl t _ v PoQ
(e w,w )/‘w = 0 pour tout W'elL) (M,E/(Oq,) tel que
aEw' = 0. La proposition IIL1.10 nous fournit alors un

élément w, de Lg’q”(m,ﬁﬁw) tel que 5? W= ef%%s, et
/LO‘P
pour lequel "w/‘“/co? = ”welto‘f“/w‘? .
Or 8; Wy = e/w*?é*g(e-/to*?w/{) donc é:(e-ﬂovw/() = W,
/co‘{’

Posons w'j.( = e—/(o?w/(. I1 est clair que wh € Lg’q'm(l"l,E )

—‘/(D'f

(o)
et que llco;,‘ll o é”w“-/“o\p .Posons E22=e/‘(O 0 S["l(w’w)E®/\T*l"l Vi e
Dol

I Psq+1
ot By ={u: u€Lh 9" (m,E o

4 z
/m?) o £C } I1 résulte de

l'hypotheése faite sur le support de w que weB/(.'

Notons i/( 1'injection continue naturelle de Lg’q'”(m

€ o)

g+

dans Lg’ (M,E ). L'ensemble i/k(B/() est a-compact dans

_./(oo vf

Lp,q+1(m ) car c'est l'image par une application

2 ’E—/(Oo%’

a-continue d'un a-compact de l'espace d'Hilbert Lg’q+1(M,E

-/(D‘F)

[ *
Posons TT:{u:ueLg’q+1(m,E_/( O‘F)’ aEU =OJ}.Trest un a-fermé
8]

*
de Lg’qH(M,E_/( O“P) car aE est o.d.l.. Le raisonnement ci-
0

dessus montre que i/((B/()fﬂT;é . Le lemme A.1.4.

nous fournit une suite croissante Wm)melN de fonctions

adéguates telle que /“m[]-oo,U] =/“0’/(m(]o,+co[+°°’
La famille (i m(Bﬂm‘)nmmelN est une suite décroissante de

a -compacts non vide de Lg’q'H(M,E

o)
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Soit ' un élément de N ( (B

me IN /‘(

)NTT) . 11 est clair que

<% . of
BE W' =W car W'e€Tl, De plus (W ’w')E®/\T*N e/( evy-L (m).
t S (cor ,w') /(mO‘ev £ ¢2 pour tout melN
© M E@AT RN © M- pou gifla

/{mo‘P
Le théoréme de Levi montre gue la suite (@W',w') C

EQAT*M
converge Vy-=pp. Or /‘ml]o,+oo[+°°’

donc [ (! w')] C‘?’ (]-, 0]). Mais cela signifie que

Vm=PP

[cu']C ¢ (]-oo, 0]). On en déduit que la section <

répond aux conditions de 1'énoncé.///

PROPOSITION III.17.75s Supposans gque pelN, gelN,

q #0, g #n.

a) Si weLg'o(M,E), si [w]c_:(;(]-m,tﬂ) et si dw= 0
alors W= 0.

b) si welhI(m,E), si Wilc? (1-00,0]) et sidw= 0
alors il existe o' eLg’q-1(M,E) tel gue
kolC %' (1-0,0]),0w' =c.

c) Si weLp’”(m E), si @J]Ccp (1-c0,0]) et si Sw,«w" =0

py,n=1

pour tout w"e€Q"P(M,E*) alors il existe w' €L,

tel que [w] C:é (]-o0,01), S =co.
Preuve: Cela découle de la proposition III.1.14.si on
remplace E par E¥*, ¢opar #xw et si on tient compte

des propriétés de Hx. ///
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DEFINITION III.T.16. Soit A une partie de M. On
pose !lp(N,E)lA =§F)A:F€£1p(N,E)} . On munit Ilp(M,E)lA
de la structure de C-vectoriel déduite de celle de

oP(m,e).

PROPOSITION III.1.17. Si M = 5(31(]—00,0[) et si U

est un voisinage ogvert de 51(]-co,0]) alors

——— a®(Mg,Eqpy

QP(M,E)‘M ©
o

Preuve: Posons K = @1(]—CD,U]) et notons Lg’q(KO,E) le

= A CL T
o

sous espace de Lg’q(M,E) formé des éléments & support
dans K_ . Il est clair que Lg’q(KO,E) est un sous espace
d'Hilbert de LS’Q(M,E). Notons AP 1le sous espace de
Lg’D(KD,E) formé des sections du type XKG' ot oe aP(M,E).
o

Notons BP 1le sous espace de LS’D(KO,E) formé des sections
du type XKO‘ ou O‘eﬂ.p(U,E\U). Soit w un élément de

a]

Ps0
(Ap)J'LZ (KO’E). La proposition III.1.74 montre qu'il
. P,y 5 ¥ .
existe w'e L2’ (KO,E) tel gue aE W' =W, Sgit K un
élément de $1P(U,E(U). Il est clair que
(3<K V' ,oo)Lp,o(K JE) ==S (M,Q»E @AT*U Vy+ Soit (B une fonc-
o 2 0 u fu

-tion de M dans IR de classe C,, & support dans U et

valant 1 au voisinage de Ko‘
On déduit de ce qui précede gue
5 ¥
- 1
(XK°<9‘“‘))LP’°(K ,E) "S (O(@,BEQ) )VU
0 2 a u
§ Bep)w)y,

=0
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1822 (K ,E)

La dernidre égalité montre que wWe(BP) . Il en

Ps0O PsO
résulte que (Ap)J'LZ (KO’E) C(Bp)J'LZ (KO’E) et que

58P, 0On vérifie aisément gue la restriction
. L P,0 i A ;
& M, d'un élément de L5’ (KD,E) appartient 2a S2(M0,qm ®AJ*MD)

et que l'application (rm :LS’D(KD,E) -)f (I"I El["l ®/\T*M )
)
fz(mo’E!m ®AT*M )

continue. On en déduit que (rM (AP)) :)rm (8P)
o 0

Mais (AP) ¢ T (Bp)cap(mo,ﬁm ) et la proposition III.1.13
0 (8] @]

montre que la trace sur Ilp(MD,Elm ) de la topologie de

4’2(M E‘M)COIHClde avec la topologie naturelle de

11 (M O"M )

jlp(MD,E‘m ). On en déduit que I'y (aP) o Dry (8P).
0 0 0

La proposition découle immédiatement de cette derniére

inclusion. ///

PROPOSITION III.1.78. Une variété quasi-holomorphe

intégrable est holomaorphe.

Preuve: Soient M une variété quasi-holomorphe intégrable

et Xg un point de M., Choisissons un voisinage ouvert U de

2n

Xqo difféomorphe a IR et au-dessus duguel T'M est tri=-

vialisable. Soit (ys:U —9IR2n) un difféomorphisme tel que

Y(Xo) = 0. Transportons la structure guasi-holomorphe

2n

de U a IR au moyen de ce difféomorphisme et choisissons

20).

un repére (u1,...,u ) de T (IR Un calcul simple montre

[23(1x1%)] (o) = Z i%i(8) Tx, (o). On en déduit

aLit -

gue >\‘ ‘2<°)>00
X

Soit rB une boule ouverte de centre o telle que

2n

r§2nc {z:zelen,%‘xlz (z) >0} .
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Posons \ = rB2n et A= iﬂfﬁxlz . Supposons gue
V
£ e:]o,%[, On note me le difféomorphisme de V dans ¢V

défini par ma(x) = gx. On note V& la variété V munie de

la structure guasi-holomorphe déduite de celle de &V au

moyen du difféomorphisme Mg

Soient Km une suite fondamentale de compacts de V et <

[
une suite de D(V) telle gue o(m=1 sur Km et que Ex"aCKm+1

pour tout meiN. Posons c_ =  sup (s%p]uixk\ s%p]Djdml)

En procédant comme en III.1.3 ,construisons une fonction M
strictement positive de classe Ce sur V. gui majore c, sur

2n
A . : P
jg1 [Djxh]. Posons ViTM Y et munissons V de la métrique

hermitienne pour laquelle le repére (vq,...,vn,71,...,vn)
est unitaire. On note (V1,...,vn) le repéere dual du repére

(Vy9eeesV_ ). Munissons V. de la métrigue guasi-hermitienne
1¢ ' n € 4

- £—

pour laguelle le repére ( 8v1,....,€’v Vigeoeey V

n’ n

€z -
est unitaire. On note 3 l'opérateur 9 associé a la

varieété gquasi-holomorphe V., Vu le choix de la métrique de

V il existe une constante C telle que"aémm” AT*VE £ C pour
tout melN,

Si on repéte la preuve des propositions III.1,7 & III.1.8 dans
le cas o M = V& s £ = ng € on voit gqu'il existe une

fonction continue C indépendante de & et telle que
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€

((8>\q,— C)wyw)q, £ 4((8550 féw)\’) + (eé*w, é*w)\b)-pour tout

QJEAO’1(V6) et pour toute fonction pseudo-convexe .
-1
Posons ¥' = —7—1——5 . I1 est clair que ¥' (]-o00,s]) est
T = |x]

compact dans V pour tout se€lR et un calcul rapide montre

A

que EA‘P' = =5 . En raisonnant comme en III.1.9,0n voit
T

gu'il existe une application‘ﬂ' de IR dans IR, de classe (g,

convexe, croissante indépendante de g et telle que

= €= [ E~
@) £ (8w, Be) o+ (D% F%) o PO
1,8 oY Aoy Jc'o
tout weA0’1(U ) et pour toute application w' de IR dans IR,
c £ b
de classe C,, convexe, croissante telle que D" 2 Q&'.
On en déduit que si weﬂo’q(‘\/ )nLD’1(V si'o ') et si
€ )¢
8..
Bco= 0 alors il existe w'eAO’D(Ue)ﬂLO’O(Us, "g w')  tel
£
que Jdw' =c, l\w'H/an. 4“‘“%0% .

cation " de IR dans I[IR,convexe, croissante, de classe C
9’ 9 9 oo 9

Choisissons une appli-

- i "
telle que D x" éD/U,S e SO 4y ¢ 1,
\4

Notans a? la jeme composante de la forme vt par rapport au
| 1 8
repére cotangent (dxq,...,dx, ). Posons a~ =3 a%(o) x..
n i=1 J J

E— .
Comme les formes OJa’ appartiennent 2 AD’1(\I€)HLO’1(V£,/¢"D‘?')

il existe des éléments bé de AO’D(\IE)(ILD’D(\!&,/{"O‘P' ) tels

€ _ s s : € 3
i i i i .
que Sbe = Oa ’ ”bF,”/U'o‘?' é“ da ”/d'o‘P"H est clair que
: — Mo @t n - i — Mot
J Jok]2emrofy (exye | 5o [f0at 270y (o)
€ v o J v
v Vi=1
Ainsi pour tout compact K de V il existe une constante CK

" i2 p D e—  _ig2
elle que Klbel dx € Cy sbsp (Z]l v; a 1<) .
=



2n
On sait que Vv.f = V.x, D_ f pour tout fe A°?°(v)
I : Tk oxg
6 2n _
2dui V. = . D
On en déduit que ( VJF)X Ega(vjxk SX( xkf)x
: 2n :
oo €= i _ - i
Ainsi ( v, a )x = 2z, (ijk £ x (ka a )x
€ i 2n _ - i
ot CTy b, = 2 ()0 (T ) ek o)
o, €= i
I1 en résulte que 1lim sEpID ( v at)| =0

>0 V

pour tout 2n-indice&. La proposition II.8.8. montre alors que
bt -~ (0, Choisissons g suffisamment petit pour gue les
€ ce(V)

7 .1 n ,.n : i P o3 < 7
formes d(a -be),...,d(a —be) soient linéairement indépen-
dantes en 0 ,
L'application (((a1-b2)(%),...,(an-bg)(é)):tv — t") est
donc étale en 0., Elle est aussi quasi-holomorphe car
€ i _€Ex.i . g g s -
da” = ab6 pour tout ie 51,...,n}.0n en déduit aussit®t
gue le point s admet un voisinage ouvert dans M quasi-

holomorphiquement difféomorphe & un ouvert de ", Ainsi

la variété M est holomorphe. ///



CHAPITRE IV

VARIETES DE STEIN

Iv.1,. Définitions, propriétés élémentaires

DEFINITION IV.1.1. Une varieteé de Stein est une
variété holomorphe M telle que:

a) M est a base dénombrable,

b) Pour tout point z de M il existe des éléments F1,...,Fn
de ©(M) et un voisinage U de z tel que (U,(fq...,Fn)]U)
est une carte locale de M en z,

c) Si Z,924 sont deux points distincts de M, il existe une

application holomorphe f de M dans € telle que F(zo)#F(z1)

d) RY est compact pour tout compact K de M,

PROPOSITION IV.1:2. Si M est une variété
holomorphe,si N est une variété de Stein et si (f:M — N)

un plongement propre, alaors M est une variété de Stein.

Preuve: Prouvons que M est une variété de Stein.

a) La possession d'une base dénombrable est une propriété



b)

c)
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héréditaire donc l'espace topologique sous-jacent a M

est a base dénombrable,

Soit z un point de M et soit ‘Y une application holomorphe
de N dans C" étale sur le voisinage ouvert U de f(z).
L'application (fof:M—>C") est holomorphe et immersive
en chaque point de ?1(U). Si M est de dimension p,il
existe donc p Fonctions‘%1,...,¥§p parmi %ﬁ,...,f% telles
que ((?V1,...,fﬂop)oF:N:é>Ep) est une application
holomorphe étale en z.

Si z_,z, sont des points distincts de M alors F(zo),F(z1)
sont des points distincts de N et il existe un élément g
de O(n) tel que g(F(zo)) & g(F(z1)). Mais alors gofe ®(M)
et g oF(zo) # g of(z1).

Soit K un compact de M, f(K) est un compact de N.

Pour toute application holomorphe g de N dans @,

1
z:1gef(z)l < suplgefi ¢ =F {z:l1g(z)l £ sup (g]}t.
{ iz} -7 e 1o}
Par conséquent, KcF (f(K) ). Mais f(K) est compact

et f est propre donc K est compact , ce qui suffit.

PROPOSITION IV.1.3,. Le produit de deux variétés

de Stein est une variété de Stein.

Preuve: Soient M et N des variétés de Stein.

a)
b)

MxN est a base dénombrable,
Soient z un point de M et z' un point de N. Il existe
une application holomorphe (@:m-—>mm) étale en z et une

application holomorphe (Y:N — ") étale en z'.
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Ltapplication (¥x¥:MxN —=>C™ ") est holomorphe et étale
en (z,2'), ce qui suffit,

c) Soient (zo,z'),(z1,z%) deux points distincts de MxN.
On a donc 209421 ou 25#2%. Supposons que 20£21. Soit f
un élément de @(M) tel que f(zo) # f(z1). On constate
que Fopmeﬂ9(MxN) et que Fopm(zo,zé) # Fopm(z1,z%).

La cas zé # z{ se traite de maniére analogue.
d) Soit K un compact de MxN. On sait que pm(K) est un
compact de M et que pN(K) est un compact de N.
Si fe®(M) et ge®(N) alors
{(z,z'):lfop (z,2")| ésup Ifop l}— 1{Z.lf( ) £€sup 1?} et
M K M Py p (
M

{(z,2") 1 ]gopy(z,2")] észplgole}= Py{zt10(2)] 4;:?K)l9l}-
“O(MxN)  _,  NO(M)

Par conséquent K c pM(pN(K) )
‘@(PxN) 1. /N0(N)

et CPN(DN(K) )
G(MxN) /\@(m) /\@(N)

Ainsi K c Py (K) X pN (K)
“@(MxN)

et K est compact.

PROPOSITION IV.1.4, Tout ocuvert de € est une

variété de Stein.

Preuve: Soit £ un ouvert de C.

a) Qest évidemment & base dénombrable,

b) L'application (id:{l=> () est holomorphe et étale en
tout point de Q.

c) L'application (id:{2->C) sépare les points de L),
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* ()
d) Soit K un compact de {). Montrons que K est un

compact de £ . Scindons la preuve en deux cas.

~o(C)

x) Q=C. 0On sait que K est un fermé de € inclus dans

{z:zelﬁ,lzlé sup iz'l}. Par conséquent KO(E)
z'eK
compact de (.

est un

p) Q#C. Soit & un élément de C\CL

L'application (—lg :Ql—=>C) est holomorphe et
z—

1 1 g
SUE [Z-51 = (s ° Par conséquent
ze

KO {z:zeQd(K,‘g) é{z-%\} ot

d(K,t\Q) < d(E@(ﬂz 0\Q). Comme d(K,I\Q) est stric-

tement positif , la majoration précédente montre que

e T . L
d(KO AQ) >0. Ainsi KOED 0 et kI KOO

w—T—TE
La cas précédent montre que K(9’Q est compact donc

“0(Q)

est compact dans £,

COROLLAIRE IV.1.5. Une sous variété holomorphe

fermée de C" est une variété de Stein.

Preuve: Cela résulte des propositions précédentes.

PROPOSITION IV.1.6. Si M est une variété de
Stein et si fe® M), alors {z:ze&N,F(z) # U} est une sous

Yariété de Stein ouverte de M.

Preuve: Posons N ={zizel, f(z) # D}. On sait que N est

un ouvert de M. Montrons gue N est une variété de Stein.



- 112 -

Les conditions a),b),c) sont trivialement vérifides.
Prouvons la condition d). Soit K un compact de N. Posons

C =inf Ifl, L'ensemble P ={2:ze|ﬁ,lf(z)\ > C}-est un fermé

K -
de M inclus dans N. De plus KG(N)C:P,
1

— & i1 — ~O(N)_ 5o 6()
it(z)! K" TFl } et =e@(N). Donc kP Vepnk

est compact.

en effet

F3={zneN,
ﬁ@(N)

COROLLAIREIV.1.7. Les groupes de Lie complexes
GL(n,C) sont des variétés de Stein ainsi que tous les sous-
groupes de Lie complexes.

n2 . )
-»C) est une application

Preuve: L'application (dét: €
holomorphe. Comme Enz est une varieté de Stein, la proposition
Iv,1.6 montre que GL(n,I) est une varidété de Stein.

Un groupe de Lie est toujours complet donc un sous=groupe

de Lie complexe H de GL(n,l) est une sous-variété holomorphe

fermée de GL(n,C) et 1la proposition IV.1.2., montre gue

c'est une variété de Stein.

PROPOSITIONIV.1.8., Si la variété holomorphe M vérifie
les conditions a,d de la définition IV.1.1 et si K est un
compact holomorphiquement convexe de M alors il existe une
suite fondamentale (Km)me,N de compacts holomorphiquement

convexes de M telle que K0=K.

Preuve: Soit (Um) un recouvrement dénombrable de M formé

me N

d'ouverts relativement compacts. Posons KO=K. Déterminons par

récurrence la suite (Km) en choisissant pour compact Km

meiN +1

l'enveloppe holomorphe d'un voisinage compact de KmlJU;.

o
I1 résulte de la construction précédente que KmC'Km+1’

K oou, KMo« ainsi U K = M ot 1a suite (k)

m+1 m? 'm m me IN m me N

répond aux conditions de 1'énoncé.
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IV.2, Relations avec les variétés pseudo=convexes

RAPPELIV.2,1, Si f est une application de M dans
EN et si melN alors on note fM l'application de M dans

e qui envoit x sur (FT(X),....,FE(X)).

PROPOSITIONIV.2.2, Soit M une variété holomorphe

de dimension n vérifiant la condition b) de la définition
IV.17.17.. Si K est un compact holomorphiquement convexe

de M et si K' est un compact de M dis joint de K, alors il
existe un entier N et un élément f de @(N,EN) dont les
puissances sont immersives sur K et pour lequel Hf”q}? 1
llfum>K’1.
Preuve: Notons A le sous ensemble de ®(M) formé des
fonctions holomorphes f pour lesquelles IFI? 1.
Posons Iy ={x:xe P’I,I‘?(x)|>1} sifed. La famille (I‘P)‘FGQ
est un recouvrement ouvert de K' car K est holomorphiquement.

conve§?. Soit @1,...,PN,, N' éléments de ¢ tels que

K* C‘U’| Ie . Posons f' = (?1,...,?N,). I1 est clair que
J= J

”\F'"oo K< 1 et que ll'*("”w ?' 1.

Posons Je = {x:xe M, Pimmersif en x} lorsque fe®@(M,t")
11 est clair que (Jflﬁse(m,ﬁn) est un recouvrement ouvert
de K car M vérifie la condition b) de la définition IV.1.1.

Soient ¥,,...,fn, N" éléments de o(m,t") tels que
N"
K< U 3. Posons ¥=(P,-inf @1+1,....,&PN,,-iEF Pynt1) .

j=1 L?j K

"
I1 résulte de ce qui précéde que‘ye@(M,EnN ) et gue 4K est
Yy

T+suplldli g
K

immersif sur K pour tout kelNO. Posons P" =

I1 est clair que l'application (¥',¥") répond aux conditions

de 1l'énoncé.
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PROPOSITION IV.2.3, Soit M une variété holomorphe
vérifiant les conditions a,b,d de la définition IV.1.1.
Si U est un voisinage ouvert d'un compact holomorphiquement
convexe K de M alors il existe une fonction ¥ strictement
pseudo-convexe telle que < 0, > 0 et pour laguelle

K Cu
tfq(]—a%ﬂ) est compact dans M pour tout relR.

Preuve: Soit (Kj)j une suite fondamentale de compacts

€N
holomorphiguement convexes de M telle que KD=K.

Posons Uj = §j+1 pour je\ND et UO = §1(\U.Pour tout jelN,
choisissons un entier Nj et un élément Fj de @(M,&Nj) dont

les puissances sont immersives sur K, et tel que “F.” <1
y Jre e

"Fjlka >\U.1' Choisissorns un naturel,non nul, my tel que
J

j+2
2m . -j=2 2m , m.,
IIf . ”L:< %TF"“ ”F. JLD = j+1 . Posons g, = f.J et
j L i KU, j J

J

NPk I
hj (zy2")=3_ gj(z) gj(z') . Il résulte des majorations
k=1

précédentes que hj < 2_3-2. On en déduit aussit®t que la

K .xK .
i*M

(e =]
série Z: hj converge absolument et uniformément sur tout
J=0 &
compact de MxM. Posons ¥= Y h.. Il résulte de la cons-
j=0
truction précédente que ¥Y(z,z') est holomorphe en z et anti-
holomorphe en z'. Le théordme de Hartogs montre alors que ¥

est de classe C__ sur MxM. Posons ¥(z) = ‘P(z,z ) pour

tout zeM. La fonction ¥ est de classe Ceo+ De plus,

o  Nj
J
W(z) = Z Z lgk Z)lz'q’(z) < 1. On en déduit que
j=0 k=1 J Ko
$(z) > “gj(z)"i pour tout jeiN. Il en résulte que %> j+1

.

J
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et que ‘51(]-a%r]) est compact pour tout reIR. De plus,¥
est strictement pseudo-convexe car pour tout ze M,il

existe jelIN pour leque} gj est immersif en z. Il est

clair que la fonction ‘;1 répond aux conditions de 1l'énonce.

COROLLAIRE IV.2.4. Une variété de Stein est

pseudo=convexe,

LEMME IV.2.5. Soit ¥ une fonction strictement
pseudo-convexe sur une variété holomorphe M. Tout point
z de M posseéde un voisinage \IO oU il existe une fonction

< i
holomorphe f, nulle en z_ et telle que ﬁfvo\{zo}¢’¥xzo).

Preuve: Soit (V,¥) une carte locale de M en z_ telle que

Y(zo) = 0. Posons

n =1 n n -1
g(z) =ZDZ (‘Po‘i’),ozi+% 5 ZDZ D, (‘Po“P)loziz. et
-1 n n -1
h(z)=fo¥ (2)-R(z,)-2Ra-3 ) 0, D7 (PoP) [ 2;7; sizel.
=1 f=1 %1 %

I1 est clair que ge(D(En) et un calcul rapide montre que h
s'annule en 0 avec toutes ses dérivées d'ordre ¢ 2,

On en déduit qu'il existe un voisinage relativement compact
U de 0 dans Y(V) et une constante C telle que Ih(z)lﬁ C|z|3.

Posons A= iﬂF% 1 I1 résulte de ce gui précede que
U “ov

-1
2
Po ¥ (2) - P(z,) - 2Ra(z) > (A= cizl) Jz1”
Choisissons un voisinage U' de 0 dans U suffisamment

-1
petit pour que A- C|z|> 0. Posons v, = Y (ur) et
U'

f = 2g U*ﬂv . La construction précédente montre que UO
o

et f vérifient les conditions de 1'énaoncé.
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PROPOSITION IV.2.6. Si M est une variété holo=-
morphe et si ¥ est une fonction str. pseudo-convexe telle
que ¢1(]—aar]) est compact pour tout relR, alors M est
variété de Stein et @1(]—m,r]) est holomorphiquement

convexe.

Preuve: Notons £l  l'ouvert q;(]-m,r[), et Q_ est pseudo
convexe car la fonction *:;%¢, y est str. pseudo-convexe

et telle que ?1(]—w,r']) est compact dans Q pour tout relR.
Soient z_,z, deux points de M tels que 4121)é?120),z1#20.11
existe un voisinage coordonné V de z ne contenant pas z,
et une fonction uoeGKV) nulle en z_ et telle que

ﬁuo <T(z)-?(zo) pour zeV\{z_}. Soient V, et V, deux voisi=-
nages compacts de z, tels que V1c.%2, VZCV‘ Choisissons une
fonction YeD(M), & support dans V,, valant 1 au voisinage
de V1. Le support de 3Y est un compact inclus dans V2\%1 et
par conséquent inf_ (4%2)-?(20) - 3u0(z)ﬁ>o. Soit & un
réel >o tel quexg(z? -‘P(zo) - (Buo(z:)>2€ pour ze [oY].
Posons a =E+‘f’(zo), on constate que z e 0, z.e £, et que
muo(z)< -¢ Eour ze[gﬂnﬂa. Soit u une fonction de G(V).

La forme ue Yo aY appartient 2 Ag’1(V) et définit un

élément de A2’1@1.) que nous noterons f, . Vu la construc-

. s z . . -&t
tion précédente, on sait quel|f. |4 supludtlle” ""X,, . Comme
’ Y0, 5] Yo
Ila est pseudoconvexe il existe un poids %; tel gue pour

: . 0,0 BT B -
tout t >0 il existe vy el , «13,%;) vérifiant Qv =f,

£ |if ———— 0 lorsque t -» +o©

Lo(Q,,F,)

“Vt”ﬂa"i’a t“na"?a. Ainsi v,

et §vt = §(uetu° 4.
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tu
0 )
Posons u, = ue Y- v, on sait que u e LZ(Qa,‘Pa) et que

aut = 0o, on en déduit que u,e @(Qa). Comme f, = o sur ﬂa\[§,9’]

on sait que vie @(.O.a\ (39D . De plus u o pour

t
L@ e)

c<(f(zo) et v . Ainsi ug —> o pour

£ memm——— ]
L@\ 3% 7.) ©(0,)

c<‘f’(zo), , ut(zo) -?u(zo)-,ut(z,,)—%o.

Vg ——————
o(a, \ [3¥1)
Montrons qu'il existe une fonction holomorphe f sur M
séparant z_ de z,. Soit u un élément de ©(V) tel que u(zo)=1.
Vu ce qui précede, il existe u'e@(ﬂa) tel que u'(zo)>%- et
u'(z1)<%. La restriction de u' a ':P1 ('I-oo,‘F(zO)]) peut-8tre
approchée uniformément sur ‘-P1(]-oo,‘P(zO)]) par des fonctions
de ©(M). Comme zZ,9 24 € -?J(]-oo,cf’(zo)]) on en déduit qu'il

existe u"e @(M) tel que u"(zo)7;— et u"(z1)<l.

Montrons que Zg n'est pas dans l'enveloppe holomorphe de
Tf;](] -m,T]) lorsque r<‘P(zO). Soient u yn élément de @(V) tel
que u(zo)=1= et r' un réel tel que r<r'<‘f’(zo). Vu ce qui

précede, on sait que u, ——>o0 et cela entraine que

@)
U _,,—> 0. Ainsi il existe u'e @(Qa) tel que
? (1-r])
sup ju?l £ % et tel que u'(zo)>-;-. En raisonnant comme

% (1 -2,r7)
ci-dessus on trouve une fonction u"e®M) telle que

sup \u"\(-;- et U"(Zo)>%' Ceci montre que ‘?1(]-00,1'])
¥ (1 -2r1)
est holomorphiquement convexe. On en conclut que l'enve-

loppe holomorphe d'un compact K de M est compacte puisqu'il

existe r tel que Kc 1 (J=e,r]).
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Montrons qu'il existe n éléments f,,...,f de ©@©(M) tels que
l'application (F1,...,Fn) soit une carte locale en Z, e
Soit u1,...,un un systeme de coordonnées sur V tel que
J - Jy = Jy - J J
u (Zo) = 0. On a (But)z = (Qu )Z (avt)Z . Or vi ———> 0
o o (a3 ?1)

donc (8v]), = 0 et (du)), = (dud), .
(s) (8) 8]

I1 existe donc (u'1,...,u'n)e @Kﬂa)n tel que

(3u'1)z ,...,(au'n)z sont n covecteurs linéairement indé-
o 0

pendants. Soit b un réel tel que ?(zo)< b<a. Les fonctions

n -~ ¥ 3
_—— peuvent-€tre approchées

o
N P ’ | =2
® (] =o,b1) ¢ (1-w,b])
uniformément sur Qﬂ(]-ayb]) par des fonctions de @(M).
Ces mémes fonctions peuvent par conséquent &tre approchées
dans<9(¢%]-°3bf) par les restrictions de fonctions holo-

morphes sur M. Il existe donc ((u“1,...,u"n)e@KM)n tels

1 n ik
que Dug ,...,au; sont n covecteurs linéairament
o o

indépendants.

COROLLAIRE IV.2,7., Toute variété pseudo-convexe

est une variété de Stein.
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IV.3. Cohomologie de Dolbeault et de de Rahm.

DEFINITION IV,3,1. Si E est un fibré vectoriel

holomorphe de base M, on pose:

Pyq - pP,g+1
LP+9(m,E) ={u:ue&’2(m,5® AT, G uei’z(m,ﬁop/’\ T*m)}

Lg’q(M,E) ={oueLP’q(M,E),[u] compact}
wP(m,e) = N furue Lg’”(m,E),S uav =0}.
veQ ~P(m,E*) M

PROPOSITION IV.3.2. Si E est un fibré vectoriel
holomorphe dont la base est une variété de Stein, alors les
suites 0 = QP(m,E) - LP*%m,E) % ... LP*"(m,E) = 0
et 0 = QP(m,e) — aP*%m,E) % ... AP (M3E) — 0

sont exactes,

Preuve: Cela résulte du corollaire IV,2.4 et de la

proposition III.I.13.

COROLLAIRE IV.3.3.

Py0 P Psq
Hé, (M,E) =L (M,E) et Hé-, (M,E) =0 si g»0

PROPOSITION IV.3.4. Soient E un fibré vectoriel
holomorphe dont la base est une variété de Stein de dimension
n et U un voisinage ouvert d'un compact holomorphiquement
convexe K,

a) Si pelN, welP?%(m,E),[ulckK, 5ELJ= 0 alors u = O.
b) Si p,qelN, q # 0, q # n, uelP?9(M,E), [UlcK, §E u= 0

alors il existe u'elf“q’1(M,E), tel que DJQCLhéE u' = u,
c) Si pelN,uecP(M,E),[ulcK alors il existe u'eLlP*"~(m,£),

tel que BjﬂcLuéE u' =u,
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Preuve: Cela résulte de la proposition III.1.15 compte tenu

de la proposition IV.2.3.

PROPOSITION IV.3.5. Si E est un fibré vectoriel
holomorphe dont la base est une variété de Stein et si U
est un voisinage ouvert d'un compact holomorphiquement
convexe K de M, alors il existe un v?iséna?e ouvert V de K
inclus dans U et tel que 25IMTETT; e \VZDSZ(U,E‘UMU.
PROPOSITION IV.,3.6. Si M est une variété de Stein

alors H(M,hol) ﬁer(M,E)

Preuve: Notons i l'injection canonique de (M) dans A(M).

I1 est clair gque doi = ipd. Notons H(i) 1l'application de

H(M,hol) dans Hd(M,m) déduite de i par passage au qguotient

si fe QP(M), si f = dg et si geAp-1(N), alors g =pi1h

ot dg =% (3h ). e
r=0

Comme dg est de type (p,0), on en déduit gque dg = Oh

ryp=1=-r

+dh
ryp=1l=r ryp=1-r

p=1,0

et que f = dh . I1 en résulte aussitBt que H(i) est

p=-1,0
injectif. La composante de degré (p,g) d'un élément w de
A(M) se note w et on w) = su : O¢.

(M) - pose q(w) = supfare, . # 0}
Soit p un naturel. Posons

I={r:re|N, (w d-cycle de degré p, gq(w) = r) = (wd-homologue
3 un d-cycle de IIUW))} .
I1 est clair que oel. Soient T un naturel tel gue

[o,r]el et w un d-cycle de degré p, tel gue g(w) = r+1.
T+
On sait que aJ:éégcup_s’s. On en déduit que
: 3 3
d(g;gOOp_s’S)+ W _ro,p41) FOW_Lq,pe1 = 0. En prenant
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les composantes de type (p-r=1,r+2) des deux membres de

cette égalité on voit que dw = 0. Soit ' un

D=r=1,r+1

5 2 p=r=1,r A e
élément de A (M) tel que du = “%-r-1,r+1'

r+1 T
. B ¥ =
Il est clair que y_ 2 S dw
=0 s=0

- '
. dw'.

I1 existe un élément w"e€ A(M) tel que

-dw' -dw")e (M), car fo,flcI. On en déduit

= =548
s=0 ]
gue b o o = dw'+w") e 2(M) et que r+1€l.
S=0 P=S,
Le théoreme d'induction transfinie montre alors que I =IN,

I1 en résulte aussitB8t que tout d=-cycle de A(M) est
d-homologue & un Jd-cycle de (M), ce qui signifie que H(i)

est sur jectif,.
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V.4, Plongement des variétés de Stein

LEMME IV o1, Soit M une variété vérifiant les
conditions b,cde la définition IV.1.1.. Pour tout compact
K de M il existe une application f de @KM,CN) immersive et

injective sur K.

Preuve: Posons I?={x:xem, Pimmersif en x} lorsque Pe@(m,m”).
(I?Lﬁee(m,tn) est un recouvrement ouvert de M car M vérifie

l'hypotheése . On peut donc trouver des éléments ¢H,...,Pk
k

de ©(M,t") tel que Kc U I
i=1 %3

holomorphe (?1,...,Pk) de M dans C"¥, L'application f est

.Notons f 1l'application

immersive sur K et il existe un voisinage ouvert V de diagK
dans KxK tel que VUNker(f)=diagK. Lorsque ge ®(M) on pose

Jgs{(x,y):xem, yeM, g(x) # g(y)}. La famille (Jg)geHQ(M) est
un recouvrement ouvert de (KxK)\V car M vérifie 1l'hypothése

On peut donc trouver g;,...,9; dans G(Mm) tels que l'on a

JQ'D(KXK)\y. Notons g l'application (91,...,91) de M dans
j=1 7
tl. Par construction (f,g) est injective sur K , elle y est

aussi immersive vu la définition de f.

LEMME IV.4.2. L'image d’une variété réelle 32 base
dénombrable de dimension n par un élément f de C1(N,Hm) est

l-négligeable lorsque m>n.

Preuve: Comme M admet un recouvrement dénombrable par des
ouverts coordonnés, il suffit de prouver la proposition pour
M= IR". Dans ce cas il suffit de montrer que l'image par f
d'un cube est l-négligeable dans R™ si my»n. Soit C un cube
de c8té c. On sait que f‘(y)—f‘(x)=S; th(x+t(y-x))dt donc

on a |f(y)=f(x)| = suplDf|| |ly=-x! si (y,x)e CxC. On en déduit
C
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que diam(f(C)) € Dec, si D=Yn.sup ||Df]|. Comme f(C) est
C
mesurable et inclus dans un cube de c86té diam (f(C)),on voit

que 1(f(c)) = D"c™ "1(C). Recouvrons C par des cubes CiseesCyn

K"
de c8té <, on a 1(f(C)) é:z.l(F(Ci)) < Dm(%)m-ncn. On en
i=1

k

déduit que 1(f(C)) = o ce qui suffit.///

LEMME TW.4,3., Soit M une variété holomorphe et A une

partie de M. Notons P, la projection de EN+1 sur EN

parallélement a a,lorsque I # o.

N+1) immersif sur A et si

N22n alors l'ensemble D ={a: aemN+1,a # 0, p.of immersif
N+1 Y Fao

sur A} est dense dans EN+1.

&) Si f est un élément de ©(M,C

N+1

B) Si f est un élément de ©(M,C ) immersif et injectif

N+1

sur A et si N 2 2n+1 alors l'ensemble D' ={a:aem 93N 41 # 0,

paof immersif et injectif sur A } est dense dans EN+1.

Preuve:

) Pgof est une immersion en x si et seulement si

N+1

, . . , , . :
1'application ((paof) TN T F(X)E ) est injective

*x |T10°

Le fibré tangent holomorphe de EN+1 s'identifie canoniguement

N+1 N+1
X

act C . Moyennant cette identification

f -
pzo(pao )*X|T;N = pa°p2°F*x T;M
Donc paof est une immersion en un point xeA si a¢p2¢F*X(T;M).
Ainsi C(pZOF*(T'M)U ENx[o})C:D ce qui suffit car
pjféT‘WDUENx{o} est l-négligeable dans eV done d'intérieur
vide.

@) Définissons l'application g de CxMxM dans EN+1 en posant
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ggu,z,z') = m(f(z)-f(z')). On constate que pyof est injectif
sur A si ag¢g(ExMxM). En effet, si z,z'«€A et si

paof(z) = paof(z') alors il existe utel que f(z)=f(z') = xa
or a&g(CxMxM) donc m= o ainsi f(z) = f(z') et z=z'. Mais

N+1) et CxMxM est une variété holomorphe de

dimension 2n+1 donc g(CxMxM) est l-négligeable dans EN+1.

ge ©(CxMxM,C

En utilisant la partie précédente on voit que CD' est

l-négligeable dans C'*',ce qui suffit.///

LEMME IV.4.4. Soient M une variété holomorphe, A

]
Mgl ) une application

une partie de M et ((f,g):M —> C
holomorphe.
a) Si N 2 2n, si (f,g) est immersif sur A et si €S0 alors

]
N dans C

il existe une application linéaire B de C
telle que [Bll €& et pour laguelle f+Bg est immersive
sur A.

b) Si N®2n+1, si (f,g) est injectif = et immersif sur A et
si €>0 alors il existe une application linéaire B de IN'

dans t%  telis que Bl € et pour laquelle f+Bg est

injective et immersive sur A.

Preuve: a) Traitons d'abord le cas N'=1., Le lemme IV ,4.3,
montre qu'il existe (a,b)eﬂw xC arbitrairement proche de
(0,1) et tel que p(a,b)o(F,g) est immersif sur A. Or on a
p(a’b)(F,g) = F-%g et(a,b}i?o,1) % = 0. Le lemme est donc
prouvé dans ce cas.,

Prouvons le cas geneéral par récurrence. Supposcns le lemme
exact pour N'=k et prouvons le pour N'=k+1., Notons Pq la
projection de Ekxm sur mk,pz la projection de Ekxt sur C,

Nk N

p' la projection de T xC~ sur C et p" la projection de
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EN xEk sur Ek. Le cas N'=1 montre qu'il existe une

application linéaire B de C dans mN‘ka, de norme inférieure

sy £ . :

4 = et pour laguelle (F,a(g))— B(gk+1) est immersive sur A.

L'hypothése de récurrence montre qu'il existe une application

linéaire C de CX

dans EN » de norme inférieure a % et pour
lagquelle F-p'oB(gk+1) - Cépi(g) - Cop"oB(gk+1) est immersive
sur A. Posons D=p'080p2 + Cop1 + Cop"oBopz. D est une
application linéaire de ek*? dans EN ,ID)|¢ €si €<1.

De plus f=Dg est immersive sur A, ce qui prouve le lemme dans
le cas N'=k+1.,

b) La preuve est entiérement analogue & celle de a).///

LEMME IV.4.5. Soient M une variété holomorphe 2
base dénombrable et K un compact de M.
a) Le sous-ensemble de @(N,EN) formé des éléments de @KM,EN)
gui sont immersifs sur K est ouvert,
b) Le sous-ensemble de @KN,EN) formé des éléments de GKN,EN)

qui sont immersifs et injectifs sur K est ouvert.

Preuve: a) Soit (Fm) une suite convergente d'éléments de

meiN
@(M,CN) non immersifs sur K . Montrons que la limite f de
la suite (fm)mdN est non immersive sur K, cela prouvera a).
Soit Zm un point de K ol f_n'est pas immersif. La suite
(zm)mdN posséde une sous suite convergente (ka)de, notons

z sa limite. Soit (U,%¥) une carte locale en z., Il existe k EIN

tel que aneLJpour tout k appartenant é‘}o,+mﬁHN. La suite

k =1
(D?(z ) . )kGE ’+aihm est composée d'applications
LI k o -
linéaires non injectives et converge vers Dq(z)f° Y . Par

-1
conséguent D?(Z)FD%’ n'est pas injective et f n'est pas une

immersion en z.
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. . N
b) Soit (Fm)meN une suite convergente de @(M,C")
dont les éléments sont non injectifs sur K et dont la limite
f est immersive sur K. Montrons que f est non injective sur
K, cela prouvera b).
Comme Fm est non injective sur K il existe des points
C ; _ ; :
distincts z_ et z! de K tels que Fm(zm)—Fm(zm). I1 existe
une suite strictement croissante (mk)kew de naturels,telle

1 ]
gue les suites (ka)keW et (zm )keW sont convergentes.,

k
Posons z= lim z et z'= lim z! . On a f(z)=F(z"') car
kas+oo 'k ke+co "k

lim f (z ) f(z) et lim o (z% )=Ff(z'). Pour conclure,
ke+co k ka++co Tk k

il suffit de prouver que z#z'. Procédons par l'absurde.
Supposons que z=2z' et soit (U,¥) une carte locale en z telle
que P(U) est convexe dans C". Choisissons un naturel kg

suffisamment grand pour que 1l'on ait z”]eU,zéeau lorsque
k k
ke Tk, +®N. si kelk_,+o{0N on a
-1
1
)=f (2! )= D Foo¥(P(z )=Fz' )) dt (%)
m " om So ;(t) m m My

o (z
k k

oll on a posé §(t)=v(zé )+t(°P(zm )—%Yzé ). Posons
k k k

m

o[ g )%z, )
mk(t)=DE(t)ka° ¢ I?(Z ) VKZ' )l lorsque te[p,1].

La relation (%) montre que SDNk(t)dt=0. Soit k, une suite

strictement croissante de ]ko,+prN pour laguelle la suite

S )v<z- )
"k

I?(Z ) ?(z' )I 1gy €Onverge vers un élément v de En

My

1 "y

Une application directe du théoréme de Lebesgue montre que

1im 31  (B)dt _S D)0 "F(v)dt.

lo+c0 1 =
On en deduit que D?(Z)fo %>(V) © ce qui montre que D?(Z)FO(P
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est une application linéaire non injective. Mais cela
entraine que f n'est pas une immersion en z,ce qui contre-

dit les hypotheses.

THEOREME IV, 4.6. Si M est une variété holomorphe
vérifiant les conditions a,b,c, de la définition IV.1.17.

alors: a) L'ensemble des immersions holomorphes de M dans

2n

C est une partie dense de GKM,&ZH)

b) L'ensemble des immersions holomorphes injectives

E2n+1 2n+1)

de M dans est une partie dense de ©(M,C

Preuve: a) Soit A une partie de M, notons I(A) l'ensemble
des applications holomorphes de M dans Ezn,immersivassur A,

Soit (K ) une suite fondamentale de compacts de M. Il est

m’meN

évident que I(M) =0 I(Km). Montrons que I(Km) est dense
melN

dans GQ(M,E2n). Soient f un élément de(@(m,mzn), K un compact

de M et &> 0. Il suffit de construire un élément h de I(Km)

tel que suplf-hl4€,Choisissons un élément g de @(m,mzn)
K
immersif sur Km' Ltapplieation (f,g) de M dans m4” est

holomorphe et immersive sur Km. Le lemme IV.4.4. nous

2n

fournit une application linéaire B de C” dans C2n de norme

ma jorée par telle gque l'application f-Bg est

&
T+sup gt ?
KP g

immersive sur Km. De plus on a SKpiF-Bg—FI £ ¢.Le lemme
IV, 4,5, montre que I(Km) est un ouvert dense de GKM,Ean

Le théoréme est une conséquence du théoréme de Baire.

b) La preuve est analogue & celle de a).///
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RAPPEL Iv.4.7. Si zemN, on pose |z|_= sup 'Zjl’
J=1’..’N
DEFINITION IV.4.8. Une partie relativement compacte
P de M est un polyédre holomorphe d'ordre N s'il existe un
élément f de @KM,EN) tel que P est une union de composantes

connexes de {z:zem,lf(z)lm.< 1}.

PROPOSITION IV.4,9, Si K est un compact @ -convexe
d'une variété holomorphe M et si V est un voisinage de K

alors il existe un polyédre holomorphe P tel que KcPcV.

Preuve: Soit U un voisinage ouvert relativement compact de K

inclus dans V. Posons A={f:fe®(M), |f|<1}. Pour tout élément
K

f de A on pose UF={2:ZGN,IF(2)|>1}. La famille (Uf)feA est

*
un recouvrement ouvert du compact U car K =K. Il existe donc

. N
des éléments fq""’FN de A tels que Uec U UF . Posons

J=1 J
F=(F1,...,FN) et PO={z:zeM,|F(z)LD<1}. P, contient K et ne

rencontre pas U . Par conséquent PoﬂU est une union de
composantes connexes de PO, en effet 1'une d'elle ne peut
rencontrer a la fois U et CU. Ce qui précede montre que

Poﬂ U est un polyédre holomorphe tel que KCP00U<:U.

LEMME IV.4.10., Si zel et si n22 alors on a

12"=1=n(z=1)1 € n(n=1) (1+12=11)""?|z=112 ,

Preuve : On a z"=1+ n(z=1) + S;(1—t) DE(1+t(z—’l))n dt. On
en déduit que |zn-1-n(z-1)l55;l1-tl n(n=1) 11+t (z=1)] ""2jz=1|%dt

Par conséquent on a |z '=1=n(z=1)| % n(n-1)(1+|z-1|)n-2|z-1l2.
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PROPOSITION IV.4.71. Soient M une variété holo-
morphe vérifiant les conditions a,b,c de la définition
IVe1e144K un compact de M et P un polyédre holomorphe
d'ordre N+1 contenant K. Si N & 2n alors il existe un
polyedre holomorphe P' d'ordre N tel que KCP'c P,

N+1) tel que P est une

Preuve: Soit f un élément de O(M,C

union de composantes connexes de {z:zeM,IF(z)|°D<f1}.

Choisissons un réel c_ tel que sup |f], < c <1, puis trois
K

reéels C19CpsCo tels que co<c1<02<c3<,1. P:sons .

= . 1 N
K'=31z:2€P, |f (z)|> c,}. Les fonctions =——,...,=— sont
{ >N+ l 2} f:NM’ ,fN+1

définies et holomorphes au voisinage du compact K',

Pour tout €0 il existe un élément g de O(M, EN) tel que
£, F

s£p|g| £ ¢ et pour lequel l'application (F +g1,--,FN +9N)
P R £ N+1

. . ? i i ! = i
est immersive sur K. Posons F, = T +g; et fl =F.Ffy,q 8i

1€ 5 ' - [ - '
iéN. Posons également f Nl = fN+1 et f'=(f greeesf N+1)'
On peut choisir & suffisamment petit pour que 1l'on ait

salzp IF'IQD(cD et gz:zep, lF'(z)Ioo(cS}CCP. En effet,on a
IF (z )I-IF (z )|| SUD|FN+1|5 si zeP et si i4N+1.
Notons V l'ensemble {z:zeP,IF'(z)|03<03} et Um l'ensemble

N

° m_ m m . .
j21{Z.ZEM’ |(F3(Z)) (Fl{]+1(2)) I<C1} . Soit pm 1'union des
composantes connexes de Um gui rencontrent K. Pour conclure

il suffit de montrer que l'on a KCPmCV lorsque m est un
naturel suffisamment grand. En effet Pm est alors un

polyedre holomorphe d'ordre N inclus dans P et contenant K,
m mig o™
| (P3EN™ = (P, ()74 2 (53)7 ef lersque zek. Oz

c_m
lim 2(=2) = o donc K< P_ pour m suffisamment grand.
m=+oo
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Posons L={z:zeV,IFN+1(z)}é CZ} . Supposons que ngfv et que

c?+cg <c§ et montrons que PmﬂL £ P. Soit z un élément de

PmﬂCV. La composante connexe de Um qui contient z rencontre

donc V en un point z' et ce point appartient a Pmﬂ v,
; m__m
si f'y,1(2') ¢c, alors j-1sup | |F3(Z')| <c3 et cela
=l 9o e ey

contredit l'appartenance de z' a V, par conséquent z'ernL.
Si nous montrons que Pan = f} pour m suffisamment grand,
alors nous pourrons conclure que Pmc:V et la proposition
sera établie.

Soient (W,¥) une carte locale de M pour laguelle ¥(W) est
un convexe de C" et L' une partie compacte de L incluse

dans W. Supposons que zelL'0U_, z'elW,|P(z) -P(z'")l = m=2.

m c m
- 1
On a [(F;(2)) -1} <|WI et |Fy, ()] >,

On en déduit que KF (z )f'1|<(-—0 . Chpisissons un naturel
c,

m, tel que (——) °<Z— et supposons m>m_. La majoration

précédente montre que |(Fj(z))m-1|<% . On en déduit que

Fj(z) # 0. La formule de Taylor montre alors qu'il existe

une constante
'F[:l+1(z') _ 1'4 -2
f:N+‘|(2j -

Fo(z') Dep( 2) Jo‘P(‘P(z ) =¥(2)) lé -

r“}'(?)“* F(2)

J

En utilisant le lemme 1IV.4.10. on obtient

m
£ (z")}
N+1 J _ 1’ g co m—1

Fnerlz

(*) F (2" @ (P(21)-R2))
[F].ZJ -1 = m ‘?(Z) JF(Z) l ce m-2.

J
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-1
Il est clair que inf | D F o¥® (%) >0 car 1'application
ze LY gP(Z)

;é&SZn

(F1""’FN) est immersive sur L'. On en déduit qu'il existe
une constante absolue C" strictement positive telle que
qu(Z) F o ;J (8)] >C"|®|. Cette dernidére majoration

combinée avec les majorations (*) montre qu'il existe une

constante absolue C™ telle gue

14

el | fups @] (o)

F.(z'")Ym
—"L(—)-—J -1 l = mC*” m-2 - C'm_z

., 5up F a2z
J=1,I..,N J
p ' 2C? .
osons m, = 2C' + o . 5i m>m,, alors
m
m

| e (2" | 2cy3

F.(z')J m

- C” =1
J=Tyeee,N [J

I1 résulte que

sp [(r3z)) - (Fr,1(z) |

j=1,ou’

m m
= sup Nle(z') -] |y (2

J=Tlseeey
m|(F.(z")\m m m
PN | IO B oo B R (GO D | [LYCR)
> ((1 -{El]m) £ - (C—’] ") %l

\°2 €2
cC, m C, m , C,m
. 1 [N 1 1 2
Soit m, un naturel pour lequel ((1-(3;) )5 m _(E;) )5(37) »1

dés que m > Mo Les majorations préceédentes montrent gque
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I(FE(Z'))m - (F&+1(z'))m| = CT lorsque m >sup(m0,m1,m2).

Soit m; un naturel strictement supérieur 2 sup(mo,m1,m2)

et tel que m™5 <inf(d(P(KAL), P(L')), d(CPW)), P(L))).
Supposons que zel' et gue m»mz.

Posons Bm(z) = {z':z'e U,]@(z') - ¢(z) | € m-z} .

La construction précédente montre que

Bm(z) NK = f et que ém(z)ﬂ u_ = f. On en déduit que toute
composante connexe de Um gui rencontre Bm(z) est disjointe
de K. Cela montre que Bm(z)f\Pm = . Il en résulte que
L'np_ = f. En utilisant la compacité de L, on voit qu'il

existe un naturel m, pour lequel Lap = @ dés que m my e

LEMME IV.4.12. Si P est un polyédre holomorphe
d'ordre N de la variété holomorphe M alors il existe une
application holomorphe (f:M — EN) telle que IFkD<1 sur P

et |f’|°°= 1 sur P.

Preuve: Il existe une application holomorphe (f:M —> EN)

pour lagquelle P est une union de composantes connexes de

U = {z:zefﬂ, If(z)la;<1}. P est fermé dans U car U est un
espace topologique localement connexe. Il en résulte que

PAU=¢ car Pnu =7BncPnuePnce. I1 est alors

@

clair que |f|= 1 car PcCU N U.
p

PROPOSITION IV.4.13, Une variété de Stein M de
. . 2n+1
dimension n se plonge proprement dans ( .
Preuve: Soit g une immersion holomorphe injective de M

dans E2n+1.

Nous allons construire une application f de M dans E2n+1



(2)
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telle que{ z:zeiﬂ,lfhn < k+|g|w}est compact dans M pour
tout ke Z., Pour cela choisissons une suite fondamentale de
compacts holomorphiguement convexes (Kl)lGlN' En utilisant
les lemmes IV.4.9 et IV.4.11 nous pouvons construire une
suite (pl)lelN de polyéedres holomorphes d'ordre 2n telle
gue KlC PlC Kl+1'

lemme IV.4,12 nous fournit une application holomorphe

Posons Ml = Bip|g|é.Pour tout lelN, le

2n -
(hl:M - C°") telle que Ihané 1, Ihlkn? 1. Comme P, _,
1-1 P1
est un compact dans M, il existe 86]0,1[ tel que[hlhaé. 1=-€,
1-1
leo

1
Posons h! = s—¢ h;, on a [h} L0, |h_'1loog 1%

P
1-1
Déterminons par récurrence une suite (ml)lelN telle que

i .
[ng™a] < et
i "1-1 1-1 m,
lhi l]eD ? Migq 1+ 2 +|J; hj”oo pour tout 1€IiN.
3 =
1

Joey m
I1 résulte de (1) gue la série hi L converge absolument
1=0
o My
et uniformément sur tout compact de M. Posons h = z: hl .
1=0

La proposition III1.1.13 montre que he_[GXM)]ZH.

De 1'égalité

j=1+1 4 j=o
On déduit que

By o =
lhlw ? ,hl I- E: -
B @ (2141

1
En tenant compte de (2), on voit que

1-1 ,mj
IEZ% hj l“f

| bl N + 1.

IS E 1+1
1
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Posons F, ={zize M, [F(2)l % My, + 1},6, = PrLe1\PLOFy

et Hl = Plﬁ Fl. Ce qui précede montre gue les ensembles

(pl+1 \Pl)f\Fl et P;NF, sont vides. On en déduit que

G et Hl sont deux compacts dis joints de M.

A©O(M)
On a (HlU Gl) AP;,q = H UG, car

1

AO(M) A
(HlUGl) ﬁPl_” C Pyq nlenFl.

NO

]

Posons H, = (HlLJGl) \Pisqe Hi est compact, G,U HUH] est
holomorphiquement convexe et Gln(HlLJH'l) = f. Soient V un

voisinage ouvert de G, tel que VIW(HlU Hi) = @ et c un réel

strictement positif. La fonction CXV est holomorphe au voi-

sinage de GllJHlL)Hi. La proposition 1IV.3.5. nous fournit

une fonction U, holomorphe sur M pour laguelle on a

£ % . I1 est alors facile de construire par
H

5 5 -1
récurrence une suite (ul)l€|N de @(M) telle que uy ﬁ 2 et

1
1-1
u, @ 2+1 + My +|£§; Ujl‘ La premigre inégalité montre que

1
Gy

[eo]
la série EZ:Ul est sommable dans O(M) car HycH;,q pour
1=0 +

©
_ X & co s
tout lelN, Posons u = lzoul. De l'égalite

, On déduit que
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En utilisant le fait que Gl<:Hl+1 pour tout lelIN on

obtient la majoration suivante:

= =3
Jlul 2 1 +m + 2 - Z: 2 . Fipalement on voit que
1+1 ;
Gl j=1+1
lul > 1 + M . Posons f = (h,u). Les constructions
G 1+1
1
précédentes montrent que IFL»>’ l+I"ll 7 On en déduit
P...\P +
141 V1
que |fl, > \p 1+|g|  pour k > 1 car M, , = Fs)up 19 oo
k+1 k 1+1
Ainsi |f] 1 +|g|°°et {z: zem, If“(z)loo < l+|g(z)|w}c_Pl.

o
@
m\pP,
Ceci montre que f répond aux conditions voulues.
Démontrons maintenant 1'énoncé principal. L'application

4n+2

(f,g) de M dans @ est une immersion holomorphe

injective. Le lemme IV.4.4 nous fournit une application

2n+1 2n+1

linéaire A de @ dans telle que |Ax| € x|

2n+’l) —

et pour laguelle 1l'application (f+Ag:M =>
holomorphe,immersive et injective, De plus l'application

f + Ag est propre car l'ensemble {z: zeM,|f(z) + Ag(zﬂa)é k}
est inclus dans {z:ZEIW,IF(zH £ k +|g(z)l}.

Il resulte clairement de ce qui précéde que l'application

2n+1

(f + Ag : M = C ) pour tout ke€ Z,est un plongement

propre de M dans E2n+1.///



APPENDICE

A.,1, Lemmes sur les fonctions convexes

LEMME A.1.17. Une fonction réelle croissante est

ma jorée par une fonction réelle croissante de classe C .

Preuve: Soit PeD(R), positif,tel que S £dl=1,a support dans
[-1,1] . Comme f est loc. intégrable on psut considérer la
fonction fxfP. On sait que fxP est de classe C_ et que
D(f%f) = DfxP. Or Df est une mesure positive donc D(Ffxf)
est positif et fx§ est croissant. De plus
fef (x) =Jf(x-y)9(y)dy =S(_1,ﬂf“(x-y) £ (y) dy

fxP (x) = f(x=1)

Ainsi T_,(f%P) est croissante C,, et majore f.///

LEMME A.1.2, Toute fonction réelle de classe C_, est
majorée sur [o,+o[par une fonction réelle,convexe,croissante

de classe C_, .

Preuve: Soit f une fonction réelle de classe C, . Posons
g(r) = sup ID¥P| si refo,+o[ et g(r) = 0 sinon.

La Fongzig£ g est croissante, elle est par conséguent

ma jorée par une fonction réelle h croissante, de classe (g

Posons k(t) = |P(o)l + Sg h(T)dT . La fonction k est de

classe C_ et Dtk = h(t). On en déduit que k est convexe et
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croissant . De plus si t € [o,+[ alors
(t) = (0)+ § 50 P(T)AT et 19(£)1 €19(0) + § & n(T)aT.

Il en résulte que k majore ¥ sur [o,+[.///

LEMME A.1.3. Il existe une fonction ¥ convexe,

croissante C, nulle sur ]-w,0] et >0 sur Jo,+o[.
1

Preuve: La fonction €, égale a. e X sur ]0,+oo[ et

8 0 sur J-®o,0] est de classe C, 4 nulle sur }-w=,0] et

strictement positive sur Jo,+w[.
X

La fonction ‘ng) =S ¥ (t)dt est positive,de clesse C,,
-0 (O

nulle sur J-o,0] et strictement croissante sur Jo,+w{.
X

La fonction Y¥(x) =S_w‘ﬁ,(t)dt répond aux conditions de

1'énoncé.///

LEMME A.1.4. Etant donné une fonction convexe C.,¥,

il existe une suite croissante (‘f’m) de fonctions

melN

convexes C,, dont les dérivées premiéres majorent celles

de ¥ et telle que ¥ P s 7 t+oo .

m ml]0,+0°[

I~ 0]
Preuve: Il est clair que la suite (“‘P+ mq))melN convient.///

LEMME A.1.5. Soient M une variété riemannienne et ¥
une fonction réelle de classe C, telle que ?1(]-00,1‘])
est compact pour tout relR. Pour toute fonction f‘eafz(l"l)
il existe une fonction X convexe, croissante,de classe Ces »

telle que Hf"llze-X (‘P)E L,'(M).

Preuve: Posons g(r) =S_1 ufllzv & h(r)=(1+rzg(r+1)).
¥ (]-00,1‘])

Soit X une fonction convexe, croissante C_, et majorant lnh

sur [_0,+O°[. on obtient alors les majorations suivantes ,



SX(P) e X (€)
S “f’ﬂze v £ S (lf“HZe V.

F'(11,m]) n=1 <% (1n,n+11)

-X(¥) m=1 =X(n)
3 RIRE véED e g(n+1)

e

:F1(J1sm]) n=t
S “F”ZE-X(L?)V < mZ gén-ﬂ)
-:91(]1"“]) n=1 1+n“g(n+1)
-X(¥ ==
S HFHZB X )v & Z —';""
%' (11,m]) =t

f)
La théoréme de Levi montre alors que Hf‘“ze veL,'(P’l).///

DEFINITION A.1.6. On note H(C") 1'ensemble des

matrices hermitiennes de type (n,n). On note A 1'application

de H(L") dans R™ définie par A (H) = inf %:xzig .
9

xel

LEMME A.1. 7.
Si H,H' € H(t") alors |A(H)= AH')] = |[H=H"|.

Preuve: Supposons que xeC', HeH (€"), H'eH (¢"). On a

(Hxpx) _ ((H=H")xox) . (H'x,x)
(X9 x) (ny) (ny)

. On en déduit que

MH) £ ”H-H'” + %’ mais cela montre gque )\(H)-“H-H'“=>\(H')
b

La proposition résulte immédiatement de cette majoration.///
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A.2., Un difféomorphisme utile

PROPOSITION A.2.1. B_ est difféomorphe & IR" et
B NH_ est diffédomorphe a H_.
n n n

Preuve: Soient f l'application de Bn dans IR" définie par
f(x) = ——lL—§ et g l'application de IR" dans B, définie
1= 1Ixll
2y e
par g(y) = - , Il est évident que f et g sont de
1+ﬂ1+4nyn2
classe C, . De plus, un calcul immédiat montre que gof = idB

et que fog = ilen.

Ainsif est un difféomorphisme dont le difféomorphisme réci-
proque est g. Nous avons donc prouvé que BncﬂRn. Si Xn est
positif alors [F(x)]n est également positif, de méme si X
est positif alors [g(x)]n est positif. On voit ainsi

—> Bnern) sont des

(F(Bnan: BLAH, —> H ) et (Q‘Hn: H

difféomorphismes réciprogues l1l'un de l'autre ce qui acheve

la preuve.///

COROLLAIRE A.2.,2. Toute variété a bord M possede

o s R . n
un recouvrement par des ouverts difféomorphes a Hn ou a IR,

Preuve: Considérons l'ensemble R des ouverts de M ayant la
propriété demandée, il suffit de prouver que UR= M.

Soit x un point de M, il existe un ouvert U contenant x et

un difféomorphisme (f:U = V) ol V est un ouvert de H e

Si C?(x))n> 0 il existe une boule ouverte B(¥(x),r) incluse
dans V. Alors ?J(B(TTX),r)) est un ouvert contenant x dif-
féomorphe & IR™. Si ﬁ%x)]n = 0,alors il existe une boule
ouverte B(¥(x),r) telle que B(P(x),r)N H, est incluse dans V.
Pour conclure il suffit de remarquer que B(ﬁP(x),r)(\Hn est

difféomorphe a an\Hn.
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A.3. (ﬂ'ﬁ-Convexité

REMARQUE A.3.1. Dans ce paragraphe M désigne un

ensemble quelconque.

DEFINITION A.3.2. Une application f de M dans €
sépare les parties A et B de M s'il existe un réel r tel
que Ae{x:xem,!f‘(x)k r} et que Bc{x:xeM, |f(x)|>r].

Soit fo une partie de Em. d%sépars A de B s'il existe une
fonction de J%qui sépare A de B.
Une partie A de M est Jb-convexe si ZﬂBsépare A de tout point

de CNA'

PROPOSITION A.3.3. Soit J6uns partie de C'.

a) L'intersection d'une famille (Ai) de parties

iel
‘t—convexes de M est une partie i?-convexe de M.

b) Si A est B convexe

A f-\Q:.%{z:ze(“l,[f“(z)\ £ s:p[f“l}

]

Preuve:
a) Sixe N A; alors il existe i el tel que x¢Ai.
iel
Ainsi il existe une fonction fejﬁ et un nombre r tel
que AiCL{z:zeN,lF(z)|< r} et que |f(x)]>r. Il est
clair que f sépare [l A, de {x} donc N A, est
; i . i
iel iel
Fo-convexe.
b) Il est évident que AC ryéz:zeM,[F(z){é suplfl}.
fe A
De plus si x¢A alors il existe fefset r tels que

[f(x)l)r et sup|f|l< r. Mais cela signifie que

A
xgéfgﬁ{’z:zel"l,'?(z)l £ SKP‘F”' ///
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DEFINITION A.3.4. L'enveloppe ﬁ-convexe d'une
partie A de M est le plus petit ﬁ-convexe contenant A,

®

on la note A .

PROPOSITION A.3.5.
a) 5i fefsalors {ze|f(2)] ¢ c} est Jt-convexe.
b) Si fefset si A est une partie de M alors sup|f] = sup £
A

c) Si A est une partie de M alors Kﬂ;= nﬂ;{z:[f‘(z)l 4sup | fl}
fe A

Preuve:

a) Soient f un élément de Jt,c un réel positif et z_ un
point de M tel que lf“(zo)l>c. Choisissons un réel c!
tel que lf‘(zo)‘>c'> c. Il est clair que
{z:zem,[F(2)] % c}C{z:z&N,]f‘(z)\(c'} et que
{z(ﬂc{z:lf(z))}c'}. Ainsi tsépare tout point de
C{z:zeM,lf‘(z)\ < c}de {z:zeM,lF(z)l €ct.

§ic

b) Il est clair que sup|f| € sup|f|car AcA .

De plus Rﬁc{z:zer“ﬁ,)F(z)l £ suplf“” car
A

N

iz;zem,lf‘(z)} suplf‘l}est un Jﬂ-—convexe contenant A,
A

Ainsi suplf\ £ sup|f|.
- A

A
c) Résulte de (b) et de la proposition A.3.3. ///

PROPOSITION A.,3.6. Si ﬂbc{balors AacAjt. En parti-

culier tout ﬂ?-convexe est ,@-convexe.

Preuve: Cela découle de A.3.5.C. ///
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EXEMPLES DE JSCONVEXITE A.3.7.
Soit E un espace vectoriel topologique loc. convexe.
Le théoréme de Hahn-Banach premet de montrer que les
parties absolument convexes fermées de E sont les

seules parties E*-convexes.

Soit X un espace topologique complétement régulier.
On voit immédiatement que tout fermé est B(X, R)-

convexe.

Soit X une variété différentielle de classe Cr .
Les parties Cr(X,IR)-convexes de X sont les sous-

ensembles fermés.

Sur une variété holomorphe X on considére surtout la
©(X)-convexité. Il est clair qu'un ensemble O(X)-

convexe est fermé, De plus le théoréme du maximum

Rco(x) _ R O(X)

du module montre que si K est compact

de X dont la frontiére est non vide.
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