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Introduction

Théoréme de représentation des algébres de Boole de contact.

But : théoréme similaire dans le cas non symétrique.
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Applications entre ensembles ordonnés

Définitions
Soient (P, <p) et (Q, <q) deux ensembles ordonnés. Une application
f:P— Qestun

@ plongement d’ordre si pour tous x,y € P,
x <py & f(x) <q f(y)

@ plongement d'ordre dense si c’est un plongement d’ordre et si pour
tout y € Q\{0q}, il existe x € P tel que f(x) # 0¢g et f(x) <g y.
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Maximum et borne supérieure

Définitions

Soient (P, <) un ensemble ordonné et E une partie de P.
@ Un élément a de P est dit maximum dans P si a > x pour tout x € P.
@ Un élément x de P est un majorant de E si x > e pour tout e € E.

@ Le supremum de E (ou encore borne supérieure), noté VE, est le plus
petit majorant de E.

Le maximum de P, s'il existe, est unique et dans ce cas on le note 1. Si E
posséde au moins un majorant dans P, on dit que E est majoré.
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Minimum et borne inférieure

Définitions

Soient (P, <) un ensemble ordonné et E une partie de P.
@ Un élément a de P est dit minimum dans P si a < x pour tout x € P.
@ Un élément x de P est un minorant de E si x < e pour tout e € E.

e L'infimum de E (ou encore borne inférieure), noté AE, est le plus
grand des minorants de E.

Le minimum de P, s'il existe, est unique et dans ce cas on le note 0. Si E
posséde au moins un minorant dans P, on dit que E est minoré.
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Ensemble borné

Définition
Un ensemble ordonné (P, <) est borné s'il posséde un maximum et un mi-
nimum.
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Treillis

Définition
Soit (L, <) un ensemble ordonné. Cet ensemble est appelé treillis si pour
tous x,y € L, V{x,y} et A{x,y} existent.
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Si L est un treillis, si x,y € L, alors on pose

V{x,y} =xVy.
De méme, on pose
NMx,y} =xAy.

De plus, x Vy selirapar « xouy » et x Ay par « x et y ».
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Distributivité

Définition
Un treillis L est distributif si pour tous x,y,z € L, on a
xV(yANz)=(xVy)A(xVz)

ou, de facon équivalente,

xAN(yVz)=(xAy)V(xAz).
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Complémentation

Définition
Soient (L, <) un treillis borné et x € L. Un élément y € L est un complément
de x dans L s'il est tel que

xANy =20 et xVy=1.

Si tout élément de L admet au moins un complément, le treillis borné est dit
complémenté. Si pour tout x € L, x admet un et un seul complément, on
dit que L est unicomplémenté.
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Notations

Si un élément x d'un treillis borné L admet un unique complément, ce dernier
sera noté x’, x©, —x ou encore —x.
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Distributivité et complémentation

Proposition

Dans un treillis distributif borné, tout élément posséde au plus un complé-
ment.
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Algébre de Boole

Définition
Une algébre de Boole (ou algébre booléenne) est un treillis distributif borné
et complémenté.
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Définitions
Soit X un espace topologique. Un ouvert régulier est un ouvert O tel que
O7° = 0. On note RO(X) I'ensemble des ouverts réguliers de X.

Un fermé régulier est un fermé C tel que C°~ = C. On note RC(X) I'en-
semble des fermés réguliers de X.

17 / 82
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Théoréme

Si X est un espace topologique, alors RO(X) (ordonné par inclusion) est une
algébre de Boole dans laquelle

ovu=(ouu)y” oOnU=0nU -0 = (X\0)°

pour tous O, U € RO(X).
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Théoréme

Si X est un espace topologique, alors RC(X) (ordonné par inclusion) est une
algébre de Boole dans laquelle

CvD=CuUD CAD=(CND)°" ~C = (X\C)~

pour tous C, D € RC(X).
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Homomorphisme d'algebres de Boole

Définition
Une application f : A — B entre deux algébres de Boole A et B est un
homomorphisme d’algébres de Boole si pour tous a,b € A

e f(aVab)="f(a)Vef(b);

o f(anab)="f(a)Agf(b);

o f(a) = ((a)";

-} f(OA) =0p et f(lA) =1p.
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Homomorphisme d'algebres de Boole

Proposition

Soient A, B deux algébres de Boole et f : A — B. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

@ f est un homomorphisme d'algébres de Boole
Q f respecte A et/
© f respecte V et .
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Idéal et filtre

Définitions
Soit B une algébre de Boole. Un idéal de B est une partie | de B telle que
e 0el;
@ iV el pourtousi,jel;
@ pourtousa€ B,i €[ telsquea<i,onaacl.
Un filtre de B est une partie F de B telle que
e leF;
e fANg € F pourtous f,g € F;
@ pourtousac€ B,f € Ftelsquea>f,onaacF.
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Idéal maximal et ultrafiltre

Définitions
Soit B une algebre de Boole. Un idéal propre de B est un idéal différent de
B. Un filtre propre de B est un filtre différent de B.

Un idéal maximal de B est un idéal propre maximal pour I'inclusion. Un
filtre maximal, ou ultrafiltre, est un filtre propre maximal pour I'inclusion. On
note Spec(B) I'ensemble des idéaux maximaux de B et Ult(B) |'ensemble
des ultrafiltres de B.
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Théoréme de Stone

Théoreme de Stone pour les algébres de Boole

Soit B une algébre de Boole. Si [ est un idéal et F un filtre de B tels que
INF =10, alors il existe un ultrafiltre P de B tel que F C Pet PN I = 0.
De facon équivalente, il existe un idéal maximal Q de B tel que | C Q et

QRNF=10.
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Si B est une algébre de Boole et si b € B, on pose

bt:={a€e B|a>b}.
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Filtres particuliers

Proposition

Soient B une algébre de Boole et b € B. Alors b? est un filtre. De plus, si
b # 0, alors il s'agit d'un filtre propre.
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Algébre de Boole de contact

Définition

Une algebre de Boole de contact est une algebre de Boole B munie d’une
relation de disjonction L binaire telle que pour tous a, b, c,d € B,
l1:sia<b,c>detblc alorsal d;
12:sialc,aldblcetbld alorsavblcVvd;
13:01L1;
14:110;
15:siala alorsa=0;
16:sial b alors b 1 a;
17:siasb, alors il existe e € B tel que aLeet b L e
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Relation de contact

Relation de contact : € := £

Axiomes : pour tous a, b,c,d € B,

%1
2
€3 :
©4
@5 -
%6 :
CT .

sia<b,c>deta¥%d, alors b¥% c;

siavVb¥cVvd, alorsa®couaddoubbcoub¥d;
0€'1;

1£0;

sia##0, alors a% a;

siaé b, alors b¥ a;

si a ﬁ b, alors il existe e € B tel que a% e et b%e.
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Remarque
Soient B une algébre de Boole et % une relation binaire sur B vérifiant les
axiomes €'1 a €5. Alors € vérifie |'axiome €7 si, et seulement si, pour tout

aceB

a#1=3b#0:a%b.

22 juin 2016 30 / 82

Adeline Massuir Séminaire compréhensible



Exemple

Si X est un espace topologique faiblement régulier, |'algébre de Boole RC(X),
munie de la relation @rc définie par

C%rc D si, et seulement si, CND#0)

pour tous C, D € RC(X), est une algébre de Boole de contact.
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Soient C, D, E, F € RC(X). Alors

¢1 :siCC D, FCEet CErcF,alorsll2#CNFCDNE, donc
DERrec E;
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Soient C, D, E, F € RC(X). Alors

¢1 :siCC D, FCEet CErcF,alorsll2#CNFCDNE, donc
DERrec E;

€2 :si CUD%Rrec EUF, alors
0 #A(CUD)N(EUF)=(CNEYU(CNF)U(DNE)U(DNF)

et on a donc forcément CNE #Pou CNF #Qou DNE #{ ou
DNF#0;
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Soient C, D, E, F € RC(X). Alors

¢1 :siCC D, FCEet CErcF,alorsll2#CNFCDNE, donc
DERrec E;

€2 :si CUD%Rrec EUF, alors
0 #A(CUD)N(EUF)=(CNEYU(CNF)U(DNE)U(DNF)

et on a donc forcément CNE #Pou CNF #Qou DNE #{ ou
DNF#0;

€3 0NX=0;
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Soient C, D, E, F € RC(X). Alors

¢1 :siCC D, FCEet CErcF,alorsll2#CNFCDNE, donc
DERrec E;

€2 :si CUD%Rrec EUF, alors
0 #A(CUD)N(EUF)=(CNEYU(CNF)U(DNE)U(DNF)

et on a donc forcément CNE #Pou CNF #Qou DNE #{ ou

DNF#0;
€3 0NX=0;
4 - XNO=0;

Adeline Massuir

Séminaire compréhensible 22 juin 2016 32 /82



€5 :si C#D,alors CNC=C#0et CErcC;
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€5 :si C#D,alors CNC=C#0et CErcC;

%6 :si CEreD,alors 2CND=DNC,dou DEreC;
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€5 :si C#D,alors CNC=C#0et CErcC;
%6 :si CEreD,alors 2CND=DNC,dou DEreC;

€T :si C+# X, alors il existe x € X\ C. Or, C est fermé donc X\ C est
ouvert. Comme X est faiblement régulier, il existe un ouvert régulier
O de X tel que x € O C O~ C X\C.Onadonc O-NC=0.De
plus, O étant un ouvert régulier, O~ est un fermé régulier, non vide
puisqu’il contient x.
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Clan et cluster

Définitions
Soit (B, %) une algébre de Boole de contact. Un clan ' de B est un sous-
ensemble non vide qui vérifie les conditions suivantes :

esix,y€erl,alors x%y;

esixVyerl, alorsxelTouyerl;

@sixeletbe Bsonttelsquex <b, alors beTl.

Un cluster est un clan maximal pour |'inclusion. On note Clust(B) |'ensemble
des clusters de B. |
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Existence des clusters

Proposition J

Tout clan d’une algébre de Boole de contact est inclus dans un cluster.
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L application ¢

Définition
Soit (B, %) une algebre de Boole de contact. Posons Y := Clust(B). On
définit I'application ©g comme suit :

og:B— P(Y): b {[ €Y |T>b}.
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L application ¢

Proposition
Soit (B, %) une algébre de Boole de contact. Pour tous a, b dans B, on a

o(a) Uo(b) =o(aV b).
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L 'espace topologique Clust(B)

Soit (B, %) une algébre de Boole de contact et posons Y := Clust(B). On
définit une topologie sur Y en donnant une base :

{Y\¢(a) | a€ B}.
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Théoréme de représentation

Théoréme de représentation

Soit (B, %) une algébre de Boole de contact et posons Y := Clust(B).
L'espace topologique Y est faiblement régulier et accessible. De plus, I'ap-
plication

©o:B—=RC(Y): b= {TeY |l >b}

est un homomorphisme d’algebres de Boole et un plongement d'ordre qui
est dense. Enfin, pour tous a,b € B, on a a% b si, et seulement si,

o(a) No(b) # 0.
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Algébre de Boole de pré-contact

Définition

Une algébre de Boole de pré-contact est une algébre de Boole B munie d’une
relation de disjonction L binaire telle que pour tous a, b, c,d € B,

11 :sia<bc>detblc alorsald;

12 :sialc,ald,blcetbld alorsavblcVvd,

13:011;

14:110;

15 :sial a alorsa=0;

17 :siagb, alors il existe e € B tel que aLeet b L e;

18 :siab, alors il existe e € B tel que eLaete L b.
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Relation de pré-contact

Relation de pré-contact : ¢ := £.

Axiomes : pour tous a, b,c,d € B,

¢1 :sia<b,c>deta¥d, alors b¢c;

2 :siavVb¥cVd, alorsa®coua¥doubbcoub¥d,
€3 : 041,

4 1€0;

€5 :sia+#0, alors a¥ a;

€7 :sia ﬁ b, alors il existe e € B tel que a% e et b%e;

€8 :sia ﬁ b, alors il existe e € B tel que e % a et e%b.
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Demi-clan

Définitions

Soit (B, %) une algebre de Boole de pré-contact. Un 2-clan est une paire
(I, A) C Bx Bou B\l' et B\A sont des idéaux propresde Bet ' x A C ¥.
Un Fclan est la premiére composante d'un 2-clan.

Un r-clan est la deuxiéme composante d'un 2-clan.

Si A est un I-clan ou un r-clan, on dit que c'est un demi-clan.
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Rappel

Si B est une algébre de Boole et si ' C B, dire B\l est un idéal signifie que
0 € B\T et pour tous x,y, b€ B, on a

esixVyerl,alorsxelTouyel;
esixcletx<bh alorsbel.
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Demi-cluster

Définitions

Soit (B, %) une algébre de Boole de pré-contact. Un 2-cluster est un 2-clan
maximal pour I'inclusion.

Un I-cluster ou cluster 4 gauche est la premiére composante d'un 2-cluster.
L'ensemble des |-clusters est noté Y.

Un r-cluster ou cluster 3 droite est la deuxieme composante d'un 2-cluster.
L’ensemble des r-clusters est noté Y,.

Si A est un I-cluster ou un r-cluster, il s’agit d'un demi-cluster. On note DY
I'ensemble des demi-clusters.

v
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Existence des 2-clusters

Proposition

Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et (o, Ag) un 2-clan.
Alors il existe un 2-cluster contenant (Ig, Ag).
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Existence des 2-clusters

Proposition

Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et (o, Ag) un 2-clan.
Alors il existe un 2-cluster contenant (Ig, Ag).

Démonstration :
Par Zorn. [ |
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« Théoréeme de Stone» pour les 2-clusters

Proposition

Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et a,b € B. Si a% b,
alors il existe un 2-cluster (I', A) tel que a €T et b € A.
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Lien avec les ultrafiltres

Proposition

Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et P un ultrafiltre de B.
Alors (P, P) est un 2-clan.
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L 'application [

Définition
Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et Y; I'ensemble de ses
I-clusters. On définit |'application [lg comme suit :

Og:B— Z(Y)):b—={l €Y, |T>b}.
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L 'application [

Proposition

Soit (B, %) une algébre de Boole de pré-contact. Pour tous a,b € B, on a

E(a) UE(b) = B(a V b)

et (J(0) = 0.
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L 'application [

Démonstration : Par double inclusion.
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L 'application [

Démonstration : Par double inclusion.
Sileld(a)Uld(b) :
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L 'application [

Démonstration : Par double inclusion.
Sileld(a)Uld(b) :

o eld(a)oul €(b)
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L 'application [

Démonstration : Par double inclusion.
Sileld(a)Uld(b) :

o eld(a)oul €(b)
o Sil e (a),
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L 'application [

Démonstration : Par double inclusion.
Sileld(a)Uld(b) :

o eld(a)oul €(b)
o Sil e (a),

o [ I-cluster
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L 'application [

Démonstration : Par double inclusion.
Sileld(a)Uld(b) :

o eld(a)oul €(b)
o Sil €(a),
o [ I|-cluster
e aerl
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L 'application [

Démonstration : Par double inclusion.
Sileld(a)Uld(b) :

o eld(a)oul €(b)
o Sil €(a),
o [ I|-cluster
e aerl
@ avVb>a
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L 'application [

Démonstration : Par double inclusion.
Sileld(a)Uld(b) :

o eld(a)oul €(b)
o Sil €(a),
o [ I|-cluster
@ acl
@ avVb>a
@ aV b el puisqu'un |-clan est une partie croissante
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L 'application [

Démonstration : Par double inclusion.
SiT el(a) UL(b) :
o eld(a)oul €(b)
o Sil €(a),
o [ I-cluster
e acl
@ avVb>a
@ aV b el puisqu'un |-clan est une partie croissante

o Sil €[(b) : idem
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L 'application [

Démonstration : Par double inclusion.
Sileld(a)Uld(b) :

o eld(a)oul €(b)
o Sil €(a),
o [ I|-cluster
@ acl
@ avVb>a
@ aV b el puisqu'un |-clan est une partie croissante

o Sil €[(b) : idem
e [ c[(aVb).
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L 'application [

Démonstration : Par double inclusion.
Sileld(a)Uld(b) :

o eld(a)oul €(b)
o Sil €(a),
o [ I|-cluster
@ acl
@ avVb>a
@ aV b el puisqu'un |-clan est une partie croissante
o Sil €[(b) : idem
o Me(aV b).
SiAcl@(aVb):
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L 'application [

Démonstration : Par double inclusion.
Sileld(a)Uld(b) :
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L 'application [

Démonstration : Par double inclusion.
Sileld(a)Uld(b) :

o eld(a)oul €(b)
o Sil €(a),
o [ I|-cluster
@ acl
@ avVb>a
@ aV b el puisqu'un |-clan est une partie croissante
o Sil €[(b) : idem
o Me(aV b).

SiAeB(avh):

o A |-cluster
@eavbeA
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L 'application [

Démonstration : Par double inclusion.
Sileld(a)Uld(b) :

o eld(a)oul €(b)
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L 'application [

Démonstration : Par double inclusion.
Sileld(a)Uld(b) :

o eld(a)oul €(b)
o Sil €(a),
o [ I|-cluster
@ acl
@ avVb>a
@ aV b el puisqu'un |-clan est une partie croissante

o Sil €[(b) : idem
e [ c[(aVb).

SiAeB(avh):

o A I|-cluster
@eavbeA
@eacAoubeA
o A e[(a) ULI(b).
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L 'application [

Enfin, s'il existe un I-cluster [ contenant 0
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L 'application [

Enfin, s'il existe un I-cluster [ contenant 0

= B\T est un idéal ne contenant pas 0

Adeline Massuir Séminaire compréhensible 22 juin 2016 52 / 82



L 'application [

Enfin, s'il existe un I-cluster [ contenant 0
= B\T est un idéal ne contenant pas 0

= contradiction. [
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L 'espace topologique Y

Soient (B, %) une algeébre de Boole de pré-contact et Y; I'ensemble de ses
I-clusters. On définit une topologie sur Y; en donnant une base :

{YiI\B(a) | a € B}.
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Vers un théoréme de représentation

Proposition

Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et Y; I'ensemble de ses
I-clusters. L'espace topologique Y; est semi-régulier. De plus, |'application

H:B—RC(Y): b {T €Y, |T>b}

est un homomorphisme d’algebres de Boole et un plongement d'ordre qui
est dense.

y
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Vers un théoréme de représentation

Démonstration :

Procédons par étapes.
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Démonstration :

Procédons par étapes.

L"application [ est un plongement d'ordre :

Si a,b € B sont tels que a < b, [J(a) C [J(b) vu la définition d'un I-clan.

Si a, b € B sont tels que [J(a) C [J(b), supposons que a £ b.
e JceB:a%cetblc(¥7)

A, A) 2-cluster t.q. ac et c € A

e (a)

e (b)

bel

IxAC%¥
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Vers un théoréme de représentation

Siae B, ona([J(a))°” = Y\[I(d) :

Procédons par double inclusion.
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Vers un théoréme de représentation
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SiT e (B(a))°,
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Sia€ B, ona (M) =Y \H(d):
Procédons par double inclusion.
SiT e (B(a))°,

e dbe B:T € Y\O(b) C ()a)

o L(a)uld(b) =Y,

e L(avb)=Y,=01Q1)
@eavb=1

e b>4d

[(b) 2 [1(a")
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Vers un théoréme de représentation

Sia€ B, ona (M) =Y \H(d):
Procédons par double inclusion.
SiT e (B(a))°,

e dbe B:T € Y\O(b) C ()a)

o L(a)uld(b) =Y,
C(aV b) =Y, =0[(1)
avb=1
b>d

[(b) 2 BI(4)
e Y\E(b) C Y\E ().
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Vers un théoréme de représentation

SiAe Y\O(),
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Vers un théoréme de représentation
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Vers un théoréme de représentation

SiAe Y\B(d),
e d¢AN
@ ac A, sinon
e a€ B\A
e 1=ava eB\A
e B\ idéal propre

A € [(a)
YI\E(a') € B(a)
Y)\EZ (a') est un ouvert
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Vers un théoréme de représentation

SiAe Y\B(d),
e d¢AN
@ ac A, sinon

e a€ B\A
e 1=ava eB\A
e B\ idéal propre

A e [H(a)
Y\E (&) € B(a)
YA\B(&)
YA\B(&)

st un ouvert

C (B(a))°.
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Vers un théoréme de représentation
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Vers un théoréme de représentation

(YA\B(a))” = Yi\(H(a))° =11 ().
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(YA\B(a))” = Yi\(H(a))° =11 ().
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Vers un théoréme de représentation

Ce plongement est dense :

Soit C € RC(Y))\{0}. Alors
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Vers un théoréme de représentation

Ce plongement est dense :

Soit C € RC(Y))\{0}. Alors
e 3/ famille d’'indices et a3, e BVie | : C = [ED(a))
i€l
o C=C""
o C°#£10.
Soit ' € C°. Alors
e dbeB:TeY\H(b)CC=NE(a)
iel
o Y\E(b) CH(aj) Viel
e [1(a;) fermé pour tout i € /
o LI(V)=(Y\L(b)) C(a)) Viel

o H(b)C Q/D(a;) = C.
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Vers un théoréme de représentation

Il reste & prouver que [1(b') # 0.
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o I € Y\E(b)
e Sib=10(b)= Y doncT €0
e b#1
b #0
b’ 1 filtre propre
P € Ult(B) : b4C P
(P, P) 2-clan
A(Fo, Ag) 2-cluster : (P, P) C (Ip, Ao)
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Vers un théoréme de représentation

Il reste & prouver que [1(b') # 0.
o I € Y\E(b)
e Sib=10(b)= Y doncT €0
e b#1
b #0
b’ 1 filtre propre
P € Ult(B) : b4C P
(P, P) 2-clan
A(Fo, Ag) 2-cluster : (P, P) C (Ip, Ao)
b'e PCry
o |-cluster

E(Y) £ 0.
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Vers un théoréme de représentation

L’espace topologique Y est semi-régulier :
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Vers un théoréme de représentation

L’espace topologique Y est semi-régulier :

e [1(a) fermé régulier pour tout a € B
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Vers un théoréme de représentation

L’espace topologique Y est semi-régulier :

e [1(a) fermé régulier pour tout a € B

e Y;\[J(a) ouvert régulier pour tout a € B
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Vers un théoréme de représentation

L'espace topologique Y} est semi-régulier :
e [J(a) fermé régulier pour tout a € B
e Y;\[J(a) ouvert régulier pour tout a € B
e {Y)\l(a) | a € B} base de topologie pour Y.
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Rappel

Théoréme de représentation

Soit (B, %) une algébre de Boole de contact et posons Y := Clust(B).
L'espace topologique Y est faiblement régulier et accessible. De plus, I'ap-
plication

©o:B—=RC(Y): b= {TeY |l >b}

est un homomorphisme d’algebres de Boole et un plongement d'ordre qui
est dense. Enfin, pour tous a,b € B, on a a% b si, et seulement si,

o(a) No(b) # 0.
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Dans le cas non symétrique

Si (B, %) est une algébre de Boole de pré-contact et si a, b € B,

H(a)NEb) #£0 <  Eb)nE(a) #0

= symeétrie «forcéey.

Adeline Massuir Séminaire compréhensible 22 juin 2016 63 / 82



L 'application H

Définition
Soit (B, %) une algebre de Boole de pré-contact et notons DY I'ensemble
de ses demi-clusters. On définit 'application Hg comme suit :

Hg:B— P(DY): b {Ne DY |A>b}.
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L 'application H

Proposition

Soit (B, %) une algébre de Boole de pré-contact. Pour tous a,b € B, on a

B(a) UB(b) = B(a V b)

et 5(0) = 0.

Adeline Massuir Séminaire compréhensible 22 juin 2016 65 / 82



Topologie sur les demi-clusters

Soit (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et notons DY ['ensemble
de ses demi-clusters, Y; I'ensemble de ses |-clusters et Y, I'ensemble de ses
r-clusters.

On définit une topologie sur DY en donnant une base :
{DY\HB(a) | a € B}.
Topologie sur Y : restriction de |'application B 3 Y/.

Topologie sur Y, : restriction de I'application B3 Y,.
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Remarque

Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact, DY I'ensemble de ses

demi-clusters, Y; I'ensemble de ses |-clusters et Y, l'ensemble de ses r-
clusters.
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Remarque

Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact, DY I'ensemble de ses

demi-clusters, Y; I'ensemble de ses |-clusters et Y, l'ensemble de ses r-
clusters.

Si on considére la relation €* définie sur B par

as* b & b¥% a,

alors (B, €™) est une algébre de Boole de pré-contact.
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Remarque

Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact, DY I'ensemble de ses
demi-clusters, Y; I'ensemble de ses |-clusters et Y, l'ensemble de ses r-
clusters.

Si on considére la relation €* définie sur B par
a%s” b & b% a,

alors (B, €™) est une algébre de Boole de pré-contact.
Les I-clusters de (B,%™) sont les r-clusters de (B, %) et les r-clusters de
(B, €™) sont les |-clusters de (B, %).
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Remarque

Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact, DY I'ensemble de ses
demi-clusters, Y; I'ensemble de ses |-clusters et Y, l'ensemble de ses r-
clusters.

Si on considére la relation €* définie sur B par

a%s” b & b% a,

alors (B, €™) est une algébre de Boole de pré-contact.

Les I-clusters de (B,%™) sont les r-clusters de (B, %) et les r-clusters de
(B, €™) sont les |-clusters de (B, %).

L'application

[0*:B—RC(Y,):b—{A€Y,|A>b}

est donc un plongement d’ordre qui est dense et un homomorphisme d’al-
gébres de Boole.
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Espace d'ombre

Définitions
Un espace d’'ombre est un triplet (Y,sh,h) ou
@ Y est un espace topologique

@ sh:Y; — Z(Ys) avec Y1 U Yz = Y est une application appelée
application d’ombre
@ h:RC(Y1) = RC(Y?2) est une bijection appelée fonction
d’ambivalence.
Les éléments de Y7 sont appelés point et ceux de Y, sont dénommeés point
d’ombre. Si E C Yi, alors sh(E) est dit /'ombre de E. Les régions de Y sont
les fermés réguliers de Y. On définit une relation binaire g, sur les régions
de Y comme suit : pour tous C,D € RC(Y1), on a

C2u,D <  sh(C)nh(D) #0.
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Rappel

Soit (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et notons Y (resp. Y;)
I'ensemble de ses I-clusters (resp. r-clusters).
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Rappel

Soit (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et notons Y (resp. Y;)
I'ensemble de ses I-clusters (resp. r-clusters).

L'ensemble {Y;\[J(a) | a € B} (resp. {Y,\[J*(a) | a € B} ) est une base de
topologie pour Y; (resp. Y;).
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Rappel

Soit (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et notons Y (resp. Y;)
I'ensemble de ses I-clusters (resp. r-clusters).

L'ensemble {Y;\[J(a) | a € B} (resp. {Y,\[J*(a) | a € B} ) est une base de
topologie pour Y; (resp. Y;).

Pour tout C € RC(Y)) (resp. C € RC(Y,)), 3! une famille d'indices et

dbje BYiel:C= E(bi) (resp. C = )" (b)).
icl i€l
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Espace d'ombre particulier

Définitions
Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact, Y; I'ensemble de ses

I-clusters et Y, I'ensemble de ses r-clusters. On définit 'application sh* de
la maniére suivante :

sh*: Y, = 2(Y,): T —»{AcY,|(,A) est un 2-cluster}.

On définit également I'application h* comme suit :

h*: RC(Y)) = RC(Y,): C =3 (b)) = h*(C) = (T* (by).

iel i€l
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Espace d'ombre particulier

Proposition

Soient (B, %) une algebre de Boole de pré-contact, DY |'ensemble de ses
demi-clusters, Y, l'ensemble de ses |-clusters et Y, I'ensemble de ses r-
clusters. Alors (DY, sh*, h*) est un espace d’ombre.
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Espace d'ombre particulier

Proposition

Soient (B, %) une algebre de Boole de pré-contact, DY |'ensemble de ses
demi-clusters, Y, l'ensemble de ses |-clusters et Y, I'ensemble de ses r-
clusters. Alors (DY, sh*, h*) est un espace d’ombre.

Démonstration :

Il suffit de prouver que h* est une bijection. L’application (h*)_1 est donnée
par
(h*)" 1 RC(Y;) > RC(Y)) : D= (" (br) = [ D (by)-

icl icl
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Théoréeme de représentation pour les algébres de Boole de

pré-contact

Théoréme

Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact, DY |'ensemble de ses
demi-clusters, Y; 'ensemble de ses |-clusters et Y, l'ensemble de ses r-
clusters. Alors |'application [] est un plongement d'ordre qui est dense et
un homomorphisme d'algébres de Boole entre B et I'ensemble des régions
de 'espace d'ombre (DY, sh*, h*). De plus, Y; est un espace topologique
semi-régulier et pour tous a, b dans B, on a

N & [(a) D [ (D).
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Théoréeme de représentation pour les algébres de Boole de

pré-contact

Démonstration :

Il reste 3 prouver que pour tous a,b € B, on a a% b si, et seulement si,
[1(a)Zen+ [ (b), i.e. si, et seulement si sh* ((J(a)) N h* ((b)) # 0.
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Théoréeme de représentation pour les algébres de Boole de

pré-contact

Démonstration :

Il reste 3 prouver que pour tous a,b € B, on a a% b si, et seulement si,

[1(a)Zen+ [ (b), i.e. si, et seulement si sh* ((J(a)) N h* ((b)) # 0.
Soient a, b € B.
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Théoréeme de représentation pour les algébres de Boole de

pré-contact

Démonstration :

Il reste 3 prouver que pour tous a,b € B, on a a% b si, et seulement si,
[1(a)Zen+ [ (b), i.e. si, et seulement si sh* ((J(a)) N h* ((b)) # 0.

Soient a, b € B.

Supposons que a% b.
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Théoréeme de représentation pour les algébres de Boole de

pré-contact

Démonstration :

Il reste 3 prouver que pour tous a,b € B, on a a% b si, et seulement si,
[1(a)Zen+ [ (b), i.e. si, et seulement si sh* ((J(a)) N h* ((b)) # 0.

Soient a, b € B.

Supposons que a% b.

o J(I',A) 2-cluster t.q. acl, be A

Adeline Massuir Séminaire compréhensible 22 juin 2016 73 / 82



Théoréeme de représentation pour les algébres de Boole de

pré-contact

Démonstration :
Il reste 3 prouver que pour tous a,b € B, on a a% b si, et seulement si,
[1(a)Zen+ [ (b), i.e. si, et seulement si sh* ((J(a)) N h* ((b)) # 0.
Soient a, b € B.
Supposons que a% b.
o J(I',A) 2-cluster t.q.ael, be A

@ A est un r-cluster contenant b
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Théoréeme de représentation pour les algébres de Boole de

pré-contact

Démonstration :

Il reste 3 prouver que pour tous a,b € B, on a a% b si, et seulement si,
[1(a)Zen+ [ (b), i.e. si, et seulement si sh* ((J(a)) N h* ((b)) # 0.

Soient a, b € B.
Supposons que a% b.

o J(I',A) 2-cluster t.q. acl, be A
@ A est un r-cluster contenant b
e A € [*(b) = h* (LI(b))
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Théoréeme de représentation pour les algébres de Boole de

pré-contact

Démonstration :

Il reste 3 prouver que pour tous a,b € B, on a a% b si, et seulement si,
[1(a)Zen+ [ (b), i.e. si, et seulement si sh* ((J(a)) N h* ((b)) # 0.

Soient a, b € B.
Supposons que a% b.

o J(I',A) 2-cluster t.q. acl, be A
@ A est un r-cluster contenant b

e A € [*(b) = h* (LI(b))

e A esh*(I)
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Théoréeme de représentation pour les algébres de Boole de

pré-contact

Démonstration :

Il reste 3 prouver que pour tous a,b € B, on a a% b si, et seulement si,
[1(a)Zen+ [ (b), i.e. si, et seulement si sh* ((J(a)) N h* ((b)) # 0.

Soient a, b € B.
Supposons que a% b.

o J(I',A) 2-cluster t.q. acl, be A
@ A est un r-cluster contenant b

e A € [*(b) = h* (LI(b))

e A esh*(I)

e A esh*(lJ(a))
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Théoréeme de représentation pour les algébres de Boole de

pré-contact

Démonstration :

Il reste 3 prouver que pour tous a,b € B, on a a% b si, et seulement si,
[1(a)Zen+ [ (b), i.e. si, et seulement si sh* ((J(a)) N h* ((b)) # 0.

Soient a, b € B.

Supposons que a% b.

o J(I',A) 2-cluster t.q. acl, be A
@ A est un r-cluster contenant b

A € [I*(b) = h* (CI(b))

A € sh*(IN)
A € sh*(E(a)
sh* (E(a)) Nh

(E(b)) # 0.
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Théoréeme de représentation pour les algébres de Boole de

pré-contact

Supposons & présent que sh* ([J(a)) N h* (CI(b)) # 0.
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Théoréeme de représentation pour les algébres de Boole de

pré-contact

Supposons & présent que sh* ([J(a)) N h* (CI(b)) # 0.
e I e [J(a), A € sh*(I") N h*(EX(b))
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Théoréeme de représentation pour les algébres de Boole de

pré-contact

Supposons & présent que sh* ([J(a)) N h* (CI(b)) # 0.
e I e [J(a), A € sh*(I") N h*(EX(b))
o (', A) 2-cluster
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Théoréeme de représentation pour les algébres de Boole de

pré-contact

Supposons a présent que sh* ([J(a)) Nh* (CI(b)) # 0.
e I e [J(a), A € sh*(I") N h*(EX(b))
o (', A) 2-cluster
@acl
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Théoréeme de représentation pour les algébres de Boole de

pré-contact

Supposons a présent que sh* ([J(a)) Nh* (CI(b)) # 0.
e I e [J(a), A € sh*(I") N h*(EX(b))
o (', A) 2-cluster
@acl
o A € h*(G(b)) = [*(b)
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Théoréeme de représentation pour les algébres de Boole de

pré-contact

Supposons a présent que sh* ([J(a)) Nh* (CI(b)) # 0.
e I e [J(a), A € sh*(I") N h*(EX(b))
o (', A) 2-cluster
@acl
o A € h*(G(b)) = [*(b)
e beA
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Théoréeme de représentation pour les algébres de Boole de

pré-contact

Supposons a présent que sh* ([J(a)) Nh* (CI(b)) # 0.
e I e [J(a), A € sh*(I") N h*(EX(b))
o (', A) 2-cluster
@acl

A € h(EI(b)) = [*(b)

be A

a®e b.
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Enlever d'autres axiomes

Questions

Existe-t-il un théoréme de représentation pour les algébres de Boole munies
d'une relation vérifiant les axiomes 1.1 a 14, 16et L77

Peut-on démontrer un théoréme de représentation pour les algébres de Boole
munies d’une relation vérifiant les axiomes 1.1 3 1 4 ainsi que |'axiome L7
(et son symétrique) ?
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Dans les treillis

Question J

Existe-t-il un théoréme semblable dans les treillis de contact ?
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