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Introduction

Théorème de représentation des algèbres de Boole de contact.

But : théorème similaire dans le cas non symétrique.
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Applications entre ensembles ordonnés

Dé�nitions

Soient (P,≤P) et (Q,≤Q) deux ensembles ordonnés. Une application
f : P → Q est un

plongement d'ordre si pour tous x , y ∈ P ,

x ≤P y ⇔ f (x) ≤Q f (y).

plongement d'ordre dense si c'est un plongement d'ordre et si pour
tout y ∈ Q\{0Q}, il existe x ∈ P tel que f (x) 6= 0Q et f (x) ≤Q y .
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Maximum et borne supérieure

Dé�nitions

Soient (P,≤) un ensemble ordonné et E une partie de P .

Un élément a de P est dit maximum dans P si a ≥ x pour tout x ∈ P .

Un élément x de P est un majorant de E si x ≥ e pour tout e ∈ E .

Le supremum de E (ou encore borne supérieure), noté ∨E , est le plus
petit majorant de E .

Le maximum de P , s'il existe, est unique et dans ce cas on le note 1. Si E
possède au moins un majorant dans P , on dit que E est majoré.
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Minimum et borne inférieure

Dé�nitions

Soient (P,≤) un ensemble ordonné et E une partie de P .

Un élément a de P est dit minimum dans P si a ≤ x pour tout x ∈ P .

Un élément x de P est un minorant de E si x ≤ e pour tout e ∈ E .

L'in�mum de E (ou encore borne inférieure), noté ∧E , est le plus
grand des minorants de E .

Le minimum de P , s'il existe, est unique et dans ce cas on le note 0. Si E
possède au moins un minorant dans P , on dit que E est minoré.
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Ensemble borné

Dé�nition

Un ensemble ordonné (P,≤) est borné s'il possède un maximum et un mi-
nimum.
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Treillis

Dé�nition

Soit (L,≤) un ensemble ordonné. Cet ensemble est appelé treillis si pour
tous x , y ∈ L, ∨{x , y} et ∧{x , y} existent.
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Notations

Si L est un treillis, si x , y ∈ L, alors on pose

∨{x , y} := x ∨ y .

De même, on pose
∧{x , y} := x ∧ y .

De plus, x ∨ y se lira par � x ou y � et x ∧ y par � x et y �.
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Distributivité

Dé�nition

Un treillis L est distributif si pour tous x , y , z ∈ L, on a

x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z)

ou, de façon équivalente,

x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) .
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Complémentation

Dé�nition

Soient (L,≤) un treillis borné et x ∈ L. Un élément y ∈ L est un complément

de x dans L s'il est tel que

x ∧ y = 0 et x ∨ y = 1.

Si tout élément de L admet au moins un complément, le treillis borné est dit
complémenté. Si pour tout x ∈ L, x admet un et un seul complément, on
dit que L est unicomplémenté.
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Notations

Si un élément x d'un treillis borné L admet un unique complément, ce dernier
sera noté x ′, xc , ¬x ou encore −x .
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Distributivité et complémentation

Proposition

Dans un treillis distributif borné, tout élément possède au plus un complé-
ment.
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Algèbre de Boole

Dé�nition

Une algèbre de Boole (ou algèbre booléenne) est un treillis distributif borné
et complémenté.
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Exemples

Dé�nitions

Soit X un espace topologique. Un ouvert régulier est un ouvert O tel que
O−◦ = O. On note RO(X ) l'ensemble des ouverts réguliers de X .

Un fermé régulier est un fermé C tel que C ◦− = C . On note RC(X ) l'en-
semble des fermés réguliers de X .
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Exemples

Théorème

Si X est un espace topologique, alors RO(X ) (ordonné par inclusion) est une
algèbre de Boole dans laquelle

O ∨ U = (O ∪ U)−◦ O ∧ U = O ∩ U ¬O = (X \O)◦

pour tous O,U ∈ RO(X ).
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Exemples

Théorème

Si X est un espace topologique, alors RC(X ) (ordonné par inclusion) est une
algèbre de Boole dans laquelle

C ∨ D = C ∪ D C ∧ D = (C ∩ D)◦− ¬C = (X \C )−

pour tous C ,D ∈ RC(X ).
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Homomorphisme d'algèbres de Boole

Dé�nition

Une application f : A → B entre deux algèbres de Boole A et B est un
homomorphisme d'algèbres de Boole si pour tous a, b ∈ A

f (a ∨A b) = f (a) ∨B f (b) ;

f (a ∧A b) = f (a) ∧B f (b) ;

f (a′A) = (f (a))′B ;

f (0A) = 0B et f (1A) = 1B .
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Homomorphisme d'algèbres de Boole

Proposition

Soient A,B deux algèbres de Boole et f : A → B . Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1 f est un homomorphisme d'algèbres de Boole

2 f respecte ∧ et ′

3 f respecte ∨ et ′.
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Idéal et �ltre

Dé�nitions

Soit B une algèbre de Boole. Un idéal de B est une partie I de B telle que

0 ∈ I ;

i ∨ j ∈ I pour tous i , j ∈ I ;

pour tous a ∈ B, i ∈ I tels que a ≤ i , on a a ∈ I .

Un �ltre de B est une partie F de B telle que

1 ∈ F ;

f ∧ g ∈ F pour tous f , g ∈ F ;

pour tous a ∈ B, f ∈ F tels que a ≥ f , on a a ∈ F .
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Idéal maximal et ultra�ltre

Dé�nitions

Soit B une algèbre de Boole. Un idéal propre de B est un idéal di�érent de
B . Un �ltre propre de B est un �ltre di�érent de B .

Un idéal maximal de B est un idéal propre maximal pour l'inclusion. Un
�ltre maximal, ou ultra�ltre, est un �ltre propre maximal pour l'inclusion. On
note Spec(B) l'ensemble des idéaux maximaux de B et Ult(B) l'ensemble
des ultra�ltres de B .
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Théorème de Stone

Théorème de Stone pour les algèbres de Boole

Soit B une algèbre de Boole. Si I est un idéal et F un �ltre de B tels que
I ∩ F = ∅, alors il existe un ultra�ltre P de B tel que F ⊆ P et P ∩ I = ∅.
De façon équivalente, il existe un idéal maximal Q de B tel que I ⊆ Q et
Q ∩ F = ∅.
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Notations

Si B est une algèbre de Boole et si b ∈ B , on pose

b↑:= {a ∈ B | a ≥ b} .
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Filtres particuliers

Proposition

Soient B une algèbre de Boole et b ∈ B . Alors b ↑ est un �ltre. De plus, si
b 6= 0, alors il s'agit d'un �ltre propre.
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Algèbre de Boole de contact

Dé�nition

Une algèbre de Boole de contact est une algèbre de Boole B munie d'une
relation de disjonction ⊥ binaire telle que pour tous a, b, c, d ∈ B ,

⊥1 : si a ≤ b, c ≥ d et b ⊥ c , alors a ⊥ d ;

⊥2 : si a ⊥ c , a ⊥ d , b ⊥ c et b ⊥ d , alors a ∨ b ⊥ c ∨ d ;

⊥3 : 0 ⊥ 1 ;

⊥4 : 1 ⊥ 0 ;

⊥5 : si a ⊥ a, alors a = 0 ;

⊥6 : si a ⊥ b, alors b ⊥ a ;

⊥7 : si a � b, alors il existe e ∈ B tel que a��⊥ e et b ⊥ e.
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Relation de contact

Relation de contact : C := ��⊥.

Axiomes : pour tous a, b, c , d ∈ B ,

C 1 : si a ≤ b, c ≥ d et aC d , alors bC c ;

C 2 : si a ∨ bC c ∨ d , alors aC c ou aC d ou bC c ou bC d ;

C 3 : 0��C 1 ;

C 4 : 1��C 0 ;

C 5 : si a 6= 0, alors aC a ;

C 6 : si aC b, alors bC a ;

C 7 : si a � b, alors il existe e ∈ B tel que aC e et b��C e.
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L'axiome C 7

Remarque

Soient B une algèbre de Boole et C une relation binaire sur B véri�ant les
axiomes C 1 à C 5. Alors C véri�e l'axiome C 7 si, et seulement si, pour tout
a ∈ B

a 6= 1⇒ ∃b 6= 0 : a��C b.
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Exemple

Exemple

Si X est un espace topologique faiblement régulier, l'algèbre de Boole RC(X ),
munie de la relation C RC dé�nie par

C C RCD si, et seulement si, C ∩ D 6= ∅

pour tous C ,D ∈ RC(X ), est une algèbre de Boole de contact.
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Exemple

Soient C ,D,E ,F ∈ RC(X ). Alors

C 1 : si C ⊆ D, F ⊆ E et C C RC F , alors ∅ 6= C ∩ F ⊆ D ∩ E , donc
D C RC E ;

C 2 : si C ∪ D C RC E ∪ F , alors

∅ 6= (C ∪ D) ∩ (E ∪ F ) = (C ∩ E ) ∪ (C ∩ F ) ∪ (D ∩ E ) ∪ (D ∩ F )

et on a donc forcément C ∩ E 6= ∅ ou C ∩ F 6= ∅ ou D ∩ E 6= ∅ ou
D ∩ F 6= ∅ ;

C 3 : ∅ ∩ X = ∅ ;

C 4 : X ∩ ∅ = ∅ ;
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Exemple

C 5 : si C 6= ∅, alors C ∩ C = C 6= ∅ et C C RC C ;

C 6 : si C C RCD, alors ∅ 6= C ∩ D = D ∩ C , d'où D C RC C ;

C 7 : si C 6= X , alors il existe x ∈ X \C . Or, C est fermé donc X \C est
ouvert. Comme X est faiblement régulier, il existe un ouvert régulier
O de X tel que x ∈ O ⊆ O− ⊆ X \C . On a donc O− ∩ C = ∅. De
plus, O étant un ouvert régulier, O− est un fermé régulier, non vide
puisqu'il contient x .
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Clan et cluster

Dé�nitions

Soit (B,C ) une algèbre de Boole de contact. Un clan Γ de B est un sous-
ensemble non vide qui véri�e les conditions suivantes :

si x , y ∈ Γ, alors x C y ;

si x ∨ y ∈ Γ, alors x ∈ Γ ou y ∈ Γ ;

si x ∈ Γ et b ∈ B sont tels que x ≤ b, alors b ∈ Γ.

Un cluster est un clan maximal pour l'inclusion. On note Clust(B) l'ensemble
des clusters de B .
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Existence des clusters

Proposition

Tout clan d'une algèbre de Boole de contact est inclus dans un cluster.
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L'application �

Dé�nition

Soit (B,C ) une algèbre de Boole de contact. Posons Y := Clust(B). On
dé�nit l'application �B comme suit :

�B : B →P(Y ) : b 7→ {Γ ∈ Y | Γ 3 b} .
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L'application �

Proposition

Soit (B,C ) une algèbre de Boole de contact. Pour tous a, b dans B , on a

�(a) ∪ �(b) = �(a ∨ b).
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L'espace topologique Clust(B)

Soit (B,C ) une algèbre de Boole de contact et posons Y := Clust(B). On
dé�nit une topologie sur Y en donnant une base :

{Y \�(a) | a ∈ B} .
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Théorème de représentation

Théorème de représentation

Soit (B,C ) une algèbre de Boole de contact et posons Y := Clust(B).
L'espace topologique Y est faiblement régulier et accessible. De plus, l'ap-
plication

� : B → RC(Y ) : b 7→ {Γ ∈ Y | Γ 3 b}

est un homomorphisme d'algèbres de Boole et un plongement d'ordre qui
est dense. En�n, pour tous a, b ∈ B , on a aC b si, et seulement si,

�(a) ∩ �(b) 6= ∅.
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Algèbre de Boole de pré-contact

Dé�nition

Une algèbre de Boole de pré-contact est une algèbre de Boole B munie d'une
relation de disjonction ⊥ binaire telle que pour tous a, b, c , d ∈ B ,

⊥1 : si a ≤ b, c ≥ d et b ⊥ c , alors a ⊥ d ;

⊥2 : si a ⊥ c , a ⊥ d , b ⊥ c et b ⊥ d , alors a ∨ b ⊥ c ∨ d ;

⊥3 : 0 ⊥ 1 ;

⊥4 : 1 ⊥ 0 ;

⊥5 : si a ⊥ a, alors a = 0 ;

⊥7 : si a � b, alors il existe e ∈ B tel que a��⊥ e et b ⊥ e ;

⊥8 : si a � b, alors il existe e ∈ B tel que e��⊥ a et e ⊥ b.
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Relation de pré-contact

Relation de pré-contact : C := ��⊥.

Axiomes : pour tous a, b, c , d ∈ B ,

C 1 : si a ≤ b, c ≥ d et aC d , alors bC c ;

C 2 : si a ∨ bC c ∨ d , alors aC c ou aC d ou bC c ou bC d ;

C 3 : 0��C 1 ;

C 4 : 1��C 0 ;

C 5 : si a 6= 0, alors aC a ;

C 7 : si a � b, alors il existe e ∈ B tel que aC e et b��C e ;

C 8 : si a � b, alors il existe e ∈ B tel que e C a et e��C b.

Adeline Massuir Séminaire compréhensible 22 juin 2016 42 / 82



Demi-clan

Dé�nitions

Soit (B,C ) une algèbre de Boole de pré-contact. Un 2-clan est une paire
(Γ,∆) ⊆ B×B où B\Γ et B\∆ sont des idéaux propres de B et Γ×∆ ⊆ C .
Un l-clan est la première composante d'un 2-clan.
Un r-clan est la deuxième composante d'un 2-clan.
Si Λ est un l-clan ou un r-clan, on dit que c'est un demi-clan.
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Rappel

Si B est une algèbre de Boole et si Γ ⊆ B , dire B\Γ est un idéal signi�e que
0 ∈ B\Γ et pour tous x , y , b ∈ B , on a

si x ∨ y ∈ Γ, alors x ∈ Γ ou y ∈ Γ ;

si x ∈ Γ et x ≤ b, alors b ∈ Γ.
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Demi-cluster

Dé�nitions

Soit (B,C ) une algèbre de Boole de pré-contact. Un 2-cluster est un 2-clan
maximal pour l'inclusion.
Un l-cluster ou cluster à gauche est la première composante d'un 2-cluster.
L'ensemble des l-clusters est noté Yl .
Un r-cluster ou cluster à droite est la deuxième composante d'un 2-cluster.
L'ensemble des r-clusters est noté Yr .
Si Λ est un l-cluster ou un r-cluster, il s'agit d'un demi-cluster. On note DY
l'ensemble des demi-clusters.
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Existence des 2-clusters

Proposition

Soient (B,C ) une algèbre de Boole de pré-contact et (Γ0,∆0) un 2-clan.
Alors il existe un 2-cluster contenant (Γ0,∆0).

Démonstration :

Par Zorn. �
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�Théorème de Stone� pour les 2-clusters

Proposition

Soient (B,C ) une algèbre de Boole de pré-contact et a, b ∈ B . Si aC b,
alors il existe un 2-cluster (Γ,∆) tel que a ∈ Γ et b ∈ ∆.
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Lien avec les ultra�ltres

Proposition

Soient (B,C ) une algèbre de Boole de pré-contact et P un ultra�ltre de B .
Alors (P,P) est un 2-clan.
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L'application �

Dé�nition

Soient (B,C ) une algèbre de Boole de pré-contact et Yl l'ensemble de ses
l-clusters. On dé�nit l'application �B comme suit :

�B : B →P (Yl) : b 7→ {Γ ∈ Yl | Γ 3 b} .
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L'application �

Proposition

Soit (B,C ) une algèbre de Boole de pré-contact. Pour tous a, b ∈ B , on a

�(a) ∪�(b) = �(a ∨ b)

et �(0) = ∅.
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L'application �

Démonstration : Par double inclusion.

Si Γ ∈ �(a) ∪�(b) :

Γ ∈ �(a) ou Γ ∈ �(b)
Si Γ ∈ �(a),

Γ l-cluster

a ∈ Γ
a ∨ b ≥ a
a ∨ b ∈ Γ puisqu'un l-clan est une partie croissante

Si Γ ∈ �(b) : idem

Γ ∈ �(a ∨ b).

Si ∆ ∈ �(a ∨ b) :

∆ l-cluster

a ∨ b ∈ ∆

a ∈ ∆ ou b ∈ ∆

∆ ∈ �(a) ∪�(b).
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L'application �

En�n, s'il existe un l-cluster Γ contenant 0

⇒ B\Γ est un idéal ne contenant pas 0

⇒ contradiction. �

Adeline Massuir Séminaire compréhensible 22 juin 2016 52 / 82



L'application �

En�n, s'il existe un l-cluster Γ contenant 0

⇒ B\Γ est un idéal ne contenant pas 0

⇒ contradiction. �

Adeline Massuir Séminaire compréhensible 22 juin 2016 52 / 82



L'application �

En�n, s'il existe un l-cluster Γ contenant 0

⇒ B\Γ est un idéal ne contenant pas 0

⇒ contradiction. �

Adeline Massuir Séminaire compréhensible 22 juin 2016 52 / 82



L'espace topologique Yl

Soient (B,C ) une algèbre de Boole de pré-contact et Yl l'ensemble de ses
l-clusters. On dé�nit une topologie sur Yl en donnant une base :

{Yl \�(a) | a ∈ B} .
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Vers un théorème de représentation

Proposition

Soient (B,C ) une algèbre de Boole de pré-contact et Yl l'ensemble de ses
l-clusters. L'espace topologique Yl est semi-régulier. De plus, l'application

� : B → RC (Yl) : b 7→ {Γ ∈ Yl | Γ 3 b}

est un homomorphisme d'algèbres de Boole et un plongement d'ordre qui
est dense.

Adeline Massuir Séminaire compréhensible 22 juin 2016 54 / 82



Vers un théorème de représentation

Démonstration :

Procédons par étapes.

L'application � est un plongement d'ordre :

Si a, b ∈ B sont tels que a ≤ b, �(a) ⊆ �(b) vu la dé�nition d'un l-clan.
Si a, b ∈ B sont tels que �(a) ⊆ �(b), supposons que a � b.

∃c ∈ B : aC c et b ⊥ c (C 7)

∃(Γ,∆) 2-cluster t.q. a ∈ Γ et c ∈ ∆

Γ ∈ �(a)

Γ ∈ �(b)

b ∈ Γ

Γ×∆ ⊆ C

bC c .
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Vers un théorème de représentation

Si a ∈ B , on a (�(a))◦ = Yl \� (a′) :

Procédons par double inclusion.

Si Γ ∈ (�(a))◦,

∃b ∈ B : Γ ∈ Yl \�(b) ⊆ �(a)

�(a) ∪�(b) = Yl

�(a ∨ b) = Yl = �(1)

a ∨ b = 1

b ≥ a′

�(b) ⊇ � (a′)

Γ ∈ Yl \�(b) ⊆ Yl \� (a′).
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Vers un théorème de représentation

Si Λ ∈ Yl \� (a′),

a′ /∈ Λ

a ∈ Λ, sinon

a ∈ B\Λ
1 = a ∨ a′ ∈ B\Λ
B\Λ idéal propre

Λ ∈ �(a)

Yl \� (a′) ⊆ �(a)

Yl \� (a′) est un ouvert

Yl \� (a′) ⊆ (�(a))◦.
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Vers un théorème de représentation

Si a ∈ B , on a (Yl \�(a))− = � (a′) :

(Yl \�(a))− = Yl \(�(a))◦ = �
(
a′
)
.

Si a ∈ B , on a �(a) ∈ RC (Yl) :

(�(a))◦− =
(
Yl \�

(
a′
))−

= �(a).

L'application � respecte le complément :

Soit a ∈ B . On a

�
(
a′
)

= (Yl \�(a))− = ¬� (a).

L'application � respecte le supremum : Ok.
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Vers un théorème de représentation

Ce plongement est dense :

Soit C ∈ RC (Yl)\{∅}. Alors

∃I famille d'indices et ai ∈ B ∀i ∈ I : C =
⋂
i∈I

� (ai )

C = C ◦−

C ◦ 6= ∅.
Soit Γ ∈ C ◦. Alors

∃b ∈ B : Γ ∈ Yl \�(b) ⊆ C =
⋂
i∈I

� (ai )

Yl \�(b) ⊆ � (ai ) ∀i ∈ I

� (ai ) fermé pour tout i ∈ I

� (b′) = (Yl \�(b))− ⊆ � (ai ) ∀i ∈ I

� (b′) ⊆
⋂
i∈I

� (ai ) = C .
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Vers un théorème de représentation

Il reste à prouver que � (b′) 6= ∅.

Γ ∈ Yl \�(b)

Si b = 1, �(b) = Yl donc Γ ∈ ∅
b 6= 1

b′ 6= 0

b′ ↑ �ltre propre

∃P ∈ Ult(B) : b↑⊆ P

(P,P) 2-clan

∃(Γ0,∆0) 2-cluster : (P,P) ⊆ (Γ0,∆0)

b′ ∈ P ⊆ Γ0

Γ0 l-cluster

� (b′) 6= ∅.
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Rappel

Théorème de représentation

Soit (B,C ) une algèbre de Boole de contact et posons Y := Clust(B).
L'espace topologique Y est faiblement régulier et accessible. De plus, l'ap-
plication

� : B → RC(Y ) : b 7→ {Γ ∈ Y | Γ 3 b}

est un homomorphisme d'algèbres de Boole et un plongement d'ordre qui
est dense. En�n, pour tous a, b ∈ B , on a aC b si, et seulement si,

�(a) ∩ �(b) 6= ∅.
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Dans le cas non symétrique

Si (B,C ) est une algèbre de Boole de pré-contact et si a, b ∈ B ,

�(a) ∩�(b) 6= ∅ ⇔ �(b) ∩�(a) 6= ∅

⇒ symétrie �forcée�.
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L'application �

Dé�nition

Soit (B,C ) une algèbre de Boole de pré-contact et notons DY l'ensemble
de ses demi-clusters. On dé�nit l'application �B comme suit :

�B : B →P(DY ) : b 7→ {Λ ∈ DY | Λ 3 b} .
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L'application �

Proposition

Soit (B,C ) une algèbre de Boole de pré-contact. Pour tous a, b ∈ B , on a

�(a) ∪�(b) = �(a ∨ b)

et �(0) = ∅.
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Topologie sur les demi-clusters

Soit (B,C ) une algèbre de Boole de pré-contact et notons DY l'ensemble
de ses demi-clusters, Yl l'ensemble de ses l-clusters et Yr l'ensemble de ses
r-clusters.

On dé�nit une topologie sur DY en donnant une base :

{DY \�(a) | a ∈ B} .

Topologie sur Yl : restriction de l'application � à Yl .

Topologie sur Yr : restriction de l'application � à Yr .
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Remarque

Soient (B,C ) une algèbre de Boole de pré-contact, DY l'ensemble de ses
demi-clusters, Yl l'ensemble de ses l-clusters et Yr l'ensemble de ses r-
clusters.

Si on considère la relation C ? dé�nie sur B par

aC ? b ⇔ bC a,

alors (B,C ?) est une algèbre de Boole de pré-contact.
Les l-clusters de (B,C ?) sont les r-clusters de (B,C ) et les r-clusters de
(B,C ?) sont les l-clusters de (B,C ).
L'application

�? : B → RC (Yr ) : b 7→ {∆ ∈ Yr | ∆ 3 b}

est donc un plongement d'ordre qui est dense et un homomorphisme d'al-
gèbres de Boole.
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Espace d'ombre

Dé�nitions

Un espace d'ombre est un triplet (Y , sh, h) où

Y est un espace topologique

sh : Y1 →P (Y2) avec Y1 ∪ Y2 = Y est une application appelée
application d'ombre

h : RC (Y1)→ RC (Y2) est une bijection appelée fonction

d'ambivalence.

Les éléments de Y1 sont appelés point et ceux de Y2 sont dénommés point
d'ombre. Si E ⊆ Y1, alors sh(E ) est dit l'ombre de E . Les régions de Y sont
les fermés réguliers de Y1. On dé�nit une relation binaire Dsh sur les régions
de Y comme suit : pour tous C ,D ∈ RC (Y1), on a

CDshD ⇔ sh(C ) ∩ h(D) 6= ∅.
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Rappel

Soit (B,C ) une algèbre de Boole de pré-contact et notons Yl (resp. Yr )
l'ensemble de ses l-clusters (resp. r-clusters).

L'ensemble {Yl \�(a) | a ∈ B} (resp. {Yr \�?(a) | a ∈ B} ) est une base de
topologie pour Yl (resp. Yr ).

Pour tout C ∈ RC (Yl) (resp. C ∈ RC (Yr )), ∃I une famille d'indices et
∃bi ∈ B ∀i ∈ I : C =

⋂
i∈I

� (bi ) (resp. C =
⋂
i∈I

�? (bi )).
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Espace d'ombre particulier

Dé�nitions

Soient (B,C ) une algèbre de Boole de pré-contact, Yl l'ensemble de ses
l-clusters et Yr l'ensemble de ses r-clusters. On dé�nit l'application sh? de
la manière suivante :

sh? : Yl →P (Yr ) : Γ 7→ {∆ ∈ Yr | (Γ,∆) est un 2-cluster} .

On dé�nit également l'application h? comme suit :

h? : RC (Yl)→ RC (Yr ) : C =
⋂
i∈I

� (bi ) 7→ h?(C ) =
⋂
i∈I

�? (bi ) .
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Espace d'ombre particulier

Proposition

Soient (B,C ) une algèbre de Boole de pré-contact, DY l'ensemble de ses
demi-clusters, Yl l'ensemble de ses l-clusters et Yr l'ensemble de ses r-
clusters. Alors (DY , sh?, h?) est un espace d'ombre.

Démonstration :

Il su�t de prouver que h? est une bijection. L'application (h?)−1 est donnée
par

(h?)−1 : RC (Yr )→ RC (Yl) : D =
⋂
i∈I

�? (bi ) 7→
⋂
i∈I

� (bi ) .

�
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Théorème de représentation pour les algèbres de Boole de

pré-contact

Théorème

Soient (B,C ) une algèbre de Boole de pré-contact, DY l'ensemble de ses
demi-clusters, Yl l'ensemble de ses l-clusters et Yr l'ensemble de ses r-
clusters. Alors l'application � est un plongement d'ordre qui est dense et
un homomorphisme d'algèbres de Boole entre B et l'ensemble des régions
de l'espace d'ombre (DY , sh?, h?). De plus, Yl est un espace topologique
semi-régulier et pour tous a, b dans B , on a

aC b ⇔ �(a)Dsh? � (b).
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Théorème de représentation pour les algèbres de Boole de

pré-contact

Démonstration :
Il reste à prouver que pour tous a, b ∈ B , on a aC b si, et seulement si,
�(a)Dsh? � (b), i.e. si, et seulement si sh? (�(a)) ∩ h? (�(b)) 6= ∅.

Soient a, b ∈ B .
Supposons que aC b.

∃(Γ,∆) 2-cluster t.q. a ∈ Γ, b ∈ ∆

∆ est un r-cluster contenant b

∆ ∈ �?(b) = h? (�(b))

∆ ∈ sh?(Γ)

∆ ∈ sh?(�(a))

sh? (�(a)) ∩ h? (�(b)) 6= ∅.
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Théorème de représentation pour les algèbres de Boole de

pré-contact

Supposons à présent que sh? (�(a)) ∩ h? (�(b)) 6= ∅.

∃Γ ∈ �(a),∆ ∈ sh?(Γ) ∩ h?(�(b))

(Γ,∆) 2-cluster

a ∈ Γ

∆ ∈ h?(�(b)) = �?(b)

b ∈ ∆

aC b.

�
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Enlever d'autres axiomes

Questions

Existe-t-il un théorème de représentation pour les algèbres de Boole munies
d'une relation véri�ant les axiomes ⊥1 à ⊥4, ⊥6 et ⊥7 ?

Peut-on démontrer un théorème de représentation pour les algèbres de Boole
munies d'une relation véri�ant les axiomes ⊥1 à ⊥4 ainsi que l'axiome ⊥7
(et son symétrique) ?
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Dans les treillis

Question

Existe-t-il un théorème semblable dans les treillis de contact ?
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