e

http://lib.ulg.ac.be http:/matheo.ulg.ac.be

Algébre de Boole avec relation de contact non symétrique

Auteur : Massuir, Adeline

Promoteur(s) : Hansoul, Georges

Faculté : Faculté des Sciences

Dipldme : Master en sciences mathématiques, a finalité approfondie
Année académique : 2015-2016

URI/URL : http://hdl.handle.net/2268.2/1572

Avertissement a l'attention des usagers :

Tous les documents placés en acces restreint sur le site MatheO sont protégés par le droit d'auteur. Par conséquent,
seule une utilisation a des fins strictement privées, d'enseignement ou de recherche scientifique est autorisée
conformément aux exceptions légales définies aux articles XI. 189 et XI. 190. du Code de droit économique. Toute autre
forme d'exploitation (utilisation commerciale, diffusion sur le réseau Internet, reproduction a des fins publicitaires, ...)
sans l'autorisation préalable de l'auteur est strictement interdite et constitutive de contrefagon.




UNIVERSITE DE LIEGE
FACULTE DES SCIENCES

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUE

Algebre de Boole avec relation de
contact non symétrique

Auteur : Promoteur :
Adeline MASSUIR Georges HANSOUL

Mémoire de fin d’études en vue de 'obtention du diplome de Master en
Sciences Mathématiques, a finalité approfondie

Année académique 2015 — 2016



Remerciements

Je tiens a remercier mon promoteur monsieur Georges HANSOUL pour son aide, ses
précieux conseils et sa disponibilité durant la rédaction de ce mémoire.

Mes remerciements vont également a Julien RASKIN pour ses réponses a mes questions.

Un grand merci a Marie-Elise DIDDEN et Christophe DUBUSSY pour leur relecture
attentive et leurs conseils.

Enfin, je tiens a remercier messieurs P. GRIBOMONT, P. MATHONET, M. RIGO et B.
TEHEUX d’avoir accepté de faire partie de mon jury.



Table des matiéres

(Introduction|

I E Bl ] , i
(1.1 FEnsemble ordonnél. . . . . . . . . ..
L2 Trelllid . . . . . .,

(1.2.1 Premieres définitions et propriétés|. . . . . . . . . . ... ... ...
[1.2.2  Sous-treillis et homomorphisme| . . . . . . .. .. .. ... ... ..

[1.2.4  Complétion et complémentation| . . . . . . .. .. .. ... ... ..
(.20 Idéalet filtrel . . . . . . . . . . .

2 Algebre et espace de Boole|
2.1 Algebre de Boole| . . . . . . . . . ..o
2.1.1 Premieres définitions et propriétés|. . . . . . . . . . ... ... ...
[2.1.2  Sous-algébre de Boole et homomorphisme| . . . . . . .. ... ...
2.1.3 Idéalet filtrel . . . . . . . 0 . . . . oL
[2.2  kspace de Boole et dualité de Stone| . . . . . . .. .. o000
[2.2.1 Espace dual d’une algebre de Boole| . . . . . . . . . ... ... ...
[2.2.2  Espace dual d’une algébre multimodalel . . . . . . . ... ... ...

[3 Algébre de Boole de contact|
[3.1 Relation de contact symétrique] . . . . . . . .. ... ...,
I;i.l.l l ls:lllis\:lsni !ls’:lillili!!ll:il ..........................
[3.1.2  Quelques propriétés desclans| . . . . .. .. ... ... ... ...,
[3.1.3  Théoréeme de représentation| . . . . . . . . .. ... ... ... ...
[3.2  Relation de contact non symétrique| . . . . . . . ... ...,

B.2.1 Premiéres définitiond . . . . . . . . . ...

[4 Perspectives|
[4.1  Autour du théoréeme de représentation des algebres de Boole de pré-contact|

13
13
18
21
28
30

39
39
39
44
47
52
02
29

69
69
69
74
76
80
80
83
86

92
92



Table des matiéres

[4.3  Théoreme de représentation dans ledual| . . . . ... ... ... ... ... 93
4.4 Treillisde contactl . . . . . . . . .. 97
[Annexes| 99
[A Rappels topologiques| 100
[A.1 Topologie, voisinage et base| . . . . . . . . . .. .. ... ... .. 100
[A.2 Intérieur et adhérencel . . . . . . .. ... oL oL 101
[A.3 Topologie produit| . . . . . . . . . .. .. 104
[A.4 Séparation et continuité| . . . . . .. .. ..o 104
[A.o Compacité] . . . . . . . . . . 105
(B Lien entre algébre de Boole et anneau 106
[B.I_ Structurel . . . . . . .. 106
B.2 TIdéall . . . . . . . . e 110
[C Rudiments de théorie des catégories| 112
(C.1 Deéfinitions de basel . . . . . . .. .. L o 112
[C.2  Foncteur et équivalence de catégories| . . . . . . . .. .. .. ... .. ... 113
(Bibliographie| 115




Introduction

En 2005, I. Diintsch et M. Winter établissent un théoréme de représentation pour les
algebres de Boole de contact (cf. [9]). Dans cet article, ils démontrent que toute algébre
de Boole de contact se plonge dans ’ensemble des fermés réguliers de 'ensemble de ses
clusters que 1'on peut munir également d’une relation de contact. Leur démonstration
s’appuie fortement sur la symétrie des relations de contact. Nous nous sommes demandé
ce qu’il adviendrait du théoréme de représentation si 'axiome de symétrie disparaissait de
la définition d’une relation de contact.

Notre travail a consisté en deux taches distinctes. La premiére était d’établir une base
solide et relativement compléte pour le lecteur désirant découvrir la théorie des algébres
de Boole. La seconde partie nous a permis de nous confronter au monde de la recherche,
puisqu’il s’agissait de tenter de démontrer un théoréme de représentation pour les algébres
de Boole de contact pour lesquelles 'axiome de symétrie n’est pas forcément vérifié. Ce
résultat est établi dans le troisiéme chapitre.

Ce mémoire est composé de quatre chapitres ainsi que de trois annexes. Le premier
chapitre commence par un rappel sur la théorie des ensembles ordonnés. Nous en profitons
pour introduire quelques notations utiles dans la suite du travail. Ensuite, nous produi-
sons une synthése, que nous espérons plutot compléte, de la théorie des demi-treillis et
des treillis. Aprés en avoir donné les définitions, quelques exemples et une caractérisation,
nous étendons des notions connues dans les ensembles ordonnés : les sous-ensembles et les
homomorphismes. Ce chapitre se poursuit avec I’étude de treillis particuliers : les treillis dis-
tributifs, les treillis complets et les treillis complémentés. Enfin, nous concluons ce premier
chapitre par la définition des idéaux et des filtres et ’étude de leurs caractéristiques. Les
filtres maximaux pour l'inclusion, appelés ultrafiltres, seront importants dans le chapitre
suivant, car ils serviront a établir la dualité de Stone.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux algébres de Boole. Dans un premier temps, nous
effectuons une étude similaire a celle des treillis du chapitre précédent : sous-algébres de
Boole, homomorphismes, filtres et idéaux. La seconde partie de ce chapitre est consacrée
a la dualité de Stone établie par le mathématicien du méme nom dans larticle [23] en
1936. 11 s’agit d’'une dualité entre les algébres de Boole et les espaces topologiques séparés,
compacts et qui admettent une base d’ouverts fermés, appelés espaces de Boole. Notre
travail se consacrant dans la suite aux relations de contact, qui sont des multiopérateurs,
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nous terminons ce chapitre en montrant que la catégorie des algébres multimodales et celle
des espaces multimodaux sont dualement équivalentes.

Le troisiéme chapitre est quant & lui consacré aux relations de contact et pré-contact.
Nous commencons par les algébres de Boole de contact. Aprés avoir défini les axiomes de
contact, nous démontrons quelques propriétés basiques. Nous poursuivons par I'étude des
clans et clusters indispensables dans notre preuve du théoréme de représentation. Enfin,
nous donnons une démonstration de ce théoréme différente de celle fournie par I. Diintsch
et M. Winter dans larticle [9]. Nous traitons ensuite des algébres de Boole de pré-contact,
c’est-a-dire les algébres de Boole munies d’une relation vérifiant tous les axiomes de contact,
excepté la symétrie. Nous procédons comme dans le cas symétrique : définition, proprié-
tés basiques puis introduction des 2-clans, demi-clans, 2-clusters et demi-clusters. De plus,
I’absence de symétrie nous oblige a introduire de nouveaux espaces : les espaces d’ombre.
Ce chapitre se termine par la démonstration d’un théoréme similaire au théoréme de re-
présentation des algébres de Boole de contact.

Dans le dernier chapitre, nous donnons des pistes de réflexion possibles pour poursuivre
ce mémoire.

Finalement, nous concluons par trois annexes. La premiére consiste en un rappel des
concepts topologiques intervenant dans ce travail. Dans la seconde, nous expliquons le lien
entre les algébres de Boole et les anneaux commutatifs. Enfin, la troisiéme et derniére
annexe rappelle les concepts de base de théorie des catégories.



Chapitre 1

Ensemble ordonné et treillis

Ce chapitre contient deux parties. La premiére constitue un rappel sur les ensembles
ordonnés, tandis que la seconde est une introduction a la théorie des treillis.

1.1 Ensemble ordonné

Cette section est un rappel des notions de base concernant les ensembles ordonnés. Pour
plus de détails, le lecteur pourra par exemple consulter [3].

Définition 1.1.1. Soit P un ensemble. Une relation d’ordre (ou simplement un ordre) sur
P est une relation binaire R sur P telle que pour tous x,y,z € P, on a

— réflerivité : xRx;
— antisymétrie : si xRy et yRz, alors x =y
— transitwité : si xRy et yRz, alors xRz.

Un ensemble ordonné est un ensemble P muni d’une relation d’ordre R. On le note (P, R)
ou parfois simplement P lorsqu’aucune confusion n’est possible.

Remarque 1.1.2. Dans la suite, nous noterons < la relation d’ordre plutot que R. Nous
préciserons parfois en indice ’ensemble sur lequel cette relation a lieu afin d’éviter les cas
ambigus. Si x et y sont deux éléments d’un ensemble ordonné P et si x < y, on dira «
est inférieur a y ».

Exemples 1.1.3. L’ensemble des naturels N muni de 'ordre habituel, de méme que les
ensembles Z, Q et R sont des ensembles ordonnés. Si on considére la relation de divisibilité,
notée | (on dit que le naturel x divise le naturel y s'il existe un naturel & tel que kx = y),
'ensemble (N, |) est un ensemble ordonné. Si X est un ensemble quelconque, 'ensemble
des parties de X, Z2(X), muni de I'inclusion est un ensemble ordonné.

Notations. Si (P, <) est un ensemble ordonné et si z, y sont deux éléments de P, on notera
x Ly pour dire « x n’est pas inférieur a y » et on notera x < y au lieu de « x < y et x # y »,
autrement dit « x est strictement inférieur a y ».



1.1 Ensemble ordonné

Remarque 1.1.4. On peut représenter un ensemble ordonné (P, <) a l'aide d’un dia-
gramme. On le construit de la maniére suivante :

— a chaque élément x dans P, on associe un point du plan de fagon injective ;
— si x < y dans P, on relie d’un segment ascendant les points représentant x et y;

— on ne représente d’un trait que les relations « directes », c’est-a-dire qu’on ne trace
pas les segments de transitivité (si z < y et y < z dans P, on ne trace pas de trait
entre les points représentant x et z).

Exemple 1.1.5. Si on choisit P = {1,2,3,4,6,12} et la relation de divisibilité | comme
ordre, le diagramme représentant (P, |) est donné par

12

Définitions 1.1.6. Soit (P, <) un ensemble ordonné. Deux éléments x et y de P sont dits
comparables si x < y ou y < x. Dans le cas contraire, ¢’est-a-dire lorsque x<y et y<Lz, ils
sont dits tncomparables. On dit que < est total si deux éléments quelconques de P sont
toujours comparables pour <. Dans ce cas, (P, <) est appelé ensemble totalement ordonné
ou chaine.

Exemples 1.1.7. 1l est évident que N muni de I'ordre habituel est une chaine, mais que
(Np,|) n’en est pas une.

Définition 1.1.8. Soit (P, <) un ensemble ordonné. La relation d’ordre réciproque ou ordre
réciproque de < est la relation > définie par x > y si y < x pour tous z,y € P. Il est
évident qu’il s’agit bien d’une relation d’ordre. Lorsque > y, on dira que « x est supérieur
ay».

Notations. Si (P, <) est un ensemble ordonné et si z, y sont deux éléments de P, on notera
x Xy pour dire « x n’est pas supérieur & y » et on notera z > y au lieu de « x > y et
x # y », autrement dit « x est strictement supérieur a y ».

Définition 1.1.9. Soit P un ensemble ordonné. Le dual P? de P est un ensemble ordonné
sur lequel 'ordre est défini par

x <po y si et seulement si y <p x avec x,y € P.



1.1 Ensemble ordonné

Remarque 1.1.10. Si on posséde une propriété ¢ sur les ensembles ordonnés, on obtient
la propriété duale ¢? en remplacant chaque occurrence de < dans ¢ par >. On a alors le
principe de dualité : « Siune propriété ¢ concernant les ensembles ordonnés est vraie dans
tous les ensembles ordonnés, alors la propriété duale ¢? est également vraie dans tous les
ensembles ordonnés. »

Ce principe sera utile notamment dans la suite de ce chapitre oil nous pourrons obtenir
aisément des propriétés des filtres en dualisant les propriétés des idéaux.

Définition 1.1.11. Soit (P, <) un ensemble ordonné et soit £ une partie non vide de P.
La relation d’ordre induite par < sur E est la relation d’ordre <g définie par e <p f si
ec E.f € Fete<f.1Ilestclair qu’il s’agit d’une relation d’ordre.

Définition 1.1.12. Soient I une famille d’indices et ((F;, <;)),.; une famille d’ensembles

ordonnés. Posons P := [[ P,. La relation d’ordre produit sur P est la relation d’ordre <p
icl
définie par (z;),c; <p (¥i);e; si i <; y; pour tout i € I et ce pour tous (;),c;, (¥i);e; € P-

Définitions 1.1.13. Soient (P, <) un ensemble ordonné et F une partie de P.
— Un élément a de P est dit maximum dans P si a > x pour tout x € P.

— Un élément z de P est un majorant de E si x > e pour tout e € F.

— Le supremum de E (ou encore borne supérieure), noté VE, est le plus petit majorant

de E.

— Un élément e € E est mazimal dans E si pour tout f € E, on a
e< f=e=f.

L’ensemble des éléments maximaux de E est noté max(FE).

Le maximum de P, s’il existe, est unique et dans ce cas on le note 1. Le supremum de F, s’il
existe, est unique et n’appartient pas nécessairement a F. Si le supremum est un élément
de F, il est également le maximum de E pour l'ordre induit. Remarquons que I’ensemble F
peut ne pas posséder d’élément maximal, tout comme il peut en avoir plusieurs. De plus, si
E posséde un maximum 1, alors 1 est 'unique élément maximal de E. Enfin, si E posséde
au moins un majorant dans P, on dit que E est majoré.

Remarque 1.1.14. Les notions d’élément maximum et d’élément maximal sont bien dif-
férentes, comme le montrent les exemples suivants. Considérons P, = {1,2,3,4,6} et
Py ={1,2,3,4,6,12}. Choisissons la relation de divisibilité | comme ordre sur les ensembles
P, et P,. Voici la représentation de ces ensembles ordonnés :



1.1 Ensemble ordonné

12
4 6 4 6
2 3 2 3
1 1
Py Py

Dans l’ensemble ordonné P, les éléments 4 et 6 sont maximaux, mais cet ensemble ne
posséde pas de maximum. L’ensemble P, quant & lui posséde un unique élément maximal :
12. 11 s’agit également du maximum. Intuitivement, un élément maximal n’a pas d’élé-
ment au-dessus de lui, tandis que pour un élément maximum, tous les autres éléments de
I’ensemble sont en dessous de lui.

Le théoréme fondamental suivant est équivalent a ’axiome du choix. Dans la suite, nous
noterons « AC » chaque fois que I'axiome du choix sera explicitement ou implicitement
utilisé.

Lemme 1.1.15 (Lemme de Zorn (AC)). Soit (P, <) un ensemble ordonné non vide dont
toute chaine posséde un majorant. Alors (P, <) posséde un élément mazximal.

En dualisant les notions de maximum, majorant, supremum et d’élément maximal, on
obtient les définitions suivantes.
Définitions 1.1.16. Soient (P, <) un ensemble ordonné et F une partie de P.

— Un élément a de P est dit minimum dans P si a < x pour tout x € P.

— Un élément x de P est un minorant de E si x < e pour tout e € F.

— Linfimum de E (ou encore borne inférieure), noté AE, est le plus grand des minorants
de F.

— Un élément e € E est minimal dans F si pour tout f € F, on a
e>f=e=Ff

L’ensemble des éléments minimaux de E est noté min(FE).

Le minimum de P, s’il existe, est unique et dans ce cas on le note 0. L’'infimum de FE, s’il
existe, est unique et n’appartient pas nécessairement a F. Si I'infimum est un élément de
E, il est également le minimum de £ pour l'ordre induit. Remarquons que I'ensemble F
peut ne pas posséder d’élément minimal, tout comme il peut en avoir plusieurs. De plus, si
E posséde un minimum 0, alors 0 est 'unique élément minimal de F. Enfin, si E posséde
au moins un minorant dans P, on dit que E est minoré.

10



1.1 Ensemble ordonné

Remarques 1.1.17. De la méme fagon que les notions d’élément maximum et d’élément
maximal sont différentes (cf. remarque [1.1.14)), les concepts de minimum et d’élément
minimal sont distincts.

Notons que si (P, <) est un ensemble ordonné et si z,y € P, on voit clairement que

Mryb=2 & 2<y &  Vi{zyl=y.

Remarquons également que les bornes supérieure et inférieure de parties constituées de
deux éléments peuvent ne pas exister pour diverses raisons. Par exemple, dans ’ensemble
ordonné représenté ci-dessous, la paire {a, b} n’a pas de borne supérieure, car il n’existe pas
de plus petit majorant et n’a pas de borne inférieure, car I'ensemble {a, b} ne posséde pas
de minorant. Quant a la paire {c, d}, elle n’a pas de borne supérieure, car aucun élément
ne la majore et elle nadmet pas de borne inférieure, car on ne peut pas trouver de plus
grand minorant.

a b

Définition 1.1.18. Un ensemble ordonné (P, <) est borné s’il posséde un maximum et un
minimum.

Définition 1.1.19. Soient (P, <) un ensemble ordonné et =,y € P. On dit que y couvre
x six <y et s’il n'existe aucun z € P tel que z < z < v.
Proposition 1.1.20. Soit (P, <) un ensemble ordonné fini. Alors

— tout élément non maximal est couvert par au moins un élément ;

— tout élément non minimal couvre au moins un élément.
Démonstration. Soit x un élément non maximal de P. Alors il existe au moins un élément
r1 € P tel que x < x1. Si 27 couvre x, on peut conclure. Sinon, il existe x5 € P tel que
T < x9 < 1. Si X9 couvre x, on peut conclure. Sinon, on itére le processus. Comme P est

un ensemble fini, on obtient forcément un élément z,, € P (n € N) qui couvre z.
On procede de facon analogue pour démontrer la deuxiéme assertion. ]

Notations. Soit (P, <) un ensemble ordonné et soient F une partie de P et x un élément
de P. On pose

El:={f€P|Je€FE avec f <e} Et:={f€ P|Je€FE avec f > e}
zli={yeP|y<az} at={yeP|y=a}.
Définitions 1.1.21. Soit (P, <) un ensemble ordonné. Une partie E de P est dite :
— décroissante si E| = F;

— croissante si ET=FE;

11



1.1 Ensemble ordonné

— l-dirigée si pour tous x,y € E, il existe z € E tel que 2z < x,y;

— T -dirigée si pour tous x,y € F, il existe z € F tel que z > z,y.
Définitions 1.1.22. Soient (P, <p) et (Q, <g) deux ensembles ordonnés. Une application
f: P — (@ est une

application croissante, ou encore homomorphisme d’ordres, si pour tous x,y € P,
z <p y implique f(z) <q f(y);
— application décroissante si pour tous z,y € P, x <p y implique f(x) >¢ f(v);

— application strictement croissante si pour tous x,y € P,

z<py= f(z) <q f(y);

application strictement décroissante si pour tous z,y € P,
v <py= f(z)>q f(y).

Remarque 1.1.23. Un homomorphisme d’ordres peut étre une bijection sans pour autant
que son inverse soit un homomorphisme d’ordres, comme le montre I’exemple ci-dessous.

Définitions 1.1.24. Soient (P, <p) et (Q, <g) deux ensembles ordonnés. Un plongement
d’ordre est une application f : P — @ telle que z <p y si, et seulement si, f(z) <g f(y).
Ce plongement d’ordre est dit dense si pour tout y € Q\{0g}, il existe x € P tel que

f(x) #0q et f(z) <qy.

Remarque 1.1.25. Un plongement d’ordre est toujours injectif. En effet, soient (P, <p)
et (@, <g) deux ensembles ordonnés et f : P — @ un plongement d’ordre. Soient z,y € P
tels que f(z) = f(y). Supposons que x # y. Alors © £ y ou y £ . Dans le premier cas, on

a f(z) £ f(y) et dans le second, f(y) £ f(z). Dans tous les cas, on a f(z) # f(y), ce qui
est absurde.

Définition 1.1.26. Soient (P, <p) et (Q, <) deux ensembles ordonnés. Un isomorphisme
d’ordres entre P et () est une application f : P — () qui est bijective et telle que x <p y
si, et seulement si, f(z) <¢g f(y). Autrement dit, c’est un plongement d’ordre bijectif.

Proposition 1.1.27. Soient P et ) deux ensembles ordonnés, f : P — Q un isomor-
phisme d’ordres et E une partie de P. Si VE existe dans P, alors V f(E) existe dans Q et
est égal a f(VE). De méme, si NE eziste dans P, alors Nf(FE) existe dans Q) et est égal

f(NE).

12
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Démonstration. Montrons le résultat pour le supremum. Supposons que VE existe. Soit
y € f(E). Alors y = f(z) avec z € E. De plus, x < VE, donc y < f(VE). On en tire que
f(VE) est un majorant de f(FE).

Soit & présent M un majorant de f(F) dans Q. Alors il existe un unique m € P tel que
f(m) = M. Pour tout x € E, on a f(z) < f(m) donc x < m, d’ott m est un majorant de
E. On en tire que VE < m et donc f(VE) < M, ce qui conclut.

On procede de facon analogue pour l'infimum. ]

1.2 Treillis

L’objectif de cette partie est d’établir une base solide de la théorie des treillis pour le
lecteur ne connaissant pas cette branche de 'algébre. Aprés quelques définitions et pro-
priétés de base, nous introduisons les notions de sous-treillis et d’homomorphisme, avant
d’étudier les caractéristiques de treillis particuliers : les treillis distributifs, les treillis com-
plets ou encore les treillis complémentés. Nous concluons cette section et ce chapitre en
définissant les filtres et les idéaux et en étudiant quelques-unes de leurs propriétés.

1.2.1 Premiéres définitions et propriétés

Définitions 1.2.1. Soit (L, <) un ensemble ordonné. Cet ensemble est appelé :
— sup.demi-treillis si pour tous z,y € L, V{z,y} existe;
— inf.demi-treillis si pour tous x,y € L, AN{x,y} existe;
— treillis §’il est a la fois un sup.demi-treillis et un inf.demi-treillis.

Remarquons qu’un inf.demi-treillis pour une relation d’ordre < est en fait un sup.demi-
treillis lorsqu’on prend son dual.

Notations. Si L est un sup.demi-treillis, si z,y € L et si E, F sont des parties de L, alors on
pose V{z,y} :=xzVyet EVF :={eV f|leec E, fe€ F}. De méme, si M est un inf.demi-
treillis, si z,t € M et si G, H sont deux parties de M, alors on pose A{z,t} = z At et
GANH :={gANh|geG,he H}. De plus, z Vy se lira par « z ou y » et z At par « z et
t».

Exemples 1.2.2. L’ensemble ordonné (N, |) est un treillis ot pour tous x,y € Ny, on a
xVy = ppem(x,y) et z Ay = pged(x,y). En effet, soient x,y € Ny. Alors ppem(z,y) > x,y
et si M € Ny est un majorant de {z,y}, alors M > z,y. Donc M > ppem(z,y). On procéde
de méme pour montrer que z Ay = pged(zx, y).

Si X est un ensemble, alors 'ensemble (#(X), C) des parties de X est un treillis ot pour
tous U,V € Z(X),onaUVV =UUV et UANV =UNV. En effet, soient U,V € Z(X).
Alors UUV D U,V et si W € Z(X) est un majorant de {U,V'}, alors W D U, V. Donc
W 2 U UV. On procéde de méme pour montrer que U AV =UNV.

Si A est un anneau et M un A-module, 'ensemble des sous-A-modules de M ordonné
par inclusion est un treillis ou le supremum de deux sous-A-modules est donné par le

13



1.2 Treillis

sous-A-module engendré par 'union de ces deux sous-A-modules et ot I'infimum de deux
sous-A-modules en est 'intersection.

Jusqu’ici, nous avons défini des structures. Nous allons & présent donner un sens algé-
brique aux notions de sup.demi-treillis, d’inf.demi-treillis et de treillis.

Proposition 1.2.3. Soit (L, <) un sup.demi-treillis. La loi de composition
ViLxXL— L, (z,y)—~xVy

vérifie, pour tous x,y,z € L,

~ idempotence : xV x =x;

— commutativité : xNy=yVx;

— associativité : xV (yVz)=(xVy)Vz.
Démonstration. Vu la définition de V, I'idempotence et la commutativité sont claires. Mon-
trons 'associativité. Soient x,y,z € L. OnaxzV (yVz) >xzet xV (yVz) > yV z donc
xV(yVz)>yetzV(yVz) >z Onentireque zV(yVz) > xzVyet doncque zV(yV z)
est un majorant de {x V y, z}. De plus, si M est un majorant de {z VV y, z}, alors M > zVy

et M >z, donc M >z et M >y.Dou M > yV z donc M est un majorant de {z,y V z}
et M>xV(yVz).DoncaeV(yVvz)=(xVy)Vz. |

En passant au dual, on obtient le résultat suivant :

Proposition 1.2.4. Soit (L, <) un inf.demi-treillis. La loi de composition
AN:LXL— L, (z,y)—xAy

vérifie, pour tous x,y,z € L,
~ idempotence : x Nx = x;
— commutativité : x Ny =y ANx;
— associativité : x A (yNz)=(x Ay) A z.
Notations. Vu I'associativité, on notera sans ambiguité x V y V z (resp. Ay A z) au lieu

de zV (yVz) (resp. ¢ A (yAz))sizyz € L ou L est un sup.demi-treillis (resp. un
inf.demi-treillis).

Comme un treillis est a la fois un sup.demi-treillis et un inf.demi-treillis, la proposition
suivante découle naturellement des propositions et |1.2.4]

Proposition 1.2.5. Soit (L, <) un treillis. Les lois de composition
ViLXL— L (z,y)—~axVy e AN:LxL—L(x,y)—xAy

sont idempotentes, commutatives el associalives.
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Dans un treillis, il y a également des relations liant les deux lois de composition V et
A. 1l s’agit des lois d’absorption.

Proposition 1.2.6 (Lois d’absorption). Soit (L, <) un treillis. Pour tous z,y € L, on a
—zA(xVy)==zx
—zV(rAy) ==

Démonstration. Cela découle directement du fait que pour tous x,y € L, on a
zAhNy<z<zVy.
]

Nous passons a présent au probléme réciproque, afin d’obtenir une caractérisation al-
gébrique des treillis et demi-treillis.

Proposition 1.2.7. Soit L un ensemble muni d’une loi de composition
V:LxL—L(x,y)—zy

idempotente, commutative et associative. Alors il existe une unique relation d’ordre < sur
L qui fait de L un sup.demi-treillis et telle que x <7 y soit le supremum de {x,y} (i.e.
ryy=2zVy) pour tous x,y € L.

Démonstration. Si une telle relation existe, elle est définie par

rSySrVy=y

pour tous z,y € L. Donc une telle relation, si elle existe, est unique. Montrons qu’elle
satisfait ’énoncé. Posons pour tous x,y € L

rLysSryy=y.

Montrons tout d’abord que < est une relation d’ordre. Soient z,y, 2z € L. Alors z < x car
xr 7 x = x par idempotence de v7. Donc < est réflexif. De plus, si x < y et y < x, alors
ryy =yetysyxr =2z Comme y/ est commutatif, on en tire que z = y, d’ou < est
antisymétrique. Il reste a prouver la transitivité. Si z < yet y < z, alors x Vy = y et
¥V 2 = z. On en tire que, comme Y,/ est associatif,

rVz=2vVYve)=(@vy ve=yvze =z,

autrement dit x < z. Donc (L, <) est un ensemble ordonné.
Montrons & présent que (L, <) est un sup.demi-treillis. Soient z,y € L. On a

ry@Evy)=@vr)Vy=cvy
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par associativité et idempotence de 57. Cela montre que = < x5/ y. De plus, y < x 7 y car

yvevy) =@vyvy=rvyvy =rvy,

par commutativité, associativité et idempotence de 57. On en tire que x5/y est un majorant
de {z,y}. De plus, si M est un majorant de {x,y}, z < M et y < M, donc

vy vM=zvyvM=xvM=»M,
donc x 7y < M. On adonc z 7y =2V y, ce qui permet de conclure. ]
La proposition suivante se démontre de la méme maniére que la précédente.

Proposition 1.2.8. Soit L un ensemble muni d’une loi de composition
AN:LxL—L(x,y)—~zlAy

idempotente, commutative et associative. Alors il existe une unique relation d’ordre < sur L
qui fait de L un inf.demi-treillis et telle que x Ay soit Uinfimum de {x,y} (i.e. Ay = xA\y)
pour tous x,y € L.

Démonstration. La relation d’ordre
r<ysrAy==x
pour tous x,y € L satisfait I’énoncé. |

Si on veut faire un treillis d'un ensemble L muni de deux lois de composition idempo-
tentes, commutatives et associatives

V:LXL—L(zr,yy—»aoyyet A:LxL— L (z,y)—xAy,

nous avons besoin d’une condition de plus. En effet, si on applique la proposition a
la loi 7 et la proposition [1.2.8] & la loi A, on obtient deux relations d’ordre :

ST yYSTVY=Y

—r<sgy&srlhy=x
pour tous z,y € L, de sorte que (L, <) est un sup.demi-treillis et (L, <5) est un inf.demi-
treillis. Si les deux relations <; et <, différent, on n’a pas fait de L un treillis. De plus, rien
ne garantit que ces deux relations d’ordre sont identiques. Il suffit par exemple de choisir
L =Ny, x 7y = max(z,y) et x Ay = pged(z,y) si z,y sont des éléments de L. L’ordre
induit par 57 sur L est I'ordre naturel sur N, tandis que la relation d’ordre induite par A
sur L est la relation de divisibilité.
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Théoréme 1.2.9. Soit L un ensemble muni de deux lois de composition
V:LxL—L(x,y)—zvy

et
AN:LxXL—L(x,y)—zlAy

idempotentes, commutatives et associatives. Supposons de plus que ces deux lois vérifient
les lois d’absorption (i.e. pour tous v,y € L, onaxz AN (xyy)=x=xv (x Ay)). Alors
il existe une unique relation d’ordre < sur L qui fait de L un treillis et telle que x </ y
soit le supremum de {x,y} (i.e. v~y y=2xVy) et que x Ay soit Uinfimum de {z,y} (i.e.
x ANy =xNAy) pour tous x,y € L.

Démonstration. Par ce qui précede et vu les preuves des propositions et [1.2.8], il suffit
de montrer que les deux relations d’ordre <; et <, définies respectivement par

r<1ySrYyY=y et r<sysrlAy=u=x

pour tous x,y € L, sont équivalentes.
Soient z,y € L. Six <y y,alorscyy =yetz Ay =2a/A (xrsyy) = x par les lois
d’absorption. Donc x <5 y. Si & présent on a x <5 y, alors z /A y = x et donc

rvy=@AyYvy=yvxldy) =yvylLz) =y

vu la commutativité de 7, A et les lois d’absorption. On en tire que x <; y, ce qui permet
de conclure. [

Proposition 1.2.10. Soit (L, <) un treillis. Alors pour tous a,b,c,d € L
- sta<b alorsaNx<bAxetaVr<bVz pourtoutx € L;
—sta<betc<d, alorsaNc<bANdetaVc<bVd.

Démonstration. Montrons d’abord la premiére assertion. Comme a < b, on a a Ab = a et
a Vb =b. Dés lors pour tout x € L, on a

(anz)NbANz)=aNzAbANz=aANbAz Az =(aAND)A(xAx)=aAlzx.
Donc a Ax < b A z. De méme,
(avVz)V(bVz)=aVzVbVz=aVbVzVz=(aVbV(xVz)=>bVuz.

OnadoncaVvVz<bVz.

Passons a la deuxiéme assertion. Comme a < b, par la premiére assertion, on a aAc < bAc.
De méme, comme ¢ < d, on a bAc < bAd. Au final, on a aAc < bAd. On a aussi aVe < bVe
etbVe<bVvVd DoncaVe<bVd. [ |
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1.2.2 Sous-treillis et homomorphisme

Si (L, <) est un sup.demi-treillis (resp. un inf.demi-treillis) et si x, y sont deux éléments
de L, alors x V y existe (resp. © A y existe). Soit £ une partie de L et munissons E de
Iordre induit. Si z,y sont deux éléments de E, on a trois cas possibles :

— la borne supérieure (resp. la borne inférieure) de x et y dans E, notée x Vg y (resp.
x Agy), existe et est égale & x V y (resp. x A y);

— la borne supérieure (resp. la borne inférieure) de x et y dans E existe, mais n’est pas
égale & x Vy (resp. z A y), dans ce cas t Vgy > ax Vy (resp. t Apy < x Ay);

— la borne supérieure (resp. la borne inférieure) de x et y dans E n’existe pas.

Les trois cas de figure peuvent arriver au sein d’un unique sous-ensemble £ d'un ensemble
ordonné L comme le montrent les exemples suivants.

Exemples 1.2.11. Considérons le treillis (N, |) et les sous-ensembles £y = {2,3,7,12,21}
et By ={2,3,4,15,24} de ce treillis, munis de l'ordre induit et représentés ci-dessous.

On voit clairement que

~ 3Vg, 7=21=ppem(3,7);

- 2Vpg 3=12> ppem(2,3) =6;

— 2 Vp, 7 n’existe pas, alors que ppcm(2,7) = 14;
et que

— 15 Ag, 24 = 3 = pged(15,24) ;

~ 4 Ap, 24 =2 < pged(4,24) = 4;

— 4 Ag, 15 n’existe pas alors que pged(4, 15) = 1.

Cela nous améne aux définitions suivantes.

Définition 1.2.12. Soient (L, <) un sup.demi-treillis et F' une partie non vide de L munie
de 'ordre induit. On dit que E est un sous-sup.demi-treillis de L si pour tous x,y € L,
x Vg y existe et est égal a z V y.

Définition 1.2.13. Soient (L, <) un inf.demi-treillis et £ une partie non vide de L munie
de I'ordre induit. On dit que E est un sous-inf.demi-treillis de L si pour tous x,y € P,
x Ag y existe et est égal a x A y.

Les propositions suivantes sont une caractérisation des sous-demi-treillis.
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Proposition 1.2.14. Soient (L, <) un sup.demi-treillis et E une partie de L munie de
lordre induit. Alors pour tous x,y € E, on a vV y € E si, et seulement si, x Vg y existe
et est égal a x V y.

Démonstration. Soient x,y € L. SizVy € E, alors xVy est un majorant de la paire {z, y}
dans E. C’est clairement le plus petit, donc x Vy = x Vg y et en particulier x Vg y existe.
Réciproquement, on a z Vy =2 Vg y € E, ce qui permet de conclure. |

On démontre de la méme facon la proposition suivante.

Proposition 1.2.15. Soient (L, <) un inf.demi-treillis et E une partie de L munie de
Pordre induit. Alors pour tous x,y € E, on a x Ny € E si, et seulement si, x Ag y existe
et est égal a x N y.

On en tire qu’un sous-sup.demi-treillis est un sup.demi-treillis pour 'ordre induit et
qu’un sous-inf.demi-treillis est un inf.demi-treillis pour 'ordre induit.

Comme un treillis (L, <) est a la fois un sup.demi-treillis et un inf.demi-treillis, si £
est une partie non vide de L et si x,y sont des éléments de E, on a neuf cas possibles
concernant l'existence ou non de bornes supérieure et inférieure. Un seul de ces cas nous
intéresse ici.

Définition 1.2.16. Soient (L, <) un treillis et £ une partie non vide de L munie de 'ordre
induit. On dit que E est un sous-treillis de L s’il est a la fois un sous-sup.demi-treillis et
un sous-inf.demi-treillis, ou de maniére équivalente, si pour tous z,y € L, x Vy € E et
r Ay € E. En particulier, £ muni de I'ordre induit est un treillis pour lequel xtVgy =z Vy
et t Apy =x Ay pour tous z,y € F.

Exemples 1.2.17. Si L est un treillis et si x € L, alors {z} est un sous-treillis de L, de
facon évidente. De méme, toute chaine de L en est un sous-treillis.

Si X est un espace topologigue, on sait que (Z(X), C) est un treillis. Les ensembles (X))
(les ouverts de X) et I'(X) (les fermés de X) en sont deux sous-treillis puisque 'union de
deux ouverts (resp. deux fermés) est un ouvert (resp. un fermé) et Iintersection de deux
ouverts (resp. deux fermés) est un ouvert (resp. un fermé).

Par contre, si G est un groupe, Sg(G) n’est pas un sous-treillis de Z(G) puisque 'union
de deux sous-groupes n’est pas nécessairement un sous-groupe.

Un autre exemple est donné par I’ensemble des diviseurs d’un nombre. En effet, si n est
un naturel non nul, 'ensemble de ses diviseurs, noté D(n), est un sous-treillis de (N, |),
car si z,y € Ny sont tels que z|n, y|n, alors ppem(z,y)|n et pged(z,y) | n.

Etudions a présent les homomorphismes.

Définition 1.2.18. Un homomorphisme de sup.demi-treillis ou V-homomorphisme est une
application f: L — M entre deux sup.demi-treillis L et M telle que pour tous z,y € L,

flevry) = f(z)Va f(y).
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Définition 1.2.19. Un homomorphisme d’inf.demi-treillis ou A-homomorphisme est une
application f : L — M entre deux inf.demi-treillis L et M telle que pour tous z,y € L,

f@ALy) = fx) Au fly).

Notations. Afin de ne pas alourdir les notations, on omettra les indices de V et A lorsque
le contexte est clair.

Proposition 1.2.20. Un homomorphisme de sup.demi-treillis est un homomorphisme
d’ordres. De méme, un homomorphisme d’inf.demi-treillis est un homomorphisme d’ordres.

Démonstration. Soient (L, <) et (M, <ps) deux sup.demi-treillis et soit f : L — M un
homomorphisme de sup.demi-treillis. Si x <, y avec z,y € L, alors x Vy = y et donc
f@)V fly) = f(zVy) = f(y). On en tire que f(z) <m f(y).

Soient & présent (L', <p/) et (M',<pp) deux inf.demi-treillis et soit f : L' — M’ un
homomorphisme d’inf.demi-treillis. Si x <;, y avec x,y € L', alors x Ay = x et donc
f(x)A fly) = f(x Ay) = f(x). On en tire que f(x) <ppv f(y), d’ou la conclusion. |

Notons que la réciproque n’est pas vraie. Considérons les deux treillis L = (Ny,|) et
M = (Ny, <). Soit f l'identité de Ny (du premier ensemble ordonné dans le deuxiéme).
Cette application est croissante, car si z,y € Ny sont tels que x|y, alors < y. Cependant,
les bornes supérieures et inférieures ne sont pas conservées. En effet, 2V, 9 = 18 alors que
2V 9 = 9. 1l ne s’agit donc pas d'un V-homomorphisme. De méme, 6 Az 9 = 3, tandis
que 6 Ay 9 = 6. Il ne s’agit donc pas non plus d’'un A-homomorphisme.

Définitions 1.2.21. Un V-isomorphisme est un V-homomorphisme bijectif. De la méme
maniére, un A-isomorphisme est un A-homomorphisme bijectif.

Proposition 1.2.22. Soient (L, <p) et (M,<p) deuz sup.demi-treillis. Une application
f: L — M est un V-isomorphisme si, et seulement si, c¢’est un isomorphisme d’ordres.

Démonstration. Si f est un V-isomorphisme, alors il s’agit d’une bijection et cette appli-
cation est croissante, vu ce qui précéde. Il reste donc 4 montrer que f~! est croissante.
Solent z,y € L tels que f(x) <ur f(y). Alors f(y) = f(z) V f(y) = f(z Vy). On en tire
que x Vy =1y, donc x < y.

Réciproquement, si f est un isomorphisme d’ordres, f est bijective et préserve les bornes
supérieures, vu la proposition [[.1.27] ce qui conclut. |

On démontre de la méme maniére cette proposition dans les inf.demi-treillis.

Proposition 1.2.23. Soient (L,<p) et (M, <) deuz inf.demi-treillis. Une application
f: L — M est un A-isomorphisme si, et seulement si, c¢’est un isomorphisme d’ordres.

Comme un treillis est un sup.demi-treillis et un inf.demi-treillis, parler d’homomor-
phisme de sup.demi-treillis et d’homomorphisme d’inf.demi-treillis entre deux treillis a du
sens. Cependant, ces deux notions ne sont pas équivalentes. Il suffit de considérer un espace
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topologique X. Notons I'(X) 'ensemble de ses fermés et considérons I’application f entre
les deux treillis Z2(X) et ['(X), ordonnés par inclusion

fP2X)=T(X):UU

qui & une partie de X associe son adhérence. Il s’agit d’un V-homomorphisme car si U et V'
sont deux parties de X, alors UUV = U U V. Comme en général, si U, V sont des parties
de X,onaUNV #UNV, il ne s’agit pas d’un A-homomorphisme. Nous ne pouvons donc
pas nous contenter d’une seule de ces notions dans la définition d’un homomorphisme de
treillis.

Définitions 1.2.24. Un homomorphisme de treillis est une application qui est a la fois un
V-homomorphisme et un A-homomorphisme. Si de plus cet homomorphisme est bijectif,
on l'appellera isomorphisme de treillis.

Les deux propositions suivantes découlent directement des propositions |1.2.20] [1.2.22
et [1.2.23l La deuxiéme nous permettra plus tard d’effectuer moins de vérifications pour
savoir si une application est un isomorphisme de treillis.

Proposition 1.2.25. Un homomorphisme de treillis est un homomorphisme d’ordres.

Proposition 1.2.26. Soit f une application entre deuz treillis. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. f est un isomorphisme de treillis ;
2. f est un isomorphisme d’ordres ;
3. [ est un V-isomorphisme;

4. [ est un N-isomorphisme.

1.2.3 Distributivité

La distributivité est une propriété supplémentaire dont disposent certains treillis. Cette
notion est indispensable dans les algébres de Boole définies dans le chapitre suivant.

Définition 1.2.27. Un treillis L est distributif si pour tous x,y,z € L, on a
zV(yAz)=(xVy A(xVz).

Remarque 1.2.28. Pour vérifier qu'un treillis L est distributif, il suffit de montrer que
pour tous x,y,z € L, on a

zV(yANz)>(xVy AzVz).

En effet, 'autre inégalité est toujours vraie. Soient x,y, 2 € L. Alorsz < xVyetz < xVz,
donc z < (zVy)A(xVz). Deplus, yAz <y < axzVyetyAz <z < zVz donc
yNz<(xVy)A(zVz).On en tire que

xV(yAz)<(zVy AxVz).
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Exemples 1.2.29. Si X est un espace topologique, le treillis Z2(X) est distributif. Comme
O(X) et I'(X) sont des sous-treillis de Z(X), ils sont bien évidemment distributifs. Les
treillis (N, <) et (Np, |) sont également distributifs.

Définition 1.2.30. Le treillis N5 est un treillis a cinq éléments représenté ci-dessous.

Ns 1

0

Ce treillis n’est pas distributif. En effet, on a
zVyNz)=zV0=zxzet (zxVyA(zVz)=yAl=uy.
Définition 1.2.31. Le treillis M3 est un treillis & cinq éléments représenté ci-dessous.

M; 1

0

Ce treillis n’est pas distributif. En effet, on a
zV(yANz)=xzV0=zet (ztVy)A(zVz)=1A1=1.

On aurait pu choisir une autre définition pour la distributivité, comme lIindique la
proposition suivante.

Proposition 1.2.32. Soit L un treillis. Alors L est distributif si, et seulement si, pour
tous x,y,z € L,
zA(yVz)=(@Ay)V(xAz).

Démonstration. Si L est distributif, soient z,y,2z € L. On a

(xAy)V(eAz)=[(zAy)Vz]A[(xAy)VZ] (par distributivité)
=z A[(zANy)V?z] (vu les lois d’absorption)
=zA[(xVz)A(yV2) (par commutativité et distributivité)
=[zA(xVz)]A(yVz) (par associativité)
=xA(yVz) (vu les lois d’absorption).
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Réciproquement, soient z,y,z € L. On a

(xVy)AN(xzVz)=[(zVy) ANz]V][(xzVy)AZz] (par hypothése)
=z V[(zVy) Az (vu les lois d’absorption)
=xV[zAz)V(yA?2) (par hypothése et commutativité)
=xV(xA2)]V(yAz) (par associativité)
=z V(yAz) (vu les lois d’absorption).

Dans la suite, lorsqu’on justifiera un calcul par la distributivité, ce sera via la définition,
ou via la caractérisation, de facon équivalente.

Afin d’établir d’autres caractérisations de la distributivité, nous devons introduire la
notion de treillis modulaire.

Définition 1.2.33. Un treillis L est modulaire si pour tous x,y,z € L, on a
r>z=xzA(yVvVz)=(@xAy)V =z

Remarques 1.2.34.

1. Pour montrer qu’un treillis L est modulaire, il suffit de prouver que pour tous x,y, z
dans L, on a
r>z=xANyVz)<(xrAy)Vz.

En effet, autre inégalité est toujours vraie. Soient x,y,2,€ L avec x > 2. On a
rANy<zetzAy<y<yVz Deplus, z<zetz<yVz Onen tire que

r>z=xA({yVvz)>(@Ay V=2

2. Si L est un treillis distributif, alors il est modulaire. En effet, soient x,y, 2z € L tels
que x > z. Alors

zAyVz)=(@Ay)V(exAz)=(xAy)Vz.
Exemple 1.2.35. Le treillis M3 est modulaire. Il s’agit de simples vérifications.

On a également des caractérisations pour les treillis modulaires.

Proposition 1.2.36. Soit L un treillis. Alors L est modulaire si, et seulement si, pour
tous x,y,z € L, on a
zV(yANz)=zV(yV(xAz)]Az).
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Démonstration. Supposons que L est modulaire et soient z,y,z € L. Comme z > x A z,
on a

eV ([yVEeAn)]Az)=zV([(xAz)Vy|Az) (par commutativité)
=xzV(yAz)V(rAz) (par commutativité et L est modulaire)
=z V(yAz) (vu les lois d’absorption).

Réciproquement, soient x,y,z € L tels que x < 2. On a

zV(yAnz)=zV([yV(xAz)]|Az) (par hypothése)
=z VI[yVa)AZz (car z < 2)
> (yVx)Az,
ce qui suffit par commutativité. |

Proposition 1.2.37. Soit L un treillis. Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. L est modulaire ;
2. L ne contient pas N5 comme sous-treillis;

3. pour tous x,y,z € L,

tVy=xVz
TANY=T Nz =y ==z
ys==z

Démonstration.

1 = 2 : Procédons par ’absurde et supposons que L contient N5 comme sous-treillis.
Alors dans L on peut trouver la situation représentée ci-dessous. On a alors b > a et
bA (cVa)=b,alors que (bAc)Va=a,dou une contradiction.

N

2=3: Soient z,y,z € LtelsquezVy=xVz, zAy=2xAzety <z Notons
p=xVy=xVzetqg=xAy=xAz Procédons par 'absurde et supposons que y < z.
Alors dans L, on peut trouver
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ce qui est absurde.

3 = 1: Soient z,y,z € L tels que z < z. On veut montrer que zV (y A z) = (z Vy)Az.
Posons a = 2V (y A z) et b = (x V y)Az. Vularemarque([1.2.34] on a a < b, donc any < bAy
et aVy <bVy.Deplus, on a

afNy=[xVyr)|Ay=[zV(yrz)]AyAz)=yAz
par les lois d’absorption et
bAy=[xVy Az] Ny <yAz.
Donc a Ay =b A y. On a aussi
avVy=[zV(yrz)]Vy>zVy
et par les lois d’absorption
bVy=[lzVy Az]Vy<[(zVy Az]V(zVy)=zVy,
donc aVy =0bVy. Vu ’hypothése, on a a = b, ce qui permet de conclure. |
En particulier, notons que N5 n’est pas modulaire.

Voici une autre caractérisation des treillis distributifs.

Proposition 1.2.38. Soit L un treillis. Alors L est distributif si, et seulement si, pour
tous x,y,z € L, on a

(ANyY)VyAz)V(zAz)=(xVyY) AyVz)A(zVe).

Démonstration. Supposons que L est distributif et soient z,y,2z € L. On a

(@ANyY)VyAz)VzAz)=[(zAy)V(yAz)]V(zAx) (par associativité)
=yNn(xV2)|V(zAx) (par distributivité)
=lyViEzAz)|Al(xVz)V(zVe) (pardistributivité)
=(yVz)AyVr)A(zVz) (par distributivité).



1.2 Treillis

Réciproquement, supposons que pour tous z,y,z € L, on a
(xAyY)VyAz)V(zAz)=(xVy AN(yVz)A(zVe).
Alors L est modulaire. En effet, si x,y, 2 € L sont tels que x > z, alors
(AyY)VyA2)VizAz)=(xAy)VyAz)Vz=(xAy)Vz

et
(VY ANyVa)AN(zVe)=(xVy AN(lyVz)ANx=(yVz) Az

et donc x A (yVz)=(xAy)Vz

On a
zA(yVz)=zA[(xVy) AlyVz)A(zVz) (vu les lois d’absorption)
=zA[(xAy)V(yAz)V(zAzx) (par hypothése)
=xA((yANz)V(xzAy)V(zAz)]) (par associativité)
=([(zAy)V(zAZ)]V(yA2) Az (par commutativité)
=[(xANy)V(zAZ)|V(yAzAzx) (car L est modulaire)

car (z Ay) V (2 Ax) < x par les lois d’absorption. Donc L est distributif. |

La caractérisation suivante des treillis distributifs est trés souvent énoncée sans dé-
monstration. C’est pourquoi nous en donnons une preuve ici.
Proposition 1.2.39. Soit L un treillis. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. L est distributif,

2. L ne contient ni M3, ni N5 comme sous-treillis;

3. pour tous x,y,z € L,

Démonstration.

1 = 2 : Supposons que L est distributif. Montrons tout d’abord que Mj n’est pas
un sous-treillis de L. Procédons par I'absurde et supposons que L contient M3 comme
sous-treillis. Alors la situation représentée ci-dessous apparait dans L. Dans ce cas, on a
aN(bVec)=aNf=aet (aNb)V(aAc)=aVa=a, dolu une contradiction.

g
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De plus, comme L est distributif, il est modulaire et par la proposition donc Nj
n’en est pas un sous-treillis.

2 = 3:Soient x,y,z € LtelsquezVy =xVzet Ay =xAzetnotonsp =xAy =xAz
et ¢ = x Vy = xV 2z Procédons par 'absurde et supposons que y # z. Alors dans L, on
peut trouver

p

En effet, on a x # y car sinon, y =y Vz,doty > zety=yAz doty<zety==z De
méme, on a x # z. On en tire une contradiction.
3 = 1 : Supposons la troisiéme assertion vérifiée et soient x,y, 2z € L. Montrons que

zA(yVz)=(@Ay)V(xAz).
Vu la proposition [1.2.37] il est clair que L est modulaire. Posons

a:=@Ay)VzA(zVy)] etb:=(yAz)VzA(yVz)].

aVy=yV(@Ay)VizA(@Vyl=yVzA(zVy]=(HyVz)A(xVy)
cary<zxVyetona
bVy=yVyrz)VizAyVvz)]=yVzAyVz)]=(uVa)A(yVz)

car y < yV z. On en tire que a Vy =0V y.
Vu que L est modulaire, que t Ay <z VyetqueyAz<yVz ona

a=[xANy)VzIA(zVy) etb=[yANz)Vz]A(yVz).
On trouve alors
anNy=[xzAy)VAN(zVy) Ay=[zAy)VzIAy=(zAy)V(zAy)
car £ Ay <y. On a aussi
bAy=[ynz)ValAlyVz)Ay=[yAz)Va]Ay=(yAz)V(zAy)

car y A z < y. On en tire que a Ay = b A y. Par hypothése, on a alors a = b. Donc
aNx=0bAz. Or,

aNz=[zAy)VzAN(zVy) Az=[(zAy)Vz]Ax=(xAy)V(zAx)
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et
bAz=xA[[yANz)Vz]A(yVz)=zA(yVz).

Au final, on a
zA(yVz)=(@xAy)V(zVz)

donc L est distributif. [ |

1.2.4 Complétion et complémentation

La notion de treillis complémenté est essentielle dans les algébres de Boole. Le concept
de complétion est quant a lui une propriété supplémentaire que possédent certains treillis,
dits treillis complets. Nous donnons ici quelques propriétés basiques.

Définitions 1.2.40. Un ensemble ordonné (L, <) est un sup.demi-treillis complet si pour
toute partie £ C L, VE existe. On dira qu’il s’agit d’un inf.demi-treillis complet si pour
toute partie £ C L, AE existe.

Si (L, <) est un sup.demi-treillis complet (resp. un inf.demi-treillis complet), il est clair
que c’est un sup.demi-treillis (resp. un inf.demi-treillis) puisque pour tous z,y € L, on a

{z,y} € L.

Remarque 1.2.41. Si L est un sup.demi-treillis complet, alors L posséde un maximum,
1 = VL, et un minimum, 0 = V(. De méme, si M est un inf.demi-treillis complet, alors
M posséde un maximum, 1 = A}, et un minimum, 0 = AM. On peut donc dire que tout
demi-treillis complet est borné.

Proposition 1.2.42. Si (L, <) est un sup.demi-treillis complet, toute partie E C L posséde
une borne inférieure.

Démonstration. Soit E C L. Si E = (), alors AE = 1. Sinon, posons
M:={meL|m<eVee E}.

Remarquons que M # () puisque 0 € M. Posons a := VM et montrons que a = AE. Soit
e € E. Alors e > m Vm € M par définition de M, donc e est un majorant de M, d’ou
e > a. On en tire que a est un minorant de F puisqu’on a choisi un e € E quelconque. Si
b est un autre minorant de E, alors b < e Ve € E, donc b € M et b < VM = a, d’ou la
conclusion. |

On démontre de méme la proposition suivante.

Proposition 1.2.43. Si (L, <) est un inf.demi-treillis complet, toute partie E C L posséde
une borne supérieure.

Définition 1.2.44. Un ensemble ordonné (L, <) est un treillis complet si pour toute partie
E C L, VE et AE existent.
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Un treillis complet est évidemment un treillis. De plus, tout treillis complet est borné.

La proposition suivante permet de diminuer le nombre de vérifications nécessaires pour
savoir si un treillis est complet.

Proposition 1.2.45. Soit (L, <) un ensemble ordonné. Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

1. L est un sup.demi-treillis complet ;
2. L est un inf.demi-treillis complet ;

3. L est un treillis complet.
Démonstration. Cela découle directement des propositions précédentes. |

Exemples 1.2.46. Si X est un ensemble, alors 'ensemble ordonné (Z2(X),C) est un
treillis complet. Nous montrons ci-dessous que tout treillis fini est également complet. Par
contre, le treillis (N, <) n’est pas complet car VN n’existe pas.

Proposition 1.2.47. Soit (L, <) un treillis et soit E une partie finie de L. Alors VE et
AE existent.

Démonstration. 1l suffit de procéder de proche en proche, puisque dans un treillis, toute
paire d’éléments admet un supremum et un infimum. |

Corollaire 1.2.48. Tout treillis fini est complet.

Passons au concept de complément d’un élément d’un treillis. Il existe deux notions de
complément : complément et complément relatif. Toutefois, nous ne développons ici que le
deuxiéme. Le lecteur intéressé par la premiére pourra consulter [20] par exemple.

Définition 1.2.49. Soient (L, <) un treillis borné et = € L. Un élément y € L est un
complément de x dans L s’il est tel que xt Ay =0et zVy = 1. Si tout élément de L admet
au moins un complément, le treillis borné est dit complémenté. Un élément x € L peut
admettre plusieurs compléments. Si pour tout x € L, x admet un et un seul complément,
on dit que L est unicomplémenté.

Exemples 1.2.50. Considérons le treillis L = {0, 2,4} muni de Pordre naturel sur N repré-
senté ci-dessous. Les éléments 0 et 4 sont complément 'un de l'autre puisque min(0,4) =0
et max(0,4) = 4, mais I’élément 2 ne posséde pas de complément.

12
L4 M
4
2 3
2
0
1

29



1.2 Treillis

Si on considére & présent le treillis M = {1,2,3,4,12}, que 'on munit de la relation de
divisibilité |, représenté ci-dessus, les éléments 1 et 12 sont complément 'un de Iautre, les
éléments 2 et 4 ont un unique complément : ’élément 3. L’élément 3 posséde quant a lui
deux compléments : 2 et 4. Le treillis L n’est donc pas complémenté, tandis que le treillis
M Test. Donnons un exemple de treillis unicomplémenté. Il suffit de considérer le treillis
N représenté ci-dessous.

N

Notations. Si un élément x d’un treillis borné L admet un unique complément, ce dernier
sera noté z’, ¢, —x ou encore —x.

Remarquons que dans un treillis borné, le minimum 0 et le maximum 1 sont toujours

compléments 'un de 'autre. De plus, ils n’admettent aucun autre complément.

Proposition 1.2.51. Dans un treillis distributif borné, tout élément possede au plus un
complément.

Démonstration. Soit L un treillis distributif borné et x € L. Supposons disposer de deux
compléments de z dans L : y et z. On a

rVy=1l=xVz oy
rAy=0=xAz y=2

par la proposition [1.2.39} |

1.2.5 1Idéal et filtre

Dans un treillis, les filtres et les idéaux jouent un réle essentiel, notamment pour la
dualité de Stone développée dans le prochain chapitre. Nous donnons ici un certain nombre
de particularités de ces ensembles.

Définition 1.2.52. Soit L un sup.demi-treillis. Un idéal de L est une partie non vide [
de L décroissante et stable pour V-fini, i.e. une partie I non vide telle que
—+Vjelpourtousi,jel;
— pour tous x € L, v € [ telsque x <1¢,onax € [.
L’ensemble des idéaux de L est noté Id(L).

En particulier, on voit qu’'un idéal d’un sup.demi-treillis est un sous-sup.demi-treillis.

En passant a l'ordre dual, on peut définir dans un inf.demi-treillis une notion similaire
a celle d’idéal des sup.demi-treillis : les filtres.
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Définition 1.2.53. Soit L un inf.demi-treillis. Un filtre de L est une partie non vide F' de
L croissante et stable pour A-fini, i.e. une partie F' non vide telle que

— fAgeé€ F pourtous f,g € F';
—pourtousz € L, f € Ftelsquex > f,onax € F.
L’ensemble des filtres de L est noté Ft(L).

En particulier, un filtre d’'un inf.demi-treillis est un sous-inf.demi-treillis.

Comme un treillis est un sup.demi-treillis et un inf.demi-treillis, les notions d’idéal et
de filtre ont bien évidemment du sens dans un treillis. De plus, un treillis peut posséder
simultanément des idéaux et des filtres.

Notons que dans un treillis, tout idéal et tout filtre sont des sous-treillis. En effet, on
sait déja qu’il s’agit de sous-sup.demi-treillis et sous-inf.demi-treillis respectivement. De
plus, si I est un idéal d’un treillis L, alors si 4,7 € I, onaiAj <idonciAj € I On
procéde de méme pour les filtres.

Remarque 1.2.54. Dans le cas d’un treillis borné (par 0 et 1), on peut remplacer la
condition « non vide » par « contenant 0 » dans le cas d’un idéal, vu sa décroissance, et
par « contenant 1 » dans le cas d’un filtre, comme un filtre est un ensemble croissant.

Exemple 1.2.55. Considérons le treillis L représenté ci-dessous.

L 1

Les idéaux de L sont

Id(L) = {{0} ) {O’x} ) {Oax>y} ) {O>Z}7L}

et les filtres sont
Ft(L) - {{1} ) {1>y} ) {17 y,ZL‘} ) {17 Z} ) L} .

Proposition 1.2.56. Soit L un treillis borné. Alors Id(L) muni de l'inclusion inverse (i.e.
(Id(L),C)°) est un treillis borné distributif.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que puisqu’on munit Id(L) de I'inclusion inverse,
on a [ < J si, et seulement si, I O J ou [ et J sont des idéaux de L.

Soient I, J deux idéaux de L. Montrons que IV J (= I N J puisque Id(L) € Z(L), qu’on
utilise l'ordre induit et qu’on travaille avec U'inclusion inverse) est un idéal de L. On a
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~INJ#Dpuisque 0 € INJ;

—-sii,jelnJ,onai,jel donciVjel Deméme, onaiVjeJ. Au total, on a
tVyielnd;

—-sitelnJ,xe Lavecx <1, alorsonai e letieJ Comme [ et J sont des
idéaux,onax €l et z € J. On en tire que z € I N J.

De plus, cet idéal est borné inférieurement par {0} et supérieurement par L. Comme le
treillis (Z(L),2) est distributif et que (Id(L), C)° en est un sous-treillis, ce dernier est
évidemment distributif. |

On a évidemment la méme proposition concernant les filtres.

Proposition 1.2.57. Soit L un treillis borné. Alors Ft(L) muni de inclusion inverse (i.e.
(F(L),C)°) est un treillis borné distributif.

Si L est un sup.demi-treillis et si M est un inf.demi-treillis, on a toujours L € Id(L)
et M € Ft(M). L’ensemble L (resp. M) est donc un idéal (resp. un filtre) particulier. La
définition suivante va permettre de le distinguer des autres idéaux (resp. filtres).

Définition 1.2.58. Soit L est sup.demi-treillis (resp. un inf.demi-treillis). L’idéal (resp.
le filtre) L est dit impropre. Tout idéal (resp. filtre) différent de L est appelé idéal propre

(resp. filtre propre).

Remarque 1.2.59. Dans le cas de demi-treillis bornés, un idéal propre est un idéal ne
contenant pas 1 et un filtre propre est un filtre ne contenant pas 0, puisqu’un idéal est
décroissant et qu’un filtre est croissant.

Tout comme en théorie des anneaux, on dispose de la notion d’idéal engendré par
une partie d'un sup.demi-treillis. Dans le contexte présent, on peut aussi définir un filtre
engendré par une partie d’'un inf.demi-treillis.

Définition 1.2.60. Soient L un sup.demi-treillis et E une partie de L. L’idéal engendré
par E, noté (E)i est le plus petit idéal de L contenant E.

On a une caractérisation d’un idéal engendré par une partie non vide d’un sup.demi-
treillis, comme le montre la prochaine proposition.

Proposition 1.2.61. Soient L un sup.demi-treillis et E une partie non vide de L. Alors
(Yt ={recL|3e,....,en€E, neN):z<e;V...Ve,}.
Démonstration. Posons
I'={xeL|3e,....en€E, neN):z<e;V...Ve,}.

Il est clair que E C I et que I est un idéal de L. Montrons a présent que tout idéal de L
contenant F contient I. Soit J un idéal de L contenant E. Soit € I. Alors il existe n € N
et e1,...,e, € B telsque x <e; V...Ve, Comme E C J, en particulier e; V... Ve, et
donc z € J, vu que J est un idéal. Donc I C J. ]
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Remarque 1.2.62. Dans le cas particulier ou E est réduit & un seul élément x € L (avec
L un sup.demi-treillis), on a (E)¥ = 2.

En passant a 'ordre dual, on obtient des résultats similaires pour les filtres.

Définition 1.2.63. Soient L un inf.demi-treillis et E une partie de L. Le filtre engendré
par E, noté <E>£t, est le plus petit filtre de L contenant F.

On dispose également d'une caractérisation des filtres engendrés par une partie non
vide d’un inf.demi-treillis.

Proposition 1.2.64. Soient L un inf.demi-treillis et E une partie non vide de L. Alors
(EY'={zr€L|3e,....en €E, mMEN):z>e1A... Aeylt.

Remarque 1.2.65. Dans le cas particulier ou E est réduit & un seul élément x € L (avec
L un inf.demi-treillis), on a (E)' = 21,

Proposition 1.2.66. Soient L un treillis borné, J une collection d’indices et (Ij)jeJ une
famille d’idéaux de L. Alors () I; est un idéal de L.

jed

Démonstration. Comme 0 € I; Vj € J,ona 0 € () I;, donc cet ensemble est non vide. De

jeJ
plus, soient v € L et a € () I; tels que x < a. Alors a € I; Vj € J, donc x € I; Vj € J et
jeJ
x € () I;. Enfin, soient a,b € () I;. Alors a,b € I; Vj € J. Donc aVb e I; Vj € J, dou
jeJ jeJ
aVbe ()1 ce qui permet de conclure. |

jeJ
On obtient de la méme facon la proposition suivante.

Proposition 1.2.67. Soient L un treillis borné, I une collection d’indices et (F;),., une
famille de filtres de L. Alors () F; est un filtre de L.

iel

Remarque 1.2.68. Le complément (au sens ensembliste) d'un idéal n’est pas nécessai-
rement un filtre. C’est le cas lorsqu’on dispose de conditions supplémentaires comme le
montre la proposition ci-dessous. Cependant, le complément (au sens ensembliste)
d’un idéal est tout de méme un ensemble croissant. En effet, soit I un idéal d’un treillis
L. Soient f € L\I et g > f. Supposons que g ¢ L\I. Alors g € I. Donc f € I comme un
idéal est décroissant. D’ott une contradiction. De méme, le complément ensembliste d’un
filtre n’est a priori pas un idéal, mais il s’agit tout de méme d’un ensemble décroissant.

Définitions 1.2.69. Soit L un treillis. Un idéal I de L est premier si pour tous idéaux
JKde Ltelsquel D JNK,onal>JoulDK.

Un filtre F' de L est premier si pour tous G, H € Ft(L) tels que FC GUH,ona F C G
ou FCH.
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Rappelons que si L est un treillis et si £, F' en sont deux parties, on pose
EVF:={eVflecE feF}.
Proposition 1.2.70. Soient L un treillis distributif borné et I un idéal propre de L. Les
assertions suivantes sont équivalentes :
1. L\I est un filtre premier;
L\ 1 est un filtre;
L\ est fermé pour A-fini;
L\ 1 est |-dirigé;

1 est premier.

Démonstration.

1 = 2 : Un filtre premier est bien évidemment un filtre.

2 = 3 : Etre fermé pour A-fini fait partie de la définition d’un filtre.

3=4:Soient x,y € L\I. Alors x ANy € L\T et z ANy <z, x ANy < y. Donc L\ est
J-dirigé.

4 = 5 : Procédons par ’absurde et supposons qu’il existe des idéaux J et K tels que
IDJNK, T2 JetI P K. Alors il existe j € J\I C L\I et k € K\I C L\I. Vu que
L\ T est |-dirigé, il existe [ € L\T tel que I < j, 1 < k. Donc [l € J et | € K. Autrement
dit, e JNL C1Ietle L\I,dou une contradiction.

5 = 1: Supposons que [ est un idéal premier. Vu la remarque , on sait que L\I est
croissant. Montrons qu’il est également fermé pour A-fini. Supposons qu’il existe z,y € L\/
tels que x Ay € I. Posons

J:=1Vuzl et K:=1VvVyl.

Montrons que J est un idéal de L. On a 0 € [ et 0 < x donc 0 = 0V 0 € J. De plus,
soient i,5 € J. Alors il existe k,l € [ et z,t € x| tels que it = kV z et 7 =1Vt Donc
iVi=kVzVIiVt=(kVI)V(zVt)et comme I est un idéal, on a k V1 € I. De plus,
comme z <zett<zx,onazVt<xdouzVteax] Onen tireque:Vj < J. Enfin, si
J € Jet z€ Lsont tels que z < 7, alors il existe k € [ et t € x| avec 7 = kV . On en tire
que z < k Vt. Autrement dit, on a

z=2zN(kVt)=(zANk)V(zAt),

puisque L est un treillis distributif. De plus, I est un idéal et z Ak < k donc zAk € I. On

aaussi zAt <t <z Onen tire que z € J. On a donc prouvé que J est un idéal. De la

méme facon, K est un idéal de L.

Soit a«w € J N K, alors il existe 7,7 € [ tels que a <iVaxet a < jVy. On en tire que
a<@Va)A([FVy) =0EAG) V@A)V ENY)V(Ay).

Posons k := iV j. Alors a < kV (xAy) € I. Donc a € I. On en tire que I 2 JN K.
Comme [ est premier, nous avons deux cas possibles : J C I ou K C I. Dans le premier
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1.2 Treillis

cas, on a x € I. Dans le deuxiéme cas, on a y € I. Dans les deux cas, on aboutit a une
contradiction. Enfin, I étant propre, L\ est non vide. On en tire que L\ est un filtre.

Montrons a présent que L\[ est premier. Jusqu’ici, nous avons montré que tout idéal propre
d’un treillis distributif borné est premier si, et seulement si, son complémentaire au sens
ensembliste est un filtre. En passant a la propriété duale, on sait qu'un filtre propre est
premier si, et seulement si, son complémentaire au sens ensembliste est un idéal. Comme
dans notre cas L\ est un filtre (forcément propre puisque par définition un idéal est non
vide) vu ce qui précéde et comme I est un idéal, L\ I est premier. |

La proposition qui suit est équivalente a la précédente.
Proposition 1.2.71. Soient L un treillis distributif borné et F un filtre propre de L. Les
assertions sutvantes sont équivalentes :
1. L\F est un idéal premier;
L\F est un idéal;
L\ F est fermé pour \V-fini;
L\F est T-dirigé ;

F' est premier.

Le théoréme qui suit nous sera particuliérement utile dans la suite de ce travail. Il s’agit
du théoréme de Stone. Nous utiliserons cependant la version booléenne de ce théoréme,
qui est établie dans le prochain chapitre. Le théoréme de Stone nous montre que lorsqu’on
dispose d’un filtre F' et d’un idéal I disjoints dans un treillis distributif borné L, on peut
trouver un filtre premier P contenant le filtre F' de départ et qui reste disjoint de I'idéal I.
Cette situation peut se représenter comme suit :

Y <

G >

Théoréme 1.2.72 (Théoréme de Stone (AC)). Soit L un treillis distributif borné. Si I est
un idéal et I un filtre de L tels que I N EF = (0, alors il existe un filtre premier P tel que
FCPetPNI=0.

Démonstration. Considérons 'ensemble
Y ={GeFt(L)|GDF,GNI=10}

ordonné par inclusion. Cet ensemble est non vide puisqu’il contient F'. Soit € une chaine
de ¢. Si cette chaine est vide, tout élément de 4 majore évidemment %. Sinon, posons

T := UC.

Cce?
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1.2 Treillis

Il est alors clair que pour tout C' € ¢, on a C' C 1. Montrons que T' € 4. On a
- TDOFcar FCCOVC € €

Tm]:(U C)m[: U @eni)=0;

Cce% Cce%

— T est un filtre, car une union d’ensembles croissants est croissante et si x,y € T, alors
il existe C; € €,Cs € € tels que z € C et y € Cy. Or, comme € est une chaine, on
a C; C Cyou Cy C (. Dans le premier cas, on a x,y € Cy, donc z Ay € Cy CT.
Dans le deuxiéme cas, on a z,y € C;,donc x Ay € C; CT. Aufinal, onaz Ay e T.
Par le lemme de Zorn, on sait donc qu’il existe un filtre maximal P tel que P O F et
PN I =0. En particulier, P est un filtre propre. Montrons qu’il s’agit d’un filtre premier.
Supposons que P n’est pas premier. Alors vu la proposition [1.2.71] L\ P n’est pas un idéal.
Dés lors, il existe z,y € L\ P tels que x Vy € P, puisque L\ P est non vide et décroissant.

Considérons & présent les filtres

G = (PU{z})}! et H:=(PU{y}.

Le filtre P est inclus strictement dans ces deux filtres. Par maximalité de P, on a GNI # ()
et HN1I # (). Soient donc 4,5 € I tels que i € G et j € H. Vu la caractérisation des filtres
engendrés par une partie d’un treillis (proposition et comme les filtres sont fermés
pour A-fini, il existe g, h € P tels que

1> gAx et j>hAuy.
En se rappelant que L est distributif, on trouve
Isivi>(@gANz)V(hAy)=(gVh)A(gVYy) A(xVh)A(xVy).

Or,gVh>g,9gVy>g,xVh>h,donc gVh,gVy,xVheE P etcommezVy e P quiest
un filtre, on a (gVh)A(gVy) A(xVh)A(zVy) € P.Onen tire que i V j € P. Comme
INP =0, on aune contradiction. [ ]

Corollaire 1.2.73 (AC). Soit L un treillis distributif borné. Si I est un idéal et F' un filtre
de L tels que INEF =0, alors il existe un idéal premier P tel que [ C P et PNEF = ().

Démonstration. Cela découle directement du théoréme précédent et de la proposition|1.2.70]
|

Nous terminons ce chapitre en démontrant I’existence d’idéaux et de filtres maximaux
pour l'inclusion et en expliquant en quoi ces notions sont différentes des idéaux et filtres

premiers. Les idéaux maximaux et les ultrafiltres seront utilisés dans la dualité de Stone
dans le chapitre

Définitions 1.2.74. Soit L un sup.demi-treillis borné. Un idéal maximal de L est un
idéal propre maximal pour 'inclusion (parmi les idéaux propres). L’ensemble des idéaux
maximaux de L est noté Spec(L).

Soit M un inf.demi-treillis borné. Un filtre mazimal, aussi appelé ultrafiltre, de M est un
filtre propre maximal pour I'inclusion (parmi les filtres propres). I’ensemble des ultrafiltres
de M est notée Ult(M).
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L’existence d’idéaux maximaux et d’ultrafiltres se démontre a ’aide du lemme de Zorn.
Nous devons supposer que nos demi-treillis bornés contiennent au moins deux éléments
(autrement dit que 0 # 1) afin d’assurer Pexistence d’idéaux et de filtres propres.

Proposition 1.2.75 (AC). Soit L un sup.demi-treillis borné contenant au moins deux
éléments et soit I un idéal propre de L. Alors I est inclus dans un idéal mazimal.

Démonstration. Considérons I'ensemble
J ={Jeld(L) | J propre,J D I}

ordonné par inclusion. Comme [ est un idéal propre inclus dans lui-méme, cet ensemble est
non vide. Soit ¢ une chaine de _#. Si € est vide, tout élément de ¢ majore €. Supposons
% non vide et posons

T .= U C.

Cce%
Il est clair que pour tout C' € ¢, ona C CT. De plus T'€ ¢ . En effet,
— T est un idéal car
e T est non vide car & est non vide,

e si st €T, alors il existe C1,Cy € € tels que s € C1,t € (5. Comme % est une
chaine, on a C; C C5 ou Cy C (. Dans le premier cas, on a s,t € (5 donc
sVt e (s Dans le deuxiéme cas, on a s,t € (1, donc sVt € (. Dans tous les
cas, on voit que sVt e T,

e size Lt el tels que x < t, alors il existe C' € ¥ avec t € C'. Comme C est
un idéal, onaz € C donc x € T';
— T est propre car 1 ¢ CVC € €, donc 1 ¢ T';
— T contient I car I C C pour tout C' € €.

On peut donc conclure grace au lemme de Zorn. ]

Comme d’habitude, par une démonstration similaire & la précédente, nous avons une
proposition analogue pour les filtres propres dans un inf.demi-treillis borné.

Proposition 1.2.76 (AC). Soit L un inf.demi-treillis borné contenant au moins deux
éléements et soit F' un filtre propre de L. Alors I est inclus dans un ultrafiltre.

Dans un treillis, les notions d’idéal premier et d’idéal maximal (resp. de filtre premier
et d’ultrafiltre) sont trivialement différentes, puisque le treillis lui-méme est un idéal (resp.
un filtre) premier, mais impropre donc non maximal. On peut toutefois aller plus loin en
affirmant qu’en général, dans un treillis, 'ensemble des idéaux propres premiers (resp. des
filtres propres premiers) différe de I’ensemble des idéaux maximaux (resp. des ultrafiltres).
11 suffit de considérer 'exemple ci-dessous.

Exemple 1.2.77. Soit L le treillis représenté ci-dessous.
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1.2 Treillis

Posons
I:={0,a}, J:={0,b} et K :={0,c}.

Il s’agit trivialement d’idéaux maximaux de L. De plus, on a I O JN K = {0}. Or, il
est clair que I 2 J et I 2 K. Donc I est maximal, mais pas premier. De méme, si on
considére l'ultrafiltre F' := {a, 1}, son complémentaire est I'ensemble {0, b, c} qui n’est pas
fermé pour V-fini puisque bV ¢ =1¢ L\ F. Par la proposition on voit que F n’est
pas premier.

Considérons a présent le treillis 3 a trois éléments, représenté ci-dessous.

3 9

X

0

Les idéaux de 3 sont {0}, {0, 2} et 3 lui-méme. Il est clair que {0} n’est pas maximal. De
plus, on a

{0} n{0,z} = {0}, {0} N3 = {0} et {0,2} N3 ={0,2} £ {0}.
On voit clairement que {0} est un idéal premier.

On verra dans le prochain chapitre des treillis particuliers ot les idéaux maximaux
(resp. les ultrafiltres) sont exactement les idéaux propres premiers (resp. les filtres propres
premiers).
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Chapitre 2

Algebre et espace de Boole

Dans ce chapitre, nous commencons par é¢tudier les algébres de Boole et leurs propriétés.
Dans un second temps, nous définissons les espaces de Boole et établissons la dualité de
Stone entre les algébres de Boole et les espaces de Boole, avant de conclure par la dualité
des multiopérateurs.

2.1 Algebre de Boole

Les algébres de Boole sont des treillis particuliers. Il est donc évident que nous retrou-
vons ici les notions de sous-structure, d’homomorphisme, ou encore de filtre et d’idéal. Ces
éléments définis dans les treillis possédent des propriétés supplémentaires lorsque le treillis
est une algébre de Boole. Nous les développons ici. Enfin, nous écrivons également certaines
propriétés en « version booléenne », car cette version sera privilégiée dans la suite de ce
travail.

2.1.1 Premiéres définitions et propriétés

Définition 2.1.1. Une algébre de Boole (ou algébre booléenne) est un treillis distributif
borné et complémenté.

Remarque 2.1.2. Puisque dans une algébre de Boole, tout élément posséde un complé-
ment, au vu de la proposition [1.2.51} il est évident que ce complément est unique.

Exemples 2.1.3. Le treillis 1 & un seul élément est une algébre de Boole. Elle est appelée
algébre de Boole triviale. Le treillis 2 qui comporte deux éléments est une algébre de Boole,
ou chaque élément est le complément de 'autre. Par contre, le treillis 3 a trois éléments
n’est pas une algébre de Boole, puisqu’un des éléments n’a pas de complément. Il s’agit de
I’élément qui couvre 0 et couvert par 1. Ces trois treillis sont représentés ci-dessous.
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2.1 Algebre de Boole

Un autre exemple est donné par les parties d’un ensemble, qu’on ordonne par inclusion, ou
encore les ouverts-fermés d’un espace topologique.

Un exemple important est celui des ouverts réguliers d’'un espace topologique.

Définition 2.1.4. Soit X un espace topologique. Un ouvert régulier est un ouvert O égal
a l'intérieur de son adhérence (i.e. O~° = O). On note RO(X) I’ensemble des ouverts
réguliers de X.

Théoréme 2.1.5. Si X est un espace topologique, alors RO(X) (ordonné par inclusion)
est une algébre de Boole compléte dans laquelle

ovU=((0uU)™" ONU=0nNnU -0 = (X\0)°
pour tous O,U € RO(X).

Démonstration. Procédons par étapes.

1. Soit O un ouvert. Montrons que O C O~°.
On a O C O~ par définition de 'adhérence. Donc O = O° C O~°, ce qui suffit.

2. Montrons que I'application ~° : Z(X) — £2(X) qui & un ensemble associe I'intérieur
de son adhérence est croissante.
Soient A; et Ay deux parties de X telles que A; C A,. Le plus petit fermé contenant
A, contient forcément le plus petit fermé contenant Ay, i.e. (A;)” C (Ay) . Dés lors,
il est clair que le plus grand ouvert inclus dans (A;)” est forcément inclus dans le
plus grand ouvert que contient (As)~, i.e. (A1)° C (Ay)".

3. Soient O,U € RO(X) et prouvons que ONU € RO(X).
On sait déja que O N U est un ouvert. Il faut donc montrer que ONU = (ONU) ™ ".
Comme ONU C (ONU) ,onaONUC(ONU)".

Montrons 'autre inclusion. On a
onu)y*Cc(OnU ) =0°nNnU"=0nU,

car O,U € RO(X).

4. Soient O,U € RO(X) et montrons que OANU =0NU.
Comme ONU C O, ONU C U et vu le point précédent, O N U est un minorant
de {O,U} dans RO(X). De plus, si V est un minorant de {O, U}, alors V C O et
VCU,doncVCONU. On en tire que ONU =0 A U.

On a donc montré que RO(X) est un inf.demi-treillis.
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5. Pour toute partie A de X, on a A=° € RO(X).
C’est évident puisque pour toute partie A de X, ona A7°7° = A~°.

6. Soit O un ouvert et montrons a présent que O~° est le plus petit ouvert régulier qui
contient O.
Par le point précédent, on sait déja que O~° est un ouvert régulier. Par le premier
point, on sait qu’il contient O. Il reste donc & prouver qu’il est le plus petit avec cette

caractéristique.
Soit U € RO(X) tel que O CU. Alors U =U"°et O CU° C U~. On en tire que
O CU  etdoncO°CU>°=U.

7. Prouvons que si O,U € RO(X), alors (OUU) =0V U.
Comme 1'union de deux ouverts est un ouvert, OUU est un ouvert. Dés lors, le point
précédent nous indique que (OUU)™° est le plus petit ouvert régulier contenant
O U U. 1l s’agit donc du supremum.

Donc RO(X) est un treillis.

8. Tl est clair que () et X sont deux ouverts réguliers de X et que pour tout O € RO(X),
onal COCX.

On voit donc que RO(X) est borné.
9. Montrons que si O € RO(X), alors U := (X\0)° € RO(X) et

ONU=0 OVU=X.
On a (X\0)° = (X\O)° et par le point 5, on voit que U € RO(X). De plus, on a

ONU=0NU=0n(X\0)’=0n(X\0)CON(X\0)=¥0

et
ovU=(uU)*
(OU(X\O)*)™"
= (0U(X\0)) *
= (0u(x\0))

On sait maintenant que RO(X) est complémenté.
10. Rappelons que si O et U sont deux ouverts de X, alors (ONU) °=0"°NU".

11. Prouvons la distributivité.
Soient O, U,V € RO(X). Montrons que OA (UVV)=(OAU)V(OAV).On a

ONUVV)=0nUUV)".
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De plus, comme l'intersection de deux ouverts est ouverte, que I’'union de deux ouverts
est un ouvert et vu le dernier point, on a

(ONU)V(OAV)=((ONnTU)u(ONV))™°
([(OnU)yuolNn[(ONU)UV])™°
=OnOuUuV)N(UUV))™"°
o°nOuUV) nUUV)™"°
onOuUV) " NnUUV)™ (2.1)

Il est donc clair que
(ONU)V(OANV)COANUVV).
Montrons l'autre inclusion. Partant de (2.1)), on trouve

(ONU)VOAV)=0n(OUV)°Nn(UUV)"°
=on(O UV ) nUuv)™
20n(O0PuvV)nUuV)™
>onOuv)Nn(Uuv)™
20NUUV)™®,

d'ot (OANU)V(OAV)DONUVYV).
On en tire que RO(X) est distributif.

12. Soit (O;),.; une famille d’ouverts réguliers de X (I collection d’indices). Alors par ce

qui précede, on sait que (U O,-) est le plut petit ouvert régulier contenant I'ouvert
iel
U O;. 1l s’agit donc du supremum.
i€l
On sait donc que RO(X) est un sup.demi-treillis complet.
13. La proposition |1.2.45| indique que RO(X) est aussi un inf.demi-treillis complet.

Finalement, RO(X) est une algeébre de Boole compléte. |

On peut également définir les fermés réguliers d’un espace topologique, de maniére
similaire aux ouverts réguliers. On obtient ainsi une nouvelle algébre de Boole.

Définition 2.1.6. Soit X un espace topologique. Un fermé régulier est un fermé C égal a
'adhérence de son intérieur (i.e. C°~ = C'). On note RC(X) I’ensemble des fermés réguliers

de X.
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Théoréme 2.1.7. Si X est un espace topologique, alors RC(X) (ordonné par inclusion)
est une algébre de Boole compléte dans laquelle

CvD=CuUD CAND=(CNnD)" -C = (X\O)~
pour tous C, D € RC(X).
Démonstration. On procéde de fagon similaire a la démonstration du théoréme ]

Proposition 2.1.8. Soit X un espace topologique. Le complémentaire d’un ouvert régulier
est un fermé régulier et réciproquement.

Démonstration. Soit O un ouvert régulier. Alors
(X\O)” = (X\O7) =X\0"°=X\O.
Soit C' un fermé régulier. On a
(X\C)° = (X\C°) =X\C" =X\C.
|

Avant de passer aux sous-algébres de Boole et aux homomorphismes, voici quelques
propriétés des algeébres de Boole qui ne sont pas vraies en toute généralité dans les treillis.

Proposition 2.1.9 (Lois de Morgan). Soient B une algébre de Boole et a,b € B. Alors
(anb) =d Vv et (aVvb) =d Ab.
Démonstration. On a
(@Ab)A (@ V)= (aANbAd)V(aADAY)=(0AD)V(0Aa)=0V0=0
et
(aAb)V (dVY)=(aVdVI)ANDVIVE)=OVIA(dV])=1A1=1.
On a donc (a Ab) =a’ V. On en tire que (¢’ AV) =aVbetdonc (aVb) =ad AV. B
Proposition 2.1.10. Soit B une algébre de Boole. Pour tous a,b € B, on a
a<bsaNl=0sdVb=1.
Démonstration. Montrons la premiére équivalence. Soient a,b € B tels que a < b. On a
aNb <bAY =0.
Réciproquement, si a,b € B sont tels que a A b = 0. On a alors
a=aANl=aANBVY)=(aAb)V(aAV)=aNnb<b.
La deuxiéme équivalence est simplement un passage au complémentaire. |

Corollaire 2.1.11. Soient B une algébre de Boole et a,b € B. Alors on a a < b si, et
seulement si, b < da'.

Démonstration. Par la proposition précédente, on a
a<besaANl =0 (d)ANYV =00V <d,

d’ou la conclusion. [ |
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2.1.2 Sous-algébre de Boole et homomorphisme

Dans cette partie, nous étendons les notions vues dans la section du chapitre
précédent et regardons les propriétés supplémentaires dont elles jouissent dans le cadre des
algébres de Boole.

Définition 2.1.12. Soient B une algébre de Boole et C' une partie non vide de B munie
de l'ordre induit. On dit que C' est une sous-algébre de Boole de B si

— c’est un sous-treillis de B ;
— pour tout a € C, a' est un élément de C';
— si 0 et 1 sont les minimum et maximum de B, alors 0 € C'et 1 € C.

Autrement dit, C' est une sous-algébre de Boole de B si C' contient 0, 1 et est fermé pour
V, A et ’. En particulier, C' est une algébre de Boole.

Exemples 2.1.13. Si X est un espace topologique, alors I’ensemble of(X) des ouverts
fermeés de X est une sous-algébre de Boole de (Z(X), Q).

Par contre, si X est un espace topologique, alors I’ensemble &(X) des ouverts de X est
un sous-treillis de (#(X), C) (cf. exemple [1.2.17)), mais ce n’est pas une sous-algébre de
Boole puisque le complémentaire d’un ouvert est fermé, donc &(X) n’est pas fermé pour
le complémentaire.

Proposition 2.1.14. Soient B une algébre de Boole et C' une partie de B. Les assertions
sutvantes sont équivalentes :

1. C est une sous-algébre de Boole de B ;
2. C est une partie non vide, stable pour A et’;

3. C est une partie non vide, stable pour V et’.

Démonstration.

1 = 2 : C’est évident vu la définition d’une sous-algébre de Boole.

2 = 3 : Clest dit aux lois de Morgan [2.1.9

3 = 1: La partie C est fermée pour A, par les lois de Morgan. De plus, comme C' est
non vide, il existe ce C et ona 0 =cAcd et 1 =cV ¢, ce qui suffit. |

Définition 2.1.15. SoientB une algébre de Boole et C' une partie de B. La sous-algébre de
Boole engendrée par C, notée (C)%, est la plus petite sous-algébre de Boole de B contenant

C.
Tout comme pour les treillis, si B est une algébre de Boole, on dispose d’une caracté-
risation de la sous-algébre de Boole engendrée par une partie de B.

Notations. Si B est une algébre de Boole et C une partie de B, on note b* :=bet b= := ¥/
pour tout b € B. Nous utiliserons ces notations uniquement dans le cadre de la proposition
suivante.
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Proposition 2.1.16. Soient B une algebre de Boole et C' une partie non vide de B. Alors
(CYo ={c* V... Ve ey, .,em €C™ el ... em € {—1,1}", m,n € N}.
Démonstration. Posons
D:={c'V..v"|c1,....,c;)m €C" &1,...,6m € {—1,1}"", m,n € N}.

Il est clair que C' C D (prendre m = 1, n = 1 et &; = 1). De plus, toute sous-algébre de
Boole de B contenant C' contient D vu la définition de D. Montrons donc que D est une
sous-algeébre de Boole. On a 0 € D en prenant m = 0. De méme, 1 € D en choisissant
m = 1,n = 0. Il est évident que D est fermé pour V. Prouvons que D est fermé pour A.
Soient my,ma,ny,ng €N, ¢, Cpny € C™ 1,0 60, € {=1,1}" dy,...,dp, € C™ et
My my € {—1,1}"*. Alors on a

(V.o Ve ) AP V. Vdi?) = (P ATV (AP VLV (et Adms?)
ce qui suffit. Il nous reste & montrer que D est stable pour le complément. Soient m,n € N,

Cly- s Cmn €C™ et gy,...,6, € {—1,1}". On a

(v..veEnY =(EY A A (ERY

et on peut conclure puisque D est fermé pour A. |

Corollaire 2.1.17. Soient B une algébre de Boole et C' une partie de B. Si C' est fini,
alors (C)% est fini.

Regardons a présent les homomorphismes.

Définitions 2.1.18. Une application f : A — B entre deux algébres de Boole A et B est
un homomorphisme d’algébres de Boole si pour tous a,b € A

= flaVvab) = f(a) Vp f(b);
= flanab) = fla) Ap f(b);
- fd) = (f(a)”;
- f(OA) =0p et f(lA) =1g.
Autrement dit, il s’agit d’'un homomorphisme de treillis qui respecte le complément, 0 et

1. Un homomorphisme d’algébres de Boole bijectif est appelé isomorphisme d’algébres de
Boole.

Notations. Afin de ne pas alourdir I'écriture, on précisera en indice les algébres de Boole
uniquement lorsque cela s’avére indispensable & la compréhension.
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Proposition 2.1.19. Soient A et B deux algébres de Boole et f : A — B une application.
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. f est un homomorphisme d’algébres de Boole ;
2. f respecte N\ et’;
3. [ respecte V et’.
Démonstration.
1 = 2 : Cela découle de la définition d’un homomorphisme d’algebres de Boole.

2 = 3 : Clest di aux lois de Morgan [2.1.9
3 = 1: Les lois de Morgan indiquent que f respecte A. De plus, on a

F0) = f(OAL) = fO) A f(1) = f(0) A f(0) = f(0) A (£(0)) = 0.

Enfin, on a

fO)=favo)y=f)VvF0)=f1)vfQA)=Ff1)v(f(1) =1,
ce qui permet de conclure. |

Exemple 2.1.20. Si X est un espace topologique, alors les algébres de Boole RO(X) et
RC(X) sont isomorphes en tant qu’algébres de Boole. En effet, considérons 'application

“:RO(X) > RC(X): O~ O".
Il s’agit d’une bijection dont la bijection réciproque est donnée par
°:RC(X) - RO(X):Cw C".

Montrons que l'application ~— : RO(X) — RC(X) est un homomorphisme d’algébres de
Boole. Pour tous O,U € RO(X), en indigant V et = par « RO » pour les ouverts réguliers
et par « RC » pour les fermés réguliers, on a
~ (OVroU)" =(OUU) =(O"UU)”.0r,O0" et U sont deux fermés réguliers,
doncon a (OVroU)” = (0" UU™)°" = (0~ Vre U™)” et comme O~ Ve U™ est
un fermé régulier, on a finalement (O Vro U)” = O~ Vrc U;

- (Fro0)” = (X\O)™ = (X\O7)" = kO™

Proposition 2.1.21. Un homomorphisme d’algébres de Boole est un homomorphisme
d’ordres.

Démonstration. Un homomorphisme d’algébres de Boole étant un homomorphisme de
treillis, cela découle directement de la proposition [1.2.25 |

Proposition 2.1.22. Soient A et B deux algébres de Boole et f : A — B une application.
Alors f est un isomorphisme d’algébres de Boole si, et seulement si, ¢’est un isomorphisme
de treullis.
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Démonstration. Par définition, un isomorphisme d’algébres de Boole est un isomorphisme
de treillis.

Réciproquement, si f est un isomorphisme de treillis, montrons que f(0) =0, f(1) =1 et
f(a") = (f(a)) pour tout a € A. On a

FO)=f(VO) =VF@) =VvB=0 et  f(1)=f(AD) =AF(O) =D =1,
en appliquant la proposition [[.1.27] De plus, si a € A, on a

fl@)Nfla)=f(@ Na)=f(0)=0 et  f(a)V [fla)=f(adVa)=f(l)=1,
d’ou la conclusion. [ |

Corollaire 2.1.23. Soit f une application entre deuzx algébres de Boole. Alors f est un
1somorphisme d’algébres de Boole si, el seulement si, c’est un isomorphisme d’ordres.

Démonstration. Cela découle directement de la proposition [1.2.26 |

2.1.3 1déal et filtre

Une algébre de Boole est en particulier un treillis borné. Les notions d’idéal et de filtre
ont donc un sens ici. Rappelons-en les définitions.

Définitions 2.1.24. Soit B une algebre de Boole. Un idéal de B est une partie [ de B
telle que

- 0el;

— 1V €l pourtousi,j€l;

— pour tous a € B,i € [ telsque a <i,onaac .
Un filtre de B est une partie [’ de B telle que

- 1leF;

— fANg€ F pour tous f,g € F;

— pourtousa € B, f € Ftelsquea > f,onaa€ F.

Un idéal propre de B est un idéal différent de B. Notons que c¢a revient & demander que
1 ne soit pas un élément de I'idéal. Un filtre propre de B est un filtre différent de B. On
peut également dire de facon équivalente qu’il s’agit d’un filtre qui ne contient pas 0.

Un idéal maximal de B est un idéal propre maximal pour 'inclusion. Un filtre maximal,
ou ultrafiltre, est un filtre propre maximal pour linclusion. On note Spec(B) I'ensemble
des idéaux maximaux de B et Ult(B) 'ensemble des ultrafiltres de B.

Proposition 2.1.25. Soient B une algebre de Boole et I un idéal propre de B. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

1. I est mazimal;
2. a,b¢ I =aNb¢ ]l pourtousa,be B (B\I est fermé pour N\-fini);
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3. pour tout a € B, onaa €l oud € 1.

Démonstration.

1 = 2 : Supposons quil existe a,b € B tels que a,b ¢ I et a Ab € I. Comme [
est maximal, on a (IU{a}) = B = (IU{b})". En particulier, on a 1 € (IU{a})’
et 1 € (IU{b})¥. Vu la caractérisation des idéaux engendrés par un ensemble (proposi-
tion [1.2.61), il existe i € I tel que 1 <iVa, l.e. 1 =iV a. De méme, il existe j € I tel que
1 =4Vb. On en tire que

I1=1A1=(GVa)A(GV)=3GEAN)V(EANL)V(aANj)V(aAD)

et comme [ est un idéal, il est décroissant et vu qu’on a supposé a A b € I, on obtient
finalement 1 € I, d’olt une contradiction.

2 = 3 : Supposons qu’il existe un élément a € B tel que a ¢ [ et @’ ¢ I. Alors par
hypothése, ona a Aa’ ¢ I. Or,onaaAa =0, donc 0 ¢ I, ce qui est absurde puisque [
est un idéal d’algebre de Boole et contient donc 0 par définition.

3 = 1: Supposons que I n’est pas maximal. Alors il existe un idéal maximal .J contenant
I de maniére stricte. Soit 7 € J\I. Alors j ¢ I donc par hypothése, 7/ € I. Donc 7' € J.
On en tire que 1 = j V 5’ € J, ce qui est impossible puisque J est un idéal maximal, donc
propre. ]

Comme d’habitude, on a la proposition version filtres.

Proposition 2.1.26. Soient B une algébre de Boole et F' un filtre propre de B. Les as-
sertions suivantes sont équivalentes :

1. F est un ultrafiltre ;

2. a,b¢ F=aVbé¢[F pourtous a,b € B (B\F est fermé pour V-fini) ;

3. pour tout a € B, onaa € F oud € F.

Proposition 2.1.27. Soient B une algébre de Boole et I un idéal propre de B. Alors 1
est premier si, et seulement si, I est maximal.

Démonstration. 1l suffit de combiner les propositions [1.2.70| et [2.1.25] |

Bien siir, dans les filtres on a :

Proposition 2.1.28. Soient B une algébre de Boole et F un filtre propre de B. Alors F
est premier si, et seulement si, F est un ultrafiltre.

Dans une algébre de Boole, on peut donc indifféremment parler d’idéal propre premier
ou d’idéal maximal et de filtre propre premier ou d’ultrafiltre, ce qui n’était pas le cas dans
les treillis, comme le montre I'exemple [1.2.77]

On peut faire un lien entre algébre de Boole et anneau commutatif, puisque toute al-
gébre de Boole est un anneau commutatif particulier. Le lecteur intéressé peut consulter
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lannexe [Bl Tout théoréme vrai dans les anneaux commutatifs est donc vrai dans les al-
geébres de Boole, pour autant que 'on transpose les notions utilisées. Nous savons qu’un
idéal dans une algeébre de Boole B est un idéal « classique » dans les anneaux. Nous énon-
cons ici sans démonstration le théoréme de Krull qui nous sera utile par la suite. Il s’agit
en réalité d'un théoréme que nous avons démontré dans les sup.demi-treillis bornés (voir
proposition [1.2.75). On savait donc déja le résultat vrai dans les algeébres de Boole. Le
théoréme de Krull montre qu’il est valable dans tout anneau commutatif. Ce résultat sera
utilisé dans la dualité de Stone a la prochaine section de ce chapitre.

Théoréme 2.1.29 (Théoréme de Krull (AC)). Soit A un anneau commutatif et I un idéal
propre de A. Alors il existe un idéal mazximal de A contenant 1.

Corollaire 2.1.30 (AC). Soient A un anneau commutatif et a € A tel que a # 1. Alors il
existe un idéal mazimal de A contenant a.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréme de Krull a I'idéal engendré par a. |

Le théoréme suivant n’est en réalité que le théoréme de Stone [1.2.72 formulé dans les
algébres de Boole. Bien que ce soit une redite, nous jugeons utile de ’énoncer sous cette
forme plus pratique pour la suite de notre travail.

Théoréme 2.1.31 (Théoréme de Stone pour les algébres de Boole (AC)). Soit B une
algeébre de Boole. Si I est un idéal et F' un filtre de B tels que I N F = (), alors il existe
un ultrafiltre P de B tel que F C P et PN 1 = (. De facon équivalente, il existe un idéal
mazimal Q de B tel que I CQ et QN EF = 0.

A présent, établissons un lien entre idéal, filtre et homomorphisme.

Proposition 2.1.32. Soient A et B deux algébres de Boole. Soient I un idéal de B et F
un filtre de B. Soit f : A — B un homomorphisme d’algebres de Boole. Alors f~' (I) est
un idéal de A et f=' (F) est un filtre de A.

Démonstration. Montrons que f~!(I) est un idéal. On a
~ f(0) =0 €& I car I est un idéal, donc 0 € f~(I);

~sid,j € f1(I),alors () € 1, f(j) € I, done f()V () € I. Or f(i)V 1(7) = F(iVJ),
donc f(ivyj) eI, donivyje f~1(I);
~siae€ A i€ f7Y(I) avec a < i, alors f(a) < f(i). Comme f(i) € I et I est un idéal,
ona f(a) € letaec f7H(I).
On peut donc conclure.
La partie concernant les filtres se démontre de la méme facon. |

Proposition 2.1.33. Soient A, B des algébres de Boole, f : A — B un homomorphisme
d’algebres de Boole, I un idéal propre de B et F un filtre propre de B. Alors f~'(I) est
un idéal propre de A et =1 (F) est un filtre propre de A.
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Démonstration. On sait déja que f~' (I) est un idéal. Supposons qu’il ne soit pas propre.
Alors 1 € f~1(I). Autrement dit, 1 = f(1) € I, ce qui est impossible puisque I est propre.
On procéde de méme pour les filtres. |

Proposition 2.1.34. Soient A, B des algébres de Boole, f : A — B un homomorphisme
d’algébres de Boole, I un idéal mazimal de B et F un ultrafiltre de B. Alors f~'(I) est un
idéal mazimal de A et f~1 (F) est un ullrafiltre de A.

Démonstration. On sait déja que f~!(I) est un idéal. Montrons qu’il est maximal. Soit
a € A et supposons que a ¢ f~(I). Alors f(a) ¢ I et comme [ est un idéal maximal, on
a (f(a))" € I (par la proposition [2.1.25). De (f(a))’ = f ('), on tire que a’ € f~'(I) et on
utilise & nouveau la proposition pour conclure.

Quant & la partie concernant F', elle se démontre de facon similaire. |

Remarque 2.1.35. L’image directe d’un idéal (resp. d’un filtre) par un homomorphisme
d’algébres de Boole n’est pas nécessairement un idéal (resp. un filtre). En effet, considérons
les algebres de Boole de 'ensemble des diviseurs de 6 (noté D(6)) ordonné par la relation
de divisibilité et 'ensemble des diviseurs de 30 (noté D(30)) ordonné de la méme maniére,
représentés ci-dessous.

D(30) 30
D) 6
6 15
<> B3
1
1

Soit f l’application de D(6) dans D(30) définie par

f(1) =1, f(2) =2, f(3)=15 et f(6) = 30.
Vérifions tout d’abord qu’il s’agit d’un homomorphisme d’algébres de Boole. On a
- fAv2)=2=1Vv2=f1)Vf(2); ~ JBV6)=30=f(3)Vf(6);
fAv3)=15=f(1) Vv f(3); — fA) =f(6)=30=1"=(f(1))";
*f(1V6)—30— f) v f(6); - f(@2)=fB3)=15=2"=(f(2))";
S fRVE) =30 =2VI5= fQ)V(3); - F(3) = F2)=2=15 = (f(3));
~ f(2V6) =30=f(2)V f(6); — J(6) = f(1) =1=30"=(f(6))"
Il est clair que {2,6} est un filtre de D(6) mais que f ({2,6}) = {2,30} n’est pas un filtre
de D(30). De plus, {1,3} est un idéal de D(6), mais f ({1,3}) = {1, 15} n’est pas un idéal

de D(30).

La proposition suivante sera utile dans le chapitre 3] En effet, elle nous servira a dé-
montrer une propriété des clans.
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Proposition 2.1.36 (AC). Soit B une algébre de Boole et soit E une partie de B telle
que

_ 0¢E;
- staVbeFE, alorsac E oube E pour tous a,b € B;
—sie€ Eetbe B avece <b, alorsb € F.

Alors pour tout e € E, il existe un ultrafiltre P de B tel que e € P C E.

Démonstration. Soit e € E. Montrons tout d’abord qu’il existe un sous-ensemble P de E
contenant e et maximal pour

Ti,...,. Ln € P=>x1N... N2, € F,
ou n € N. Posons
2 ={QCFE|lecQetzy,...,z,€Q=m1AN... N0, € E(neN)}.

Prouvons que 2 vérifie les hypothéses du lemme de Zorn :
2 est non vide :

Il est clair que {e} est un élément de 2.
2 est inductif :

Soit ¢ une chaine de 2. On cherche L € 2 tel que L O C pour tout C € €. Si € est

vide, alors {e} majore €. Si € est non vide, posons L := [J C. On a alors
cee

— L D C pour tout C' € € par construction ;

— L€ 2 care € Lvuquee € CVC € €. De plus, si z1,...,2, € L (n € N),
alors il existe C1,...,C, € € tels que x; € C4,...,x, € C,. Vu que ¥ est une
chaine, il existe i € {1,...,n} tel que C; C C;, pour tout ¢ € {1,...,n}. On a donc
1y, 2, €Cyy € 2, doncxy A... Az, € E.

Donc toute chaine est majorée. Par le lemme de Zorn, 2 admet un élément maximal, que
I’on notera P. Il est clair que e € P et P C E. Montrons que P est un ultrafiltre de B. On
a

— e € P donc P est non vide;

—sia,b € P, alors a ANb € P. En effet, soient xq,...,z, € P (n € N). Alors comme
Pe2 onaaNbAxyN...Nx, € E.SiaAb¢ P,alors Q :=PU{aANb} € 2et
P C @, ce qui contredit la maximalité de P. Donc a Ab € P;

—sia € P,be B avec a<b,alors b € P. En effet, pour tous zy,...,z, € P (n € N),
comme P € 2, onaaANzyAN... Nz, € E. De plus, comme a < b et a € I, les
hypothéses sur E indiquent que b € E. Supposons que b ¢ P. Alors Q) := PU{b} € 2,
car pour tous zi,...,x, € P (n € N), on a

bANxyN...Nzp, > aNT1AN... N2, € F,

donc bAzy A ... Nz, € E. De plus, P C @, ce qui contredit la maximalité de P.
Donc b € P.
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Cela montre que P est un filtre. Il nous reste a prouver qu’il s’agit d’un ultrafiltre.Montrons
que pour tout b € B, on a b € P ou b € P. Procédons par I'absurde et supposons qu’il
existe b € Btelqueb ¢ Petd ¢ P. Alors il existe y € P tel que yAb ¢ E. En effet, si pour
tout y € PonayAbe E, alors y Ab<bdonc b e E. De plus, si on pose @ := P U{b},
ona@ e 2et PC Q,cequi contredit la maximalité de P. En outre, il existe z € P tel
que z A b ¢ E, sinon pour tout z € P, on a z Al € E et comme z AV <V, on trouve
b € E et en posant R:= PU{b'},ona R € 2 et P C R, dou une contradiction. Comme
y,z€ Pet P€ 2, 0onayAze E. En utilisant les hypothéses, on déduit de y Ab ¢ E et
2NV ¢ EqueyNzAbgd EetyANzAb & E. Or, on a

(YANZAD)V (yANzAY)=yANz€E,

doncyANzAbe FEouyAzAb € E, dou une contradiction. On peut alors conclure via la
proposition [2.1.26] comme P est trivialement propre puisque P C E et 0 ¢ E. |

2.2 Espace de Boole et dualité de Stone

Dans cette section, nous établissons la dualité de Stone, avant de calculer le dual d’un
multiopérateur. Nous avons choisi la version de la dualité avec les ultrafiltres. A partir
d’ici, sauf mention explicite du contraire, nous supposerons toujours que nos algébres de
Boole contiennent au moins deux éléments, 1’algébre de Boole triviale n’admettant pas
d’ultrafiltre (puisqu’elle ne contient aucun filtre propre). Notons que cette dualité peut
également s’établir a 'aide des idéaux maximaux. Le lecteur préférant cette version peut
consulter [14].

2.2.1 Espace dual d’une algébre de Boole

La dualité de Stone est une dualité de catégories. Nous n’utilisons ici que des notions
rudimentaires de théorie des catégories : catégorie, foncteur contravariant, catégories dua-
lement équivalentes. Ces concepts sont définis dans 'annexe [C]

Définition 2.2.1. Un espace topologique est un espace de Boole s’il est séparé, compact
et s’il admet une base d’ouverts fermés.

Définition 2.2.2. Soit B une algébre de Boole. On définit 'application rg comme suit :
rg:B— Z(Ult(B)):b—{P e Ult(B)| P>b}.
Proposition 2.2.3. Soient B une algébre de Boole et a,b € B. On a
- rg(a)Urg(b) =rglaVb);
rp(a) Nrp(b) =rp(aAb);
(

—TB CL/) XB\’I“B( ),’
’/’B(O> (Z),
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- ’/’B<1> = XB.

Autrement dit, Uapplication rg est un homomorphisme d’algébres de Boole.

Démonstration. Soit P € Ult(B). Alors
Pergla)nNrgb)<acPetbe P& anbe Ps Pergland),
en se rappelant qu’un filtre est croissant et stable pour A-fini. De plus,
Pergld)esdePsa¢ Ps Pé¢rgla) e Pe Xg\rp(a),

en appliquant la proposition [2.1.26, On conclut grace a la proposition [2.1.19] |

Définition 2.2.4. Soit B une algébre de Boole. On définit I’espace topologique X (associé
a B) comme l’ensemble des ultrafiltres de B et dont une base de la topologie est

{rp(b) | b € B}.
On dit que Xp est 'espace dual de B.

Notons que par la proposition 2.2.3] on voit que si B est une algébre de Boole,
{rg(b) | b € B}

est une base d’ouverts fermés de Xp. En effet, si b € B, on a Xg\rp(b) = rp (V') et donc
rp(b) est un fermé.

Proposition 2.2.5. Soit B une algébre de Boole. L’espace topologique X est compact.

Démonstration. Soit
{re(b) | be I}

un recouvrement de Xp par des ouverts de base (avec I C B une collection d’indices).
Supposons que pour tout ensemble fini J C I, on a V.J # 1. Posons M = <I>j§l. Alors
M Z 1 car sinon, il existe by,...,b, € I (n € N) tels que 1 < b; V...V b, ce qui contredit
notre supposition. Donc M est un idéal propre et par la proposition [I.2.75] il existe un
idéal maximal P qui contient M, donc I. Vu les propositions [1.2.70] [2.1.27| et [2.1.28] B\ P
est un ultrafiltre. De plus, (B\P) NI = (). Donc pour tout b € I, B\ P ¢ r(b), d’ou une
contradiction puisque B\ P € Xp et que les ouverts r5(b) (b € I) recouvrent Xp. Donc il
existe J C [ fini avec VJ = 1. Montrons que

{r(b) [be J}

est un recouvrement (fini) de Xp. De VJ = 1, on tire que pour tout @ € Xp, ona VJ € Q.
Pour tout ) € Xp, il existe donc b € J tel que b € @), vu la proposition [2.1.26, Autrement
dit, si Q € Xp, il existe b € J avec @) € rg(b), d’oi la conclusion. |

Proposition 2.2.6. Soit B une algebre de Boole. L’espace topologique Xpg est séparé.
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Démonstration. Soient P,Q € Xp tels que P # Q. Alors il existe a € B avec a € P\ Q.
Par la proposition [2.1.26, on voit que a’ € ). Donc P € rp(a) et @ € rg(a’). On conclut
en remarquant que rg(a) Nrg (a’) = rp(0) = 0. |

Proposition 2.2.7. Soit B une algébre de Boole. L’espace topologique Xp est un espace
de Boole.

Démonstration. Cela découle des propositions précédentes. |

Proposition 2.2.8. Soit X un espace de Boole. L’ensemble of(X) des ouverts fermés de
X, ordonné par inclusion, est une algébre de Boole.

Démonstration. 1l est évident que pour tous O,U € of(X), on a
OovU=0UU, ONU=0nU et -0 = X\O.

Les lois de Morgan dans les ensembles montrent la distributivité. Enfin, le treillis distributif
complémenté of(X) est borné par () et X. Il s’agit donc d’une algébre de Boole. |

Introduisons les catégories que nous allons employer.

Définition 2.2.9. La catégorie des algébres de Boole, notée AB, est la catégorie dont
les objets sont les algébres de Boole et les fléches sont les homomorphismes d’algébres de
Boole.

Remarque 2.2.10. Il s’agit bien d’une catégorie. En effet, il suffit de considérer la loi
de composition classique entre les homomorphismes et la fléche identité est donnée par
I'identité habituelle.

Définition 2.2.11. La catégorie des espaces de Boole, notée EB, est la catégorie dont les
objets sont les espaces de Boole et les fléches sont les applications continues entre espaces
de Boole.

Remarque 2.2.12. On est bien en présence d’une catégorie : il suffit de considérer la loi
de composition usuelle entre applications continues et la fonction identité comme neutre.

Pour I'équivalence duale, nous avons besoin de deux foncteurs contravariants entre nos
catégories.

Proposition 2.2.13. L’application Ult qui a une algebre de Boole B associe ’espace topo-
logique Uli(B) (= Xg) et qui & un homomorphisme f : A — B d’algébres de Boole associe
Ult(f) = f1, est un foncteur contravariant de la catégorie AB dans la catégorie EB.

Démonstration. Soit B une algébre de Boole. Alors Ult(B) est un espace de Boole par ce
qui précéde. Soient A une deuxiéme algébre de Boole et f : A — B un homomorphisme
d’algébres de Boole. Prouvons tout d’abord que Ult(f) est une fleche de EB, i.e. une
application continue.
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On a Ult(f) : Ult(B) — Ult(A) :

Soit P € Ult(B) et montrons que f~!(P) € Ult(A). Cela découle directement de la propo-
sition 2.1.34]

L’application Ult(f) est continue :

Soit a € A. Il suffit de montrer que

(ULe(f) " (rala)) =& (f(a).

On a
(UI(f) ™" (rala)) = {P € Ul(B) | (Ult(f)) (P) € ra(a)}
= {P € Ult(B) | (Ult(f)) (P) 3 a}
={PeUlt(B)| P> f(a)}
=rp(f(a)).

Il nous reste & montrer deux propriétés pour que Ult soit un foncteur contravariant.
Comportement vis-a-vis de I'identité :

Soit B une algébre de Boole. Alors la fonction Ult (idg) est donnée par
(idg) ™" : Ult(B) — Ult(B).

On en tire que Ult (idg) = idui(s).

Comportement vis-a-vis de la composition :

Soient A, B, C trois algébres de Boole et soient f : A — B, g : B — C des homomorphismes
d’algébres de Boole. Alors

Ult(go f) = (go f)" = fog ' =Ult(f) o Ult(g).
D’ou la conclusion. [ |

Proposition 2.2.14. L’application of qui & un espace de Boole X associe l’algebre de Boole
of(X) et qui & une application continue o : X — Y entre deuz espaces de Boole associe
of(0) = 0™! est un foncteur contravariant de la catégorie EB dans la catégorie AB.

Démonstration. Soit X un espace de Boole. La proposition montre que of(X) est une
algébre de Boole. Soient Y un deuxiéme espace de Boole et p : X — Y une application
continue. Montrons que of(p) est une fleche de AB, i.e. un homomorphisme d’algébres de
Boole.

On a of(p) : of(Y) — of(X) :
Soit O € of(Y) et montrons que o '(0) € of(X). L’application ¢ étant continue, c’est
évident.

L’application of(g) est un homomorphisme d’algébres de Boole :
Soient O, U € of(Y). On a
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— (of(0)) (OVU) = (of(9)) (OUU) = o1 (OUU) = 07 1O) U o7 }(U). On en tire que
(0f(0)) (OVU) = 07(0) V 0~ (U) = (of(0)) (0) V (of(0)) (U);

- of(0) (-0) = of(e) (Y\O) = ¢7! (Y\O) = X\ ¢7(0) = X\of(0)(0) = = (of(0)) (0),

ce qui suffit, vu la proposition [2.1.19
Comportement vis-a-vis de l'identité :

Soit X un espace de Boole. Alors la fonction of(idx) est donnée par
(idx) ™" : of(X) — of(X).

On en tire que of (idx) = idgsx)-

Comportement vis-a-vis de la composition :

Soient X, Y, Z trois espaces de Booleet op: X =Y, 0:Y — Z des applications continues.
Alors
of(cop)=(c0p) ' =0 oot =of(p) oof(0).

D’ou la conclusion. [ |

Afin d’obtenir une équivalence duale, il nous reste & prouver les isomorphismes avec les
biduaux et montrer que les diagrammes correspondants sont commutatifs.

Proposition 2.2.15 (AC). Soit B une algébre de Boole. Alors Uapplication
rg: B — Of(XB)Zbl—}TB(b)
est un isomorphisme d’algebres de Boole.

Démonstration. Vu la proposition 2.1.23] il suffit de montrer que rp est un isomorphisme
d’ordres. Dés lors, on doit prouver que pour tous a,b € B, on a a < b si, et seulement si,
rg(a) < rg(b) (i.e. rg(a) C rp(b)) et que rp est surjectif.

Soient a,b € B. Supposons avoir a < b. Il est clair que tout ultrafiltre contenant a contient
b, vu la définition d’un ultrafiltre. Donc rg(a) C rg(b).

Réciproquement, si rg(a) C rg(b). Supposons que a £ b. Alors @’ V b # 1 par la proposi-
tion On en tire qu’il existe un idéal maximal I contenant a’ V b (cf. corollaire du
théoréme de Krull 2.1.30). Donc l'ultrafiltre B\ I ne contient pas a’ V b. On en tire que
a' ¢ B\I, d’on a € B\I. De plus, b ¢ B\I. Finalement, on a B\I € rg(a)\rz(b), d’ot une
contradiction. Donc a < b.

Il nous reste & montrer que rpg est surjectif. Soit O un ouvert fermé de Xg. Comme c’est

un ouvert, il existe C' C B tel que O = |J rp(c). De plus, comme O est un fermé dans le
ceC
compact Xp, ¢’est un compact. Il existe alors n € N et ¢q,...,¢, € C tels que

O=rp(c1)U...Urg(c,) =rp(c1V...Vec,).

Donc rg est surjectif. Finalement, rg est un isomorphisme d’algébres de Boole. ]
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Proposition 2.2.16. Soient B et C' deux algébres de Boole et f : A — B un homomor-
phisme d’algébres de Boole. Le diagramme suivant est commutatif.

A —— ofo Ult(A)

fl lOfo v(f)

B —2 ofo Ul(B)
Démonstration. Soit a € A. On doit montrer que

rp (f(a)) = of o Ult(f) (ra(a)).

On a rg(f(a)) = {P € Ult(B) | P 3 f(a)} et of o Ult(f) (ra(a)) = (f*)"" (ra(a)) si on
pose f*:=Ult(f). On en tire que
of o Ult(f) (ra(a)) = (f*)" (ra(a))
={P e Ult(B) | f*(P) € ra(a)}
={P e Ult(B)| f*(P) 3 a}
—{PeUl(B)| P> fla)},
ce qui permet de conclure. |

Proposition 2.2.17. Soit X un espace de Boole. Alors l'application
x: X = Ult(of(X)) :x—ex(z) ={0 € of(X) | O > z}
est un isomorphisme d’espaces de Boole, i.e. une bijection continue.

Démonstration. Montrons tout d’abord que ex est a valeurs dans Ult(of(X)). Soit = € X.
Nous devons prouver que ex(z) est un ultrafiltre de of(X). On a X € ex(z). Ensuite,
soient O € ex(x) et U € of(X) tels que O C U. Alors ¢z € O C U, donc U € ex(x).
Donc ex(z) est croissant. Soient O, Oy € ex(x). Alors z € Oy, 2 € Oy donc z € O1 N Os.
Autrement dit, O; N Oy € ex(x). On en tire que ex(x) est fermé pour A-fini. Il s’agit donc
d’un filtre. De plus, ¢’est un filtre propre car ) ¢ ex(z). Enfin, pour tout V € of(X), on
areVoure X\V, ie VeEex(x)ouX\V € ex(x), ce qui suffit pour montrer qu’il
s’agit d’un ultrafiltre (cf. proposition [2.1.26).

Prouvons a présent que ey est injectif. Soient x,y € X tels que ex(x) = ex(y). Supposons
que z # y. Comme un espace de Boole est séparé et admet une base d’ouverts fermés (par
définition), il existe O € of(X) tel que O > z et O Z y. On a alors O € ex(x)\ex(y). On
en tire une contradiction.

L’application ex : X — Ult(of(X)) est surjective. En effet, soit P un ultrafiltre de of(X).

Montrons tout d’abord que [ O # (. Supposons que cette intersection est vide. Alors
OeP
comme O est fermé pour tout O € P et vu que X est compact, il existe n € N et

O1,...,0, € U tels que O;N...N0O,, = 0. Comme P est un ultrafiltre, il est fermé par
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intersections finies. On en tire que () € P, donc P n’est pas propre, ce qui est absurde
puisque P est un ultrafiltre dans une algébre de Boole. On sait donc que

(O +#0.

ocP

Soit € () O et montrons que ex(z) = P. Comme ex(z) et P sont deux ultrafiltres, il
oeP
suffit de prouver que ex(z) 2 P. Soit Oy € P.Onaz € () O C Oy, donc Oy € ex(z).
OeP
Enfin 'application ey est continue, car pour tout O € of(X), on a

(ex)”" (rotx)(0)) = {z € X | ex(z) € rosx)(0) }
={z € X |ex(z) >0}
={zreX|0>zx}
= 0.

Proposition 2.2.18. Soient X et Y deux espaces de Boole et o : X — 'Y une application
continue. Le diagramme suivant est commutatif.

X = Ulto of(X)

Ql lUltoof(y)

Y -2 Ulto of(Y)
Démonstration. Soit z € X. On doit montrer que

ey (o(z)) = Ult o of(0) (ex(x))

On a ey (o(x)) = {0 € of(Y) | O 3 o(x)} et Ult o of(p) (ex(x)) = (¢0*) " (ex(x)) si on pose
0" :=of(p). On en tire que

Ult 0 of(0) (ex()) = (¢*) " (ex())
={0 € of(Y) | 07(0) € ex(2)}
={0 €of(Y) | ¢°(0) 5 z}
={0 €of(Y) [ O3 o(x)},
ce qui permet de conclure. |

Toutes ces propositions ménent a I’équivalence duale.

Théoréme 2.2.19 (AC). Les foncteurs contravariants Ult et of établissent une équivalence
duale entre la catégorie AB et la catégorie EB.
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Concluons cette section par une derniére proposition. Il s’agit d’une caractérisation des
algébres de Boole complétes qui nécessite le passage a ’espace dual.

Proposition 2.2.20. Soient B une algébre de Boole et X son espace dual. Soient I une
famille d’indices et {O; | i € I} une famille d’ouverts fermés de X. Posons U = J O;.
iel
Alors \| O; existe si, et seulement si, U~ est un ouvert. Dans ce cas, \] O; = U~.
iel iel
Démonstration. Si O := \/ O; existe, alors O € of(X). De plus, O; € O Vi € I, donc
iel

U C O. Comme O est fermé, on a U~ C O. Vu que O est également ouvert et comme
un ouvert moins un fermé est un ouvert, O\ U~ est ouvert. Si cet ouvert est non vide, il
contient un ouvert fermé V' non vide (puisque X est un espace de Boole et admet donc une
base d’ouverts fermés). On en tire que O\V est un ouvert fermé (vu qu’un fermé moins un
ouvert est un fermé) inclus strictement dans O tel que O; C O\V Vi € I. Ceci contredit la
définition de O, qui est le supremum des O; (i € I). On en tire que U~ = O et donc U~
est un ouvert.

Réciproquement, si U™ est ouvert, il s’agit évidemment d’un ouvert fermé contenant O;
pour tout ¢ € I. Si O est un ouvert fermé contenant O; Vi € I, alors U C O et vu que
O est fermé, on a U~ C O. On en tire que U~ est le supremum des O; (i € I) dans
of(X) ~ B. |

2.2.2 Espace dual d’une algébre multimodale

Dans le chapitre [3] nous définissons une relation de contact sur les algébres de Boole.
On peut montrer que cette relation est un multiopérateur. Il est donc pertinent de regarder
ce que devient le contact lorsqu’on passe a I'espace dual de ’algébre de Boole. C’est le but
de cette partie du travail.

Deéfinition 2.2.21. Soient L, M deux treillis bornés. Un multiopérateur p : L —-» M est
une fonction (aussi notée p) de L dans le treillis (Ft(M))° des filtres de M avec Pinclusion
inverse, telle que

~ plaV y) = p(x) V ply) pour tous 7,y € L;

- p(0) =0.
Remarquons que puisqu’on utilise I'inclusion inverse, en réalité, on a p(z Vy) = p(z) N p(y)
(x,y € L) et p(0) = M.

Définition 2.2.22. Soit B une algebre de Boole et p : B -+ B un multiopérateur. Alors
(B, p) est une algébre multimodale.

Définition 2.2.23. Soit X un espace de Boole et R une relation binaire incluse dans X?
fermée pour la topologie produit. Alors (X, R) est un espace multimodal.
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Notations. Si (X, R) est un espace multimodal, on pose
R(z,—) :={y € X | zRy} et R(—x):={yecX|[yRa}
pour tout x € X. De plus, si Y C X, on pose
RY,—)={reX|JyeY : :yRa} et R(—=Y)={ze X |JyeY zRy}.

Définition 2.2.24. Soient (B,p) une algébre multimodale et X D'espace dual de B. On
définit la relation R, sur X comme suit :

PR,Q & Va,be B,(P2>aetbep(a)) =Q >0

pour tous P, Q € X (= Ult(B)).

Proposition 2.2.25. Soient (B, p) une algébre multimodale et X 'espace dual de B. Alors
Vespace (X, R,) est un espace multimodal.

Démonstration. 11 suffit de prouver que R, est fermé dans X?, ¢’est-a-dire que son com-
plémentaire est ouvert. Soient P, Q) € X tels que (P,Q) ¢ R,. Alors il existe a,b € B tels
que a € P, b € p(a) et b ¢ Q. On en tire que P € rp(a) et Q@ € X\rg(b) = rp (V).
Donc (P,Q) € rg(a) x rg (V). On a donc trouvé un voisinage de (P, Q). Montrons qu’il
est disjoint de R,. Soit (S,T) € rg(a) x rg(V'). Alorsa € Set b ¢ T. Or, b € p(a), donc
(S,T) ¢ R,. On en tire que le complémentaire de R, est un voisinage de chacun de ses
points, ce qui permet de conclure. |

Définition 2.2.26. Soient (X, R) un espace multimodal et B ’algébre de Boole duale de
X. On définit I'opérateur pr comme suit, :

U € pr(0) & R(O,~) C U
pour tous O,U € B = of(X).

Proposition 2.2.27. Soient (X, R) un espace multimodal et B ’algébre de Boole duale de
X. Alors lalgébre (B, pg) est une algebre multimodale.

Démonstration. Montrons que pgr : B - B est un multiopérateur.
On a pr : B — (Ft(B)) :
Soit O € B = of(X). Alors pr(O) est un filtre de B car
- X €pr(0);
— si Uy, Uy € pr(0), alors R(O,—) C Uy, Us, donc R(O,—) C U; NUs,. On en tire que
UyNU, € pr(O);
—siU € pr(O) et Ve Btelsque V2 U, alors R(O,—) CU CV donc V € pgr(O).
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Comportement vis-a-vis du supremum :
Soient O, U € B. On doit montrer que pr (O UU) = pr(O) N pr(U). Soit V € B. On a

Vepr(OUU) & ROUU,~) CV
o R(O,-)C Vet RU,~)CV
& V e pr(O)Npr(U).

Comportement vis-a-vis du 0O :
On doit montrer que pr(l) = B. Soit O € B. On a

O € pr(0) = R(0,-) €O
& Vy € X (3 € 0 tel que xRy =y € O).
Or, pour tout y € X, la phrase « 3z € () tel que xRy » est toujours fausse. Donc la phrase
«Vy € X (Fz €0 tel que zRy = y € O) » est toujours vraie. On en tire que pour tout

O € B, on a O € pr(0).
On peut donc conclure. |

La proposition suivante est un fait général concernant les multiopérateurs qui nous sera
utile pour prouver I’équivalence duale.

Proposition 2.2.28 (AC). Soient (B, p) une algébre multimodale et (X, R,) I’espace mul-
timodal associé. Soit b € B. On a

Ry, (r(b),—) = ﬂ rg(a).
a€p(b)
Démonstration. Remarquons tout d’abord que
() re(a) = {P € Ul(B) | P 2 p(b)}.
a€p(b)

Procédons par double inclusion. Soit P € R, (rp(b), —). Alors il existe @ € r5(b) tel que
QR,P. Autrement dit, pour tous ¢,d € B, si ¢c € Q et d € p(c), alors d € P. Or, b € Q.
On en tire que p(b) C P, donc

Il nous reste & prouver que

R, (rp(b), —) 2 ﬂ rp(a).
aep(b)
Soit P € Ult(B) tel que P ¢ R, (rg(b),—). Alors pour tout @ € rg(b), on a QR,P. Donc
pour tout @ € r(b), il existe ag € Q, bg € p(ag) tels que bg ¢ P. Cela revient a dire que

61



2.2 Espace de Boole et dualité de Stone

pour tout ) € rp(b), il existe ag € Q, bg € p (ag) tels que by € B\ P. Notons que par les
propositions 2.1.27 et |1.2.71] B\ P est un idéal maximal. Posons

P :={rplag) | Qers®)}= |J rslag).

Qerp(b)

Comme @ > ag pour tout Q) € rz(b), on voit que Q) € rp (ag) et on en tire que & est un
recouvrement ouvert de rg(b). L’ensemble rg(b) étant fermé dans 'espace topologique X
qui est compact, il s’agit d’'un compact. Il existe donc Qq,...,Q, € rg(b) (n € N) tels que

TB(b)QT’B(CLQl)U...UTB(CLQn)ZT’B(CLQl\/...\/aQn),

en appliquant la proposition L’application rp étant un isomorphisme d’algébres de
Boole (cf. proposition [2.2.15), il s’agit en particulier d’un isomorphisme d’ordres (voir
proposition [2.1.23). On en tire que b < ag, V...V aq,. Posons a :==ag, V... Vag,. On a

pla) =plag, V... Vaq,) =plag,)N...Nplag,)

par définition d’'un multiopérateur. De plus, si on pose 5 :=bg, V...V bg,, on a 8 > by,
pour tout i < n, by, € p(ag,) pour tout i < n et puisque p (ag,) est un filtre pour tout
i < n, c’est une partie croissante, d’ott 8 € p(ag,) pour tout ¢ < n et donc 5 € p(a).
Comme bg, € B\ P pour tout i <mn,ona f=bg, V...Vbg, € B\P, ce dernier étant un
idéal de B. De b < a, on tire que p(a) = p(a V b) = p(a) N p(b), Aot p(a) C p(b). Comme
B € pla),on a f € p(b). De plus, f € B\P, donc ¢ P. On en tire que P ¢ rg(f) et donc

P¢ () rg(a), ce qui permet de conclure. |
a€p(b)

Définissons les catégories avec lesquelles nous allons travailler.
Définition 2.2.29. La catégorie des algebres multimodales, notée AMM, est la catégorie

dont les objets sont les algébres multimodales et dont les fléches sont les homomorphismes
d’algébres de Boole f: (A,pa) — (B, pp) tels que

pa(f(a)) = (f (pa(a)))t

pour tout a € A.

Remarque 2.2.30. Il s’agit bien d’une catégorie : il suffit de considérer la loi de com-
position classique entre les homomorphismes et la fléche identité est donnée par 'identité
habituelle, puisqu'un filtre est une partie croissante. Montrons que la composée de deux
fleches est bien une fleche. Soient (A, pa), (B,ps), (C,pc) des algébres multimodales et
f:(A,pa) = (B,pg) et g : (B,pg) — (C,pc) des homomorphismes d’algébres de Boole
tels que pour tous a € A,b € B

pe(f(a)) = (f (pa(a))T et pclg(b)) = (9 (ps(b)))T .
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Fixons a dans A et montrons que ((go f) (pa(a))) T= pc ((go f) (a)). Remarquons tout

d’abord que
pc((go f)(a)) =pc(9(f(a)) = (g9 (ps(f(a))))T-

Sibe ((gof)(pala))) T, il existe ¢ € (go f)(pa(a)) tel que b > c. Dés lors, il existe
d € pa(a) tel que ¢ = g(f(d)). On en tire que b > g(f(d)), d’on

be (g (f (pa(@)))TC (9 ((f (pa(a)) 1)) 1= (g (p5(f(a))) T

Sia present b € po((go f)(a)) = (9(ps(f(a)))) 1, alors il existe ¢ € g (pp(f(a)) tel
que b > c. Dés lors, on peut trouver d € pg(f(a)) tel que g(d) = c. Or, comme on a

pe(f(a)) = (f (pa(a))) T, on voit qu’il existe e € f(pa(a)) tel que d > e. Comme g est
un homomorphisme d’algébres de Boole, c¢’est un homomorphisme d’ordres (cf. proposi-

tion [2.1.21)), donc g(e) < g(d) = c¢. On en tire que g(e) < b, d’out la conclusion.

Deéfinition 2.2.31. La catégorie des espaces multimodaux, notée EMM, est la catégorie
dont les objets sont les espaces multimodaux et les fléches sont les applications continues
entre espaces de Boole ¢ : (X, Rx) — (Y, Ry) telles que o (Rx(—,z)) = Ry (—, o(x)) pour
tout x € X.

Remarque 2.2.32. C’est bien une catégorie, puisqu’il suffit de considérer la loi de com-
position usuelle entre applications continues et la fonction identité comme neutre.

Montrons a présent que les foncteurs contravariants Ult et of de la section précédente
conviennent pour nos nouvelles catégories.

Proposition 2.2.33. L’application Ult qui & une algébre multimodale (B, pg) associe l'es-
pace multimodal (Ult(B), R,,) et qui & un homomorphisme f : A — B d’algébres de Boole
(avec (A,pa) et (B,pp) deuz algébres multimodales), tel que pp(f(a)) = (f (pa(a)))T pour
tout a € A, associe Ull(f) = f~1 est un foncteur contravariant de la catégorie AMM dans
la catégorie EM M.

Démonstration. Soit (B,pp) une algébre multimodale. La proposition montre que
(Ult(B), Rp,,) est un espace multimodal. Soient (A, p4) une deuxiéme algébre multimodale
et f: A — B un homomorphisme d’algébres de Boole tel que pg(f(a)) = (f (pa(a))) T
pour tout a € A. Par la proposition [2.2.13] on sait que Ult(f) : Ult(B) — Ult(A) est une
application continue. Il nous reste donc a prouver que

(UL6(f)) (Bps (= 9)) = Ry, (=, Ult(f)(y))

pour tout y € Ult(B). Soit y € Ult(B). Procédons par double inclusion. Soit = € Ult(B) tel
que zR,,y. Montrons que Ult(f)(z)R,,Ult(f)(y). On doit montrer que pour tous ¢, d € A,
si Ult(f)(z) 3 c et d € pa(c), alors Ult(f)(y) > d. On sait que pour tous a,b € B, on a

(x3aetbepala)) =y>b.
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Soient ¢,d € A. On a

Ult(f)(z) > cet d € pa(e) = f~(z) > cet f(d) € f (palc))

:>x9f(c) et f(d) € pr(f(c))
=y > f(d)
= Ult(f)(y) = f'(y) > d.

On en tire que (UI6(1)) (Ryy (—9)) € Ry, (= UI(F)(w).

Soit & présent z € Ult(A) tel que zR,, Ult(f)(y). A-t-on z € (Ult(f)) (Rp,(—,y)) ? Puisque
[ est continu et que R,, est fermé, on sait que (Ult(f)) (R,,(—,y)) est fermé. Montrons
donc que tout voisinage de z rencontre cet ensemble. Alors z sera dans son adhérence et
comme il s’agit d’un fermé, z sera dans I’ensemble lui-méme. Comme {r4(a) | a € A} est
une base d’ouverts fermés de Ult(A), il suffit de montrer que pour tout a € A tel que r4(a)
est un voisinage de z, on a r4(a) N (Ult(f)) (Rp,(—,y)) # 0. Soit a € A tel que ra(a) est
un voisinage de z. En appliquant la proposition on trouve

=y 2 (f (pala)))? (car y est un filtre)
=y 2 pa(fla)) (par hypothése).

On tire de la proposition [2.2.28| que si y O pp(f(a)), alors il existe z € Ult(B) tel que
3 f(a) et zR,,y. On a donc

2Ry, ULt(f)(y) = y 2 pu(f(a))
= dr € Ult(B) : > f(a), zR,,Y
= 3z € Ult(B) : Ult(f)(z) > a, 2R,y
= Jr € Ult(B) : Ult(f)(x) € rala) NULL(f) (Rpy(—,v)),
d’ou la conclusion. [ |

Proposition 2.2.34. L’application of qui & un espace multimodal (X, R) associe l’algébre
multimodale (of(X), pr) et qui & une application continue o : X — Y o0 (X, Rx) et (Y, Ry)
sont deux espaces multimodauz, telle que o (Rx(—,z)) = Ry (—,0(z)) pour tout x € X,
associe of(p) = 0~' est un foncteur contravariant de la catégorie EM M dans la catégorie
AMDM.

Démonstration. Soit (X, Rx) un espace multimodal. La proposition [2.2.27| montre que
(of(X),pry ) est une algébre multimodale. Soient (Y, Ry ) un deuxiéme espace multimodal
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et o : X — Y une application continue telle que o (Rx(—,z)) = Ry (—, o(x)) pour tout
x € X. Par la proposition [2.2.14] on sait que of(p) : of(Y) — of(X) est un homomorphisme
d’algébres de Boole. Il nous reste donc a prouver que

((of()) (Pry (0))) 1= pryx ((0f()) (O))

pour tout O € of(Y). Fixons O € of(Y). On a Ry (0~ '(0),—) = 0! (Ry(O, —)). En effet,
siy € Rx (071(0),—), il existe z € o7 '(O) tel que zRxy. On en tire que o(x)Ryo(y)
et puisque r € 0 1(0), on a o(x) € O et on voit que o(y) € Ry(O,—). On a donc
Rx (071(0), =) C 07! (Ry(O, —)). De plus, si y € o' (Ry (O, —)), alors il existe x € O tel
que xRy o(y). Par hypothése sur p, il existe z € X tel que x = p(z) et zRxy. On a donc
z € 07 1O) et donc y € Ry (07'(0), —). Montrons par double inclusion que

((of()) (Pry (0))) 1= pryx ((0f(0)) (O)).

Soit U € ((of(0)) (pr, (0))) 1. Alors il existe V' € (of(0)) (pr, (O)) tel que V C U. Comme
Pry (0f(0)(0)) est un ultrafiltre, il suffit de montrer que V' en est un élément, car dans ce
cas, U appartiendra également & cet ensemble. Montrons donc que

(of(0)) (Pry (0)) € pry ((0f(0)) (0)).

Soit W € pg, (O) et prouvons que (of(0)) (W) € pr, ((of(0)) (O)). Autrement dit, démon-
trons que Ry ((of(0)) (O),—) C (of(0)) (W). Par ce qui précéde, on a

Rx ((of()) (0), =) = Rx (¢7(0),—) = ¢~ (Ry (0, —)) = (of(0)) (Ry (O, —-)) .

Comme W € pg,.(O), on a Ry (O,—) C W. Donc

Rx ((of(0)) (0), =) = (of(e)) (By (0, —)) < (of(e)) (W).

Pour terminer, montrons que

Pry ((0f(0)) (0)) € ((of(0)) (Pry (0))) T -
Soit U € pgy ((0f(0)) (0)). Alors Ry ((of(p)) (0),—) C U, d'ou o' (Ry(O,-)) C U. On

en tire que

X\U C X\o ™" (Ry(0,-)) C o (Y\Ry(0,-)).

On a donc o(X\U) C Y\Ry (O, —),i.e. Ry(O,—) C Y\o(X\U). Comme Ry est une relation
fermée, on sait que Ry (O, —) est fermé. De plus, comme U est un ouvert fermé de X il en
est de méme pour X \U. Vu que X est un espace compact, 'ensemble X \U est compact.
Puisque p est continu, o(X\U) est fermé et son complémentaire (dans Y') est donc ouvert.
On a donc un fermé inclus dans un ouvert. L’espace Y étant un espace de Boole, pour tout
y; € Ry (O, —) (I famille d’indices), il existe W; € of(Y) tel que y; € W; C Y\ o(X\U).

On en tire que Ry (O, —) C |J W;. L’espace Y étant compact, il existe J C I fini tel que
il
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2.2 Espace de Boole et dualité de Stone

Ry (0,—) C |J W;. Toute union finie d’ouverts fermeés étant un ouvert fermé, on voit qu’il
jed

existe W € of(Y) tel que Ry (O, —) CW C Y \o(X\U). On en tire que W € pg,.(0). De

plus, on a

W CY\o(X\U) = o(X\U) CY\W
= X\U C o' (Y\W) C X\o (W)
= '(W)CU
= (of(0)) (W) C U.

Au final, on obtient U € ((of(0)) (pr, (O))) 1, d’ott la conclusion. |

Montrons enfin les isomorphismes avec les biduaux, ainsi que la commutativité des
diagrammes correspondants. Nous aurons ainsi établi 'équivalence duale recherchée entre
les catégories AMM et EMM.

Proposition 2.2.35 (AC). Toute algébre multimodale (B, p) est isomorphe ¢ son bidual

(Of( Ult(B>> 7pRp) .

Démonstration. Soit (B, p) une algébre multimodale. Gréace a la proposition [2.2.15] on sait
que la fonction rp est un isomorphisme d’algébres de Boole entre B et of (Ult(B)). Il nous
reste donc a prouver que pour tout b € B, on a

re (p(b)) = pr, (r5(b)) .-

Soit b € B. Procédons par double inclusion. Tout d’abord, soit a € p(b) et montrons que
rg(a) € pr, (ra(b)), i.e. que R, (rp(b), —) C rp(a). Soit P € R, (rg(b), —). Alors il existe
Q € rp(b) tel que QR,P. On a b € Q et a € p(b). Par définition de QR,P, on a a € P.
Donc P € rg(a). On en tire que

r (p(b)) C pr, (r(D)).

Soit a présent O € pg, (rp(b)). Comme 75 est un isomorphisme, il existe a € B tel que
O = rp(a) € pgr,(rg(b)). On a rg(a) € pg, (ra(b)), donc R,(rg(b),—) C rp(a). En
appliquant la proposition on trouve {P € Ult(B) | P 2 p(b)} C rp(a). Procédons
par I'absurde et supposons que a ¢ p(b). Comme p(b) est un filtre et que a | est un idéal
disjoint de p(b), par le théoréme de Stone il existe un idéal maximal ) tel que
alC Q et QNp(b) = 0. Vu que @ est un idéal maximal, B\ @ est un ultrafiltre. De plus,
on a p(b) C B\ Q. Par hypothése, on a B\Q € rg(a), i.e. a € B\Q. Or, a € a[C Q. On
en tire une contradiction. Finalement, a € p(b) et O = rg(a) € rp(p(b)). Ceci montre que

re (p(b)) 2 pr, (re(b)),

d’out 1a conclusion. [ |
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Proposition 2.2.36. Soient (A,pa) et (B,pg) deuz algébres multimodales et f : A — B
un homomorphisme d’algébres de Boole tel que (f (pa(a)))T= ps (f(a)) pour tout a € A.
Le diagramme suivant est commutatif :

(A,pa) —2 (ofo Ult(A),pRpA)

fl lofo Uli(f)

(B,ps) —— (of o Ult(B),pr,, )

Démonstration. Cela découle directement de la proposition[2.2.16|puisqu’il s’agit des mémes
fonctions que celles utilisées pour la dualité de Stone. ]

Proposition 2.2.37. Tout espace multimodal (X, R) est isomorphe a son bidual

(Ult(of( X)), Rpy) -

» “YPR

Démonstration. Soit (X, R) un espace multimodal. Grace & la proposition [2.2.17, on sait
que la fonction ex est une bijection continue entre X et Ult (of(X)). Il nous reste donc a
prouver que pour tous x,y € X, on a

rRy < ex(v)Rppex(y).
Soient z,y € X. On a ex(z)R,y,ex(y) si, et seulement si, pour tous O, U € of(X),
(ex(z) 20 et U € pr(0O)) =ex(y) > U.
Autrement dit, on a ex(z)R,,ex(y) si, et seulement si, pour tous O, U € of(X),
(x€eOet RO, —)CU)=yel.

Supposons que zRy. Soient O, U € of(X) tels que z € O et R(O,—) C U. Comme zRy,
onay € R(O,—)doncy e U. On en tire que ex(x)R,,ex(y).

Supposons a présent que €x () Rp,ex (y). Prouvons que (z,y) € R. Procédons par 'absurde
et supposons que (z,y) ¢ R. Comme R est fermé, son complémentaire est ouvert et il existe
donc deux ouverts fermés O, U € of(X) (de base, puisque X est un espace de Boole) tels que
(z,y) € OxU et OxUNR = (). Cette derniére affirmation peut se réécrire R(O, —) C X\U.
Comme z € O, 'hypothése nous dit que y € X \U. D’oul une contradiction. |

Proposition 2.2.38. Soient X et Y deux espaces de Boole et o : X — 'Y une application
continue. Le diagramme suivant est commutatif :

(X,Ryx) —— (Ulto of(X ),RpRX>

| [t

(v, Ry) =2 (Ulto of(Y), Ry, )
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Démonstration. Cela découle directement de la proposition[2.2.18|puisqu’il s’agit des mémes
fonctions que celles utilisées pour la dualité de Stone. |

Toutes ces propositions ménent & 1’équivalence duale :

Théoréme 2.2.39 (AC). Les foncteurs contravariants Ult et of établissent une équivalence
duale entre la catégorie AMM et la catégorie EM M.
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Chapitre 3

Algéebre de Boole de contact

Ce chapitre est consacré aux algébres de Boole de contact et de pré-contact. La premiére
partie a pour but de démontrer le théoréme de représentation établi par Ivo Diintsch et
Michael Winter dans article [9]. Dans la seconde section, nous établissons un théoréme
similaire dans les algébres de Boole de pré-contact.

3.1 Relation de contact symétrique

Afin d’établir le théoréme de représentation, les notions de clan et de cluster ont été
introduites. Aprés avoir donné quelques propriétés de ces concepts, nous donnons une
preuve du théoréme de représentation différente de celle établie dans [9].

3.1.1 Premiéres définitions

Commencons par définir une algébre de Boole de contact.

Définition 3.1.1. Une algébre de Boole de contact est une algeébre de Boole B munie d’'une
relation de disjonction L binaire telle que pour tous a, b, c,d € B,

1l:sia<bc>detb L c alorsa L d;
12:sialcaldblcetbld alorsaVblcVd;
13:01L1;
14:11L0;
15:siala,alorsa=0;
16:sia b alorsb L a;
L7: sia<b,alors il existe e € B tel que aLeet b L e.
Par souci de facilité, pour prouver qu'une algébre de Boole avec une certaine relation

est une algébre de Boole de contact, on privilégiera parfois le fait de ne pas étre disjoints,
c’est-a-dire étre en contact, ce que ’'on notera par €. Autrement dit, on pose € = £

69



3.1 Relation de contact symétrique

et on dit que % est une relation de contact. En contraposant les axiomes | 1,2,5 et 6
et en recopiant les axiomes | 3,4 et 7 en remplacant £ par € et L par %, on obtient
une nouvelle liste d’axiomes, qu’on numérote de €1 a €7. Pour vérifier qu'une algébre de
Boole munie d’une relation est une algébre de Boole de contact, on pourra indifféremment
vérifier les axiomes L ou %, qui sont un a un équivalents (i.e. L1 équivaut a €1, ..., L7
est équivalent & €7).

Voici la liste des axiomes écrits dans la version du contact : pour tous a,b,c,d € B,

€1:sia<bc>deta¥d, alorsb¥ c;

€2:siaVb¥cVd, alorsa%couadoubbcoub¥d;

€3: 04 1;

€4: 1€0;

€5 : sia+#0,alors a¥ a;

€6 : sia%b,alors b€ a;

€T : sia£b, alors il existe e € B tel que a€ e et b e.

On appellera indifferemment (B, L) ou (B, %) une algébre de Boole de contact sans confu-

sion possible, puisque connaitre % est équivalent & connaitre L.

Remarque 3.1.2. Soient B une algébre de Boole et 4 une relation binaire sur B vérifiant
les axiomes €1 & €5. Alors € vérifie 'axiome €7 si, et seulement si, pour tout a € B

a#1=3b#0:a¥b. (3.1)

En effet, si I'axiome €7 est vérifié, soit a € B avec a # 1. Alors 1 £ a et il existe
b€ B tel que 1€b et a€b. Au vu de Paxiome €4, on a b # 0. Supposons & présent
que la propriété est vérifice. Soient a,b € B tels que a £ b. Donc a' Vb # 1 (cf.
proposition [2.1.10)). Vu il existe ¢ € B avec ¢ # 0 et (a' V b) € c. Comme o’ < a' Vb,
c>cetd VbEce,onad®cvu L1etdeméme, b<da Vbdonc b€ ec Sia¥fc, alors
a lLcalcetvul2 onal=aVa LcvVe=c Commec<1l c>cetl L c en
appliquant 1 1, on voit que ¢ L ¢, donc ¢ = 0 par L5, d’ott une contradiction.

Exemples 3.1.3. Si X est un espace topologique faiblement régulier, I'algébre de Boole
RC(X) des fermés réguliers de X, muni de la relation @rc définie par

C%€re D si, et seulement si, CND#0D

pour tous C, D € RC(X), est une algébre de Boole de contact. Soient C, D, E, F' € RC(X).
Alors

€1 :siCCD,FCEetCCreF,alors0 A#CNFCDNE,donc DGrec E;
€2 :siCUD%re EUF, alors

D4A(CUD)N(EUF)=(CNE)U(CNF)U(DNE)U(DNF)
et on a donc forcément CNE #PouCNE#DouDNE#Pou DNF #(;

70



3.1 Relation de contact symétrique

€3 :0NX=0;

¢4 :XN0=0;

€5 :siC#0,alors CNC =C#0et CCreC;

€6 :siCCreD,alorss)0 £CND=DNC,dot DErcC;

€7 :siC # X, alors il existe x € X\C. Or, C est fermé donc X\C est ouvert. Comme X
est faiblement régulier, il existe un ouvert régulier O de X telquez € O C O~ C X\C.
On a donc O~ NC = (). De plus, O étant un ouvert régulier, O~ est un fermé régulier,
non vide puisqu’il contient z. La remarque permet de conclure.

De méme, ’ensemble RO(X) des ouverts réguliers de X, muni de la relation ¢ définie par
O Ero U si, et seulement si O” N U~ # ) pour tous O, U € RO(X), est une algébre de
Boole de contact.

Proposition 3.1.4. Soit X un espace topologique faiblement régulier. Alors RC(X) et
RO(X) sont des algébres de Boole isomorphes et (RC(X), € gre) et (RO(X), € ro) sont des
structures relationnelles isomorphes.

Démonstration. Considérons 'application
f:RO(X) = RC(X): 0O~ O".

Montrons qu’il s’agit d’un isomorphisme d’algébres de Boole. Sa bijection réciproque est
donnée par
T RC(X) = RO(X) : Cw— C°.

En effet, si O € RO(X), on a f~'(f(0)) = O7° = O. De plus, si C € RC(X), alors
f(fHC)) =C° =, ce qui suffit.

Prouvons que f respecte A. Soient O,U € RO(X). On a f(O)A f(U) = (O~ NU")>"
fOANU)=(0ONU)".0On a

(O NU ) =0°nU"°=0nU,

donc (O~ NU)" =(0NU)".
Montrons que f respecte le complément. Soit O € RO(X). On a

(f(O) = (X\O7) = (X\O)”" = f((X\0)°) = [ (O).

Soient O, U € RO(X) tels que O €ro U. Alors f(O) €re f(U). En effet,ona O~ NU~ # (.
Soient C, D € RC(X) tels que C €rc D. Alors f~1(C) €ro f~ (D). En effet, on a

(f7HC) N (f YD) =CND" =CND#0.
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Définitions 3.1.5. Soient (B, %) une algébre de Boole de contact et a € B. On définit les
ensembles €' (a, —), ¢ (—,a), L (a,—), L (—,a) comme suit :

¢(a,—):={be B|a¥b} €(—,a):={be B|b%¥a}
l(a,—):={be B|alb} 1(—,a):={beB|bLla}.

Remarque 3.1.6. Notons que si (B, %) est une algébre de Boole de contact et a € B, on a
C(a,—) =% (—,a)et L(a,—) =L (—,a) vula symétrie du contact (L6 et €6). Cependant,
dans la suite, nous oterons 'axiome de symétrie au contact et définir ces quatre ensembles
(et non uniquement deux) prendra son sens.

Lemme 3.1.7. Soit (B, %) une algébre de Boole de contact et soient a,b € B. Sia L b,
alors aNb=0, i.e. b<d.

Démonstration. Supposons que aAb # 0. Alors aAb% aAbpar €5. Comme aAb < aAbet
a > a/Ab,onaaANb® avu€1l. Donc a € a/Ab par symétrie et comme b > a/Ab, on remarque
via €1 que a % b, d’ou une contradiction. On conclut grace a la proposition [2.1.10] ]

Proposition 3.1.8. Soit (B, %) une algébre de Boole de contact et soit a € B. Alors
1 (a,—) est un idéal de B. De plus, si a € B\{0,1}, il s’agit d’un idéal propre non trivial.
Enfin, vV L (a,—) = d' pour tout a € B.

Démonstration. Montrons que L (a, —) est un idéal :
—sibcel(a,—),alorsa Lbetalc Vul2 a=aVal(bVc);
~sibel(a,—)etc<bavecce€ B,alorsa<a,b>cetal bdonca L cvu L1

De plus, on a1 L 0 par 1. 4 et comme a < 1 et 0> 0, on tire de L. 1 que a L 0, donc
0el(a,—).

Montrons que dans le cas ou a différe de 0 et 1, il s’agit d’un idéal propre non trivial.
Comme a # 1, vu €7 (remarque il existe b € B avec b # 0 tel que a€'b, ce qui
prouve que L (a,—) n’est pas trivial. De plus, a # 0 donc a € a vu €5. On en tire que
1 (a,—) est propre.

Il nous reste & prouver que V L (a,—) = a’ si a € B. Vu le lemme [3.1.7, on a b < o pour
tout b €1 (a,—), donc @' est un majorant de L (a, —). Montrons que c’est le plus petit.
Supposons qu'’il existe m € B un majorant de L (a, —) tel que @’ £ m. Alors a V m # 1,
car sinon aVm = 1 et @’ < m (proposition 2.1.10). Dés lors, vu la remarque [3.1.2] il existe
de Btelqued#0et (avm)Ld Vull commea<aVmetd>d onaadld En
procédant de la méme fagon, on trouve m L d. On en tire que d €1 (a, —) et que mAd =0
(par le lemme 3.1.7). Comme m majore L (a,—), on a d < m. On a donc d =0, d’ott une
contradiction puisque d # 0. |

Définition 3.1.9. Soit (B, %) une algébre de Boole de contact. Si F est une partie de B,
on pose ‘
Ig:={(L(a,—)|acE).
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Remarque 3.1.10. Au vu de la caractérisation d’un idéal engendré par une partie d’un
sup.demi-treillis (proposition [1.2.61)), si (B, %) est une algébre de Boole de contact et si F
est une partie de B, pour tout a € B on a a € [ si, et seulement si,

(I3n € N) (Fey,...,e, € E)(Jar,...,ap, € B):a<a1V...Va,ete Lay,...,e, L a,.
Dans notre cas, c’est équivalent a dire
(FmeN)3fi,....fm € E)(3b1,...,.0n€B):a=bV...Vb,et fi Lb,...,fo Lby.
En effet, si cette derniére condition est vérifiée, il est clair que

a<bV..VbyetfiLb,...,fmnLbny,

donc a € Ig. Réciproquement, si a € I,

(I3n € N) (Fey,...,en, € E)(Jar,...,ap, € B):a<a1V...Va,ete Lay,...,e, L a,.
Donc a A (a1 V...V a,) = a. En utilisant la distributivité, on obtient

a=(aNa)V...V(aAay,).

On en tire que a < by V... Vb, avec by < aq,...,b, < a,, si on pose b; = a A a; pour tout
ie{l,...,n}. On adonc by,...,b, € B et comme b; < a; Vi € {1,...,n}, on sait par L1
que ey L by,...,e, L b,, d’ol la conclusion.

Pour établir le théoréme de représentation, nous avons besoin de la notion de clan et de
cluster. A 'image des filtres et des idéaux, un clan est une partie d’une algébre de Boole (de
contact) qui vérifie certaines propriétés. Un cluster est alors & un clan ce qu’un ultrafiltre
est a un filtre.

Définition 3.1.11. Soit (B, %) une algébre de Boole de contact. Un clan I' de B est un
sous-ensemble non vide qui vérifie les conditions suivantes :

—sixz,y el alors z € y;

—sizVyel alorsrel'ouyel

—siz el et be B sont tels que x < b, alors b € T'.

Définition 3.1.12. Soit (B, %) une algébre de Boole de contact. Un cluster est un clan
maximal pour l'inclusion. On note Clust(B) I’ensemble des clusters de B.

La proposition suivante démontre 1’existence de clusters dans toute algébre de Boole
de contact.

Proposition 3.1.13 (AC). Soient (B, %) une algébre de Boole de contact et A un clan.
Alors A est inclus dans un cluster.
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Démonstration. Considérons 'ensemble
G :={T'|Tclanet I' O A}

ordonné par inclusion. Comme A € 4, ¢ est non vide. Soit Z une chaine de ¢. Si Z est
vide, tout élément de ¢4 majore Z. Supposons donc Z non vide et posons

T:=|]J D

Deo

Pour tout D € &, on a D C T par construction. On en tire que A C T'. De plus, T est un
clan. En effet,

—six,y € T, alors il existe Dy, Dy € & tels que x € Dy,y € Dy. Comme Z est une
chaine, il existe ¢ € {1,2} tel que x,y € D;. Comme D; est un clan, on a € y;

—sixzVy €T, alors il existe D € Z tel que x Vy € D. Comme D est un clan, on a
reDouyeD;

—siz €T et be B sont tels que x < b, alors il existe D € & tel que x € D. Vu que D
est un clan, on a b € D.

On en tire que toute chaine est majorée et par le lemme de Zorn, il existe un cluster qui
contient A. |

3.1.2 Quelques propriétés des clans

Voici quelques propositions permettant de lier filtres et clans.

Proposition 3.1.14. Soient (B, %) une algébre de Boole de contact et P un ultrafiltre de
B. Alors pour tous x,y € P, on a x € y. En particulier, P est un clan de B.

Démonstration. Soient x,y € P. Comme P est un filtre, on a x A y € P. Supposons que
x Ly Dex <zxzety>xAy, ontire que x L (z Ay) grace & L 1. En appliquant a
nouveau L1, de x Ay <zetxzAy>axAy, on tire que (x Ay) L (x Ay), ce qui entraine
que x Ay =0, par L.5. Donc 0 € P, ce qui est impossible puisque P est un ultrafiltre. On
conclut a l'aide de la définition d’un filtre et de la proposition [2.1.26] |

Proposition 3.1.15 (AC). Soit (B, %) une algébre de Boole de contact. Soient F,G deux
filtres de B tels que F' x G C €. Alors il existe un clan de B contenant F UG.

Démonstration. Montrons tout d’abord que G N Ir = (). Procédons par 'absurde et sup-
posons que G N Ip # (. Soit x € GN Ip. Comme x € G, on a x6 f Vf € F (en se
rappelant que la relation de contact est symétrique). De plus, comme x € I, il existe
neN, fi,....,faetb,....b, € Btelsquex=b;V...Vb,etby L fi,...,0, L f, (cf. re-
marque[3.1.10). Or, F est un filtre, donc fiA...Af, € F. Onen tire que 26 (fi A ... A fn).
Autrement dit, (b1 V...V b,) € (fiN... A fn). Vulaxiome €2, il existe i € {1,...,n} tel
que b; € fi N... N\ fn. Vu €1, 0on a b; € f; puisque b; < b; et f; > fi A... A f,. On a alors
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une absurdité. Donc GNIp = 0. Par le théoréme de séparation de Stone (théoréme[1.2.72)),
il existe un ultrafiltre P contenant G et tel que PN Ir = (.

On a P x F C %. En effet, si ce n’est pas le cas, il existe z € P et f € F tels que z L f.
Dans ce cas, on a z € I, ce qui est impossible.

Démontrons a présent que F'N Ip = (). Sinon, soit y € F N Ip. Alors il existe m € N,
X1, Tm € Petay,...,apn, € Btelsquey =a,V...Va,eta L x,...;6, L z,.
Comme P est un filtre, on a 21 A ... A2, € P. Vuque 21 A ... Az, < 25, a; > aj et
zj La;Vje{l,...om},ona (z1A...AN2p) L a; ¥j € {1,...,m} vu Paxiome L 1. En
appliquant Paxiome 12, ona (z1A...Axy) L (a3 V... Vay), donc (z1 A... Axy) L y.
Or, sy AN... ANz € Pety € F. Donc (1 A ... \Nxp) €y, dou une contradiction. Donc
FNlIp = 0.1l existe alors un ultrafiltre () contenant F' et tel que QNIp = (), vu le théoréme
de séparation de Stone.

On a P x Q C %. En effet, si ce n’est pas le cas, il existe x € P,y € () tels que x L y. On
en tire que y € Ip, ce qui est impossible.

Prouvons que P U @ est un clan. Il faut vérifier trois conditions. Tout d’abord, soient
r,y € PUQ.Six e Petye @ (resp. x € Q et y € P), alors x €y puisque P x Q C €
(resp. y € x et on applique 'axiome €6). Si x,y € P ou z,y € Q, il suffit d’appliquer la
proposition [3.1.14] Dans tous les cas, x € y. Soient a présent z,¢ € B tels que 2Vt € PUQ.
Alors soit z Vit € P, soit 2Vt € Q. Dans les deux cas, ona z € PUQ out € PUQ, grace
a la proposition [2.1.26] Enfin, si » € PUQ et b € B sont tels que r < b, on a r € P ou
r € Q et donc b € PUQ puisque P et () sont des filtres. On peut donc conclure. |

Corollaire 3.1.16 (AC). Soient (B, %) une algébre de Boole de contact et a,b € B. Si
a% b, alors il existe un clan I' tel que a,b € T'.

Démonstration. 11 suffit de considérer les filtres a1 et b1. En effet, sic € atT et d € b,
alors a < ¢, d > b et comme a% b, €1 indique que c% d. |

Proposition 3.1.17. Soit (B, %) une algébre de Boole de contact. Soient I' un clan de B
et P un ultrafiltre de B tels que P x I' C €. Alors PUT est un clan de B.

Démonstration. Montrons que P U T est un clan.
Siz,ye PUT, alors x €y :

On a quatre cas possibles :

—six,y € I', alors x ¢ y puisque I' est un clan;
—sizePetyel,alorsx@y,car PxI[ CE,;

~siye Petxel,alorsx €y, car Px T C % et vu 'axiome %6 ;
— six,y € P, il suffit d’appliquer la proposition [3.1.14]

SieVye PUT' alorse e PUT'ouye PUT:

SizVyel,alorsx € T'ouy el vuque I est un clan, ce qui suffit. Si x Vy € P, alors
x € Pouy € P, vu la proposition 2.1.26] puisque P est un ultrafiltre.

Size PUTletsiye Btelsquex <y,alorsye PUT :

On a deux possibilités : soit © € P, soit x € I'. Si x € P, alors y € P puisque P est un
filtre. Si z € I, alors comme I" est un clan, on a y € I', d’ou la conclusion. |
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Proposition 3.1.18 (AC). Soit (B, %) une algébre de Boole de contact. Soient I" un clan
de B et x € T'. Alors il existe un ultrafiltre P de B tel que x € P CT'. De plus, 0 ¢ I.

Démonstration. Comme I' est un clan, on a
— 0 ¢ T'. Sinon pour tout x € I', 04 x. En particulier, 04 1. Or, vu I’axiome %3, on a
0%¢'1, d’otl une contradiction ;
—siyVzel,alorsy el ouz el puisqu’il s’agit d'un clan;
—siy el et be B sont tels que y < b, alors b € I' comme c’est un clan.
On peut alors conclure par la proposition [2.1.36] |

Nous concluons cette partie par une caractérisation des clusters.

Proposition 3.1.19 (AC). Soit (B, %) une algébre de Boole de contact. Un clan T" est un
cluster si, et seulement si,
PxI'C¥=PCT

pour tout P € Ult(B).

Démonstration. Si I' est un cluster, soit P € Ult(B). Supposons que P x I' C %. Alors
P UT est un clan, par la proposition Comme I" est maximal, on a P C T

Réciproquement, si pour tout P € Ult(B), on a P x I' C ¢ = P C I, supposons que A
est un clan tel que I' C A. Alors il existe x € A\T'. Par la proposition il existe un
ultrafiltre P de B tel que x € P C A. De plus, comme A est un clan, on a A x A C % par
définition. On en tire que P x I' C %. Par hypothése, on a P C I'. Donc x € ', d’ou une
contradiction. ]

3.1.3 Théoréme de représentation

Le théoréeme de représentation des algébres de Boole de contact indique que toute
algébre de Boole de contact (B, %) se plonge dans 'ensemble des fermés réguliers de ses
clusters. Il nous faut donc définir une topologie sur I’ensemble des clusters de B.

Définition 3.1.20. Soit (B, %) une algébre de Boole de contact. Posons Y := Clust(B).
On définit 'application ¢p comme suit :

op:B—=>2(Y):b—{l'eY |I>0b}.

Notation. Afin d’alléger I'écriture, lorsqu’aucune confusion n’est possible, on omettra 1’in-
dice référant a ’algébre de Boole dans 'application définie ci-dessus.

Proposition 3.1.21. Soit (B, %) une algébre de Boole de contact. Pour tous a,b dans B,
on a

o(a) Uo(b) =o(a Vb).
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Démonstration. Procédons par double inclusion. Si I' € o(a) U o(b), alors I' € o(a) ou
['eo(b). SiT € o(a), alors a € T et T" est un cluster, donc en particulier un clan. Comme
aVb>a onaaVbel. Deméme,sil' € ob),onaaVbel. Dans les deux cas, on
obtient I' € o(a V b).

Soit & présent A € o(a V b). Alors A est un cluster contenant a V b. Par définition d’un
clan, on en tire que a € A ou b € A. Quoi qu'il en soit, on a A € o(a) Uo(b). |

Définition 3.1.22. Soit (B, %) une algébre de Boole de contact et posons Y := Clust(B).
On définit une topologie sur Y en donnant une base :

(Y\o(a) | a € BY.

Remarque 3.1.23. Cette définition a bien un sens, puisque si (B, %) est une algebre de
Boole de contact et Y = Clust(B), alors vu la proposition [3.1.21| et comme

Y =Y\o(0) = Y\0,

on a bien une base (cf. proposition [A.1.6]).

Le théoréme suivant est le théoréme de représentation des algébres de Boole de contact.
Notre démonstration est différente de celle donnée par I. Diintsch et M. Winter dans [9)].
Nous avons choisi cette démonstration, car elle utilise plusieurs propriétés des clans.

Théoréme 3.1.24 (Théoréme de représentation (AC)). Soit (B, %) une algébre de Boole
de contact et posons Y := Clust(B). L’espace topologique Y est faiblement régqulier et
accessible. De plus, application

o:B—=RCY): b= {l'eY |T 30}

est un homomorphisme d’algébres de Boole et un plongement d’ordre qui est dense. Enfin,
pour tous a,b € B, on a a€ b si, et seulement si, o(a) N o(b) # 0.

Démonstration. Procédons par étapes.
L’application ¢ est un plongement d’ordre :

Sia,b € B sont tels que a < b, il est clair que b appartient a tout cluster contenant a et
donc ¢o(a) C o(b). Prouvons a présent que si a,b € B sont tels que o(a) C o(b), alors a < b.
Procédons par 'absurde et supposons que a £ b. Par Paxiome €7, on sait qu’il existe
c€ Btel quea% cetb L c. Posons I :=1(—,c). La proposition et la remarque m
nous indiquent que ’ensemble [ est un idéal de B. L’idéal I ne contient bien évidemment
pas a. En appliquant le théoréme de Stone a I et au filtre de B engendré par a, on
trouve un ultrafiltre P contenant a et tel que P NI = (). Posons a présent

Ji=1(P,—) =] L(z,-).
zeP
Montrons que J est un idéal de B. Onaa € Peta 1. 0,car1 1L 0 par 14 et comme a <1,
0 > 0 et on applique L 1. Donc 0 € J. Soient ensuite 7, € J. Alors il existe z,y € P tels
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3.1 Relation de contact symétrique

quexr Liety L j. Comme z Ay <z,i>4, xAy <yetj>j, on tire de 'axiome L1 que
x Ay Li, x Ay L jet comme P est un filtre, x Ay € P. En appliquant 'axiome 1 2, on
trouve finalement z Ay = (z Ay)V(xAy) LiVvj, douiVvyje J. Enfin,sije Jetde B
sont tels que d < j, alors il existe x € P tel que = L 7. En appliquant ’axiome L 1, comme
r < xetj>d ontrouve x L d, d'ou d € J. Donc J est bien un idéal de B. De plus,
c ¢ J, sinon il existe x € P tel que z L ¢. Dans ce cas, on a x € I. Donc z € PN I = (),
ce qui est bien stir impossible. Si on applique le théoréme de Stone [2.1.31] & 'idéal J et
au filtre engendré par c cette fois, on trouve un ultrafiltre () de B qui contient c et qui ne
rencontre pas J.

Prouvons a présent que P x Q C . Soient p € P et ¢ € ). On sait que ¢ ¢ J. Donc pour
tout x € P, on a x % q. En particulier, p % ¢. De plus, comme () est un ultrafiltre, ¢’est un
clan, par la proposition En appliquant alors la proposition on voit que PUQ
est un clan. Il existe alors un cluster I' € Y contenant P U (), par la proposition
Comme a € Pet c € Q,on aa,c € I'. On en tire que I € o(a). En utilisant I’hypothése,
on trouve I' € o(b). Autrement dit, b € I'. D’ott b% ¢. On a donc une contradiction puisque
b1l ec

Sia€ B,ona (o(a)’ =Y\o(d):
Démontrons-le par double inclusion. Tout d’abord, soit I' € Y\ ¢ (a’). Alors o’ ¢ I'. Si
a ¢ T alors 1 ¢ T, ce qui est impossible puisque I" est un clan. Donc a € I'. On en tire que
[' € o(a). Donc Y\ ¢ (a’) C o(a). De plus, Y\ ¢ (a’) est un ouvert (puisque ¢’est un ouvert
de base), donc Y'\¢ (a') C (o(a))’. Soit & présent A € (¢(a))°. Alors il existe b € B tel que
A € Y\o(b) Co(a). On en tire que o(a) Uo(b) =Y, ie. o(aVb) =Y =o(1). Par le point
précédent, on a donc a Vb = 1. On en tire que b > a’. On obtient alors ¢(b) D ¢ (d’) et
enfin A € Y\o(b) CY\o(d).

Siae B,ona (Y\o(a) =o(d):
On a (Y\o(a))” =Y\(0(a))” = o (d').

Sia€ B,onao(a) € RCY) :
En effet, on a (¢(a))”” = (Y\o ()" = o(a).

I’application ¢ respecte le complément :
Soit @ € B. On a ¢ (da') = (Y\¢(a))” = = ¢ (a), en se rappelant du théoréme m

L’application ¢ respecte le supremum :
Cela découle directement de la proposition

Ce plongement est dense :

Soit C' un fermé régulier de Y non vide. Alors il existe une famille d’indices I et des

éléments a; € B pour tout i € I tels que C' = (] ¢(a;). De plus, comme C' est un fermé
iel
régulier non vide, on a C' = C°~ et donc C° # (). Soit I' € C°. On sait qu’il existe b € B
tel que
I eY\o(b) CC=(o(a).

el
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On trouve donc Y \¢(b) C ¢ (a;) Vi € I. Puisque ¢ (a;) est fermé pour tout ¢ € I, on a

o) = (Y\o(b))” C o(a;) pour tout i € I. Donc o (V') C () ¢(a;) = C. Prouvons que
iel

o (V') # 0, ce qui permettra de conclure. Comme I' € Y\ o(b), on voit que b # 1, car sinon

o(b) =Y et T" € (). On en tire que V' # 0.Alors le filtre engendré par b’ est propre et est

donc inclus dans un ultrafiltre P. On obtient o (b') # (), puisqu’il contient 1'ultrafiltre P et

que tout ultrafiltre est un clan (proposition (3.1.14)).
L’espace topologique Y est faiblement régulier :

Vu que o(a) est un fermé régulier pour tout a € B, I'ensemble Y\¢(a) est un ouvert régulier
pour tout a € B. De plus, {Y'\¢o(a) | a € B} est une base de topologie pour Y. L’espace
topologique Y est donc semi-régulier. Soit O un ouvert non vide et trouvons U un ouvert
non vide tel que U~ C O. Il existe a € B tel que Y \o(a) C O, puisqu'il s’agit d’une
base. De plus, on peut supposer que a # 1 car O est non vide. En appliquant 'axiome €7
(remarque , il existe b € B avec b # 0 tel que a L b. Vu la définition d’un clan, aucun
cluster ne peut contenir a et b en méme temps. On en tire que o(a) No(b) = 0, i.e.

(o(b))™" = o(b) S Y\ o(a).

Posons U := (¢(b))°. Alors U~ C O. De plus, U # (), car sinon, on a o(b) =0 et b =0, ce
qui est impossible.

L’espace topologique Y est accessible :
Soit ' € Y. Alors " € ({¢(a) | a € T'}. Soit & présent A € ({o(a) | a € T'}. Pour tout
a €T, onaA €oa),ie ac A On en tire que I' C A. Par maximalité de I', on trouve
I' = A. Finalement, on a {I'} = ({¢(a) | a € I'}. L’intersection de fermés étant fermeée, il
s’agit bien d'un fermé.

Pour tous a,b € B, on a a % b si, et seulement si, o(a) No(b) # 0 :
Soient a,b € B. Si a % b, alors par le corollaire [3.1.16] il existe un clan I' contenant a et b.
En appliquant la proposition on peut trouver un cluster A contenant I'. On a alors
A € o(a) No(b).
Supposons & présent que o(a) No(b) # 0. Alors il existe I' € o(a) No(b). On a donc a € T’
et b € I'. Comme I' est un clan, on a a € b par définition. |

Remarque 3.1.25. A titre d’information, nous donnons ici la preuve établie dans 'article
[9]. Sous les hypothéses du théoréme précédent, nous devons prouver tout d’abord que
Papplication ¢ est un plongement d’ordre. Soient a,b € B. Si a < b, par définition d’un
clan, tout clan contenant a contient b. Il en va donc de méme pour les clusters. Supposons
a présent que o(a) C o(b) et que a £ b. Par I'axiome €7, il existe ¢ € B tel que a @ ¢ et
b L c. Par le corollaire [3.1.16} il existe un clan I' tel que a,c € I'. Il existe donc un cluster
A contenant a et ¢ (proposition . De plus, b ¢ A, car sinon b% ¢ par définition d’un
clan. On en tire que ¢(a)Z ¢ (b), d’ott une contradiction. La fin de la preuve est similaire a
la notre.
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3.2 Relation de contact non symétrique

Dans cette derniére partie de ce chapitre, nous donnons une preuve d’un résultat ana-
logue au théoréme dans le cas des algébres de Boole de pré-contact. L’élément clé
est la disparition de la symétrie. Nous avons donc défini les clans & gauche et & droite,
et non simplement des clans qui sont liés intrinséquement & la symétrie d’'une relation de
contact. L’idée de notre preuve reste cependant identique.

3.2.1 Premiéres définitions
Définition 3.2.1. Une algébre de Boole de pré-contact est une algébre de Boole B munie
d’une relation de disjonction L binaire telle que pour tous a, b, c,d € B,

11 :sia<bc>detbLc alorsa L d;

12:sialcaldblcetbld alorsaVvVblcVd;

13:0L1;

14 :11L0;

15 :sial a,alorsa=0;

17 :sia<£b,alors il existe e € B tel que afeet b L e;

18 :sia<b,alors il existe e € B tel que e La et e L b.

Remarque 3.2.2. Comme dans le cas oil la relation est symétrique, on peut obtenir les
axiomes ci-dessus & 1'aide de la relation de pré-contact € = £ : pour tous a, b, c,d € B,

€1 :sia<bc>deta¥d, alors b% c;

€2 :siaVb€cVd, alorsaCcouatdoubbcoub¥d,;
€3 :0€1;

€4 :1€0;

€5 :sia+#0,alors a% a;

€T :sia£b, alors il existe e € B tel que a6 e et b€ e;
€8 :sia b, alors il existe e € B tel que e € a et e£'.

Une algébre de Boole de pré-contact sera notée (B, L) ou (B, %). Nous utilisons la méme
notation que pour une algébre de Boole de contact, mais aucune confusion ne sera possible
puisqu’il sera toujours précisé s’il s’agit d'une algébre de Boole de contact ou de pré-contact.

Exemples 3.2.3. Toute algébre de Boole de contact est une algébre de Boole de pré-
contact. Donc si X est un espace topologique faiblement régulier, (RC(X), €rc) ou, pour
tous C, D € RC(X), CEre D si, et seulement si, C' N D # (), est une algébre de Boole
de pré-contact. De méme, (RO(X), €ro) ou, pour tous O,U € RO(X), OEroU si, et
seulement si, O~ N U~ # (), est une algébre de Boole de pré-contact.
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Définitions 3.2.4. Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et a € B. On définit
les ensembles € (a,—), € (—,a), L (a,—) et L (—,a) comme suit :

¢(a,—):={be B|a%¥b} ¢(—,a):={be B|b%¥a}

1 (a,—):={be B|alb} 1 (—,a):={beB|bla}.

De plus, si E est une partie de B, on pose
I = (L(—,a)|acE).

Proposition 3.2.5. Soit (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et soit a € B. Alors
1(—,a) et L(a,—) sont des idéaux de B.
Démonstration. En effet,

-~ 0€l(—,a), car 0 L 1 par I'axiome L3 et comme 0 <0, 1 > a, 'axiome L1 indique
que 0 1 a;

—sicel(—,a)etbe Bsont telsque b < ¢, alorsb<c,a>aetcla doncd L avu
I'axiome 11
—sic,d€l(—,a),alors c L a,d L aetpar'axiome L2, onacVdLlaVa=a.

On procéde de fagon similaire pour montrer que L (a, —) est un idéal de B. |

Proposition 3.2.6. Soit (B, L) une algébre de Boole de pré-contact. Alors Uapplication
1:B-» B :b1(b—)
est un multiopérateur.

Démonstration. Soient a,b € B. On a
— L (a,—) est un filtre de B, i.e. un idéal de B, par la proposition précédente ;
-1l (avb—)=L(a,—)N L (b,—). En effet, si c €L (aVb,—), (aVbh) L ceten
appliquant deux fois L1 (cara <aVb,c>cetb<aVb),onaalcetblc De
plus,sid €L (a,—)N L(b,—),alorsa L detb L detvu L2 ona(aVd) LdVd=d;

— 1(0,—) = B% car 0 L 1 vu L3 et on applique ensuite L1 & tous les éléments b € B°,
puisque b < 1et 0> 0.

D’ot la conclusion. [}

Dans la partie[2.2.2]du chapitre précédent, nous avons dualisé les algébres multimodales,
c’est-a-dire les algébres de Boole B avec un multiopérateur p : B - B. Or, L n’est pas a
valeurs dans l’ensemble qui convient. Afin de tout de méme pouvoir dualiser une algébre
de Boole de pré-contact, nous introduisons une nouvelle relation binaire sur B.

Définition 3.2.7. Soit (B, L) une algébre de Boole de pré-contact. Une relation de prowxi-
mité sur B est une relation < définie par

a<b & a ll

pour tous a,b € B.
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Proposition 3.2.8. Soit (B, L) une algébre de Boole de pré-contact et < une relation de
proximité sur B. Alors < vérifie les propriétés suivantes : pour tous a,b,c,d € B

<1 :sta<bc<detb=<c, alorsa<d;

<2 :sta<ca<db<cetb=<d, alorsaVb<cANd;
<3 :0<0;

<4 :1<1.

Démonstration. Soient a,b,c,d € B.

<1:Sia<bc<detb=<c alorsb L . Comme c<d,onac >d.Parl’axiome |1,
on trouve a L d', i.e. a < d.

<2:sia<ca<db=<cetb=<d alorsa ld,ald blcdetbld Par L2, ona
avblcdvd =(cAnd), dottaVb=<cAd.

<3:Par L3, ona0 L 1=0,donc0=<D0.

<4 :Vulaxiome 14, onal L0=1,doul<1. |

Définitions 3.2.9. Soient (B, L) une algébre de Boole de pré-contact et a € B. On définit
les ensembles < (a, —) et < (—,a) de la facon suivante :

< (a,—):={be B|a=<b} <(—,a)={beB|b=<a}.
Proposition 3.2.10. Soit (B, L) une algébre de Boole de pré-contact. Alors l'application
<:B-» B:b—=<(b—)
est un multiopérateur.

Démonstration. Soient a,b € B. Alors

— <(a,—) est un filtre de B, car 1 €<(a,—) (parce que 1 < 1 par <deta<1,1<1
donc a < 1 par < 1). De plus, si ¢ €< (a,—) et si d € B est tel que ¢ < d, alors
comme a < a, on a a < d par <1. Enfin, si ¢,d €< (a,—) alors a < ¢, a < d et par
<2,onaa=aVa<cAd;

- <(aVb,—)==<(a,—)N <(b,—). En effet, si c €< (a Vb, —), alors a Vb < ¢ et comme
a<aVbetc<c onaa=<cvia <1. De méme, puisque b < aVbet c<c, on tire
de <1 que b < ¢. De plus, si d €< (a,—)N <(b,—), alors a < d et b < d. On conclut
via <2;

— <(0,—) =B, car 0 <0 vu <3 et pour tout b € B,on a0 <0et0<beton termine
en appliquant <1.

D’ou la conclusion. [ |

Nous pouvons a présent dualiser le multiopérateur < sur une algébre de Boole de pré-
contact (B, L). La relation associée a < est donnée par

URV &Va,be B,(Usaetbe<(a,—))=V>3b
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pour tous U,V € Ult(B). Or pour tous a,b € B, on a
be<(a,—)ea<bsallb et el(a—).
On trouve donc que pour tous U,V € Ult(B), on a

UR.V & Va,b € B,
& Va,b € B,
& Va,b € B,
& Va,b € B,

Usaetbe<(a,—))=V>3Db
Usaetb el(a,—)=V>0b
Usaetbel(a,—))=V3V
Usaetbel(a,—))=V #b.

o~ o~~~

On peut alors poser R, := R_ et on appellera R, la relation duale du multiopérateur L.
Si X = Ult(B), on dira que (X, R)) est l’espace dual de I’algébre de Boole de pré-contact
(B,1).

Remarquons que le raisonnement ci-dessus reste valable dans le cas des algébres de Boole
de contact. En effet, une relation de contact étant une relation de pré-contact particuliére,
si (B, L) est une algébre de Boole de contact, alors si on pose X := Ult(B), l'espace
(X, R,) seral’espace dual de (B, %’). On peut choisir d’ajouter des axiomes a la relation de
contact. Ces axiomes supplémentaires ainsi que ’axiome %6 correspondent a des propriétés
supplémentaires de la relation R, : symétrie, réflexivité, transitivité,... Nous invitons le
lecteur désireux d’en savoir plus a consulter 'article de Dimiter Vakarelov [24].

3.2.2 Demi-clans et clusters

Comme dans le cas des algébres de Boole de contact, on introduit le concept de clan.
Cependant, 'axiome de symétrie étant absent, étre en contact a gauche ou a droite est
différent. C’est pourquoi nous introduisons trois notions : les 2-clans, les clans & gauche et
les clans a droite.

Définitions 3.2.11. Soit (B, %) une algébre de Boole de pré-contact. Un 2-clan est une
paire (I'; A) € B x B ou B\I" et B\ A sont des idéaux propres de Bet I' x A C .

Un [-clan est la premiére composante d’un 2-clan.

Un r-clan est la deuxiéme composante d’un 2-clan.

Si A est un l-clan ou un r-clan, on dit que c’est un demi-clan.

Rappelons que si B est une algebre de Boole et si I' C B, dire B\I" est un idéal signifie
que 0 € B\T et pour tous x,y,b € B, on a

—sizVyel alorsrel'ouyel;

—sizeletx<b alorsbel.

Définitions 3.2.12. Soit (B, %) une algébre de Boole de pré-contact. Un 2-cluster est un
2-clan maximal pour l'inclusion.
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Un [-cluster ou cluster a gauche est la premiére composante d'un 2-cluster. L’ensemble des
l-clusters est noté V.

Un r-cluster ou cluster a droite est la deuxiéme composante d’un 2-cluster. L’ensemble des
r-clusters est noté Y.

Si A est un l-cluster ou un r-cluster, il s’agit d’'un demi-cluster. On note DY I’ensemble
des demi-clusters.

La proposition suivante démontre ’existence des clusters dans une algébre de Boole de
pré-contact.

Proposition 3.2.13 (AC). Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et (I'g, Ag)
un 2-clan. Alors il existe un 2-cluster contenant (I'g, Ao).

Démonstration. Considérons 'ensemble
G ={T,A)CB|(IA) 2-clanet I' DIy, A D Ay}

ordonné par inclusion. Comme (I'y, Ag) € ¥, cet ensemble est non vide. Soit & une chaine
de 4. Si 9 est vide, tout élément de & majore 2. Supposons donc que Z n’est pas vide.
Il existe une famille I d’indices telle que 2 = {(I';,A;) | ¢ € I} on (I';, A;) est un 2-clan et
I'; DTy, A; D Ag pour tout ¢ € I. Posons

iel el
Par construction, on a (I';; A;) C T pour tout ¢ € I. De plus, on a (I'g, Ag) € 7. Montrons

que T est un 2-clan. Posons I := |J I'; et A := [J A;. Prouvons tout d’abord que B\I est
i€l i€l
un idéal. On a
— 0 € B\I', sinon 0 € I" donc il existe i € I tel que 0 € [';. Or, B\I'; est un idéal, donc
0 € B\I';, d’out une contradiction ;

—sixVyel, il existe i € I tel que xVy € I';. Comme I'; est un lI-clan, on a x € I';
ouy € ly;

—sixz el et be B sont tels que x < b, alors il existe ¢ € I tel que x € I';. On en tire
que bel’; et doncbel.

En procédant de la méme fagon, on montre que B\ A est un idéal.

Montrons qu’il s’agit d’idéaux propres. Procédons par 'absurde et supposons que 1 € B\I'.
Alors 1 ¢ T" et pour tout i € I, on a 1 € B\l';, ce qui est impossible puisqu’il s’agit d’idéaux
propres. De méme, on a 1 ¢ B\ A.

Il nous reste & prouver que I' x A C %. Soient x € I" et y € A. Alors il existe 41,12 € [
tels que x € Iy, et y € A;,. Or, Z est une chaine, donc on a (I';;,A;)) € (I';,, A,,) ou
(T'i,, As,) € (I, 4;,). Dans le premier cas, on trouve z € I';,,y € A;, donc 2%y, car
(Iy,, A;;) est un 2-clan. Dans le deuxiéme cas, on a z € I';;,y € A;, et on peut conclure
puisque (I';;, A;,) est un 2-clan.

On en tire que toute chaine de & est majorée. Par le lemme de Zorn, ¢4 admet un élément
maximal. ]
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Proposition 3.2.14 (AC). Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et a,b € B.
Si a6 b, alors il existe un 2-cluster (I', A) tel que a € T et b € A.

Démonstration. Comme a‘6'b, on a b ¢_L (a,—). Par le théoréme de Stone 2.1.31] qu’on
applique a l'idéal L (a,—) et au filtre b 1, il existe un ultrafiltre P tel que b € P et
PN 1 (a,—) = 0. Montrons que a ¢ Ip. Si a € Ip, par la caractérisation d’un idéal
engendré par une partie d’une algébre de Boole (proposition , il existe n € N,
ri,...,x, € Petby,...,b, € Btelsqueb L xq,...,b, L cx,eta<b V...Vb,. Or,
puisque pour tout ¢ < n,on ab; <b; et x; > x1A...\Nx,, on trouve b; L x1 A... Az, pour
tout i < n, en appliquant 'axiome 1 1. Vu L 2, on obtient b; V...V b, L z1 A... A x,.
De plus, a < by V...Vb,et 1y A...Nz), > 21 N... N2y, donc a L 1 A... Nz, en
utilisant a nouveau L 1. Enfin, P étant un ultrafiltre, on a z; A... Az, € P. On a donc
T1A... Nz, € PN L(a,—), d’ot une contradiction. On en tire que a ¢ Ip comme annoncé.
Appliquant le théoréme de Stone a 1'idéal Ip et au filtre a 1, on obtient un ultrafiltre @
contenant a et ne rencontrant pas Ip. Montrons a présent que (Q x P C % . Sinon, il existe
r€Q,y € P telsque x L y. Puisquey € P,onaxz € Ip. Doncx € IpNQ = (. On a une
contradiction, d’otu @ x P C %. Vu que P et () sont des ultrafiltres, leur complémentaire
(ensembliste) est un idéal propre. On en tire que (Q, P) est un 2-clan. Par la proposition
précédente, il existe un 2-cluster (I'; A) tel que (Q, P) C (I';A). Comme a € Q et b € P,
on peut conclure. |

Définitions 3.2.15. Soit (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et soit £ C B. On
pose

E' = ﬂ € (e, —) et E:= ﬂ C(—,e).

ecl eclE

Proposition 3.2.16. Soit (B, %) une algébre de Boole de pré-contact. Soient Ey, Ey des
parties de B. On a

E1XE2g(€<:>E2gE1
<:>E1QIE2.

Démonstration. Montrons la premiére équivalence. Supposons que E; X Ey C %. Soit

y € Fy. Alors pour tout x € Ey, on a % y. Comme E| = (| €(z,—),onaye€ Ej.
el

Supposons & présent que Fy C E. Ona Ey x E| C € puisquesiy € E}, alorsz €y Vr € Fj.
On en tire que £} X By C E.
On procéde de méme pour montrer I'équivalence Fy X Fy C ¢ < E, C 'Es. [ |

Proposition 3.2.17. Soit (B, %) une algébre de Boole de pré-contact. Soient Ey, Ey des
parties de B telles que By C Ey. Alors E{ O E et 'Fy O 'Es.

Démonstration. C’est clair puisque plus I'ensemble sur lequel on prend l'intersection est
grand, plus l'intersection est petite. |

Lions a présent ultrafiltres et 2-clans.
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Proposition 3.2.18. Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et P un ultrafiltre
de B. Alors pour tous x,y € P, on a x € y. De plus, (P, P) est un 2-clan.

Démonstration. Soient z,y € P. On a x %€ y par la proposition (on peut appliquer
cette proposition dans le cas non symétrique puisque 'axiome | 6 n’est pas utilisé dans la
démonstration). De plus, P étant un ultrafiltre, B\ P est un idéal propre (car 0 € P) et
P x P C % par ce qui précéde, d’ou la conclusion. |

Concluons cette partie en établissant un lien entre 2-clans et clans (au sens de la défi-

nition [3.1.11)).

Remarque 3.2.19. Nous étendons la définition de clan aux algébres de Boole de pré-
contact : si (B, %) est une algébre de Boole de pré-contact, une partie non vide I" de B est
un clan si B\T est un idéal et si pour tous z,y € T', on a =% y. Notons qu’on a toujours
0 ¢ I'. En effet, supposons que 0 € I'. Soit x € I". Alors 0% . Comme 0 <0 et 1 > z, on
voit que 0% 1 par 'axiome %’1. Cela contredit ’axiome %’3.

Proposition 3.2.20. Soit (B, %) une algébre de Boole de pré-contact. Soit I' une partie
de B. Alors T' est un clan si, et seulement si, (I',T") est un 2-clan.

Démonstration. Supposons que I' est un clan. Alors B\T" est un idéal par définition. De
plus, cet idéal est propre, par la remarque précédente. Enfin, I' x I' C %, ce qui permet de
conclure.

Réciproquement, si (I',I") est un 2-clan, alors B\I" est un idéal et pour tous x,y € I', on a
x €y, d’ou la conclusion. |

3.2.3 Théoréme de représentation

Tout comme dans le cas symétrique, nous souhaitons plonger toute algébre de Boole
de pré-contact dans I’ensemble des fermés réguliers non plus de ses clusters, mais de ses
l-clusters. Nous devons donc également définir une topologie sur ’ensemble des I-clusters
d’une algébre de Boole de pré-contact.

Définition 3.2.21. Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et Y; 'ensemble de
ses l-clusters. On définit ’application g comme suit :

Hp:B— 2(Y;): b {T €Y, | T >b}.

Notation. Pour ne pas alourdir I’écriture, on omettra 'indice B dans 'application définie
ci-dessus lorsque le contexte est clair.

Proposition 3.2.22. Soit (B, %) une algébre de Boole de pré-contact. Pour tous a,b € B,
on a

B(a) UEI() = B(a v b)
et J(0) = 0.
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Démonstration. Prouvons tout d’abord la premiére assertion. Procédons par double inclu-
sion. Si I" € (a) ULI(D), alors I' € [(a) ou I" € LI(b). Si I' € [I(a), alors I' est un l-cluster
contenant a. Comme a Vb > a, on a aVb € I puisquun l-clan est une partie croissante
(rappelons que le complémentaire d’un idéal est une partie croissante, cf. remarque .
De méme, si I' € [J(b), alors I' est un l-cluster et on a a Vb € I'. Dans les deux cas, on en
tire que I € B(a V b).

Soit & présent A € [(a Vv b). Alors A est un l-cluster contenant a V b. De la définition d’un
l-clan, on tire que a € A ou b € A. On a donc A € [(a) U EI(b).

Passons & présent a la deuxiéme partie. S’il existe un l-cluster I' contenant 0, alors B\ T’
est un idéal ne contenant pas 0, d’oti une contradiction. Donc l’ensemble des l-clusters
contenant 0 est vide. |

Définition 3.2.23. Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et Y; I'ensemble de
ses l-clusters. On définit une topologie sur Y; en donnant une base :

{(Y\E(a) | a € B}.
Remarque 3.2.24. Par la proposition [3.2.22] il est clair qu’il s’agit bien d’une base.

La proposition est une ébauche pour un théoréme de représentation dans les
algébres de Boole de pré-contact. Aprés cette proposition, nous introduirons de nouvelles
définitions afin d’obtenir notre théoréme de représentation. Notons que plusieurs parties
de la démonstration sont analogues & la preuve du théoréme [3.1.24] Nous les écrivons
cependant en intégralité ici pour convaincre le lecteur du bon fonctionnement des choses
dans ce cas ol le contact est non symétrique.

Proposition 3.2.25 (AC). Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et Y, l'en-
semble de ses I-clusters. L’espace topologique Y, est semi-régulier. De plus, I"application

H:B—RCY):b—{l'eY,|['>b}
est un homomorphisme d’algébres de Boole et un plongement d’ordre qui est dense.

Démonstration. Procédons par étapes.
L’application [ est un plongement d’ordre :

Si a,b € B sont tels que a < b, vu la définition d’un I-clan, il est clair que tout l-cluster
contenant a contient b, d’ou [(a) C [(b). Montrons a présent que si a,b € B sont tels que
[H(a) CE(b), on a a < b. Procédons par 'absurde et supposons que a £ b. Dans ce cas, en
appliquant 1’axiome €7, on trouve un ¢ € B tel que a% c et b L ¢. Posons I :=1 (—,c¢).
Par la proposition on sait que I est un idéal. De plus, a ¢ I. Par le théoréme de
Stone (appliqué & l'idéal I et au filtre engendré par a), il existe un ultrafiltre P de
B tel que a € P et PN I = (). Posons a présent

J=1(P,—) =] L(z,-).
Alors J est un idéal de B. En effet,
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- 0eJ,carae P,1 L0Opar L4deta<1,0>0doncvu L1l,onaal0;

—sii,j € J alors il existe z,y € P telsque x L ety L j. Comme z Ay < x, 1 > 4,
rAy<yetj>j,onvoitquexz Ay Lietz Ay L jen appliquant 'axiome 1L 1. A
I'aide de I'axiome L2, on trouve x Ay = (z Ay)V (z Ay) L iV j. De plus, P étant
un ultrafiltre, c’est un filtre et donc x Ay € P. On en tire que i V j € J;

—sije Jetde Bsont tels que d < 7, alors il existe x € P tel que x L j. Puisque
x<xetj>d on tire de 'axiome 1.1 que x L d, dou d € J.

L’ensemble J est donc bien un idéal. De plus, ¢ ¢ J sinon il existe z € P tel que z L c.
Autrement dit, il existe x € P N I, ce qui contredit P NI = (). En appliquant le théoréme
de Stone a l'idéal J et au filtre engendré par ¢, on trouve un ultrafiltre ) contenant c et
ne rencontrant pas J.

Montrons que P x ) C €. Soient p € P et ¢ € Q. Comme QNJ = (), on a € g pour tout
x € P. En particulier, p% q.

Vu que P et @ sont des ultrafiltres, B\ P et B\ sont des idéaux propres. Par ce qui
précéde, on a P x Q C €. On en tire que (P, Q) est un 2-clan. Par la proposition [3.2.13] il
existe un 2-cluster (I', A) contenant (P, Q). Comme a € Pet c€ Q,onaa el et c € A.
On en tire que I' € [(a). Vu que B(a) CH((b), on a ' € (b)), i.e. be . De ' x A C ¥,
on tire que b % ¢, d’oti une contradiction.

Sia€ B,ona () =Y\ () :

Procédons par double inclusion. Supposons que I' € ([J(a))°, alors il existe b € B tel que
I' € \(J(b) C [(a). On en tire que H(a) UL(b) = Y], ¢’est-a~dire que H(aVb) =Y, = [(1).
Vu linjectivité montrée au point précédent, on a a Vb = 1, dou b > d/. On a alors
[(b) D [ (d') et finalement, I' € V\[(b) C V;\[J(a'). Soit a présent A € Y\ (a'). Alors
a’ ¢ A. De plus, a € A, car sinon a € B\A et donc 1 = a VvV a € B\A puisque ce dernier
ensemble est un idéal. Or, il s’agit d’un idéal propre donc il ne peut pas contenir 1. On a
donc bien a € A comme annoncé. On en tire que A € [(a), d’ou Y\ (a') € E(a). Vu que
Y\ (d') est un ouvert (de base), on a finalement Y;\[ (a") C (C(a))°.

Sia€ B,ona (Y,\H(a) =C(d):
On a (Y\H(a))” = Y\(E(a))” = B (a’).
Sia€ B,onalJ(a) e RC(Y)) :
En effet, on a (((a))”” = (V;\B(d'))” = E(a).
L’application [] respecte le complément :
Soit a € B. On a [ (d) = (Y}\H(a))” = = (a), au vu du théoréme
I’application [ respecte le supremum :
Cela découle de la proposition [3.2.22]
Ce plongement est dense :

Soit C' un fermé régulier de Y; non vide. Alors il existe une famille d’indices I et des

éléments a; € B pour tout i € I tels que C'= [ [ (a;). De plus, C' étant un fermé régulier
i€l
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non vide, on a C' = C°~ et donc C° # (). Soit I' € C°. On sait qu’il existe b € B tel que

I eY\B(®b) CC=()E(a).
icl
On trouve donc Y;\[(b) C [ (a;) pour tout i € I. Comme [ (a;) est fermé pour tout i € 1,
on a [(b) = (V\E(b))” € [D(a;) pour tout i € I. On en tire que (b)) C (N E(a;) = C.
icl
Montrons que [ (0) # (), ce qui permettra de conclure. On a I' € V;\(b). Si b = 1,
[(b) = Y, donc T' € (. On a donc b # 1, d’ou b’ # 0. Le filtre engendré par O est alors
propre et il existe un ultrafiltre P contenant b’ 1. Par la proposition [3.2.18, (P, P) est un
2-clan. Il est donc inclus dans un 2-cluster (', Ag). On voit alors que ¥’ € P C T’y et

puisque Ty est un l-cluster, on a bien [ (b') # 0.
L’espace topologique Y; est semi-régulier :

Vu que [(a) est un fermé régulier pour tout a € B, Y;\[H(a) est un ouvert régulier pour
tout a € B. De plus, {Y;\E(a) | a € B} est une base de topologie pour Y;. On en tire que
I’espace topologique Y] est semi-régulier. |

Remarque 3.2.26. La preuve de la proposition [3.2.25| peut étre plus courte. En effet, sous
les hypothéses de la proposition précédente, si a,b € B sont tels que [D(a) C [(b), nous
devons prouver que a < b. Si a £ b, par €7, on peut trouver ¢ € B tel que a€ cet b L c.
Via la proposition on sait qu’il existe un 2-cluster (I'; A) tel que a € T et ¢ € A.
On a donc I'" € [(a), d’ott I' € [(b). On en tire que b € ' et puisque I' x A C ¥, on a
b% c, d’ott une contradiction.

Nous avons choisi de laisser la preuve plus longue dans la proposition [3.2.25] car il s’agit
de celle trouvée en premier.

Etant donné que dans une algébre de Boole de pré-contact (B, %), rien n’indique que la
relation de contact est symétrique, on n’aura pas a € b si, et seulement si, [(a) NE(b) # ()
pour tous a,b € B. En effet, pour tous a,b € B, on a

D)nE0) £0 < Db NEa) £0,

donc une symétrie « forcée ». Il parait donc naturel d’introduire des « espaces d’ombre »
avec des « relations d’ombre » pour retirer ce caractére symétrique.

Remarque 3.2.27. Jusqu’ici, nous n’avons défini de topologie que sur les l-clusters d’une
algébre de Boole. On peut cependant également faire de ’ensemble des demi-clusters et
des r-clusters des espaces topologiques. Soit (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et
notons DY l'ensemble de ses demi-clusters, Y; 'ensemble de ses I-clusters et Y, ’ensemble
de ses r-clusters.

Considérons I'application

B:B— 2(DY):b {A€DY |A>b}.

Soient a,b € B. On a B(a vV b) = H(a) UB(D). En effet, si A} € B(a Vv b), alors a Vb € A;.
Comme B\ A; est un idéal, on a a € A; ou b € Ay, i.e. Ay € H(a) UB(b). De plus, si
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Ay € B(a) UB(D), alors a € Ay ou b € Ay. Puisque a < aVbet b<aVbetvuque B\Ay
est un idéal, dans tous les cas on a a Vb € Ay, c’est-a-dire Ay € H(a Vv b).

On a aussi ) = BH(0). En effet, sinon il existe A € DY tel que 0 € A, i.e. 0 ¢ B\A. Comme
B\A est un idéal, on a 0 € B\ A, d’oul une contradiction.

On peut donc définir une topologie sur DY : il s’agit de la topologie dont une base est
donnée par

{(DY\B(a) | a € B}.

Notons que Papplication [J n’est rien d’autre que la restriction de l'application B (définie
au début de cette remarque) a ensemble des l-clusters de B. Sur Y, on donne la base de

topologie suivante :
{Y\B(a)NY,) |a € B}.

Remarque 3.2.28. Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact, DY l’ensemble
de ses demi-clusters, Y; I’ensemble de ses l-clusters et Y, ’ensemble de ses r-clusters. La

proposition [3.2.25| indique que 'application
0:B—=RCY): b= {l'eY,|>b}

est un plongement d’ordre qui est dense et un homomorphisme d’algébres de Boole. Si on
considére la relation ¢ définie sur B par a € b si, et seulement si, b% a, alors (B, €™) est
une algebre de Boole de pré-contact. En effet, les axiomes 1.1, 1.2 et 1 5 sont symétriques,
les axiomes | 3 et 1 4 sont le symétrique 'un de I'autre et il en va de méme pour les
axiomes L7 et L 8. Les I-clusters de (B, %) sont les r-clusters de (B, %) et les r-clusters
de (B, %€™) sont les l-clusters de (B, %’). Considérons I"application

" : B RC(Y,): b= {A€Y,|A>b}.

En appliquant la proposition [3.2.25| a 'algébre de Boole de pré-contact (B, %), on voit
qu’il s’agit d’un plongement d’ordre qui est dense et un homomorphisme d’algébres de
Boole.

Définitions 3.2.29. Un espace d’ombre est un triplet (Y,sh,h) ou Y est un espace to-
pologique, sh une application interne appelée application d’ombre, i.e. une application
sh: Y] — Z(Ys) avec Y] et Yy des sous-espaces de Y tels que Y = Y] U Y5 (cette union
n’est pas nécessairement disjointe) et ot h est une bijection entre les fermés réguliers de
Y] et les fermés réguliers de Y5, appelée fonction d’ambivalence. Les éléments de Y; sont
appelés point et ceux de Y3 sont dénommés point d’ombre. Si E C Yj, alors sh(F) est dit
l’ombre de E. Les régions de Y sont les fermés réguliers de Y;. On définit une relation
binaire %y, sur les régions de Y comme suit : pour tous C, D € RC(Y}), on a

CPwD  si, et seulement si, sh(C)Nh(D) # 0.

Rappelons que si (B, %) est une algébre de Boole de pré-contact et si Y (resp. Y;)
désigne 'ensemble de ses l-clusters (resp. r-clusters), comme Uensemble {Y;\[H(a) | a € B}
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(resp. {Y,\[J*(a) | a € B} ) est une base de topologie pour Y; (resp. Y,.), pour tout C' dans
RC (Y}) (resp. C' € RC(Y})), il existe une famille d’indices I et des éléments B; € B pour
tout 7 € I tels que C' = (E(b;) (resp. C = (" (by)).

i€l el
Définitions 3.2.30. Soient (B, %) une algeébre de Boole de pré-contact, DY l’ensemble
de ses demi-clusters, Y; I’ensemble de ses l-clusters et Y, ’ensemble de ses r-clusters. On
définit application sh* de la maniére suivante :

sh*: Y, - 2 (Y,): I'—={A €Y, |([A) est un 2-cluster}.
On définit également application h* comme suit :

h* : RC(Y}) = RC(Y;) : C =D (b) = h*(C) = (T (by).-

el icl

Proposition 3.2.31. Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact, DY [’ensemble
de ses demi-clusters, Y; ’ensemble de ses I-clusters et Y, l’ensemble de ses r-clusters. Alors
(DY, sh*, h*) est un espace d’ombre.

Démonstration. Il suffit de prouver que h* est une bijection. L’application (h*)_1 est donnée
par
(b)) :RC(Y,) » RC (V) : D = [\ (b)) — [ E (bs),
i€l i€l

d’ou la conclusion. [ ]

Nous sommes a présent en mesure de fournir un théoréme de représentation pour les
algébres de Boole de pré-contact.

Théoréme 3.2.32 (Théoréme de représentation (AC)). Soient (B, %) une algébre de Boole
de pré-contact, DY [’ensemble de ses demi-clusters, Y, l’ensemble de ses [-clusters et Y,
l’ensemble de ses r-clusters. Alors Uapplication [ est un plongement d’ordre qui est dense
et un homomorphisme d’algébres de Boole entre B et l’ensemble des régions de [’espace
d’ombre (DY, sh* h*). De plus, Y, est un espace topologique semi-régulier et pour tous a,b

dans B, on a
at'b si, et seulement s, B (a) Zon B2 (D).

Démonstration. La plupart de ces affirmations ont été démontrées a la proposition
Il nous reste a prouver que pour tous a,b € B, on a a € b si, et seulement si, [(a) Zg,+ [1(D),
i.e. si, et seulement si sh* ([(a)) Nh* (E1(b)) # (. Soient a,b € B.

Supposons que a % b. Par la proposition , il existe un 2-cluster (I'; A) tel que a € T
et b € A. Par définition, A est un r-cluster contenant b. On a donc A € [1*(b) = h* ([1(b)).
De plus, A € sh*([(a)), car A € sh*(T"). On a donc sh* ([J(a)) Nh* (I(b)) # 0.
Supposons a présent que sh* ([J(a)) Nh* (E(b)) # 0. Alors on peut trouver I' € [D(a) et
A € sh*(I') N h*(E2(b)). On sait donc que (T, A) est un 2-cluster et que a € I". De plus,
comme A € h*(E(b)) = [0*(b), on a b € A. Par définition d’un 2-cluster, on a a € b. |
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Chapitre 4

Perspectives

Dans ce dernier chapitre, nous présentons des questions qui sont une suite possible pour
ce mémoire.

4.1 Autour du théoréme de représentation des algébres
de Boole de pré-contact

Le théoréme qui conclut le chapitre précédent n’est pas nécessairement une ex-
tension du théoréme de représentation bien connu. En effet, si (B, %) est une algébre
de Boole de contact et si on pose Y := Clust(B) et si Z est 'ensemble des 2-clusters de B,
tout clan peut étre vu comme un 2-clan (cf. proposition , mais rien ne nous indique
que 'application f définie sur Y par

f:T (I,T)

est a valeurs dans Z. Deux possibilités s’offrent a nous :
1. On parvient a prouver que f est a valeurs dans Z.

2. On trouve un exemple d’algébre de Boole de contact dans laquelle il existe un cluster
" tel que (I',T") n’est pas un 2-cluster.

Notons que pour trouver un tel exemple, il nous semble plus simple de travailler dans
I'espace dual (X, R) de l'algébre de Boole de contact (B, %).
De plus, si f(Y) C Z, rien ne nous garantit que f est une bijection.

Question 1. Si le théoréme de représentation du cas non symétrique n’est pas une exten-
sion du théoréme [3.1.24] quels sont les différents apports de chacun de ces théorémes ?

Dans le théoréme de représentation on dispose d’une caractérisation de l'en-
semble des clusters d’une algébre de Boole de contact : il est accessible et faiblement
régulier. Dans le théoréme [3.2.32) on montre que I'ensemble des 1-clusters d’une algébre de
Boole de pré-contact est semi-régulier.
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4.2 Enlever d’autres axiomes

Question 2. Peut-on trouver d’autres caractéristiques de ces ensembles ?

Pour terminer, dans le théoréme de représentation des algeébres de Boole de contact,
I’ensemble des fermés réguliers des clusters de toute algébre de Boole peut étre munie
d’une relation qui en fait une algébre de Boole de contact. Dans le cas non symeétrique,
nous n’avons pas une relation de contact définie sur les fermés réguliers de Y;. Nous avons
défini une relation sur cet ensemble et nous savons que certains éléments de RC (Y;) vérifient
les axiomes de pré-contact.

Question 3. Quelles conditions devons-nous imposer dans la définition d’un espace d’ombre
afin que 'ensemble de ses régions muni de la relation %y, soit une algébre de Boole de pré-
contact ?

4.2 Enlever d’autres axiomes

Nous avons choisi de travailler en otant ’axiome de symétrie. Toutefois, on aurait pu
enlever un autre axiome, comme | 5.

Question 4. Existe-t-il un théoréme de représentation pour les algebres de Boole munies
d’une relation vérifiant les axiomes 1. 1a 14, [ 6et 177

Question 5. Peut-on démontrer un théoréme de représentation pour les algébres de Boole
munies d’une relation vérifiant les axiomes 1 1 & 1 4 ainsi que 'axiome 177

4.3 Théoréme de représentation dans le dual

La dualité de Stone des algébres multimodales établie a la section nous permet,
d’étudier les caractéristiques des algébres de Boole de pré-contact via leur espace dual (pour
voir comment dualiser une relation de contact, nous renvoyons le lecteur a la section .
On peut s’intéresser a la version topologique du théoréme de représentation des algébres
de Boole de pré-contact [3.2.32] Pour ce faire, nous introduisons une définition de clan a
gauche et de clan & droite dans le cadre topologique. Nous gardons les mémes appellations
que dans le cadre algébrique. Toutefois, si le contexte n’est pas clair, on précisera si on
parle de demi-clans (ou demi-clusters) algébriques ou topologiques.

Définitions 4.3.1. Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et (X, R) son espace
dual. Si I' C X, alors on dit que I' est un [-clan ou clan & gauche si ¢’est un fermé tel que
I'":= N R(z,—) # 0.

zel
Si A C X, alors A est appelé r-clan ou clan a droite si c¢’est un fermé de X tel que

‘A= () R(—,y) #0.
yeEA
Si A est un l-clan ou un r-clan, on dit que c’est un demi-clan.
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4.3 Théoréme de représentation dans le dual

Question 6. Nos définitions topologiques des demi-clans sont-elles la version duale des
demi-clans booléens 7

Question 7. Si la réponse est non, quelle est la bonne définition duale des demi-clans
booléens ?

Tout comme dans les algeébres de Boole de pré-contact, on introduit un terme particulier
pour définir un demi-clan maximal.

Définitions 4.3.2. Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et (X, R) son espace
dual. Un cluster est une paire ordonnée (I'; A) maximale pour l'inclusion, ot I" est un I-clan,
Aun r-clan et I' x A C R.

Un [-cluster ou cluster a gauche est la premiére composante d’un cluster. L’ensemble des
l-clusters est noté (.

Un r-cluster ou cluster a droite est la deuxiéme composante d’un cluster. [.’ensemble des
r-clusters est noté C,.

La proposition suivante démontre ’existence de clusters topologiques dans une algebre
de Boole de pré-contact.

Proposition 4.3.3 (AC). Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact, (X, R) son
espace dual et I'y un [-clan, Ag un r-clan tels que I'g x Ag C R. Alors il existe un cluster
contenant (I'g, A).

Démonstration. Considérons I'ensemble
P = {(I'A) | T, A sont des fermés de X, I' x A C Ret (I';A) D (g, Ag) }

ordonné par inclusion. Comme (I'y, Ag) € &2, cet ensemble est non vide. Soit Z une chaine
de Z. Si Z est vide, tout élément de &2 majore . Supposons donc que Z est non vide. 11

existe alors une famille I d’indices telle que 2 = | (I';, A;) avec I';, A; des fermés de X,
i€l
(T, ;) 2 (To, Ag) et T'; x A; € R pour tout ¢ € I. Posons

() (We) )

Par construction, tout élément de 2 est inclus dans 7. De plus, T O (I'g, Ag). On a
aussi Iy x UA; € R. Eneffet,siz € YT et siy € |JA;, alors il existe iy,ip € [
i€l iel i€l i€l

tels que z € I';, et y € A;,. L’ensemble & étant une chaine, on a (I';;, A;) € (I'yy, Ayy)
ou (I',,A;;,) € (I, A;). Dans le premier cas, on a (z,y) € (I';,,A;,), dans le second,
on a (z,y) € (I';,4;,). Puisque I'; x A; C R pour tout ¢ € I, on a bien zRy. D’ou
U x JA; € R. Comme R est fermé, on a T C R et on voit que toute chaine de & est
iel i€l

majorée. Par le lemme de Zorn, &2 admet un élément maximal. |
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4.3 Théoréme de représentation dans le dual

Les demi-clans et clusters topologiques possédent plusieurs propriétés. Nous en avons
démontré certaines dans le cadre booléen du chapitre [3] mais tant que nous n’avons pas
répondu a la question [6] rien ne nous permet d’affirmer qu’elles sont également vraies du
point de vue topologique sans démonstration. De plus, nous pouvons prouver des propriétés
des clusters topologiques encore non prouvées dans les algébres de Boole de pré-contact.

Définition 4.3.4. Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et (X, R) son espace
dual. Soit F une partie de X. On pose

E' = ﬂ R(z,—) et 'E:= ﬂ R(—,y).

zeE yer

Proposition 4.3.5. Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et (X, R) son espace
dual. Soient Ey et FEy des parties de X. On a

E1XEQQR<:>EQQE1
& By C 'E,.

Démonstration. Montrons la premiére équivalence. Supposons que F; x Fy C R. Soit

y € Ey. Alors pour tout x € Ey, on a Ry. Comme E] = (| R(z,—),onay € E.
el
Supposons a présent que Fy C Ej. On a Ey X E] C R puisque siy € E}, alors xRy Vo € Fj.
On en tire que F; x Ey C R.
On procéde de méme pour montrer I'équivalence entre E; x Ey C R et E; C 'Es. [ |

Proposition 4.3.6. Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et (X, R) son espace
dual. Soient Ey, Ey des parties de X telles que Ey C Ey. Alors E{ 2 E et 'Fy O 'Ejs.

Démonstration. C’est clair puisque plus I'ensemble sur lequel on prend l'intersection est
grand, plus l'intersection est petite. |

Proposition 4.3.7. Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et (X, R) son espace
dual. Soit I' C X. Alors I' est un l-cluster si, et seulement si, I' est un I-clan tel que
['=(T"). Dans ce cas, T est Uunique A tel que (I, A) est un cluster.

Démonstration. Supposons que I' est un l-cluster. Alors il s’agit bien évidemment d’un
l-clan. Montrons que I' = /(I"). Soit € I'. On cherche & prouver que z € (] R(—,y). Or,
yel”
siy € I, alors zRy pour tout z € I', par définition de I'". En particulier, on a z Ry. Comme
on a pris y quelconque dans I, on a bien démontré que x € '(I''). A présent, supposons
que z € '(I") et montrons que x € I'. On sait que pour tout y € IV, xRy et zRy pour tout
zel.Siz ¢l alors {x} Ul DT et il s’agit d’un l-clan. En effet, il s’agit d’un fermé (par
la proposition et ({z} UT) # 0 par ce qui précéde. Cela contredit la maximalité de
I'. En effet, si A est tel que (I'; A) est un cluster, alors I' x A C R et donc A C " par la
proposition [4.3.5] Vu ce qui précéde, on a xRy pour tout y € I'. Donc ({z} UL, T") C R
et ({z}Ul,TV) D (I, I).
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4.3 Théoréme de représentation dans le dual

Supposons & présent que I' est un l-clan tel que I' = '(I"). Montrons que (I',I") est un
cluster. Supposons qu’il existe un cluster (I'g, Ag) tel que (I',T") C (T'y, Ag). Notons que
par la premiere partie de la preuve, on a I'g = '(I')). De I' C I'y, on tire que I'y C IV C A,,
via la proposition [£.3.6] De plus, on a Ty x Ag C R, donc Ay C I'y vu la proposition [4.3.5]
D’ou I'' = I', = Ay. Finalement, on a I'y = '(I'{)) = "(I"") =T

Enfin, montrons que dans ce cas, I est 'unique A tel que (I', A) est un cluster. Tout
d’abord, IV est un r-clan, car

—sixz € I', R(z,—) est un fermé puisque R est une relation fermée. On en tire que
I'= () R(xz,—) est fermé;

zel
- QAT ="(T").
De plus, si A est tel que (I, A) est un cluster, alors ' x A € R et A C I', par la
proposition 4.3.5, Finalement, on a A = I par maximaliteé. |

La proposition suivante se démontre de fagcon analogue.

Proposition 4.3.8. Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et (X, R) son espace
dual. Soit A C X. Alors A est un r-cluster si, et seulement si, A est un r-clan tel que
A = ('A). Dans ce cas, 'A est l'unique ' tel que (I, A) est un cluster.

Comme dans le cas booléen, nous devons définir une topologie sur I’ensemble des clusters
a gauche. Ici, les clusters sont des fermés de I'espace dual de I'algeébre de Boole de départ. 11
parait donc naturel de définir une topologie sur les fermés et ensuite d’utiliser la topologie
induite.

Définition 4.3.9. Soient X un espace topologique et I'(X') ’ensemble de ses fermés. On
définit ’application [y comme suit :

Ox : P(X) = P (P(X)): E— Ox(E) = {C €T(X) | C C E}.

Notation. Pour ne pas alourdir I'écriture, on omettra l'indice X dans ’application définie
ci-dessus lorsque le contexte est clair. De plus, on notera simplement OF au lieu de C(E)
lorsqu’aucune confusion n’est possible.

Proposition 4.3.10. Soient X un espace topologique et O,U des parties de X. Alors
donU)=00n0OU et ['X)=0X.
Démonstration. La deuxiéme assertion est évidente. Prouvons la premiére. On a

OONOU ={Cel(X)|CCO}nN{Cel(X)|CCU}
={Cel(X)|CCONU}
=0onuU),

d’ou la conclusion. [ |
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4.4 Treillis de contact

Définition 4.3.11. Soit X un espace topologique. La topologie de Scott définie sur I'(X)
est la topologie admettant {{JO | O € of(X)} comme base.

Concluons cette section par une derniére question.

Question 8. Dans la démonstration du théoréme de représentation des algébres de Boole
de pré-contact I'axiome €7 joue un role dominant. Il parait donc naturel que le
dual de cet axiome soit important dans la démonstration d’un théoréme similaire du point
de vue topologique. Mais quel est ce dual? Rappelons que si (B, %) est une algébre de
Boole de pré-contact, 'axiome €7 est donné par

atb=3ce Btelqueabcetb¥c

pour tous a,b € B. Sion note (X, R) 'espace dual de notre algébre de Boole de pré-contact,
I’équivalent de 'axiome €7 est-il donné par

OonG,CcOuUnNnC,=0CU (4.1)
pour tous O, U € of(X)?

Expliquons briévement pourquoi nous semble étre le bon candidat comme axiome
dual de €’7. Avant de démontrer la proposition nous avons tenté de prouver 1’énoncé
suivant : Soient (B, %) une algébre de Boole de pré-contact et (X, R) son espace dual. Alors
Uapplication

X : Of(X) —)RO(CI) : OHDOQC[

est un plongement d’ordre qui est dense et un homomorphisme d’algebres de Boole. Tou-
tefois, pour montrer qu’il s’agit bien d’un plongement, nous devions notamment prouver
que pour tous O, U € of(X), si KO C KU, alors O C U. Désirant mimer la démonstration
du théoréme [3.1.24] il nous « fallait » appliquer 'axiome €’7. Ceci nous a amenés a penser
que [4.1] est peut-étre I'axiome dual de I’axiome €7.

4.4 Treillis de contact

Tout au long de ce travail, un des objectifs était d’établir un théoréme de représentation
dans les algébres de Boole de pré-contact. Cependant, on peut également définir des treillis
de contact.

Deéfinition 4.4.1. Un treillis de contact est un treillis borné L muni d’une relation de
disjonction L binaire telle que pour tous x,y, z,t € L,
1l1:siz<y,z>tety Lz alorsx Lt;
12:sizlzye Lty lzety Lt alorsaVy L2zVt;
13:0L1;
14:110;
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4.4 Treillis de contact

15 :six L x, alors z =0;
16 :six Ly, alorsy L z;
17 :six#1, alors il existe u € L tel que u # 0 et x L u.

Question 9. Peut-on établir un théoréme de représentation dans les treillis de contact ?

Question 10. Si la réponse a la question précédente est oui, peut-on également enlever
laxiome de symétrie ?
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Annexe A

Rappels topologiques

Cette premiére annexe reprend toutes les notions topologiques utilisées dans ce travail.
On y trouve donc la définition de base, de sous-base, d’intérieur, d’adhérence, d’application
continue, de compact, etc. Quelques propriétés sont énoncées sans démonstration, pour
d’autres, la preuve est fournie. Pour les propositions non démontrées ici, le lecteur intéressé
pourra consulter par exemple [4] et [18].

A.1 Topologie, voisinage et base

Définition A.1.1. Soit X un ensemble. Une topologie sur X est une partie .7 de X telle
que

— toute union d’éléments de .7 est un élément de 7 ;
— toute intersection finie d’éléments de .7 est un élément de 7.
On appelle les éléments de 7 les ouverts de la topologie. On dit que (X, .7) est un espace

topologique. Lorsque le contexte est clair, on note simplement X 1’espace topologique.

Si (X, 7)) est un espace topologique, comme 'ensemble vide () est une partie finie de
7, on a en particulier

- P)=u{0eT:0cl}eT;
- X=n{0eT:0eh}e 7.

Définition A.1.2. Soient (X, .7) un espace topologique et Y une partie de X. La topologie
induite par X sur Y est la topologie

On dit que (Y, Znq) est un sous-espace de (X, 7).

Définitions A.1.3. Soient (X,.7) un espace topologique et € X. Une partie V de X
est un voisinage de x §'il existe O € 7 tel que x € O C V.
Le systéeme de voisinages de x, noté 7., est 'ensemble des voisinages de x.
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A .2 Intérieur et adhérence

Une base de voisinages de x est une partie %, de 7, telle que tout élément de ¥, contient
un élément de %,.

Proposition A.1.4. Soit X un espace topologique. Un ensemble O C X est ouvert si, et
seulement si, O est un voisinage de chacun de ses points.

Définition A.1.5. Soit (X,.7) un espace topologique. Une base de la topologie .7 est
une partie £ de 7 telle que tout élément de 7 est union d’éléments de A.

Proposition A.1.6. Soient X un ensemble et B C X. Si X est union d’éléments de LB
et si l'intersection de deux éléments quelconques de A est union d’éléments de B, alors il
existe une unique topologie 7 sur X telle que % soit une base de T .

Définition A.1.7. Soit (X,.7) un espace topologique. Une partie C' de X est fermée si
X\C est ouvert.

Proposition A.1.8. Dans un espace topologique, toute intersection de fermés est fermée
et toute union finie de fermés est fermée.

A.2 Intérieur et adhérence

Définition A.2.1. Soient X un espace topologique et A une partie de X. Un point x € A
est intérieur & A si A € ¥,. L’ensemble des points intérieurs a& A est appelé intérieur de
A et est noté A°.

Proposition A.2.2. Soient X un espace topologique et A une partie de X. L’intérieur de
A est le plus grand ouvert inclus dans A.

Proposition A.2.3. Soient X un espace topologique et A une partie de X. Alors A®° = A°.

Proposition A.2.4. Soient X un espace topologique et A, B des parties de X. Alors
(ANB)” = A°N B°.
Démonstration. Procédons par double inclusion. Comme A° C A et B° C B, on a
A°NB°CANB

et vu que l'intersection de deux ouverts est un ouvert, il est clair que A°NB° C (AN B)°.
De plus, on a AN B C A donc (AN B)° C A°. De méme, (AN B)° C B°. Donc

(AN B)° C A°N B°.

Proposition A.2.5. Soient X un espace topologique et A, B des parties de X. Alors
A°UB° C(AUB)°.
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A .2 Intérieur et adhérence

Démonstration. Comme A° C Aet B° C B, on a A°UB° C AU B. De plus, comme toute
union d’ouverts est ouverte, A° U B° est ouvert et donc A°U B° C (AU B)°. |

L’inclusion dans cette derniére proposition peut étre stricte. Il suffit de choisir par
exemple X = R muni de la topologie euclidienne, A = [1;2] et B = [2;3]. On a alors

A°UB° =1;2[U)2;3[ #]1:3] = (AU B)°.

Définition A.2.6. Soient X un espace topologique et A une partie de X. Un point x € A
est adhérent & Asi ANV # 0 VYV € ¥, ou, de fagcon équivalente, si x n’est pas intérieur
a X\ A. I’ensemble des points adhérents & A est appelé adhérence de A et est noté A~ ou
A.

Proposition A.2.7. Soient X un espace topologique et A une partie de X. Alors
A=X\(X\A)°.

Proposition A.2.8. Soient X un espace topologique et A une partie de X. L’adhérence
de A est le plus petit fermé contenant A.

Proposition A.2.9. Soient X un espace topologique et A une partie de X. Alors
AT =A".
Proposition A.2.10. Soient X un espace topologique et A, B des parties de X. Alors
A"UB  =(AUuB)" .
Démonstration. Procédons par double inclusion. Comme A C A~ et BC B~, on a
AUBC A UB™

et vu que l'union de deux fermés est fermée, il est clair que (AU B)” C A-UB"~.
De plus, on a A C AU B, donc A~ C (AU B)". De méme, B~ C (AU B) . On en tire
que A~UB- C(AUB)". |

Proposition A.2.11. Soient X un espace topologique et A, B des parties de X. Alors
(ANB)" CA NB".

Démonstration. Comme A C A~ et BC B~ ,ona ANB C A~ NB~. De plus, comme une
intersection de fermés est fermée, A~ N B~ est fermé et donc (ANB)" CA NB~. N

L’inclusion dans cette derniére proposition peut étre stricte. Il suffit de choisir par
exemple X = R muni de la topologie euclidienne, A =10;1[ et B =]1;2[. On a alors

(ANB) =0#{1}=A"nB".
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A .2 Intérieur et adhérence

Proposition A.2.12. Soient X un espace topologique et A une partie de X. Alors
A= A",

Démonstration. On a clairement A=° C A=°~°,
Montrons 'autre inclusion. On sait que A™° est le plus grand ouvert inclus dans A~. Or,
A7°7° est un ouvert. Prouvons qu’il est inclus dans A~. L’ouvert A=° est inclus dans le
fermé A~, donc 'adhérence de A™°, A7°7, est aussi incluse dans le fermé A~. On en tire
que

AT C AT C A,

Donc A=°=° C A~°.
Au final, on a A7°7° = A™°. |

Proposition A.2.13. Soient X un espace topologique, A une partie de X et un ouvert O.
Alors B
ONAC(ONA)~ et ONATC(ONA)".

Démonstration. Soit x € O N A. Alors z € O et tout voisinage de x rencontre A. Comme
x € O, tout voisinage de = rencontre également O. Donc si V' est un voisinage de X, on a
VNO #Qet VNA # (. On en tire que VNONA # (). Comme V est un voisinage arbitraire
de , on en tire que tout voisinage de z rencontre O N A. On a donc ONA C (ON A,

Prouvons a présent la deuxiéme inclusion. Vu que l'intersection de deux ouverts est un
ouvert, ONA~° est ouvert. De plus, comme A= C A~ ona ONA™ CONA~- C(ONA)"
par la premiére inclusion. Donc ON A C (ON A)™°, ce qui permet de conclure. |

Proposition A.2.14. Soient X un espace topologique et O,U deuzr ouverts de X. Alors
onU)y " =0"nU"".

Démonstration. Procédons par double inclusion. On a ONU C O, donc (ONU)” C O™,
d’ou (ONU)° CO° Deméme, (ONU) ° CU°. On en tire que

onu)y*cornu".
Montrons a présent la deuxiéme inclusion. Vu la proposition précédente, on a
o°nu°c(o°nU) " cOnNU)=0OnU)"°

en appliquant la proposition |

Définition A.2.15. Soit (X,.7) un espace topologique. Un ouvert réqulier de X est un
ouvert O tel que O7° = O.

Définition A.2.16. Un espace topologique (X, .7) est semi-régulier s’il admet une base
d’ouverts réguliers.

Définition A.2.17. Un espace topologique (X,.7) est faiblement régulier s’il est semi-
régulier et si pour tout ouvert non vide O, il existe un ouvert non vide U tel que U~ C O.
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A.3 Topologie produit

A.3 Topologie produit

Définition A.3.1. Soient A une famille d’indices et {X, : a € A} une collection d’en-
sembles. Le produit cartésien des ensembles X, est I'ensemble

HXQ:{(xa)aeA\xanaVaeA}.

acA

Définition A.3.2. Soient A une famille d’indices et {X, : a € A} une collection d’en-
sembles. Pour tout ay € A, on appelle projection canonique et on note p,, 1'application

Do H Xo = Xag 1 (%a) gen = Tag-
acA

Définition A.3.3. Soient A une famille d’'indices et {X, : a € A} une collection d’en-
sembles. Pour toute partie finie {a1,...,a,} de A et tous sous-ensembles B,, de X,,
(i€ {1,...,n}), on définit

Ta(Bays .-y Ba,) = p;f (Bay) N ... ﬂp;} (Ba,,) -

On a donc
Ta(Bayy s Ba,) = {(%a)gen | Ta; € Ba, Vi <n}.

Définition A.3.4. Soient A une famille d’indices et {(X,, Z,) : a € A} une famille d’es-
paces topologiques. La topologie produit sur [[ X, est la topologie dont une base est

a€cA
donnée par les ensembles 74 (O, ..., Oq,) 01t O,, est un ouvert de X, pour tout ¢ dans
{1,...,n} et ot on considére toutes les parties finies {a,...,a,} de A.

Proposition A.3.5. Soient A une famille d’indices et {(X,, 7)o € A} une famille
d’espaces topologiques. Pour tout o € A, soit F,, un fermé de X,. L’ensemble [] F, est

acA
fermé dans [] Xa.

a€A

A.4 Séparation et continuité

Définition A.4.1. Un espace topologique (X, .7) est accessible si pour tous z,y € X avec
x # y, il existe un voisinage V' de x ne contenant pas y.

Proposition A.4.2. Un espace topologique (X,.T) est accessible si, et seulement si, les
singletons de X sont fermés.

Définition A.4.3. Soit (X, .7) un espace topologique. Cet espace topologique est séparé
si pour tous x,y € X avec x # y, il existe V € ¥, et V' € ¥, tels que VNV’ = 0.

Proposition A.4.4. Un espace topologique séparé est accessible. En particulier, dans un
espace topologique séparé, les singletons sont fermés.
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A.5 Compacité

Proposition A.4.5. Soient X un espace topologique séparé, O un ouvert de X et x € O.
Alors O\{x} est un ouvert de X.

Démonstration. Comme X est séparé, {z} est fermé. Donc X'\ {z} est ouvert. On a

O\{z} = 0N (X\{z})
et comme l'intersection de deux ouverts est un ouvert, on peut conclure. |

Définition A.4.6. Soient (X, 7) et (Y,.7") deux espaces topologiques. Une application
f: X — Y est continue au point * € X si f~'(B) est un voisinage de x pour tout
B e /Vf(x).

Définition A.4.7. Soient (X,.7) et (Y, 7’) deux espaces topologiques. Une application
f X =Y est continue si elle est continue en tout point de X.

Proposition A.4.8. Soient (X,.7) et (Y,.7') deux espaces topologiques. Soit une appli-
cation f : X — Y. Les assertions suivantes sont équivalentes :

— Uapplication f est continue;

— pour tout ouvert O de'Y, f~1(O) est un ouvert de X ;

~ pour tout fermé C de Y, f~Y(C) est un fermé de X ;

~ 8i B est une base de T et B’ est une base de T', alors pour tout v € X et tout
B e A tel que f(x) € B, il existe A € B tel que x € A et f(A) C B.

A.5 Compacité

Définition A.5.1. Soit X un espace topologique. Un recouvrement de X est une partie

o de Z(X) telle que X = (J A. Un recouvrement est dit ouvert si chaque élément du
Acd
recouvrement est un ouvert.

Définition A.5.2. Un espace topologique (X,.7) est compact si de tout recouvrement
ouvert de X, on peut extraire un recouvrement fini.

Proposition A.5.3. Un espace topologique (X, 7) est compact si, et seulement si, de
toute famille de fermés d’intersection vide, on peut extraire une famille finie d’intersection
vide.

Définition A.5.4. Soient (X,.7) un espace topologique et Y une partie de X. Alors YV
est compact si (Y, Fnq) est compact.

Proposition A.5.5. Toute image d’un compact par une application continue est compacte.

Proposition A.5.6. Soit (X,.7) un espace topologique compact. Alors tout fermé C est
compact.

Proposition A.5.7. Soit (X, 7) un espace topologique séparé. Alors tout sous-ensemble
compact de X est fermé.
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Annexe B

Lien entre algébre de Boole et anneau

Dans nombre d’articles sur les algébres de Boole, ces derniéres sont définies avec les
opérations + (addition) et . (multiplication) (sens anneau) et non pas avec V et A (sens
algébrique). C’est le cas notamment dans [9] et [5]. Dans notre travail, nous avons pri-
vilégié le coté algébrique des algébres de Boole, qui nous paraissait plus simple. Il existe
évidemment un lien entre les deux points de vue.

L’objectif de cette annexe est double : prouver que toute algebre de Boole est un anneau
commutatif et expliquer le choix du terme idéal dans les algébres de Boole. La premiére
partie de cette annexe est consacrée a la comparaison des structures d’algébre de Boole et
d’anneau commutatif. Dans un second temps, nous montrerons que dans une algébre de
Boole, un idéal d’anneau est équivalent a un idéal d’algébre de Boole.

B.1 Structure

Rappelons qu’une algébre de Boole B est un treillis borné distributif complémenté. On
dispose donc de deux lois V et A qui sont idempotentes, commutatives, associatives, qui
vérifient les lois d’absorption et qui sont distributives. L’ensemble B posséde un minimum
0 et un maximum 1. De plus, tout élément posséde un unique complément.

Définition B.1.1. Un groupe G est un ensemble muni d’une opération binaire, interne et
partout définie
+:GxG—-G

telle que
— lopération + est associative;
— Popération + posséde un (unique) neutre, noté 0;
— tout élément g de G posséde un (unique) opposé, noté —g.

Le groupe est dit commutatif si Popération + est commutative.
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B.1 Structure

Définition B.1.2. Un anneau est un ensemble A muni de deux opérations internes et

partout définies
+:AxA—- A et JAXA—A

telles que

— (A, +) est un groupe commutatif (on notera le neutre pour 4 par 0 et 'opposé d’un
élément a de A par —a);

— l'opération . est associative;
— Popération . posséde un (unique) neutre (on le notera 1) ;

— lopération . est distributive & gauche et a droite par rapport a 'opération +, i.e.

a.(b+c¢)=ab+a.c
(a+0b).c=a.c+b.c

pour tous a,b,c € A.

L’anneau est dit commutatif si 'opération . est commutative. On notera souvent ab au lieu

de a.bsia,be A.

Définition B.1.3. Un anneau booléen A est un anneau dont la multiplication est idem-
potente (i.e. a> = a Va € A).

Remarques B.1.4. Notons que dans un anneau booléen A, tout élément est son propre

opposé. En effet, si a € A, alors (a+ a)® = a+a, donc a® 4 a® + a> + a® = a+ a et comme

a’>=a,onaa+a=0.

Remarquons également que la multiplication dans un anneau booléen A est commutative.
En effet, soient a,b € A. Alors (a+b)? = a+b, donc a®+ab+ba+b* = a+ab+ba+b = a+b,
donc ab + ba = 0 et par ce qui précéde, on en tire que ab = ba.

Théoréme B.1.5. Toute algébre de Boole B est un anneau booléen commutatif pour les
opérations + et . définies par

a+b:=(aAb)V(dAD) et ab:=aNb
pour tous a,b € B.
Démonstration. Soit B une algébre de Boole et posons
a+b:=(aAb)V(dADb) et ab:=aANb

pour tous a,b € B. Alors
— (B, +) est un groupe commutatif :

e si a,b sont deux éléments de B, alors
a+b=(aNb)V(dANb)=0BA)V{H Na)=b+a

donc + est commutatif,
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B.1 Structure

e pour tous a,b,c € B, on a

((a AV (d AL)ALIV [((ant)V(d AB)) Ac]
(@A ALYV (@ ANV [((anY) A(d Ab)) Ac]

(a+0b)+c=

[

=

=(@Ab ANV (A ANDAN)V[(@ VD) A(aV)AC]

=(@NV ANV (@ NN V[((d VD) Aa)V ((a' VD) AY)]AC]
=(@AN ANV (A ANOAN)V[((anD)V (d AV)) A (]
=(@NVAN)V(dANbAL)V(anNbDNC)V (d NV Ac)

et comme cette derniére ligne est invariante par permutation de {a, b, c}, on en
tire que (a +b) + ¢ =a+ (b+ ¢) en utilisant le point précédent,

e I’élément 0 est neutre pour +, car pour tout a € B, on a
a+0=(aA0)V (@ AN0)=(aAl)V(dA0)=aV0=a

et
O+a=0Ad)V (0 ANa)=(0Ad)V(1Aa)=0Va=a,

e tout élément est son propre opposé car si a est un élément de B, alors
ata=(aNnd)V(dNa)=0V0=0;
— si a, b, c sont des éléments de B, alors
a(bc)=a(bNc)=aN(bANc)=(aNb)Nc=(ab)c

donc . est associatif;

— 1’élément 1 est neutre pour ., car pour tout a € B, on a
al=aNl=a et la=1ANa=aq;

— l'opération . est distributive & gauche par rapport a 'opération +, car pour tous
a,b,c € B, on a

ab+ac= [(aAb)A(anc)]V[(anb) Alanc)
=[laANbA(d V]V VY)ANaAC(]
=(@aAbAd)V(aANbAL)V (aNeNd)V (aNcAD)
=(a@aAbAN)V (aNcAD)
=aAN[bA)V (b Ac)
=a(b+ c);

— lopération . est commutative, car pour tous a,b € B,onaab=aANb=bAa = ba;
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B.1 Structure

— l'opération . est distributive a droite par rapport a l'opération +, car pour tous
a,b,c € B, on a
ac+bec=[(anc)AN(bAC)]V [(anc)
= [(cna)A(cAb)]V [(cAha) AcAb)]
=ca+ cb
=c(a+0b)
= (a+b)c

2

— lopération . est idempotente, car pour tout a € B, on a a* =a.a =a N\ a = a.

|
Remarquons que si B est une algébre de Boole et si pour tous a,b € B on définit
a+b:=(@Nb)V(dAb),alorsa+1=(aANl)V(@dANLl)=(aN0)V(dA1l)=0Vd =d.

Théoréme B.1.6. Tout anneau booléen A est une algebre de Boole en définissant les
opérations
aNb:=ab et aVb:=a+b+ab

pour tous a,b € A.

Démonstration. Soit A un anneau booléen et posons a Ab:=abet aVb:=a+ b+ ab pour
tous a,b € A. Alors

— la loi A est idempotente, commutative et associative vu sa définition ;

— la loi V est

e idempotente, car pour tout a € A, on a
aVa=a+a+a®=a+a+a=(a+a)+a=0+a=a,

e commutative, car pour tous a,b € A,onaaVb=a+b+ab=b+a+ba=>bVa,

e associative, car pour tous a,b,c € A, on a
aV(bve)=a+b+c+bc+alb+c+bc)=a+b+c+bc+ ab+ ac+ abe

et cette expression est invariante par permutation de {a, b, c} puisque la multi-
plication est commutative, donc a V (bV ¢) = (aVb) V c;

— les lois V et A vérifient les lois d’absorption : pour tous a,b € A, on a
e a/A(aVb)=ala+b+ab) =a*>+ab+a’b=a+ ab+ ab = a,
e aV(aNb)=a+ab+a*b=a+ab+ab=a.
Alors par le théoremdI.2.9] on sait que A est un treillis pour la relation d’ordre

a<bsaNb=a (a,be A).

De plus, le treillis A est
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B.2 Idéal

— distributif : pour tous a,b,c € A, on a
al(bVe)=alb+c+bc) = ab+ ac+ abc

et
(a Ab)V (a Ac)=ab+ ac+ abac = ab + ac + abe;

— borné : pour tout a € A,onaaAN0=a0=0donc0<aetaAl=al=adonc
a<1;
— complémenté : soit a € A. Alors aA(a+1) =ala+1) =a*+a=a+a=0cet

aVia+l)=a+(a+1)+ala+1l)=a+a+1+a*+a=a+a+1+a+a=1,
donc a’ = a + 1.

B.2 Idéal

Dans cette section, nous montrons que dans une algébre de Boole, un idéal au sens
algébre de Boole est équivalent & un idéal au sens anneau. On peut donc appliquer tous
les théorémes connus sur les idéaux en théorie des anneaux aux idéaux dans les algeébres
de Boole.

Rappelons qu’un idéal d’'une algébre de boole B est une partie I non vide de B telle
que

—sii €l et a € Bsont tels que a <1, alors a € I;
—siteletjel,alorsiVyel.

Définition B.2.1. Soit A un anneau commutatif. Un sous-ensemble I de A est un idéal si

— I est un sous-groupe additif de A, i.e.

e 0e
e Vijeli+jel,
eVicl —iel;

— pourtousa € A, i€l,ai€l.

Proposition B.2.2. Si B est une algebre de Boole, les notions d’idéal dans B au sens des
algébres de Boole et d’idéal dans B au sens des anneaux coincident.
Démonstration. Supposons que [ est un idéal de B au sens des algébres de Boole. Alors
— I est un sous-groupe additif de B, car
e 0 € [ car [ est non vide et décroissant,

esii,jel,alorsi+j=(GN7)V(I'ANj)etcommeiAj <ieti Aj<j ona
inNnjg el,i'Njel, doni+jel,
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B.2 Idéal

e comme dans un anneau booléen tout élément est son propre opposé, pour tout
1e€l,ona—t1=1€1;
—siteletac B,alorsai=aANi<idonca.:éel.

Donc I est un idéal de B au sens des anneaux.
Supposons & présent que J est un idéal de B au sens des anneaux. Alors

— J est non vide car 0 € J;
—sije Jetac Bsonttelsquea<j,alorsa=aANj=a.jeJ;
-siteJetjeJyalorsiVi=i+j5+15€J.

Donc J est un idéal de B au sens des algébres de Boole. |
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Annexe C

Rudiments de théorie des catégories

Cette annexe donne les définitions basiques de théorie des catégories nécessaires pour la
compréhension de ce travail, ainsi que quelques exemples de catégories. D’autres exemples
sont donnés dans la section [2.2|du deuxiéme chapitre de ce travail. Nous renvoyons le lecteur
aux livres [I5] et [I7] pour un développement assez complet sur la théorie des catégories.

C.1 Définitions de base

Définition C.1.1. Une catégorie € est la donnée

— d’une classe d’objets Ob(%) ;

— pour tous X,Y € Ob(%), d'une classe de morphismes Homy (X,Y) de X dans Y.
De plus pour tous X,Y, Z € Ob(%), on dispose d’une loi de composition

o: Homg (X,Y) x Homy (Y, Z) — Homy (X, Z) : (f,g9) — go f

telle que
— pour tous X,Y, Z, W € Ob(¥), f € Homy (X,Y), g € Homg (Y, Z) et pour tout
h € Homg (Z,W),ona (hog)o f=ho(go f) (associativité);
— pour tout X € Ob(%), il existe idx € Homy (X, X) tel que pour tout Y € Ob(%), on
a foidy = f pour tout f € Homg (X,Y) et g = idx o g pour tout g € Hom¢ (Y, X)
(existence d’un neutre).
Si X € Ob(%), on dit que idx est le morphisme identité, ou plus simplement ’identité de
X.
Si € est une catégorie, X, Y € Ob(%) et f € Homy (X,Y), on dira que X est origine
de f et Y est Uextrémité. On parlera également de fleche plutot que de morphisme afin
d’éviter les confusions.

Notations. Si € est une catégorie, X, Y € Ob(%), on notera souvent f : X — Y au lieu
de f € Homg (X,Y).
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C.2 Foncteur et équivalence de catégories

Exemples C.1.2. On a la catégorie Top des espaces topologiques dont les fléches sont les
applications continues, ou encore la catégorie Ens des ensembles dont les fléches sont les
applications entre ensembles.

Définition C.1.3. Soit € une catégorie. La catégorie opposée, notée €°P est la catégorie
définie de la facon suivante :

— Ob (%°P) = Ob(%);

— Homgop (X,Y) = Homg (Y, X) pour tous X, Y € Ob(%);

- si X,Y,Z € Ob(%°?), f € Homgor (X,Y), g € Homgor (Y, Z), on définit la loi de

composition S dans €°P par
op
gof=1/Joy.

Définition C.1.4. Soient ¢ une catégorie et X, Y € Ob(%). Une fleche f : X — Y est
un isomorphisme s’il existe une fléeche g : Y — X telle que fog=idy et go f =idx. Un
tel g est unique, noté f~! et appelé I'inverse de f. Dans ce cas, on dit que X et Y sont
1somorphes.

Si € est une catégorie, on peut vouloir en représenter certains éléments. On le fait a
'aide de diagrammes. Par exemple, si X, Y, Z, T € Ob(€)etsi f: X =Y, 9:Y — Z,
h: X —=Tetl:T — Z, on représente la situation par le diagramme ci-dessous.

x 1.y

Pk
T 527

On dit que ce diagramme est commutatif si, et seulement si, go f =1loh.

C.2 Foncteur et équivalence de catégories

Définition C.2.1. Soient € et ¥ deux catégories. Un foncteur, noté F' : € — & est
la donnée d’une application F' : Ob(%) — Ob(Z) et pour tous X,Y € Ob(%), d'une
application F': Homy (X,Y) — Homgy (F(X), F(Y)) telle que

- F(ldX> = ldF(X) VX e cg;
— F(g(gf> :F(g)gF(f) pour tous X, Y, Z € Ob(¥), f: X =Y, g:Y — Z.
Un foncteur contravariant de € dans & est un foncteur F' de €°P dans &. Autrement dit,

pour tous X, Y, Z € Ob(¥), f: X =Y, g:Y = Z,ona F(go f)=F(f)o F(g).

Définition C.2.2. Deux catégories € et Z sont dualement équivalentes s’il existe des
foncteurs contravariants F : € — Z et G : 9 — € tels que pour tous X € €, Y € 9,
il existe des isomorphismes rx : X — Go F(X) et ey : Y — FoG(Y) tels que pour
tous C,C" € Ob(¥), D,D’" € Ob(Z) et toutes fleches f : C — C' et o : D — D', les

diagrammes suivants sont commutatifs.
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C.2 Foncteur et équivalence de catégories

C —= GoF(C)

fl lGoF( D)

¢ % Go F(C")
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