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Une fonction f, continue sur K, appartient 3 C(K) si il existe une
fonction continue df sur K a valeurs dans les applications linéaires
de R9 dans R telle que, pour tout x € K,

- FO) =00 = (), y =) _

y—X —
i ly — x|

0,

I'l En général, une telle dérivée n'est pas unique!!
CH(K) = m (T (K)).
équipé de la norme

Ifllcrky = Ifllk +inf{lldfllx : df est une dérivée continue de f sur K}
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oeo

CL(RY|K) est le sous-espace de C1(K) des restrictions 3 K des
fonctions continiiment dérivables sur RY.

CYRIK) ¢ CH(K)

K={(x,y) € [-1,1]*> : |y| = x pourx > 0}
f(x,y) = x? sur la partie rouge f(x, y) = 0 sinon

f € C1(K) mais f ¢ C1(R?|K) parce que f n’est lipschitzienne a
I'origine.
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Théoreme (Whitney,1934)
Une fonction f € CY(RY|K) si et seulement si f € 71(&1(K))

Un jet (f, df) € E1(K) si

im fO) =) —(df(x),y = x) _

y—oX —
Sk ly = x|

0.

uniformément en x € K.

o

Si K est topologiquement régulier ( K = K)

CL.(K) = {f e C(K): fl. € C1(K) et df s'étend contindiment 3 K}.

C1(K) c CL.(K)
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Une fonction f € C1(K) n'est pas nécessairement lipschitzienne
car les segments dont les extrémités sont dans K et sur lesquels on
aimerait appliquer le théoreme des accroissements finis ne sont pas
nécessairement contenus dans K.

Un chemin rectifiable est une fonction continue v : [a, b] —» K
telle que la longueur

L(y) =sup{ > Iy(t) = y(tin)l ia=to < <ty=b
j=1

est finie.
La fonction £(t) = L(y|[a,+]) est alors continue.
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Lemme (L. Frerick, L.L., J. Wengenroth)

Soit f € CY(K) et x,y € K. Si df est une dérivée de f sur K et si x
et y sont connectés par un chemin rectifiable y : [a, b] — K, alors

1f(y) = F()| < L(y)sup{ldf(z)| : z € y([a b])}.

Si F: K — R? est continu et si y est un chemin rectifiable dans
K, on définit I'intégrale de F le long de v, fy F, comme la limite
de la somme de Riemann-Stieltjes

n

D (FG @)y () = y(t-1)

=1

ola=ty<...<t,=b max{tj—ti1:1<j<n}—0et
ti-1 <7 < t.
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Si y est absolument continu, il existe une fonction Lebesgue
intégrable y : [a, b] = R? pour laquelle y(B) — y(a) = /f y(t)dt
pour tout a < @ < B < b. Dans ce cas, F oy est uniformément
continu et on a la formule plus explicite et familiere

b
F = F 1), y(t))dt.
/y /a<<y<>>y(>>

Si y est continliment dérivable et F = df, pour une fonction
f e CH(K), fydf= f(y(b)) — f(y(a)).

T.F.C.1. généralisé (L. Frerick, L.L., J. Wengenroth)

Pour toute fonction f € C1(K) de dérivée continue df et pour tous
chemins rectifiables y : [a,b] — K on a

/df = f(y(b)) - f(y(a)).

Y
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Notons C |'ensemble triadique de Cantor et U son complémentaire
dans (0,1). L'ouvert Q est construit a partir de U X (0,1) eny
retirant des boules fermées disjointes (B;)jen qui s'accumulent
précisément en C X [0, 1] et telles que la somme des diamétres

i N l
n'excede pas 7.

K = Q est topologiquement régulier.

Si f est la fonction de Cantor sur [0, 1], on considere la fonction F
définie sur K par F(x,y) = f(x). On a F € C} (K) par continuité

int
et HF =0 F=0sur Q=K.
Si F e CL(K), dF =(0,0) et si on considere y : [0,1] — K la

paramétrisation évident d'une droite horizontale traversant K de
gauche a droite, on a

/dF =0 tandis que F(y(1)) - F(y(0)) =f(1)-f(0)=1.
Y
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Ensemble compact avec une infinité de composantes connexes

Si K est un ensemble compact avec une infinité de composantes
connexes, alors (C1(K), || - lc1(k)) n'est pas complet.

@ (Kj)jen suite de sous-ensembles ouverts-fermés de K, deux a
deux disjoints et avec une infinité de composantes connexes.
Pour tout j € N, soit x; € K;.

@ Par compacité, on peut extraire une sous-suite xx(j) — xo € K,
ce point limite ne peut appartenir a un des Kj(; vu que ces
ensembles sont ouverts et deux a deux disjoints.

o

|Xk(j) —-xo| sixe Kk(j) etj<n
fn(x) =
0 sixe K \ Uf:l Kk(j)-

(fy)n est une suite de Cauchy dans (C1(K), || - llc1(k)) avec
df, = 0.
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[Xk(jy — X0l six € K pour un j €N
F(x) = |
0 SIXEK\U}':{K;(U).

Pour tout J,
|f (xk(j)) = f(x0)l 1
[Xk(j) = ol




Complétude de C*(K)
coeo

Si K a un nombre fini de composantes connexes



Complétude de C*(K)
coeo

Si K a un nombre fini de composantes connexes

K est ponctuellement régulier



Complétude de C*(K)
coeo

Si K a un nombre fini de composantes connexes

K est ponctuellement régulier

On dit qu'un ensemble A C RY est (Whitney) régulier si il existe
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Si K a un nombre fini de composantes connexes

K est ponctuellement régulier

On dit que A est ponctuellement (Whitney) régulier si pour tout
x € A il existe un voisinage V, de x dans A et C, > 0 tels que tout
y € V, est joint a x par un chemin rectifiable dans A de longueur

bornée par Cy|x — y|.
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Si K a un nombre fini de composantes connexes

K est ponctuellement régulier = (JY(K),| - | 1(k)) Banach

@ Considérons ((f;; df;))jen une suite de Cauchy dans
(THK) -l g1 (k). par complétude de (C(K), || - llk) on
obtient des limites uniformes f et df.

@ Etant donné x € K et un chemin rectifiable vy de x vers y de
longueur L(y,) < Ci|x —y|

Fy) = ) — (dF (). y — x) = / (df; - df (x))
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Si K a un nombre fini de composantes connexes

K est ponctuellement régulier = (JY(K),| - | 1(k)) Banach

@ Considérons ((f;; df;))jen une suite de Cauchy dans
(THK) -l g1 (k). par complétude de (C(K), || - llk) on
obtient des limites uniformes f et df.

@ Etant donné x € K et un chemin rectifiable vy de x vers y de
longueur L(y,) < Ci|x —y|

fly) = f(x) = (df (x),y —x) = / (df — df(x))

Yy
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(CHK), |l - lc1(k)) Banach

En passant au quotient.
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Si K a un nombre fini de composantes connexes

K est ponctuellement régulier = (JY(K),| - |l 71(k)) Banach

Pour tout x € K, il existe = (CYK),| - lc1(k)) Banach
Cx > 0 tel que
f(y)-f(x
SupyeK% < Gllfllerk
Y#EX
Fixons x € K, pour tout y € K \ {x}, on définit une application
linéaire et continue sur C1(K) par

fly) - f(x)

e = =N

Vfe CHK).

On conclut par Banach-Steinhaus.
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Pour tout x € K, il existe & (CYK),| - lc1(k)) Banach
Cx > 0 tel que
fF(y)-f
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Y#EX

de(y) :=inf{L, : ychemin rectifiable de x vers y dans K>.}.

(K> voisinage ouvert et connexe de K)
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Pour tout x € K, il existe =  (CYHK), |- llcr(k)) Banach
Cx > 0 tel que
F(y)—f
SUPyEKW < Gllfllcr ik

Y#EX

de(y) :=inf{L, : ychemin rectifiable de x vers y dans Ky.}.

yo € K fixé, définissons ug(y) = min{ds(y),ds(vo)}. Si y et y’
sont suffisamment proches Ko, on a

lug(y) —us(y) < ly =yl
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Pour tout x € K, il existe =  (CYK), |- llcr(k)) Banach
Cx > 0 tel que
F(y)—f
SUPyEKW < Gllfllcr ik

Y#EX

de(y) :=inf{L, : ychemin rectifiable de x vers y dans K>.}.

Yo € K fixé, définissons uz(y) = min{ds(y), d=(y0)}. Si ¢ est une
fonction C*, positive, a support dans B(0, €) et d'intégrale 1, le
produit de convolution ug * ¢, défini sur K, est une function C*.

|(ue * ¢)(x) = (us * ) (Y0)| < Ci(de(yo) + d)Ix = yol
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Si K a un nombre fini de composantes connexes

K est ponctuellement régulier = (JY(K), |l - Il y1(k)) Banach

m 7 i}
Pour tout x € K, il existe =  (CYK), |- llcr(k)) Banach
Cx > 0 tel que
F(y)—f
SUpyeK% < Gllfllerek

Y#EX

dg(y) :=inf{L, : ychemin rectifiable de x vers y dans K>.}.
Yo € K fixé
suppg — {0}

de(y0) < C(de(y0) + d)|x = yol.
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Si K a un nombre fini de composantes connexes

K est ponctuellement régulier = (JY(K),| - |l 71(k)) Banach

m 7 I}
Pour tout x € K, il existe & (CYK),| - lc1(k)) Banach
Cx > 0 tel que

SupyeK% < Gellfllcr ek
Y#EX

Pour tout yp € B(x, %) N K, il existe un chemin rectifiable de x
vers yp in Ko de longueur bornée par 2C.d|x — yp| + €. En utilisant
un paramétrage par abscisse curviligne pour ces chemins, on
obtient une famille de fonctions uniformément équicontinues.
Par Arzela-Ascoli, on trouve une sous-suite convergente donc la
limite est un chemin rectifiable de longueur bornée par
2C.d|x - )/0|-
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Caractérisation de la complétude de C*(K) (L. Frerick, L.L., J.

Wengenroth)

Soit K un ensemble compact, (C1(K), || - llc1(k)) est un espace de
Banach si et seulement si K a un nombre fini de composantes
connexes qui sont toutes ponctuellement Whitney réguliéres.
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On désire montrer que

z1ik)” " = (k).

Pour un compact général K, toutes les procédures standards
d’'approximation comme la convolution avec des fonctions test ou
des “recollages” via des partitions de I'unité ne s'appliquent pas
facilement.

Conséquence du théoreme de Hahn-Banach

Il suffit de montrer que, si @ une application linéaire continue sur
C(K)d+1 telle que (D|g1(K) =0 alors q)|J1(K) =0

Considérons une telle application ®.
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Par le théoreme de représentation de Riesz, on sait que ® peut étre
décrit par (u; p1, -+, ug) : pour tout (f, f,---,fy) € C(K)T,

(I)((f,fl,---,fd))=/fdy+/fldp1+...+/fddud.

Comme @ 51y =0, pour tout ¢ € D(RY), on a

/sodﬂ=—/61sodﬂ1—---—/6dsodud
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Par le théoreme de représentation de Riesz, on sait que ®@ peut étre
décrit par (/’lr#]J e ,,le) - pour tout (fa fla ) fd) € C(K)d+1v

CD((f,fl,---,fd)):/fdy+/f1du1+...+/fddud.

Comme D515y =0, pour tout ¢ € Z)(Rd), on a

ulel = (1)@l + -+ + (Baua) [¢]
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Par le théoreme de représentation de Riesz, on sait que @ peut étre
décrit par (u; p1,--- , pg) : pour tout (f, fi,--- , fy) € C(K)4*1,

(I)((f,fl,---,fd))zffdp+/f1dp1+...+/fddpd.

u=div(T)

ou T =(u1, - ,Hd) est un champ vectoriel de mesure (charge).
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Siy : [a,b] = K est un chemin rectifiable (lipschitzien) et
F=(F, -, Fq) € C(K),

b
F = F(y(t)),vy'(t)) dt
/y /a<(y<)>y<>>
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[F= [ Fownywda=Y [ Eawmod
v a =1
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Siy : [a,b] = K est un chemin rectifiable (lipschitzien) et
F=(F, -, Fq) € C(K),

b d p .
L=l <F(7(t”’7'<’-‘>>df=;/a Fj()’(t))%’-(t)dt=;//—'jdﬂ;7)’

ou ,um est I'image par v de la mesure de densité ny sur [a, b]. On

J
pose T’)’ = (HY)’ T 7/‘1((17))1

divT, =8, - b
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[ele] [e]

Siy : [a,b] = K est un chemin rectifiable (lipschitzien) et
F=(F,---,Fag) € C(K)Y,

b d b ;
/7F=/a <F(7(t)),7’(t)>dt=;/a Fi(y ()} (t) dt:j;/Fjdﬂjm’

(y)

ou ;o est I'image par v de la mesure de densité ny sur [a, b]. On
pose T, = (uiy), e ,u‘(iw),
divT, =0, 0p

Si I' est I'ensemble de tous les chemins rectifiables lipschitzien.

Smirnov (1993)

Toute charge T a support compact telle que div(T) est une
mesure signée peut étre décomposée en éléments de I, i.e., il
existe une mesure positive finie v sur I" telle que

T- /F Tdv) e Tl = [ 1T, ldv).
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Theorem (L. Frerick, L.L., J. Wengenroth)

Pour tout compact K, I'espace des restrictions a K des fonctions
continliment dérivables sur R? est dense dans (C(K), || - lciky)-
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Critere pour I'égalité C1(RY|K) = C1(K) (L. Frerick, L.L., J.

Wengenroth)

Cl(K) = CL(RY|K) avec des normes équivalentes si et seulement
si K a un nombre fini de composantes connexes et que celles-ci
sont toutes Whitney régulieres.

Il s’agit d’une réponse satisfaisante dans le contexte des espaces de
Banach, pas en général.
Remarque : I'égalité (algébrique) C1(RY|K) = C1(K) a des
propriétés de stabilités assez pauvres :
@ Deux moitiés d'un cceur brisé se comportent mieux que le
ceeur intact...
@ Considérons M ={0}U{2":neN} et K=Mx][0,1], on a
CL(K) # CL(R?|K).
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Whitney (1934)

Soit K un compact topologiquement régulier. Si K est Whitney
régulier, alors Ci}ﬂ(K) = CL(RIIK).

Conjecture de Whitney : qu'en est-il de la réciproque ?

Critere pour I'égalité C!(K) = CL (K) (L. Frerick, L.L., J.

Wengenroth)

Soit K un compact topologiquement régulier et supposons que,
pour tout x € K, il existe Cx > 0 et un voisinage V, de x dans K
tel que chaque y € Vi peut étre joint depuis x par un chemin
rectifiable dans K U {x, y} de longueur bornée Cy|x — y|. Alors

Cl (K) = CL(K).

int
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Notons Q le disque unité ouvert dans R? duquel on retire des
suffisamment petites boules disjointes qui s'accumulent
précisément en {0} x (-2, %).
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Notons Q le disque unité ouvert dans R? duquel on retire des
suffisamment petites boules disjointes qui s'accumulent
précisément en {0} x —5, 5) Dans ce cas, K = Q est connexe,
topologiquement régulier et Whitney régulier. En particulier, on a
CL(R?|K) = CL(K).
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K n’est pas Whitney régulier, parce que {0} x (-3, %) n'est pas

o
contenu dans K
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Notons Q le disque unité ouvert dans R? duquel on retire des
suffisamment petites boules disjointes qui s'accumulent
précisément en {0} x (—— —) Dans ce cas, K = Q est connexe,
topologiquement régulier et Whitney régulier. En particulier, on a
CL(R?|K) = CL(K).

o]

K n’est pas Whitney régulier, parce que {0} x —5, 5) n'est pas

contenu dans K, mais les hypothéses du dernier critére étant
satisfaites C1(K) = Ci}]t(K).
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Egalité entre C1(K) and C}(R|K)

Si K est un compact de R avec un nombre infini de composantes
connexes, pour tout ¢ € K, soit

sup{ly - &| : y € G}
0(G)

o(é) = Iirr(1)+ sup{ : Gtrou C (f—s,§+s)}

Théoreme (L. Frerick, L.L., J. Wengenroth)

Soit K Cc R un compact set wvec un nombre infini de composantes
connexes. On a C1(K) = CL(R|K) si et seulement si o (&) < oo
pour tout & € K.
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sup{ly — €| : y € G}
t(G)

o(€) = I|m sup{ . Gtrou C (§—s,§+s)}

@ L’ensemble de Cantor K vérifie o7(£) = oo pour tout £ € K
donc C}(K) # CL(RIK).
Q@ K ={0} U {x,: ne N} avec une suite décroissante x, — 0.

e 0(xp) =0 pour tout neN
o 0(0) =limsup ;

n—Xn+1
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o(€) = I|m sup {sup{ly _{’flG; y €6} . Gtrou C (¢ - 8,§+8)}

@ L’ensemble de Cantor K vérifie o7(£) = oo pour tout £ € K
donc C}(K) # CL(RIK).
Q@ K ={0} U {x,: ne N} avec une suite décroissante x, — 0.
e 0(xp) =0 pour tout neN
e 0(0) =limsup poa—
= fini pour des suites avec décroissance rapide comme x, = a
avec a > 1 mais infini pour des suites plus lentes comme
xp=n"P (p>0)

—n
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sup{ly — €| : y € G}
£(G)

o(€) = I|m sup{ Gtrou C (§—s,§+s)}

@ L’ensemble de Cantor K vérifie o7(£) = oo pour tout £ € K
donc C}(K) # CL(RIK).
Q@ K ={0} U {x,: ne N} avec une suite décroissante x, — 0.
e 0(xp) =0 pour tout neN
e 0(0) =limsup poa—
= fini pour des suites avec décroissance rapide comme x, = a~
avec a > 1 mais infini pour des suites plus lentes comme
xp=n"P (p>0)

Q@ K= {0} U UneN[Xn’Xn + rN]

n
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sup{ly — €| : y € G}
£(G)

o(€) = I|m sup{ Gtrou C (§—s,§+s)}

@ L’ensemble de Cantor K vérifie o7(£) = oo pour tout £ € K
donc C}(K) # CL(RIK).
Q@ K ={0} U {x,: ne N} avec une suite décroissante x, — 0.
e 0(xp) =0 pour tout neN
e 0(0) =limsup poa—
= fini pour des suites avec décroissance rapide comme x, = a~
avec a > 1 mais infini pour des suites plus lentes comme
xp=n"P (p>0)
Q@ K ={0}UU,en[Xns X0+ rn] Pour rp = e2"ona o(0) < oo,
par exemple, pour x, = e~ et 0(0) = oo pour x, =1/n

n
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sup{ly — €| : y € G}

o(é) = Iirr(1)+ sup{ : Gtrou C (f—s,§+e)}

t(G)
O
O O
O——o0
O——oO
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1
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Pour en savoir plus :

Leonhard Frerick, Laurent Loosveldt and Jochen Wengenroth,
Continously differentiable functions on compact sets, Results in
Mathematics 75 n°4, 2020.
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