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Résumé. Dans ce numéro de Losanges, J. MIEWIS a établi les principales relations de la trigonométrie
sphérique en adoptant un point de vue qui ett pu étre celui de MENELAUS ou des mathématiciens arabes
qui lui ont emboité le pas [3].

Pour intéressantes qu’elles soient, ces techniques sont tout de méme fort lourdes par rapport d une
approche « moderne » de la question, reposant notamment sur le calcul vectoriel. Nous avons donc pensé
que les lecteurs de cette revue seraient heureux de compléter par ce second point de vue leur étude de ce
beau (mais suranné) sujet.

Nous n’avons, ensuite, pas pu résister & ’envie de montrer comment les formules de la trigonométrie
rectiligne se cachent dans celles de sa grande (*) sceur sphérique.

Nous travaillerons sur une sphere ¥ de rayon 1, cosa =

dont le centre sera noté O. Lorsque ABC est un
triangle sur X, nous noterons A, B & C les angles, <O?‘07>
S oy T~ T S
et a, b & cles arcs BC, C'A & AB respectivement. = <cosc -OA+sinc-OB'|cosb- OA+sinb - OC >
—
= cosbcosc <O—1)4‘O—1)4> +sinbcosc <O‘1>4‘OC"> +
— e
Proposition 1 (Relations des cosinus) Dans + cosbsinc <OB' OA> +sinbsinc <OB’ OC'>

le triangle ABC, = cosbcosc+sinbsincsin A. m

cosa= cosbcosc+ sinbsinccos A,
cos b= cosccosa + sincsinacos B,
cos c= cosacosb+ sinasinbcos C.

DEMONSTRATION. Par symétrie, il suffit de prou-
ver la premiere égalité. Considérons le grand cercle
&/, intersection de la sphére et du plan perpen-
diculaire & OA passant par O. Prolongeons 'arc
AB (resp. AC) jusqu’a son intersection B’ (resp.

—~

C") avec o. La mesure de larc B'C’ est A. Nous
o — OF et OO

avons OB = cosc - QA + sinc - OB’ et OC =

= cosb-OA+sinb-OC". Puisque ces deux vecteurs

sont normés, ainsi que OB’ et OC’, Fig. 1

1. N’oublions pas que la trigonométrie sphérique, née des nécessités de 'astronomie, est antérieure a la trigonométrie
plane.
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Proposition 2 (Triangle rectangle) Si le tri-
angle ABC est rectangle en A, alors cosa =
=cosbcosc.

Fig. 2

DEMONSTRATION. 11 suffit de faire A = 7/2 dans
la premiere des relations des cosinus. ®

Proposition 3 (Relations des sinus) Dans le
triangle ABC',

sina sin b sin ¢

sindA sinB  sinC’

PREMIERE DEMONSTRATION. Par symétrie, il suf-
fit de prouver la premiere égalité. Soit D le point
situé du méme coté du plan OAB que C et tel que
— —

(OA, oB' ,(ﬁ) soit une base orthonormée. Si le
grand cercle A est la trace sur la sphere du plan
orthogonal & OB passant par O, D peut encore étre
défini comme celui des deux points d’intersection de
et P qui est du méme c6té que C' du plan OAB.
Remarquons que A et B sont interchangeables dans
la définition de ce point.

Considérons le triangle C'C’'D, rectangle en C'.
D’apres la proposition précédente,

cos C/B =cosCC"cosC'D =

= CoS (g — b) cos (% — A) = sin bsin A.

Mais nous avons observé que la définition de D est
symétrique par rapport aux deux sommets A et B
du triangle. Nous avons donc également

—~

cosCD = sinasin B.

Fig. 3

La comparaison des deux derniéres égalités nous

permet de conclure que
sina sin b

- = — ) ]
sinA sinB

Avant de donner une seconde démonstration de
cette proposition, nous avons a établir un lemme.

Lemme 1 Si W, U et W sont trois vecteurs nor-
més, alors

1@ A &) A (@A @) = [[(T A D) A (T
= [[(@ A

a)|

| =
)N (W AT

S >

DEMONSTRATION. En utilisant la formule du
double produit vectoriel,

(@ A D) A (i A B) = (id]ii A G T — (5] A B)

puisque @ L @ AW ; et, comme ||@]| =1,

1(@ A D) A (d@ A D) = | (0] A ) |
De méme,

(@A) A (@A G| = [ (@]d A D) |
et

(@ A @) AN (b AD)|| = | (a]T A @) |.

Or, le produit mixte jouit de la propriété d’inva-
riance par permutation circulaire :

(@@ A T) = (@|EAT) = (@7 AT .

La preuve est donc terminée. m
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SECONDE DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.
Calculons la norme de

(041 0B) A (0470OC),

en nous souvenant que, par définition, la norme du
produit vectoriel est le produit des normes des deux
facteurs et du sinus de leur angle. Ici, d’abord,

|04 08] = o] o5

et de méme

sinA/OE =sinc

HO_zZl/\ O?H = sin b.

—
Ensuite (revoir la fig. 3), le VecteE) OA n OB
et, de méme, OA A O? est
parallele au vecteur OF (non représenté) tel que
—_— —_—
(OA, oc’, @) soit une base orthonormée directe.

Ainsi,
< ((74/\0?,(7)4/\(?) = (()_15,(75) -
—
= < (OB’, OC’)

est parallele a O

= A.
Finalement,
| (041 0B) A (041 OC) | = sincsinbsin a:

de méme,

(07 n0¢) n (08 1 04) | = sinasinesin 3
et

H(O?/\O—‘zg A (O?/\O?)H = sinbsinasin C.

Comme, selon le lemme, ces trois normes sont
égales,

sincsinbsin A = sinasincsin B = sinbsin a sin C,

et nous obtenons la theése en divisant les trois
membres par sinasinbsinc. B

La trigonométrie rectiligne
comme limite de la trigonométrie sphérique

Le plan, ce n’est rien d’autre qu’une sphere de tres
grand rayon, pour ainsi dire. Nous le savons évi-
demment bien, nous les humains, qui vivons sur
une spheére en ayant 'impression de vivre sur un

plan. Rappelons qu’il a fallu attendre les travaux
géodésiques de GAUSS pour qu’il soit mis en évi-
dence que les (grands) triangles définis a la surface
de notre globe se comportaient comme des triangles
sphériques et non comme des triangles rectilignes.

Nous devons donc nous attendre a ce que les for-
mules de la trigonométrie sphérique se réduisent a
celles de la trigonométrie rectiligne lorsque le rayon
de la sphere tend vers I'infini. Oui, mais... il y a un
petit probléme : nous avons supposé, tout le long
de ce qui précede, que ce rayon était fixé a 1. En
fait, si nous avons pu nous le permettre, c’est tout
simplement que ce rayon n’intervient nulle part;
en effet, les cotés d’'un triangle sphérique sont des
arcs et non des longueurs; et, d’ailleurs, ils n’in-
terviennent dans les formules que via les fonctions
trigonométriques. Alors?

Dire que la spheére est trés grande, c’est dire qu’elle
est tres grande par rapport au triangle étudié; ou
encore, que celui-ci est tres petit par rapport a la
sphere. Plus précisément, que leurs cotés a, b & ¢
sont tres petits — mais leurs angles A, B & C' n’ont
aucune raison de 1’étre.

Dans les formules ci-dessus, nous allons rempla-
cer les fonctions des trois variables a, b & ¢ par
leurs polynomes de MACLAURIN d’ordre suffisant
(au moins 1).

Commengons par les relations des sinus. Comme le
polynome de MACLAURIN du sinus est 77 sin = X,

les trois membres de
sin a sin b sin ¢

simA sinB sinC

deviennent

a b _c
sinA  sinB sinC’

Quelle surprise! Ceci a un petit air de déja vu!

Poursuivons avec les relations des cosinus. Nous sa-
vons que Ticos =1 et Thcos =1 — %XQ. Dans la
premiere de ces relations,

cosa = cosbcosc + sinbsinccos A,

pour obtenir le polynome de MACLAURIN d’ordre n
du membre de droite, il faut non seulement utiliser
les polynomes de MACLAURIN d’ordre n du sinus et
du cosinus, mais ensuite « raboter », dans ’expres-
sion obtenue, tous les termes dont le degré (total
par rapport & a, b & c¢) est strictement supérieur
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an (cf. [2]). A ordre 1, nous avons donc (avec des
abus d’écriture) :

Ti(cosa) = Ti(cosbcosc + sinbsinccos A) <
< 1=T1(1x1+bccosA)
< 1=1.

Voici qui ne nous apprend rien ! Réessayons en pas-
sant & l'ordre 2.

Ts(cosa) = Th(cosbeosc + sinbsinccos A) <
&1 - %a2 =T ((1 — %bQ) (1 — %02) +bccosA)
S 1-2a’ =T (1- 10— 1+ 1b°c* + becos A)
1 - %a2 =1- %bQ — %CQ—FbCCOSA
e a? =0+ —2bccos A,

et nous retrouvons 'une des formules d’AL-KASHI.

Enfin, si nous procédons de la méme maniere avec
la formule de la proposition 2, qui concerne un tri-
angle rectangle en A :

cosa = cosbcosec,

il vient

Ty(cosa) = Ta(cosbceosc) <

11— 30 =D((1 - 3b°) (1 - 3¢%))
1 - %(IZ = T2(1 — %b2 — %02 + %6202)
& —%(12:1—%1)2—%02

sa? =+

qui n’est rien d’autre que la célebre égalité de Py-
THACORE. Celle-ci est un cas particulier de celle
d’ArL-KAsHI, tout comme le résultat de la proposi-
tion 2 est un cas particulier de ceux de la proposi-
tion 1.

Pour en savoir plus
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