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Quand on colorie, il y a deux règles à respecter :

◮ Ne pas dépasser

◮ Deux zones voisines reçoivent des couleurs différentes
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Colorier les sommets d’un graphe

Le graphe est une structure qui code l’information.
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Pour une représentation d’un graphe planaire, colorier des faces
(des états) ou des sommets sont des problèmes équivalents :

Dual : Faces ↔ Sommets ; Arêtes ↔ Arêtes
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Théorème des 4 couleurs

Trace la plus ancienne du“problème des quatre couleurs” :
lettre de De Morgan à Hamilton, 23 octobre 1852 :

“A student of mine (Francis Guthrie) asked me today to give him reason

for a fact which I did not know was a fact and do not yet. He says that if

a figure be anyhow divided and the compartments differently colored, so

that figures with any portion of common boundary line are differently

coloured — four colours may be wanted but no more.”



Il n’est pas évident que cela soit toujours possible...



Théorème

Quatre couleurs suffisent pour colorier une carte de géographie
(les faces d’un multi-graphe planaire) de manière telle que 2 états
voisins (2 faces adjacentes) reçoivent des couleurs distinctes.

◮ 1852. . . plusieurs preuves erronées

◮ 1879 : A. Kempe puis P. Heawood prouvent que 5 couleurs
suffisent ;

◮ 1950 : H. Heesch propose une idée pour réduire le nombre de
configurations (décharges) et se ramener à un ensemble fini ;

◮ 1976 : K. Appel et W. Haken fournissent une preuve utilisant
près de 2000 configurations inévitables ;

◮ 1996 : N. Robertson, D. Sanders, P. Seymour et R. Thomas
réduisent le nombre de configurations à 600 ;

◮ 2008 : G. Gonthier et B. Werner prouvent le théorème avec
Coq (assistant de preuves automatisées).



Un tournant...

◮ Des preuves faites par un ordinateur sont-elles encore des
preuves ?

◮ Qui est encore capable de vérifier ? Fake News !
Techniquement ? Moyens mis à disposition ?

◮ Accéder à des résultats inaccessibles autrement.



Un tournant...

◮ Le théorème de Feit–Thompson (tout groupe fini d’ordre
impair est soluble), article de 255 pages, une preuve simplifiée
tient en deux volumes ! Une preuve en Coq a été obtenue.

◮ (M. Heule et al. 2016) : {1, . . . , 7824} peut être colorié en 2
couleurs sans aucun triplet pythagoricien (ex. 32 + 42 = 52)
monochromatique. C’est impossible pour {1, . . . , 7825}.

◮ La conjecture de Kepler (sur l’empilement optimal de sphères),
projet Flyspeck (T. Hales) utilisant Isabelle et HOL Light

◮ D. Zeilberger et Shalosh B. Ekhad

◮ Walnut

◮ M. Lejeune, M. Rosenfeld, M. R., Templates for the k -binomial

complexity of the Tribonacci word, Adv. in Appl. Math. 112 (2020)



Le genre d’une surface est un invariant
topologique : nombre maximum de
courbes simples fermées que l’on peut
tracer sur la surface sans la
disconnecter.

Formule d’Heawood (1980)

Les faces d’un graphe représenté de manière planaire sur une
surface de genre g peuvent être coloriées avec cg couleurs

cg =

⌊
1

2
(7 +

√

1 + 48 g)

⌋

.

g 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

cg 4 7 8 9 10 11 12 12 13 13 14



Amherst College Department of Physics



Quittons le cadre des graphes planaires.

Combien de couleurs sont nécessaires pour colorier les sommets
d’un graphe, de telle sorte que des sommets voisins reçoivent des
couleurs distinctes ?

Définition : Le nombre chromatique χ(G) est le nombre minimum
de couleurs nécessaires.



Avez-vous compris ?

χ(G) = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7
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Avez-vous compris ?

χ(G) = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12



Avez-vous compris ?

Observation

Si un graphe G contient une k -clique, alors χ(G) ≥ k

La réciproque est fausse

Théorème de Mycielski (1955)

Il existe des graphes sans triangle (sans k -clique k ≥ 3) ayant un
nombre chromatique arbitrairement grand.



graphe de Grötzsch, sans triangle, χ(G) = 4

On peut construire une suite de graphes Mycielskiens. . .



C’est un problème difficile !

◮ Soit k ≥ 3. Décider, pour un graphe arbitraire G , si χ(G) ≤ k

est un problème NP-complet (M. R. Garey, D. S. Jhonson 1976).
◮ Trouver une clique maximale / un ensemble indépendant

maximal est aussi NP-complet (R. Karp 1971)

On ne connâıt pas de méthode “rapide”(polynomiale)
applicable à tout graphe.

On ne sait pas (encore) prouver qu’il n’y en a pas (P vs. NP).

Stephen Cook, Leonid Levin



C’est un problème difficile !

◮ Colorier un graphe planaire avec 4 couleurs est “facile”
O((#V )2) (Appel, Haken).

◮ Colorier un graphe planaire avec 5 couleurs est “facile”
O(#V ) (N. Chiba et al. 1981).

◮ On a souvent recours à des heuristiques (D. Brélaz 1979,
DSatur)

1. Colorer un sommet avec un nombre maximum de voisins
2. Choisir un sommet non coloré ayant des voisins déjà colorés

utilisant un maximum de couleurs, si plusieurs tels sommets
existent, en prendre un (au hasard) avec un nombre maximum
de voisins

3. Colorer ce sommet avec la première couleur valide
4. Revenir à l’étape 2 jusqu’à avoir tout coloré.

Remarque

Différence entre algorithme et heuristique.



2

4

6

7

10

coloriage avec ≤ 3 couleurs

rouge vert bleu

{1, . . . , 10} ∅ ∅
...

...
...

{6− 7} {1, 3, 5} {2, 4, 8, 9, 10}
{6, 8, 9 − 10} {1, 3, 5, 7} {2, 4}
{6, 8 − 9} {1, 3, 5, 7, 10} {2, 4}
{6, 8 − 9} {1, 3, 5, 7} {2, 4, 10}
{6, 8, 10} {1− 3, 5, 7, 9} {2, 4}
{6, 8} {1− 3, 5, 7, 9, 10} {2, 4}
{6, 8} {1− 3, 5, 7, 9} {2, 4, 10}

{6, 8, 10} {1, 3, 5, 7} {2, 4 − 9}
{6, 8} {1, 3, 5, 7, 10} {2, 4 − 9}
{6, 8} {1, 3, 5, 7} {2, 4 − 9, 10}

{6, 9, 10} {1− 3, 5, 7, 8} {2, 4}
...

...
...

{4, 5, 6, 8} {1, 7, 9} {2, 3, 10}

tester tous les 310 = 59049
sous-ensembles !
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Nécessite au moins 4 couleurs, recherche d’une clique C 4
7
= 35

Wikipedia, Brute force Clique algorithm



◮ P vs. NP est un des 7 problèmes du millénaire 1.000.000$

◮ Il s’agit de la complexité dans le pire cas

◮ En pratique, il arrive souvent que l’on s’en sorte

Charlie Eppes dans Numb3rs, S.1, E.2, Futurama



A quoi cela peut-il servir ?

◮ Assigner des fréquences (téléphones mobiles, wifi,. . . )

◮ Allocation de registres (compilation d’un programme)

◮ Transports de produits dangereux

◮ Des jeux comme le Sudoku et ses variantes

◮ Confection d’horaires

◮ Des preuves à divulgation nulle de connaissance



On peut imaginer des situations plus complexes (interférences,
plage limitée de fréquences disponibles, T-coloration, . . . )
Frequency planning and ramifications of coloring, A. Eisenblätter et al. (2002)
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c4

c3

c2

c1



Allouer des locaux de cours : 4 cours dont on connâıt l’horaire
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Allouer des locaux de cours : 4 cours dont on connâıt l’horaire
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Graphe d’intervalles : une coloration valide



Allouer des locaux de cours : 4 cours dont on connâıt l’horaire

c4

c3

c2

c1

Graphe d’intervalles : une autre coloration valide



Graphe d’incompatibilité
transport de produits chimiques

◮ minimiser le nombre de wagons

◮ assurer la sécurité
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Sudoku

◮ On trouve sur chaque ligne, sur chaque colonne et dans
chacun des 9“carrés”, une et une seule fois les nombres de 1
à 9.



Sudoku

Chaque sommet possède exactement 20 voisins, χ(G) = 9



Suguru (Tectonic)

◮ Dans une“tuile”de taille n, on trouve une et une seule fois,
les nombres de 1 à n ;

◮ On ne peut pas retrouver le même nombre dans les 8 voisins
directs d’une case.



Suguru (Tectonic)

Ici, nombre variable de voisins, en fonction des “tuiles”



Un algorithme de résolution

◮ Remplir les cases à choix unique

◮ S’il reste des choix “multiples”, faire un premier choix (s’en
souvenir) et, si possible, poursuivre

◮ Si incohérence, revenir sur ses pas (backtracking) et passer au
choix suivant
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Sixy Sudoku

Dans chaque ligne, colonne, zone rectangulaire 2× 3 et chaque
“tuile”, on trouve une et une seule fois les nombres de 1 à 6

D. Zeilberger
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Des horaires d’examens

◮ A l’université, en haute école, chaque étudiant a son propre
PAE (Programme Annuel Étudiant)

Fortune : “(In 1973) Lakeside’s administrators (Seattle prep school) asked

the two (Bill Gates, Paul Allen) to write software to computerize the

entire school’s scheduling, a painstaking and laborious process that for

each of the fifty previous years had taken all summer to do manually. ”



Examens de juin 2020, bachelier en sciences mathématiques

◮ 26 cours : GEST0832, INFO0054, INFO0061, INFO0062, LANG0076, LANG0077, LANG2967,

MATH0069, MATH0070, MATH0071, MATH0072, MATH0073, MATH0081, MATH0246, MATH0462,

MATH0473, MATH0474, MATH0482, MATH1203, MATH1222, MATH1472, MATH2006, MATH2010,

MATH2023, PHYS2002, PHYS3030

◮ 92 étudiants

◮ 865 données : étudiant ei suit le cours cj

Problème d’optimisation sous contraintes

◮ Un étudiant doit pouvoir présenter tous ses examens

◮ Tenir compte des contraintes des enseignants

◮ Maximiser le temps entre deux examens pour chaque PAE

◮ Gestion des locaux, des amphis
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In:> FindIndependentVertexSet[g]

Out:> {GEST0832,INFO0054,INFO0061,MATH0069,PHYS3030}

{INFO0062,LANG0077,MATH0070,MATH1222}

{LANG0076,MATH0462,MATH1203}

{MATH0071,MATH0081,MATH2023}

{MATH0072,MATH0473,MATH0482}

{LANG2967,MATH0474}

{MATH0073,MATH2006}

{MATH0246}

{MATH1472}

{MATH2010}

{PHYS2002}



Zero-knowledge proofs

Preuve à divulgation nulle de connaissance

Je peux prouver à quelqu’un (ou au moins, le convaincre) que je
dispose d’un certain savoir — sans rien lui révéler sur ce savoir.

◮ Système d’authentification

◮ Comportement éthique

◮ Blockchains (crypto-monnaie)

A la base

Des protocoles sont construits sur des problèmes mathématiques
“difficiles” : circuit hamiltonien, 3-coloration, isomorphisme de
graphes, logarithme discret, . . .



Jusqu’à présent, on a voulu colorier avec un nombre minimum de
couleurs. Si on dispose d’un certain nombre de couleurs, de
combien de façons peut-on colorier un graphe ?

−→ Polynôme chromatique

◮ mk : nombre de coloriages propres utilisant exactement k

couleurs
◮ mk/k ! : nombre de partitions de V en k sous-ensembles

(disjoints et non vides) de sommets indépendants
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Jusqu’à présent, on a voulu colorier avec un nombre minimum de
couleurs. Si on dispose d’un certain nombre de couleurs, de
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Exemple

v1 v2

v3v4

v v

v

1 2

3

v v1 2

v4v4 v3

m2/2! = 1 m3/3! = 2
m2 = 2 m3 = 6 + 6



Polynôme chromatique (degré = nombre de sommets)

m1
︸︷︷︸

=0

x+
m2

2!
︸︷︷︸

=1

x (x−1)+
m3

3!
︸︷︷︸

=2

x (x−1)(x−2)+
m4

4!
︸︷︷︸

=1

x (x−1)(x−2)(x−3)

ou encore
πG(x ) = x 4 − 4x 3 + 6x 2 − 3x .

Proposition

Soit k ∈ N. Le nombre πG(k) est le nombre de coloriages propres
de G utilisant au plus k couleurs.



Sur l’exemple :

πG(3) = 34 − 4.33 + 6.32 − 3.3 = 18

Ces coloriages sont donnés par

v1 v2 v3 v4
1 2 1 2
2 1 2 1
1 3 1 3
3 1 3 1
2 3 2 3
3 2 3 2

v1 v2 v3 v4
1 2 1 3
1 3 1 2
2 1 2 3
2 3 2 1
3 1 3 2
3 2 3 1

v1 v2 v3 v4
2 1 3 1
3 1 2 1
1 2 3 2
3 2 1 2
1 3 2 3
2 3 1 3



2

4

6

7

10

k πG(k)

1 0
2 0
3 120

4 12960
5 332880
6 3868080
7 27767880
8 144278400
9 594347040
10 2055598560
11 6202551960
12 16774966560
13 41473626480
14 95135323920
15 204803912040

x 10 − 15x 9 + 105x 8 − 455x 7 + 1353x 6 − 2861x 5 + 4275x 4

−4305x 3 + 2606x 2 − 704x



◮ Le plus petit entier k tel que πG(k) 6= 0 est exactement le
nombre chromatique χ(G).

◮ Le polynôme πG est “difficile” à fournir pour un graphe
arbitraire G .

◮ Pour des familles particulières de graphes, il est facile à
obtenir.



On pourrait aussi colorier les arêtes, d’autres questions
intéressantes. . .

◮ Synchronisation

◮ Road coloring problem
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On pourrait aussi colorier les arêtes, d’autres questions
intéressantes. . .

◮ Synchronisation

◮ Road coloring problem

Si on donne un graphe, peut-on colorier ses arcs pour le rendre
“synchronisant”?



◮ Road Coloring Problem (Adler–Weiss 1970) :
A. Trahtman (2009) : réponse positive

◮ Conjecture de Černý (1964) : si un graphe à n sommets
possède un chemin synchronisant, il en existe un dont la
longueur est ≤ (n − 1)2.



Le jeu de Hackenbush (E. Berlekamp)

◮ Les 2 joueurs R et B jouent alternativement

◮ B/R doit effacer une arête bleue/rouge

◮ Une composante non connectée au“sol”disparâıt

◮ Le premier joueur qui ne sait pas jouer, perd.

B va choisir une arête
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Le jeu de Hackenbush (E. Berlekamp)

◮ Les 2 joueurs R et B jouent alternativement

◮ B/R doit effacer une arête bleue/rouge

◮ Une composante non connectée au“sol”disparâıt

◮ Le premier joueur qui ne sait pas jouer, perd.

B ne sait plus jouer ! B perd


