
Kapitel 12

Auswertung von

Beobachtungsdaten

There is no more common error than to assume that,

because prolonged and accurate mathematical calculations have been made,

the application of the result to some fact of nature is absolutely certain.

Alfred North Whitehead

a. Einu� verschiedener Parameter und

qualitative Erwartungen
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wobei � < 0 und � > 0 sind. (Dies ergibt sich aus Gl. 9.10.) Die Entfer-

nungen ergeben sich aus der Di�erentialgleichung
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, v = 1+z. Es ist aus Gl. 12.1

klar, da�, was die Gr

�

o�e

cdt

dz

betri�t, im betrachteten Bereich des Para-

meterraumes, �

0

einen gr

�

o�eren Einu� als 


0

hat. F

�

ur die Entfernungs-

parameter ist dies nicht unmittelbar zu sehen, aber viele Untersuchungen

zeigen [TOG 84, FFKT 92, Breimer & Sanders 92, Krauss & White 92a],

da� der Einu� von �

0

gr

�

o�er ist als die von 


0

, sowohl auf die integrierte

optische Tiefe (Fl

�

ache unter der Kurve) als auch auf die Lage des Maxim-

ums (Form der Kurve). Es ist also erfreulich, da� der Parameter �

0

, sonst

am schwierigsten zu messen, bei der Linsenstatistik die wichtigste Gr

�

o�e ist.

Es scheint sogar jetzt schon mehr oder weniger allgemein bekannt zu sein,

da� Linsenstatistik bei weitem die beste Obergrenze f

�

ur �

0

liefert [PCT 92].
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86 Kapitel 12. Auswertung von Beobachtungsdaten

ii. 


0

Der Einu� von 


0

ist kleiner als der von �

0

, aber es ist klar, da� d� auch

von 


0

abh

�

angt.

iii. �

Die Gr

�

o�e � taucht nur in dem Entfernungsparameter auf, also nicht in der

Gr

�

o�e

cdt

dz

. Man erwartet also von vornherein, da� � weniger wichtig als die

anderen kosmologischen Parameter ist. Zus

�

atzlich ist es auch der Fall, da�

sich der �-Einu� weghebt in dem Ausdruck f

�

ur den Entfernungsparameter,

so da� auch hier der Einu� von � nicht wichtig zu sein scheint. (Siehe,

z.B., [FFKT 92].) Dies ist ein Vorteil dieser Methode zur Bestimmung des

kosmologischen Modells; bei der kosmologischen Korrekturfunktion beim

time delay spielt ja � meist eine gr

�

o�ere Rolle als die anderen Parameter.

iv. m

grenz

Interessiert man sich f

�

ur die Kosmologie, dann sollte diese Untersuchung

von m

grenz

unabh

�

angig sein. Man k

�

onnte bef

�

urchten, da� diese Tatsa-

che die Grundlage der Arbeit zerst

�

ort, aber der Einu� der genauen Wahl

von m

grenz

ist nicht sehr gro�. Wohl aber macht es einen Unterschied, ob

man m

grenz

= 1 setzt oder nicht. Dies ist leicht zu verstehen, denn die

Funktion m(z) ist sehr steil bei kleinen z-Werten,

1

was zur Folge hat, da�

es relativ gleichg

�

ultig ist, welchen (realistischen) Wert f

�

ur m

grenz

(Verschie-

bung des Abschneidepunktes entlang der steilen Kurve) man nimmt; selbst

relativ gro�e

�

Anderungen in der Helligkeit spielen sich in einem relativ klei-

nen z-Intervall ab, so da� die Unsicherheit in m

grenz

keine zu gro�e Rolle

spielt.

2

Da aber schon bei relativ kleinem z eine Helligkeit erreicht wird,

die viel zu schwach ist, um eine Rotverschiebungsmessung zu erlauben, ist

das Abschneiden der Funktion d� sehr wichtig. Es ist erfreulich, da� dieses

Abschneiden meistens in einem Bereich passiert, da� nicht emp�ndlich von

den genauen Werten von m

grenz

abh

�

angt. Zus

�

atzlich hat man den unerwar-

teten Vorteil, da� man Entwicklungse�ekte eher vernachl

�

assigen kann, weil

man sowieso die Wirkung von Linsengalaxien bei verh

�

altnism

�

a�ig kleinem z

betrachtet.

b. Untersuchungen durch numerische Rech-

nungen: Vorgehensweise

i. �

0

-


0

Ich habe �

0

und 


0

als die wichtigsten unabh

�

angigen Variablen gew

�

ahlt,

und die meisten Rechnungen in Abh

�

angigkeit von �

0

und 


0

durchgef

�

uhrt.

Um den gew

�

unschten Bereich in der �

0

-


0

-Ebene abzudecken, habe ich die

1

Zwei E�ekte spielen hier eine Rolle: die Abnahme der scheinbaren Helligkeit mit

zunehmenden z (bei gleicher absoluter Helligkeit) und die Abnahme der absoluten Hel-

ligkeit (die dadurch zustandekommt, weil die ben
�
otigte Linsenmasse bei festgehaltenem

Bildabstand mit z zun
�
achst abnimmt).

2

Die Funktion d� ist in diesem z-Bereich nicht so steil, da� kleine

�

Anderungen in

dem z-Wert f
�
ur die obere Grenze der Integration zu einer zu gro�en Ungenauigkeit

beitragen k
�
onnten.
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folgenden Grenzen gew

�

ahlt:

�10 < �

0

< 10

0 < 


0

< 10

Es ist klar, da� nicht das ganze Gebiet erlaubt ist. Man stellt fest, da�

erlaubte Weltmodelle sich in einem Bereich be�nden, der begrenzt ist durch

folgende Bedingungen

(1) 


0

mu� > 0 sein

(2) ein minimales Weltalter

(3) eine maximale Rotverschiebung

3

(4) ein minimales q

0

(Die oben hergeleiteten Untergrenzen f

�

ur 


0

sind so klein, da� man f

�

ur

praktische Zwecke 


0

> 0 als Bedingung hat.) Eine Absch

�

atzung

�

uber ein

minimales q

0

, zusammen mit Z

max

, wurde benutzt, um eine Obergrenze

sowohl f

�

ur 


0

als auch f

�

ur �

0

festzulegen. Die Untergrenze f

�

ur 


0

ist

selbstverst

�

andlich, und die Untergrenze f

�

ur �

0

ergibt sich aus extremen

Annahmen

�

uber das Weltalter.

Die Berechnung der relativenWahrscheinlichkeit verschiedener Weltmo-

delle mit �

0

und 


0

als Variablen habe ich zun

�

achst f

�

ur

"

kanonische\ Werte

der anderen Parameter durchgef

�

uhrt.

4

(Diese Werte sind unten erl

�

autert.)

Um die Abh

�

angigkeit von den anderen Parametern zu untersuchen, die laut

Erwartung kleiner als die Abh

�

angigkeit von �

0

und 


0

sein soll, habe ich die

Berechnung f

�

ur verschiedene Werte der anderen Parameter durchgef

�

uhrt,

wobei jeweils ein Parameter (� oder m

grenz

) beim Festhalten des anderen

ver

�

andert wurde.

ii. �

Die Bedingung f

�

ur � ist 0 < � < 1; als

"

kanonischen Wert\ habe ich 0,5

benutzt. Untersucht wurden folgende Werte

0,0 0,3 0,5 0,7 1,0

iii. m

grenz

Streng genommen ist m

grenz

kein

"

freier Parameter\, sondern sollte f

�

ur

jedes System einzeln angegeben werden. Es hat sich aber gezeigt, da� das

Ergebnis nicht stark von dem (realistischen) Wert von m

grenz

abh

�

angt, so

da� es keine zu schlechte N

�

aherung sein d

�

urfte, einen gemeinsamen Wert

f

�

ur alle Systeme anzunehmen; als

"

kanonischen Wert\ habe ich m

r

= 23; 5

benutzt. Untersucht wurden folgende Werte

23,5 24,5 1

3

Z

max

!

� z

max

wobei Z

max

der gr
�
o�te beobachtete z-Wert ist und z

max

der gr
�
o�tm

�
ogli-

che z-Wert in dem jeweiligen Weltmodell ist. Es ist m
�
oglich, z

max

analytisch zu bestim-

men [Feige 92].

4

Eine solche Rechnung, mit einer Au
�
osung von 100�100, also f

�
ur 10.000Weltmodelle

mit Schritten von 0,2 in �

0

bzw. 0,1 in 


0

, braucht etwa vier Stunden CPU-Zeit auf einem

DEC �VAX Rechner.
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iv. k = 0

F

�

ur den Spezialfall k = 0 (�

0

= 1�


0

) wurden 10.000 Modelle in der �-


0

-

Ebene berechnet, wobei der bereits erw

�

ahnte Wertebereich f

�

ur � benutzt

wurde. 10.000 Modelle in der m

grenz

-


0

-Ebene wurden ebenfalls unter-

sucht; hierbei wurden Werte f

�

ur m

grenz

zwischen 20 und 26 betrachtet.

v. �

0

= 0

F

�

ur den Spezialfall �

0

= 0 wurden 10.000 Modelle in der �-


0

-Ebene be-

rechnet, wobei die bereits erw

�

ahnten Wertebereiche f

�

ur � benutzt wurden.

10.000 Modelle in derm

grenz

-


0

-Ebene wurden ebenfalls untersucht; hierbei

wurden Werte f

�

ur m

grenz

zwischen 20 und 26 betrachtet.

c. Untersuchungen durch numerische Rech-

nungen: Ergebnisse

i. Allgemeines

Wegen der De�nition der relativen Wahrscheinlichkeit ist es klar, da� man

nur diskrete Werte f

�

ur diese Gr

�

o�e hat, und da� die Zahl der m

�

oglichen

Werte mit der Zahl der Bins (= Zahl der Systeme) rasch ansteigt. Obwohl

nat

�

urlich nicht alle Werte vorkommen m

�

ussen, ist es ersichtlich, da� man

wahrscheinlich durch die gr

�

o�ere Anzahl m

�

oglicher Werte mehr

"

Struktur\

in der Darstellung einer Berechnung erh

�

alt, wenn man mehr geeignete Sy-

steme zur Verf

�

ugung h

�

atte.

Auf S. 93 werden die Ergebnisse graphisch dargestellt.

ii. �

0

-


0

Allgemeines

Die

"

wichtigsten\ Rechnungen sind die f

�

ur die �

0

-


0

-Ebene; wie bereits

erkl

�

art, sollen diese Parameter den gr

�

o�ten Einu� haben.

5

Da� dies der

Fall ist, ist an Hand der anderen Rechnungen gezeigt worden.

Man erkennt zun

�

achst Streifen gleicher Wahrscheinlichkeit, die un-

gef

�

ahr

"

parallel\ zu den Kurven gleichen Weltalters (und zu der

Grenze zum unendlichen Weltalter bzw. den M

2

-Modellen|der A

2

Kurve

bei [Stabell & Refsdal 66].) Die Tatsache, da� diese eher senkrecht als waa-

gerecht sind, spiegelt die Tatsache wider, da� die Abh

�

angigkeit von �

0

gr

�

o�er ist als die von 


0

. Im erlaubten Bereich erkennt man, da� Modelle,

die sich in der N

�

ahe dieser Kurve be�nden, unwahrscheinlicher sind. Un-

gef

�

ahr senkrecht zu diesen Streifen be�nden sich Geraden von konstantem

Kr

�

ummungsradius. Es scheint also der Fall zu sein, da� diese Methode

nicht sehr emp�ndlich auf den Kr

�

ummungsradius reagiert. Auf der ande-

ren Seite, bei bekanntem 


0

bzw. Kr

�

ummungsradius scheint es m

�

oglich zu

sein, etwas

�

uber den Wert von �

0

auszusagen. Eine andere Betrachtungs-

weise w

�

are folgende: der Parameter, der in erster Linie gemessen wird, ist

also q

0

.

5

Sie sind auch die

"

interessantesten\ Parameter; ein Vorteil dieser Methode ist, da�

die interessanten Parameter diejenigen sind, die den gr
�
o�ten Einu� auf die Berechnun-

gen haben.
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Entscheidend ist also der Abstand von der A

2

-Kurve, nicht der Wert

von �

0

an sich. Sind bei achen (k = 0) Modellen gro�e �

0

-Werte re-

lativ unwahrscheinlich, gilt dies nicht f

�

ur k = +1. Dies kann man wie

folgt verstehen: Die allgemeine Wirkung der kosmologischen Konstante,

das Maximum von d� zu h

�

oheren Rotverschiebungen zu verschieben, wird

z.T. dadurch ausgeglichen, da� das Volumenelement

1

1+z

dV

dz

bei diesen Mo-

dellen bei gro�en Rotverschiebungen sehr klein sein kann|es kann sogar

verschwinden.

F

�

ur den Fall, da� die (berechnete) scheinbare Helligkeit irgend einer

Linsengalaxie schw

�

acher wurde als m

grenz

, so wurde die relative Wahr-

scheinlichkeit f

�

ur das entsprechende Weltmodell = 0 gesetzt.

6

So ist zu

erkl

�

aren, da� es ein Gebiet in der 


0

-�

0

-Ebene der Wahrscheinlichkeit 0

gibt, jenseits dessen man wieder eine relative Wahrscheinlichkeit > 0 hat;

die Linsengalaxie, die unsichtbar wurde, wird wieder sichtbar wenn � in der

N

�

ahe von � kommt.

7

Es gibt eine andere m

�

ogliche Erkl

�

arung f

�

ur das Auf-

treten der Wahrscheinlichkeit 0 au�erhalb des M

2

-Bereichs, n

�

amlich, da�

die Wahrscheinlichkeit auch = 0 gesetzt wurde, falls irgendeine Entfernung

(D

l

, D

s

oder D

ls

) zu klein (< 10

�6

�

c

H

0

) war, damit weder bei der Berech-

nung von d� noch bei der Berechnung von m Divergenzen auftreten. (Dies

ist zwar numerisch notwendig bedeutet aber keine Ungenauigkeit, denn f

�

ur

den Grenzfall, da� ein D

ij

= 0 wird, ist die optische Tiefe d� ebenfalls = 0,

was eine analytische Betrachtung zeigt|es ist sicher gerechtfertigt, einem

Weltmodell die Wahrscheinlichkeit 0 zuzuordnen, wenn d� = 0 ist bei der

beobachteten Rotverschiebung z

l

.)

�

Vergleicht man die Ergebnisse f

�

ur verschiedene �-Werte, so sieht man

einen systematischen E�ekt: es gibt eine

"

Drehung\ der Streifen. Dies

kommt zum Teil von dem Einu� von � auf die Entfernungsparameter,

aber haupts

�

achlich von dem Einu� von � auf die Helligkeitsentfernung f

�

ur

die Berechnung des z

d

-Wertes, oberhalb dessen d� = 0 gesetzt werden mu�.

Dieser E�ekt ist aber aus zwei Gr

�

unden nicht wichtig:

6

Es ist nat
�
urlich genau genommen zu streng, ein Weltmodell wegen der Tatsache, da�

eine Linsengalaxie eine schw
�
achere Helligkeit als m

grenz

h
�
atte, zu verwerfen|vor allem

weil die Berechnung der scheinbaren Helligkeit nicht ohne Fehler ist. Die Berechnung

der relativen Wahrscheinlichkeit (Kapitel 10) betrachtet aber Zahlen im Interval ]0,1[;

ist m jedoch schw
�
acher als m

grenz

, dann w
�
urde dies eine Zahl > 1 bedeuten. Bei der

kleinen Zahl der betrachteten Systeme w
�
are es nicht empfehlenswert, dieses System aus

der Betrachtung herauszunehmen, vor allem weil meistens mehrere Systeme nicht be-

trachtet werden sollten. Die beobachteten Linsenhelligkeiten (siehe die Tabellen in Ka-

pitel 11) sind aber mindestens eine Gr
�
o�enklasse heller als m

grenz

, so da� das Problem

nur bei Weltmodellen auftritt, die nahe der A

2

-Kurve liegen und/oder einen kleinen

Kr
�
ummungsradius (� (�

0

+ 


0

� 1)

�

1

2

) haben, die also durch eine genauere Betrach-

tung aus anderen Gr
�
unden ausgeschlossen werden k

�
onnten.

7

Wenn man als zus
�
atzliche Bedingung fordert, da� � < � sein mu� bis zu einer

bestimmten z-Wert, dann kann man ein gr
�
o�eres Gebiet ausschlie�en als mit der Be-

trachtung von z

max

. Dies habe ich aus zwei Gr
�
unden nicht getan:

� Es ist schwierig, eine genaue Absch
�
atzung zu machen, bis zu welchem z-Wert man

das Vorhandensein der Antipoden ausschlie�en kann.

� Das Gebiet, was man zus
�
atzlich ausschlie�en kann, ist so klein, da� dies keine

praktischen Vorteile bringt.

Es ist eher w
�
unschenswert, dies nicht zu tun, denn der Formalismus funktioniert f

�
ur

solche Weltmodelle genau so gut, und (wenn man mehr Systeme h
�
atte) man vielleicht

so eine unabh
�
angige Methode h

�
atte, solche Weltmodelle auszuschlie�en.
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(1) Die Unterschiede kommen zustande, wenn � als gleichwertiger kos-

mologischer Parameter auftritt. Meine Ergebnisse stellen also eine

Obergrenze des E�ekts dar.

(2) Im erlaubten Bereich ist der E�ekt weniger stark ausgepr

�

agt.

Weil es zwei m

�

ogliche Gr

�

unde daf

�

ur gibt, die relative Wahrscheinlichkeit

= 0 zu setzen, hat die Tatsache, da� sich die Gr

�

o�e des Gebietes

�

andert,

wo die Wahrscheinlichkeit f

�

ur nicht M

2

-Modelle = 0 gesetzt wird, zwei

m

�

ogliche Erkl

�

arungen:

(1) F

�

ur ein gegebenes Weltmodell sind Objekte bei gleicher Rotverschie-

bung heller f

�

ur gr

�

o�ere �-Werte.

(2) F

�

ur � = 0 kann keine Entfernung = 0 werden (au�er f

�

ur z = 0); je

kleiner �, desto weniger ausgepr

�

agt ist dieser E�ekt.

Da das Gebiet f

�

ur gr

�

o�ere �-Werte gr

�

o�er ist,

�

uberwiegt der zweite E�ekt.

m

grenz

Eine

�

Anderung von m

grenz

hat den erwarteten E�ekt: eine

�

Anderung zu

schw

�

acheren Helligkeiten hin f

�

uhrt dazu, da� man auch schw

�

achere Ga-

laxien noch sehen k

�

onnte. Dies f

�

uhrt wiederum dazu, da� Modelle, die

einen h

�

oheren Wert des Medians der d� -Kurve haben (z.B. die nahe der

A

2

-Kurve) eine kleinere relative Wahrscheinlichkeit zugeordnet bekommen.

(Zus

�

atzlich sieht man, da� der Bereich au�erhalb des M

2

-Bereichs der re-

lativen Wahrscheinlichkeit 0 kleiner wird, denn wenn m

grenz

schw

�

acher ist,

dann kommt es in weniger Weltmodellen vor, da� eine Linsengalaxie eine

schw

�

achere berechnete scheinbare Helligkeit alsm

grenz

hat. Dies zeigt auch,

da�, wie oben vermutet, der Hauptgrund f

�

ur die Vergr

�

o�erung dieses Ge-

biets mit � der zweite dort besprochene E�ekt ist.) Interessant ist, da�

eine

�

Anderung in m

grenz

von einer Gr

�

o�enklasse

8

nur einen kleinen E�ekt

hat. Dies zeigt, da� eine einigerma�en gute Absch

�

atzung ausreicht, um den

Einu� der spektroskopischen Grenzhelligkeit zu untersuchen. Betrachtet

man jedoch den Fall m

grenz

=1, dann wird klar, da� die Vernachl

�

assigung

dieses E�ektes zu v

�

ollig falschen Ergebnissen f

�

uhren kann. Allein die Tat-

sache, da� man nur am Rande des erlaubten Gebietes (wenn

�

uberhaupt)

Modelle mit der gr

�

o�ten Wahrscheinlichkeit hat, zeigt, da� die Vernachl

�

assi-

gung der Grenzhelligkeit in die Irre f

�

uhrt. Man sieht ziemlich deutlich, da�

die so gefundene kleine Wahrscheinlichkeit f

�

ur Modelle nahe der A

2

-Kurve

eine Folge der falschen Annahme ist, da� man die Rotverschiebungen der

Linsengalaxien bei allen z-Werten (bis hin zu z

s

) messen k

�

onnte.

Vergleich mit Kochanek

Als Vergleich habe ich mein Verfahren auf dieselben Systeme angewen-

det, die in der Arbeit von Kochanek [Kochanek 92] verwendet werden, die

als Ausgangspunkt dieser Diplomarbeit diente. Ich habe z.T. andere Sy-

steme betrachtet, entweder weil es in der Zwischenzeit neue Beobachtungs-

daten gibt, was die Betrachtung zus

�

atzlicher Systeme erm

�

oglicht, oder weil

in [Kochanek 92] statt einer gemessenen Emissionsrotverschiebung eine

8

Dies ist tats
�
achlich extremer als es zun

�
achst vielleicht zu sein scheint, denn die

Grenzhelligkeit wird f
�
ur alle Systeme herabgesetzt. (In allen Berechnungen dieser Arbeit

wirdm

grenz

quasi als freien Parameter betrachtet; in der Praxis jedoch sollte manm

grenz

f
�
ur jedes System im einzelnen absch

�
atzen.)
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Absch

�

atzung aus Absorptionslinien benutzt wurde. (Wegen der Ber

�

ucksich-

tigung des Einusses der Linsenhelligkeit durch m

grenz

kann ich nat

�

urlich

nur Linsen betrachten, derer Rotverschiebungen in Emission gemessen wor-

den sind. Ein anderer Grund, solche Systeme aus der Betrachtung heraus-

zulassen, ist, da� das Absorptionssystem bei einer anderen Rotverschiebung

als der der Linse liegen darf.) Ich erwarte also von vornherein andere Ergeb-

nisse; diese Betrachtung stellt eher eine Kontrolle meines Verfahrens dar.

(Um seiner Vorgehensweise zu entsprechen ist m

rmgrenz

= 1 und � = 1.)

Das Verh

�

altnis der relativen Wahrscheinlichkeiten des Einstein-de Sitter-

und des de Sitter-Modells (


0

; �

0

) = (1; 0; 0; 0) bzw. (0; 0; 1; 0) betr

�

agt nach

meinem Verfahren 6:1; dies ist zu vergleichen mit dem in [Kochanek 92] ge-

fundenen Ergebnis von 5{10.

iii. k = 0 und �

0

= 0

In diesen Plots kann man nat

�

urlich entlang der Geraden parallel zur 


0

-

Achse, die dem kanonischen Wert von � bzw. m

grenz

entspricht, dieselben

Werte der relativen Wahrscheinlichkeit feststellen, als im Plot der kanoni-

schen Werte entlang der Geraden f

�

ur k = 0 bzw. � = 0.

�

Man sieht, da� die Abh

�

angigkeit von � relativ schwach ist, au�er bei sehr

gro�en 


0

-Werten. F

�

ur gro�e 


0

-Werte spielt die Frage, wieviel Mate-

rie sich im Lichtkegel be�ndet, doch eine merkliche Rolle. Dies ist auch

zu erwarten. F

�

ur k = 0 jedoch scheiden solche gro�en 


0

-Werte sowieso

wegen des kleinen Weltalters aus. F

�

ur �

0

= 0 gilt dies auch, aber die

Einschr

�

ankung ist nicht ganz so stark.

m

grenz

Die Abh

�

angigkeit von m

grenz

ist beruhigend schwach. F

�

ur (unrealistisch)

helle m

grenz

-Werte (in Abh

�

angigkeit von 


0

) �ndet man, da� die relative

Wahrscheinlichkeit auf 0 gesetzt wird f

�

ur manche Weltmodelle (was bedeu-

tet, da� die scheinbare Helligkeit mindestens einer Linsengalaxie schw

�

acher

ist als m

grenz

). Zu gro�en Helligkeiten hin sieht man, da� der genaue Wert

von m

grenz

unwichtig ist.

Zusammenfassung

� Man kann den Einu� der verschiedenen Parameter auf die Ergebnisse

absch

�

atzen und qualitative Erwartungen formulieren.

� Es scheint g

�

unstig zu sein, die �

0

�


0

-Ebene f

�

ur die meisten Rechnun-

gen zu benutzen, wobei man

"

kanonische Werte\ f

�

ur die anderen Pa-

rameter benutzt. Der Einu� dieser Parameter kann untersucht wer-

den, indem man entweder sie einzeln variiert oder bei Unterdr

�

uckung

eines Freiheitsgrades (z.B. durch die Bedingungen �

0

= 0 oder k = 0)

die Abh

�

angigkeit

�

uber einen weiten Bereich untersucht.

� Man stellt fest, da� die Methode eher zwischen verschiedenen Model-

len mit dem gleichen Kr

�

ummungsradius unterscheidet bzw. in erster

Linie ein Ma� f

�

ur q

0

ist. Der Einu� von � (im erlaubten Bereich) ist

klein, der durch die Ber

�

ucksichtigung von m

grenz

erheblich gegen

�

uber
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dem Fall, da� man m

grenz

= 1 setzt|f

�

ur realistische m

grenz

-Werte

jedoch spielt der genaue Wert keine gro�e Rolle.
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Abbildung 12-1. Graphische Darstellung der Ergebnisse

Die linke Spalte zeigt verschiedene �-Werte; die mittlere Reihe ver-

schiedene m

grenz

-Werte. Zum Vergleich sind in der mittleren Spalte

die Ergebnisse f

�

ur die Eingabewerte von [Kochanek 92] (oben) und

ein Bild zur Orientierung (unten). (All dies in der �

0

-


0

-Ebene.)

Oben rechts sind Bilder f

�

ur den Fall k = 0: Ah

�

angigkeit von 


0

und

� bzw. m

grenz

. Unten rechts das entsprechende f

�

ur �

0

= 0. Schwarz

entspricht einer relativen Wahrscheinlichkeit von 1, wei� einer von 0;

die Graustufen stellen Zwischenwerte linear dar. (Nicht angegebene

Parameter besitzen ihre

"

kanonischen\ Werte.)



94 Kapitel 12. Auswertung von Beobachtungsdaten



Kapitel 13

Vergleich mit anderen

Arbeiten

Obwohl es relativ viele Arbeiten

�

uber die Statistik von Gravitations-

linsensystemen im allgemeinen gibt, z.B. [TOG 84, Krauss & White 92a,

Jaroszy�nski 92], ist die Betrachtung der Verteilung der Rotverschiebung der

Linsengalaxien bei Gravitationslinsensystemen mit mehrfach abgebildeten

Quellen in Bezug auf Kosmologie ein relativ neues Gebiet; die Hauptarbei-

ten sind [FFKT 92] und [Kochanek 92]. In der Einleitung wurden folgende

Forderungen an eine Arbeit auf diesem Gebiet gestellt:

alle Modelle Es sollten alle Weltmodelle betrachtet werden, die nicht aus

anderen Gr

�

unden ausgeschlossen werden.

�-Parameter Verschiedene �-Werte sollten betrachtet werden.

Verteilung Man sollte bei der Analyse der Beobachtungsdaten nicht nur

die Gesamtzahl der Systeme, sondern auch ihre z

l

-Verteilung betrach-

ten, da man so zus

�

atzliche Aussagen machen kann, obwohl die Zahl

der Systeme sehr klein sein mag. (Siehe [Kochanek 92].)

Auswahle�ekte Wichtig f

�

ur den Vergleich mit Beobachtung ist, da� man

"

korrigierte\ Verteilungen berechnet, die alle Auswahle�ekte und Be-

obachtungsungenauigkeiten ber

�

ucksichtigen.

Entwicklungse�ekte Jede realistische Betrachtung mu� zumindest den

Einu� der zeitlichen Entwicklung der Linsen absch

�

atzen.

R

�

aumliche Verteilung Bei der Betrachtung von Galaxien als Linsen

w

�

urde man den Umfang und Anwendbarkeit der Untersuchung er-

heblich einschr

�

anken, wenn man nur isolierte Galaxien betrachtet.

a. Alle Modelle

[FFKT 92] betrachten vier Modelle

1

:

Case A 


0

= 1, �

0

= 0 (k = 0; Einstein-de Sitter-Modell)

1

k = sign(


0

+ �

0

� 1)

95



96 Kapitel 13. Vergleich mit anderen Arbeiten

Case B 


0

= 0; 1, �

0

= 0 (k = �1)

Case C 


0

= 0; 1, �

0

= 0; 9 (k = 0)

Case D 


0

= 0, �

0

= 1 (k = 0; de Sitter-Modell)

Kochanek betrachtet folgende Modelle:

STD 01 


0

= 0; 1, �

0

= 0 (k = �1)

STD 10 


0

= 1, �

0

= 0 (k = 0; Einstein-de Sitter-Modell)

LBD 10 


0

= 0, �

0

= 1 (k = 0; de Sitter-Modell)

die identisch sind mit

"

Case B\,

"

Case A\ und

"

Case D\ bei [FFKT 92].

Wie in Kapitel 3 erl

�

autert, gibt es einfachere Entfernungsformeln f

�

ur

verschiedene Spezialf

�

alle. Da in diesen Arbeiten ausschlie�lich solche Spezi-

alf

�

alle betrachtet werden, liegt die Vermutung nahe, da� dies aus Gr

�

unden

der Leichtigkeit der Berechnungen geschieht. Stellt man den Anspruch,

vollst

�

andig und systematisch zu sein [FFKT 92], dann sollte man wenig-

stens zeigen, da� die betrachteten F

�

alle die Schar m

�

oglicher Modelle ei-

nigerma�en abdecken. (

"

Case D\ ist sicher unrealistisch, obwohl es einen

Grenzfall darstellen k

�

onnte.)

Da� sowohl [FFKT 92] als auch Kochanek jeweils 2 Modelle mit k = 0

(von allen m

�

oglichen!) betrachten, ist sicher nicht gerechtfertigt, wenn

man versuchen will, mit 3 oder 4 Modellen die ganze Bandbreite abzu-

decken. Die Vermutung liegt nahe, da� Modelle mit k = 0 aus anderen

Gr

�

unden bevorzugt werden, und dies wird bei Kochanek angedeutet; die

Bezeichnung der Modelle als

"

for convenience of comparison: : : four typical

choices\ bei [FFKT 92] wirkt unglaubw

�

urdig. Tats

�

achlich beginnen viele

moderne Arbeiten

�

uber Kosmologie mit dem Hinweis auf die Erwartung

k = 0, da diesen Fall wegen der Theorie des ination

�

aren Universums be-

vorzugt wird;

2

dies wird wohl der Grund sein, weshalb auch in Bezug auf

Gravitationslinsenstatistik Modelle mit k = 0 bevorzugt betrachtet werden.

(Siehe aber hierzu [Feige 92, S. 141].)

Da ich die Berechnung der Winkelgr

�

o�enentfernungen mit Hilfe der Dif-

ferentialgleichung von Kayser [Kayser 85] durchgef

�

uhrt habe, war es f

�

ur

mich m

�

oglich, alle Weltmodelle zu betrachten. Mit Hilfe von Programmen

von Feige [Feige 92] konnte ich f

�

ur beliebige Friedmann-Lemâ�tre-Modelle

viele �-unabh

�

angig Eigenschaften, z.B. das Weltalter oder z

max

, untersu-

chen.

Insbesondere war die Betrachtung von Modellen mit k = +1 wichtig,

denn bei manchen dieser Modelle wird die allgemeine Zunahme der opti-

schen Tiefe mit zunehmendem �

0

z.T. durch die Abnahme des Volumen-

elementes ausgeglichen, so da� die f

�

ur Modelle mit k = 0 g

�

ultige

3

Aussage,

da� man auf Grund jetziger Beobachtungen Weltmodelle mit �

0

� 1 aus-

schlie�en kann, f

�

ur k = +1 nicht ohne weiteres zutri�t.

b. �-Parameter

Gravitationslinsenphysik setzt notwendigerweise voraus, da� das Univer-

sum nicht vollkommen homogen ist (Kapitel 3 Abschnitt d). Jede reali-

stische Arbeit

�

uber Kosmologie in Zusammenhang mit Gravitationslinsen

2

In vielen anderen wird dies zwar nicht explizit gesagt, aber es werden haupts
�
achlich

kosmologische Modelle mit k = 0 gerechnet.

3

abgesehen von Auswahle�ekten, siehe unten
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sollte also verschiedene �-Werte betrachten. Fukugita et al. [FFKT 92] be-

trachten lediglich die zwei Grenzf

�

alle � = 1 und � = 0, wobei f

�

ur den zweiten

Fall zwei statistische Ans

�

atze betrachtet werden. Kochanek [Kochanek 92]

betrachtet lediglich Modelle mit � = 1. Es ist nat

�

urlich leichter, Modelle

mit � = 1 zu rechnen, da sich hier die Winkelgr

�

o�enentfernungen leichter

berechnen lassen (Kapitel 3). (F

�

ur den Grenzfall � = 0 gibt es ebenfalls

vereinfachte Entfernungsformeln [FFKT 92].)

Mit Hilfe der Di�erentialgleichung von Kayser [Kayser 85] ist es f

�

ur

mich m

�

oglich gewesen, beliebige �-Werte zu betrachten. Hierbei konnte ich

feststellen, da� das von [FFKT 92] auf Grund ihrer einfacheren Betrach-

tung bereits gefundene Ergebnis, da� der �-Parameter nicht so ausschlag-

gebend f

�

ur die Gravitationslinsenstatistik ist, auch f

�

ur eine weitere Zahl

von Friedmann-Lemâ�tre-Modellen und f

�

ur alle �-Werte g

�

ultig ist.

c. Verteilung

[FFKT 92] entwickeln den Formalismus f

�

ur die Berechnung der

z

l

-Verteilung, wenden ihn aber nur im theoretischen Teil der Arbeit an;

beim Vergleich mit Beobachtung wird nur die integrierte Form betrach-

tet. Kochanek hingegen vergleicht theoretisch berechnete Verteilungen mit

den beobachteten Systemen. Ich habe diesen Ansatz

�

ubernommen und

erweitert, um m

�

oglichst alle Information, die in der Verteilung steckt, aus-

zunutzten (Kapitel 10).

d. Auswahle�ekte

Bei [FFKT 92] werden Auswahle�ekte diskutiert, aber in Hinblick auf die

integrierte optische Tiefe. Ein Vorteil der Betrachtung der di�erentiellen

optischen Tiefe ist, da� Auswahle�ekte nicht so st

�

orend sind. Eine Aus-

nahme ist die Beobachtbarkeit der Linsengalaxie (genauer die spektrosko-

pische Grenzhelligkeit), die eine wichtige Rolle spielt. So weit ich wei�,

wurde dieser E�ekt erst in dieser Arbeit untersucht. Es hat sich gezeigt,

da� die Vernachl

�

assigung dieses E�ekts erheblichen Einu� auf die Ergeb-

nisse hat. Ein wichtiger Punkt ist die

�

Anderung, die bei vielen Modellen

mit �

0

> 0 auftritt: weil die scheinbare Helligkeit einer Galaxie bei ge-

gebener absoluter Helligkeit und gegebenem z meist kleiner ist bei diesen

Modellen, und weil die absolute Helligkeit einer Linsengalaxie unter sonst

gleichen Bedingungen kleiner ist, reicht selbst eine verh

�

altnism

�

a�ig schwa-

che spektroskopische Grenzhelligkeit aus, um typische Linsengalaxien be-

reits bei kleinem z f

�

ur die Statistik unbrauchbar zu machen, weil sie sonst

zu schwach sind. Mit anderen Worten, die Ablehnung von Weltmodellen

mit einem verh

�

altnism

�

a�ig hohen typischen z

d

-Wert kann dadurch zustan-

dekommen, da� man bei hohem z die Galaxien nicht sehen kann, und nicht

unbedingt dadurch, da� diese Weltmodelle unser Universum nicht richtig

beschreiben. Ber

�

ucksichtigt man m

grenz

, so ist man gezwungen, nur bei

kleinem z diese Modelle mit anderen zu vergleichen, so da� die typische

Eigenschaft, ein hoher z-Wert des Medians der Funktion d� , keinen Einu�

hat.
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e. Entwicklungse�ekte

Weder [FFKT 92] noch [Kochanek 92] ber

�

ucksichtigen Entwicklungse�ekte.

Es h

�

atte den Rahmen dieser Diplomarbeit gesprengt, Entwicklungse�ekte

der Linsengalaxien

4

miteinzubeziehen. Jedoch aufgrund der Betrachtung

der spektroskopischen Grenzhelligkeit m

grenz

sind Entwicklungse�ekte f

�

ur

den von mir entwickelten Formalismus nicht ausschlaggebend, da man sich

auf kleine Rotverschiebungen beschr

�

anken mu�, wo die Entwicklungse�ekte

klein sind.

f. R

�

aumliche Verteilung

[FFKT 92] gehen von einer gleichm

�

a�igen Galaxienverteilung aus. Ich habe

den Ansatz von Kochanek [Kochanek 92]

�

ubernommen, die sich auf iso-

lierte Galaxien als Linsen beschr

�

ankt. Dadurch kann man zwar nicht alle

Systeme mit in die Statistik aufnehmen, aber dadurch, da� man sich auf

einfache Linsen beschr

�

ankt, sind die Unsicherheiten der Ergebnisse leichter

abzusch

�

atzen. Man kann auch sicher sein, da� kein unsichtbarer Galaxien-

haufen vorliegt, denn eine Voraussetzung ist, da� man die Rotverschiebung

der Linsengalaxie kennt. W

�

aren andere Galaxien in der N

�

ahe, dann w

�

are es

m

�

oglich, sie zu sehen, auch wenn sie etwas schw

�

acher w

�

aren als die Linsen-

galaxie, da die Anwesenheit der hellen Bilder der Quelle nicht so viel st

�

ort

als bei der Linsengalaxie (deren Rotverschiebung man ja messen kann).

Zusammenfassung

� Mit Hilfe der Di�erentialgleichung von Kayser [Kayser 85] und einem

Programmpaket von Feige [Feige 92] konnte ich die Linsengalaxienrot-

verschiebungsstatistik f

�

ur beliebige Friedmann-Lemâ�tre Weltmodelle

untersuchen. Ergebnisse, die f

�

ur Spezialf

�

alle gewonnen worden sind,

lassen sich nicht einfach auf beliebige Modelle extrapolieren.

� Ich habe verschiedene �-Werte betrachtet. Hier konnte ich feststellen,

da� die Unsicherheit bez

�

uglich � bei der Bestimmung von �

0

und 


0

nicht st

�

ort.

� Den Ansatz von Kochanek [Kochanek 92] f

�

ur die Betrachtung der

Verteilung der Rotverschiebungen beobachteter Linsengalaxien in z

d

habe ich erweitert, um m

�

oglichst alle Information der Verteilung aus-

zunutzen.

� Ein wichtiges Ergebnis dieser Arbeit ist, da� die spektroskopische

Grenzhelligkeit m

grenz

nicht au�er Acht gelassen werden darf; eine

grobe Absch

�

atzung von m

grenz

reicht jedoch f

�

ur praktische Zwecke

aus, so da� dies keine zu gro�e zus

�

atzliche Unsicherheit mithinein-

bringt.

� Durch die Ber

�

ucksichtigung von m

grenz

mu� man Entwicklungsef-

fekte nicht so stark beachten, da man dadurch gezwungen wird, die

Abh

�

angigkeit der Form der Funktion d� vom kosmologischen Modell

nur bei kleinen Rotverschiebungen zu betrachten.

4

Entwicklungse�ekte der Quellen spielen keine Rolle.
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� Unwissen

�

uber die r

�

aumliche Verteilung der Galaxien st

�

ort das Ver-

fahren nicht, denn es beschr

�

ankt sich auf isolierte Galaxien, wo es

m

�

oglich ist, eine quantitative Analyse leicht durchzuf

�

uhren.
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Kapitel 14

Zusammenfassung und

Ausblick

Wegen der notwendigen Betrachtung der spektroskopischen Grenzhellig-

keit m

grenz

, was in der Praxis bedeutet, da� man die Unterschiede der Form

der d� -Funktion f

�

ur verschiedene Weltmodelle nur bei kleinem z betrachtet,

ist man nicht in der Lage, bestimmte Weltmodelle mit einer zufriedenstel-

lenden kleinen Wahrscheinlichkeit auszuschlie�en. Man kann aber ansatz-

weise erkennen, da� das Verfahren numerisch stabil ist, und da� ein Bereich

der gr

�

o�ten relativen Wahrscheinlichkeit sich in dem Bereich be�ndet, der

nach anderen

�

Uberlegungen erlaubt ist. Durch bessere Beobachtungen, die

m

grenz

zu schw

�

acheren scheinbaren Helligkeiten hin verschieben, oder durch

die Vergr

�

o�erung der Zahl der Gravitationslinsensysteme,

1

die als Eingabe-

daten f

�

ur das Verfahren geeignet sind, w

�

are man wahrscheinlich in der Lage,

ein kleines Gebiet in dem sonst erlaubten Parameterraum eine so hohe rela-

tive Wahrscheinlichkeit zuzuordnen, da� man den erlaubten Bereich weiter

als mit anderen Methoden einschr

�

anken k

�

onnte.

Eine Untersuchung an Hand von Simulationen, um zu sehen, wieviele

Systeme man braucht, um den erlaubten Bereich weiter als mit existie-

renden Methoden einzuschr

�

anken, ist bereits in Arbeit. Bei mehr Aussage-

kraft w

�

are es m

�

oglich, nicht nur die relative Wahrscheinlichkeit darzustellen,

sondern auch eine Fehlerangabe f

�

ur den Bereich h

�

ochster relativer Wahr-

scheinlichkleit, die sich aus der statistischen Streuung ergibt|mit ande-

ren Worten, den Bereich kleinerer Wahrscheinlichkeit, der im Rahmen der

statistischen Streuung doch im

"

richtigen\ Weltmodell entstehen k

�

onnte.

In diesem Zusammenhang w

�

are auch ein Ausprobieren anderer Methoden

der Berechnung der relativen Wahrscheinlichkeit, wie z.B. des Kolmogorov-

Smirnov-Tests, angebracht, vor allem wenn man mehr Systeme betrachtet.

Es ist heute nicht m

�

oglich, allein durch die Verteilung der Rotverschie-

bungen der Linsengalaxien bei bekannten Gravitationslinsensystemen, be-

stimmte Weltmodelle mit einer zufriedenstellenden Sicherheit auszusch-

lie�en. Die Aussage von [Kochanek 92], da� ache Modelle mit einem

gro�en �

0

-Wert 5{10 mal unwahrscheinlicher sind als das Einstein-de Sitter-

Modell, ist nicht aufrechzuerhalten, wenn man m

grenz

in die Betrachtung

miteinbezieht. (Mit seinen Eingabedaten ohne die Betrachtung von m

grenz

habe ich ebenfalls 10.000 Modelle in der �

0

-


0

-Ebene gerechnet, wobei die-

ses Ergebnis best

�

atigt wird, was eine kleine Kontrolle meines Verfahrens

1

Dies k
�
onnte entweder durch die Messung von mehr (meist Galaxien-) Rotverschie-

bungen bei existierenden Systemen oder durch die Entdeckung neuer Systeme geschehen.

101
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darstellt.) Selbst wenn ache Modelle mit einem gro�en �

0

-Wert ausge-

schlossen werden k

�

onnen, kann man dieses Ergebnis i.a. nicht auf andere

Weltmodelle, insbesondere nicht auf solche mit k = +1 und einem etwas

gr

�

o�erem q

0

-Wert,

�

ubertragen.

Erfreulicherweise spielen die Gr

�

o�en � und m

grenz

keine so gro�e Rolle,

da� sie zur Unsicherheit der Bestimmung von �

0

und 


0

beitragen. Eigent-

lich ist m

grenz

kein freier Parameter, sondern sollte f

�

ur jedes System einzeln

abgesch

�

atzt werden. Hierdurch k

�

onnte die Aussagekraft des Verfahrens et-

was vergr

�

o�ert werden.

Durch eine Untergrenze f

�

ur das Weltalter (bei bekannter Hubble-

Konstanten) ist man in der Lage, den erlaubten Bereich auf einen Strei-

fen

"

parallel\ zu und angrenzend an der A

2

-Kurve einzuschr

�

anken. Mein

Verfahren kann wahrscheinlich noch zus

�

atzlich einen Bereich unmittelbar

angrenzend an der A

2

-Kurve ausschlie�en, so da� eine zus

�

atzliche Bestim-

mung von, z.B., 


0

ausreichen w

�

urde, um 


0

und �

0

mit einer ho�entlich

ausreichenden Genauigkeit zu bestimmen. Noch besser w

�

are eine Bestim-

mung des Kr

�

ummungsradius,

2

denn Linien von gleichem Kr

�

ummungsradius

laufen in etwa senkrecht auf die Streifen gleicher relativen Wahrscheinlich-

keit. In diesem Zusammenhang ist interessant, da� das von Kayser ent-

wickelte Verfahren [Kayser 93] zur Bestimmung kosmologischer Parameter

durch die Winkelgr

�

o�en-Rotverschiebungs-Beziehung f

�

ur kompakte Radio-

quellen Streifen gleicher relativen Wahrscheinlichkeit in etwa parallel zu

Linien mit gleichem Kr

�

ummungsradius liefert, so da� die Verfahren sich

erg

�

anzen. (Im allgemeinen wird man in Zukunft wahrscheinlich eher durch

das Zusammenspiel vieler verschiedener Methoden als durch Verfeinerung

einer Methode Fortschritte in der Bestimmung kosmologischer Parameter

machen.)

Ho�nungen, mit Hilfe von bereits gewonnenen Beobachtungen be-

stimmte kosmologische Modelle ausschlie�en zu k

�

onnen, konnte ich nicht

best

�

atigen. Das Verfahren ist aber wahrscheinlich geeignet, mit etwas um-

fangreicherem Beobachtungsmaterial Aussagen

�

uber das kosmologischeMo-

dell zu machen, die vergleichbar sind mit denen herk

�

ommlichererMethoden.

Dies will ich durch Simulationen testen. Dadurch, da� in erster Linie man

etwas

�

uber �

0

und vielleicht 


0

erfahren kann, macht das Verfahren dazu

geeignet, mit anderen Methoden erg

�

anzend zusammenzuwirken. Auch dies

kann mittels Simulationen getestet werden.

2

im wesentlichen j


0

+ �

0

j



Anh

�

ange





Anhang 1

Herleitung des Ausdrucks

f

�

ur die optische Tiefe

`You damn sadist', said Mr. Cummings,

`you try to make people think'.

Ezra Pound

Es ist zu zeigen, da� der Ausdruck

@

2

�

@z

d

@

L

L�

= n�(1 + z

d

)

2

16�

3
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v�
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�

�+
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D

d

D

ds

D
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�
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P (z
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)

exp
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�

(1.1)

durch die Variablentransformation von

L

L

zu

â

â�

und Faltung mit �(â � â

0

)

den Ausdruck

d�

dz

d

= 16�

3

n�
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c

�

4
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d
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â
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2
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1
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(


0
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d

+ 1� �

0

) + �

0

exp

 

�

�

â

â�

D

s

D

ds

�



2

!

(1.2)

liefert. (Bemerkung: In Gl. 1.1 ist â als Variable zu verstehen, wie auch z;

in Gl. 1.2 hingegen ist mit â (eigentlich â

0

) eine feste Gr

�

o�e gemeint. Im

folgenden ist zun

�

achst â als Variable zu betrachten.)

Nun ist

L

L�

=

�

v

v�

�



(Gl. 9.6) und

â

â�

=

�

v

v�

�

2

D

ds

D

s

(siehe S. 65). Daraus folgt

L

L�

=

�

â

â�

D

s

D

ds

�
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Einsetzen in Gl. 1.1 liefert
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â

â�
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Durch Umformung erh
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alt man
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Da ich mich f

�

ur ein festes â interessiere, also f

�

ur die Abh

�

angigkeit

der optischen Tiefe von z f

�

ur einen festen Bildabstand, f

�

uge ich die

�-Funktion �(â� â

0

) dem etwas umgeformten Integranden hinzu und in-
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�
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â

â�

:
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Wenn man P (z

d

) durch

p

(1 + z

d

)

2

(


0

z

d

+ 1� �

0

) + �

0

ersetzt, die Inte-

gration ausf

�

uhrt und â

0

in â umbenennt, so erh

�

alt man
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â

â�
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Q.E.D.
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Anhang 2

Programme

We haven't the money, so we've got to think.

Ernest Rutherford

Die Programme, mit denen ich die Berechnungen durchgef

�

uhrt habe,

wurden haupts

�

achlich von mir in der Programmiersprache FORTRAN 77 ge-

schrieben. Ausnahmen bilden einige Unterprogramme aus den Numerical

Recipes [PFTF] (ebenfalls FORTRAN 77), ein Programmpaket von Bernd

Feige

1

f

�

ur die Berechnung von verschiedenen kosmologischen Gr

�

o�en auf

der Basis von elliptischen Integralen (in der Programmiersprache C) und

einige kleine Unterprogramme, die f

�

ur dieses ben

�

otigt werden (von mir,

z.T. mit Hilfe von Reiner Schlotte, in C geschrieben). Alle Quellprogramme

zusammen haben eine Gr

�

o�e von etwa 130 Kilobyte.

Die Darstellung der Ergebnisse erfolgte mit Hilfe des Programmpa-

kets GRAL von Rainer Kayser [Kayser]. Das Einbinden der hiermit erzeug-

ten PostScript-Darstellungen in L

a

T

E

X, mit dem diese Arbeit entworfen

und gesetzt wurde, geschah ebenfalls mit Hilfe von Reiner Schlotte.

1

beschrieben in [Feige 92]
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