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1 Introduction

Théoréme 1.1 (Borel (1895)) Pour toute suite (an)neny de complexes, il existe f € C(R)
telle que f™(0) = a,, pour tout n € N.

Autrement dit, ’application

n!

¢ f € C¥(R) o (f(")(°)> et
neN

est surjective.

Théoréme 1.2 (Unicité du prolongement analytique) Si f € O(R) est tel que f(0) = 0
pour tout n > 0, alors f = 0.

Autrement dit, la restriction de 7 a O(R) est injective. Une question naturelle se pose alors :
que peut-on dire sur les classes intermédiaires 7 On va adopter un point de vue local.

Notations :

e (O désigne 'espace des germes en 0 des fonctions analytiques réelles : il existe ¢ > 0,
C,h > 0 tels que supj,. | £ (2)] < Ch™n! pour tout n

M = (Mp)nen est une suite de poids, My = 1, M,, < M,41 pour tout n et M est
log-convexe (M2 < My,_1Mp11).

FARICH]
& ={fe&:de,h >0sup sup ———
i { neN |z|<e h™ My,

Eany = 1{f € £ :3e > 0Yh > 0sup sup M
neN |z|<e hnMn

< 400} germes de type Roumieu

< +oo} germes de type Beurling

|an|n!

_ N.
e Ay = {(@n)nen € CY : 30 >0 itelg L < 400}
e Ay = {(an)nen € CY 1 VA > 0 su |a"‘n!<+oo}
(M) = n)neN : nell\)] ho M,

00 . : f™(0)
7 E[M] — A[M] : f — ( po )neN



On a O C &y C & si et seulement si sup,cy (%)1/71

n!
- M, \1/n . . .
seulement si limy,_, o0 (?) = +400. On a les inclusions strictes correspondantes pour les

espaces de suites (avec la suite (n!),en).

= too et O C &y C & si et

Définition 1.3 On dit que la classe &)y est quasi-analytique (q.a.) si j* : Enn — Ay est
injective.

Théoréme 1.4 (Denjoy-Carleman (1926)) La classe &)y est quasi-analytique si et seule-

+o00
ment si Z ]\Z_l = +o00. Dans ce cas, on dit que la suite M est quasi-analytique.
n=1 n

C’est dans ce contexte qu’on va travailler : on va s’intéresser aux classes quasi-analytiques qui
contiennent strictement les germes analytiques.

2 Surjectivité dans les classes quasi-analytiques

Théoréme 2.1 (Carleman (1926), Thilliez (2008)) Si £ est quasi-analytique et si O C
&y, alors j*° n’est pas surjectif.

La preuve originelle de ce résultat utilise des arguments variationnels, celle de Thilliez utilise
des arguments d’analyse fonctionelle (technique basée sur 'utilisation d’espaces de Hilbert). En
particulier, au sein de la preuve, Thilliez obtient une formule de représentation : Il existe des
complexes (w%)MGN satisfaisant limg_, 1 w% = 1 pour tout j, et tels que pour tout f € Erpry,
on a

k—1 ;
. 19)(0)
= 1 M
f(.f) k—l>r—ir-loo — Wik 4!

x)

pour tout z suffisamment petit. Ainsi, on peut obtenir la non-surjectivité en construisant une
suite F' en posant

N,
et Fj := 0 sinon, (2.1)

ka = kp!

ou la suite croissante (kp)pen de nombres entiers est choisie par induction telle que

‘ =

1
= . by = 2.2
21611[\]) (ng,)* =400 resp m (g, ) Fr = +o0 (2.2)
et
kp—1
M
‘wj,kp - 1’ [F;| <1, VpeNso. (2.3)
§=0
On montre alors que
kp—1
lim sup Z w% Fjx?| = 400
p—+o00 =0 P

pour tout z suffisamment petit.

Rainer et Schindl (2017) ont proposé récemment une nouvelle preuve qui a 'avantage d’étre
élémentaire (utilise de I’analyse de base) et de montrer un résultat un peu plus fort.



Théoréme 2.2 (Rainer-Schindl (2017)) Si N est quasi-analytique et si O C E(yy, alors il
existe (an)nen € Agny tel que (an)nen & §°°(Eary) pour tout M quasi-analytique.

La preuve de ce théoréme est basée sur les deux résultats suivants.

Proposition 2.3 (Bang (1953)) Soit M quasi-analytique, et soit f une fonction non-identiquement
nulle telle que sup,¢o ) |f(”) (x)| < M, pour tout n € N. Supposons que pour tout n € N, il

existe x,, € [0,1] tel que f((z,) =0, alors

+oo
Z |Zpt1 — 2p| = F00.

n=0

Corollaire 2.4 Soit M quasi-analytique, et soit f une fonction non-identiquement nulle telle
que Supgeo 1] |£)(x)| < M,, pour tout n. € N. Si f(0) > 0 pour tout n € N, alors £ (z) > 0
pour tout n € N et tout x € [0,1].

Démonstration: PA. Supposons qu’il existe n € N et z,, € [0,1] tels que f(™(z,,) = 0. Par le
TAF, il existe alors x,11 < x,, tel que f (”+1)(xn+1) = 0. On construit ainsi de proche en proche
une suite T, > Tp41 > Tpyo > -+ > 0 oll & est un zéro de f () . Cela contredit la proposition
précédente car on a alors

+oo +oo
g |Tpp1 — Tn| = E Tpal — Tp < F00.
j:n j:n

Nous pouvons maintenant présenter la preuve de la non-surjectivité proposée par Rainer et

Schindl.

Démonstration: Soit (a,)nen une suite de Ayyy telle que a, > 0 et (an)nen & Mgy
PA. Supposons qu'il existe f € &y ot M est quasi-analytique, satisfaisant j*°f = (an)nen-
Alors il existe £, C, h > 0 tels que

sup |f™(2)| < Ch"M,, Vn eN.

|z|<e
En posant f(z) = 5 f(ex) et M,, = (¢h)"M,,, on trouve que

sup |f™(z)| < M, VneN.
z€[0,1]

Comme j*° f = (an)nen, on a f(")(O) > 0 pour tout n € N. Le corollaire précédent implique alors
que £ (x) > 0 pour tout n € N et tout z € [0,1]. On a donc aussi ™ (x) > 0 pour tout n € N
et tout = € [0, ¢]. Par le théoréme de Berstein, on a f € O. |

Pour le passage aux classes de type Beurling, on peut utiliser la représentation suivante :

L, 1/n
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3 Taille de I’'image

La question posée était la suivante : & quel point I’application de Borel est-elle non-surjective ?
Plusieurs résultats ont été obtenus, notamment dans le contexte mixte, motivé par le résultat
précédent. Autrement dit, on aimerait savoir si Ay \ jOO(S{ N}) est grand. En ce qui concerne

PRI

Proposition 3.1 Supposons que M et N sont quasi-analytiques et que O C &y). Alors I'image
J%(Eany) N Ay est maigre et Haar-nul dans A ().
Démonstration: Présentons l'idée pour la généricité au sens de Baire. Soit F € Ay et
ag € (0,1] tel que

k—1

lim sup Zw%Fjaj = 400 (3.1)
k——+o0 =0 ’

pour tout 0 < a < ag. Fixons une suite (ap)pen de (0, ap] qui décroit vers 0. On pose

k—1
Gg= ﬂ b € Ay : limsup Zw%bja% =400 p C Ay \ 57 (Eary)
peN k—4o0 =0

Remarquons que

=N 1 Ucwrr

peEN PEN KeNs g k> K

ou
k—1
G(p,P,k) = (b€ Ay : Zw%bjag) > P
§=0

Il est facile de voir que ;> G(p, P, k) est ouvert. Il reste & montrer qu’il est dense dans A (.
Soit b € Ay arbitraire, et £ > 0. On sait qu'il existe k > K tel que

k—1 p
v .
ZwMFjag, > —. (3.2)
7=0
Alors, soit b + ¢F soit b — eF appartient a ;s G(p, P, k) : En effet, sinon on aurait
k—1 ‘ k—1 ‘ k—1 ‘
2e Zw%Fjag) < Zw%{(bj —ely)al| + Zw%{(bj +eFj)a)| < 2P
§=0 §=0 §=0
ce qui contredit (3.2). De plus, pour tout h > 0, on a
b — (b+eF)[; =<[F[},
d’ott la densité de Uys e G(p, P, k) in Aq). ]



On va a présent s’intéresser a la construction d’algébres de Ay ne rencontrant pas I'image
]OO(S{ M}). Pour cela, il faut munir Ajyj d’un produit. Le produit naturel dans notre cas est le
produit de convolution ; en effet

(F9)¥) ch

de sorte que
*(fg) =3=(f) =i (9)
ou dans Ay, on pose

i
(F+G); =) FGjy
k=0

(cela donne bien un produit interne si M est log-convexe (on utilise M; My, < Mjy)).

Remarque 3.2 L’espace Ay est une algebre pour le produit poncutel si et seulement si &) C

0.

Proposition 3.3 Supposons que M et N sont quasi-analytiques et que O C E(ny. Alors Ay \
*(Equry) est algebrable dans A ().

On va construire une algébre générée par un seul élément, mais ce résultat se généralise & une
famille non-dénombrable d’éléments.

Démonstration: Soit (kp)pen telle que
(1) ko=1¢et k‘p > pk‘p,1

1
(i) sup,ey (g, )™ = 400

(if) 5%

M
Wik, — 1}nj <1

et on pose
n; forje A={k,:pe N},
Fpo={ "’ 8 (3.3)
0  sinon.
Posons F(1) := F et pour tout I € No, F) = F % ... x F. Remarquons que
——
[ fois
0 _ _
By = Z By ++ By = Z Mhepy =" Tk (34)
(kplv"'vkpl)EAl(j) (kP17“'7kPl)EAl(j)
ou
) = {(kpys o k) € Al ik + -+ Ky, =5}
Notons que si j = Ik, pour un p > [ et sik:p1 + -+ ky, =lkp, alors k,, =--- = k,, =k, puisque

la suite (kq)qen est strictement croissanet et puisque k11 > (p+1)k, > lk,. En particulier, on a

l(kl:) (nkp)l, Vp > 1. (3.5)



De plus, si j € {pky—1 + 1,...,k, — 1} avec p > [, alors A'(j) = 0 pour tout I € {0,...,L}
(puisque kp > pk,—1). Donc

l .
FY'=0, Vje{pkp1+1,... .k —1}

Soit G # 0 un élément de I'algébre générée par F,

L +o0
G = ZalF(Z) — Z (ale(l) 4a QLFJ,(L)) 2.
=1 §=0
=G
Montrons que
kp—1
lim su wM Gidl| = 4. 3.6
Vu les remarques précédentes, on a
kp—1 pkp—1
M j M j
Z wmkpGjaJ = Z wj7kpGjaJ (3.7)
§=0 §=0
pkpfl pkp71
= Z Gja’ + Z (w%p -1)Gja’. (3.8)
§=0 =0

Le premier terme est une série de puissances, on peut donc facilement montrer qu’il n’est pas

N . . . N
borné : pour tout p > L, on a des termes de 'ordre de Kﬁf qui tend vers I'infini. Pour le deuxiéme,

on a
pkp_1 pkp—1 pkp_1
> (@, - 0G| = X2 Jwll, ~ 1|16l < €3 Jwlh, — 1 ny(hay’
j=0 7=0 j=0
pkp—l
M
< C Z ’wjkp 1‘”]
=0
< C
sip>Leta< 4, vu (ii). ]

4 Matrices de poids

Une matrice de poids est une famille de suites de poids M := {M () e R§0 : A > 0} telle que
M < M#) pour tout A < k.

On peut définir les classes de germes de fonctions ultradifférentiables de type Roumieu et Beurling
comme suit :

* &y = Unso €y

e Eny =1{f:f€&n YA >0 avec le méme voisinage de 0}



et on peut introduire les espaces de suites correspondants Ay et Ay, ainsi que application
de Borel.

L’intérét de ces matrices de poids est qu’elles permettent d’unifier les deux méthodes classiques
pour définir les fonctions ultradifférentiables : 'approche de Denjoy-Carleman et Komatsu basée
sur les suites de poids, et 'approche de Braun, Meise et Taylor basée sur les fonctions de poids
w (ces deux approches sont distinctes, cfr Bonet, Meise, Melikov 2007).

Proposition 4.1 (Bonet, Meise (2013)) Si £, est quasi-analytique et si O G &, alors j*
n’est pas surjectif.

Cette preuve nécessite des outils d’analyse fonctionelle et complexe.

Tous les résultats présentés plus tot restent valide dans le cas des matrices de poids (et donc
également dans le cas des fonctions de poids). L’idée est d’effectuer une réduction.

Proposition 4.2 Soit M une matrice quasi-analytique. Alors il existe deux suites quasi-analytique
N, L telles que
0 C 8{]\[} C S(M) C E{M} - S(L)-

Remarque 4.3 Les matrices de poids permettent également d’obtenir des classes stables pour
le produit ponctuel (pas pour les fonctions de poids).

5 Sous-espace et enveloppe solides

Un espace vectoriel A de suites est solide si
(an)n € A, |by| < an| Yn = (bn)n € A.

Si A un un espace de suites, on définit

e 5(A) le plus grand sous-espace solide de A

e S(A) l'enveloppe solide de A, i.e. le plus petit espace solide qui contient A.
Anderson et Shields (1976) ont montré que ces définitions avaient bien du sens et que

s(A) ={(M\n)n : Mnan)n € A V(an), € £°°}

et
S(A) ={(A\n)n : Fan)n € A tel que |A\,| < |an| Vn}

Proposition 5.1 On a

S (Enay)) = Ay -
et si O C &y, alors

s(7™ (&) = Anr -

En particulier, I'image j°°(Eay)) est solide si et seulement si j°° est surjectif.



Démonstration: Bien siir, on a S(j*°(Ey)) € Apy) puisque Agyyy est solide. Soit (an)n €
Agpry- On peut construire une fonction 6 € &g,y telle que 160 (0)] > n!|a,| pour tout n. On en
tire que (an)n € S(]Oo(g{M}))
D’autre part, Ay, C s(j°°(Eqary)) puisque c’est un espace solide qui est égal & j*°(Eqpry) qui
est inclus dans j°°(Eqpry). De plus, si (an)n € s(7%°(Eqary)), alors (laln)n € 7%°(Eqary) PA. Si
(an)n ¢ Afny, alors son module n’appartient pas non plus & I'espace. Par la preuve de la non-
surjectivité, on peut conclure que la suite n’appartient pas a j°°(£{,sy), d’olt une contradiction.
|
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