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Introduction

Les sonars et les radars sont des équipements incontournables des industries navale et aéronautique. Ces
dispositifs de détection permettent, entre autres, de repérer des sous-marins et des avions. Leurs principes
de fonctionnement respectifs sont en tout point similaires. Pour détecter un objet, sonars et radars émettent
respectivement des ondes acoustiques et électromagnétiques dans sa direction. Les ondes émises sont alors
en partie réfléchies par 'objet & détecter. Nous parlons de diffractions acoustique et électromagnétique [88].
Les ondes diffractées sont ensuite pergues par des capteurs, trahissant ainsi la présence de ’objet. Naturelle-
ment, plus les signaux détectés par les capteurs sont faibles, plus I'objet est furtif. En pratique, les furtivités
acoustique et électromagnétique d’un objet sont respectivement mesurées par ses surfaces équivalentes so-
nar et radar. Ces quantités s’expriment en décibels et sont classiquement dénommées SES et SER. Elles
caractérisent en fait la furtivité de 'objet lorsqu’il est éclairé par une onde acoustique ou électromagnétique
monofréquentielle. Cette fagon de quantifier la furtivité d’un objet est justifiée par la linéarité des équations
aux dérivées partielles (EDP) sous-jacentes. Lors de la conception de sous-marins et d’avions militaires, il
est bien silir nécessaire de s’assurer que les prototypes proposés respectent les contraintes de SES et de SER
définies au préalable. Ceci est généralement vérifié numériquement. Il est en effet beaucoup trop cotiteux
d’effectivement construire plusieurs prototypes pour ensuite mesurer leurs SES ou leurs SER.

Dans l'optique de calculer numériquement des SES et des SER, il est nécessaire de résoudre des probléemes
de diffraction acoustiques et électromagnétiques tridimensionnels en régime harmonique [88]. Pour ces pro-
blemes, la discrétisation des EDP posées dans le milieu extérieur, a savoir ’eau ou l’air, est connue pour
étre difficile. Les domaines associés au milieu extérieur sont en effet infinis. Il n’est donc pas possible de les
mailler en vue d’une résolution par la méthode des éléments finis volumiques (Finite Element Method ou
FEM en anglais). Deux approches classiques permettent toutefois de contourner cette difficulté. La premiére
consiste a tronquer le domaine correspondant au milieu extérieur. Pour fermer le probleme de diffraction
approché ainsi généré et éliminer les réflexions parasites sur les surfaces de troncature, il est alors nécessaire
d’utiliser des couches absorbantes parfaitement adaptées (Perfectly Matched Layers ou PML en anglais)
[14, 16, 34, 101] ou des conditions (aux limites) absorbantes (Absorbing Boundary Conditions ou ABC en
anglais) [5, 11, 12, 52]. Cette fagon de procéder permet de discrétiser les EDP posées dans le milieu extérieur
par la méthode des éléments finis volumiques. Elle semble a priori tres intéressante. En effet, I'implémen-
tation de la méthode des éléments finis volumiques ne présente pas de difficulté majeure. Ajouté a cela, les
systémes linéaires générés par cette méthode sont creux. L’approche consistant a tronquer le domaine associé
au milieu extérieur présente toutefois le défaut d’approximer, au niveau continu, le probléme de diffraction
considéré. Ceci constitue une limitation sérieuse car la précision des calculs de SES et de SER est directement
impactée par la qualité des PML et des ABC. Les problemes de diffraction harmoniques peuvent également
étre résolus en remplacant les EDP associées au milieu extérieur par des équations intégrales posées sur
la surface de l'objet diffractant [88]. Cette approche connait un succes grandissant car, contrairement aux
méthodes de troncature de domaine, elle est exacte. Ajouté a cela, la discrétisation des équations intégrales
surfaciques ne requiert pas de disposer d’un maillage volumique mais d’un maillage surfacique. Plusieurs
méthodes peuvent étre considérées pour discrétiser les équations intégrales surfaciques. Dans ce travail, nous
nous intéressons a la méthode la plus fréquemment utilisée, a savoir la méthode des éléments finis surfa-
ciques (Boundary Element Method ou BEM en anglais). Bien qu’elles présentent certains avantages, les
équations intégrales surfaciques ont également des défauts. Elles font par exemple intervenir des opérateurs
intégraux surfaciques, qui sont non locaux. Leur discrétisation géneére par conséquent des matrices denses.
Des méthodes de compression, comme la représentation sous forme de matrices hiérarchiques (Hierarchical
Matrices ou H-Matrices en anglais) [18, 61] ou la méthode des multipoles rapide (Fast Multipole Method ou
FMM en anglais) [59, 60, 79], ont toutefois été développées pour pallier ce probléeme. En plus de réduire les
besoins en mémoire nécessaires au stockage des matrices issues de la discrétisation des équations intégrales
surfaciques, les méthodes de compression permettent également d’effectuer des opérations algébriques sur
ces matrices (décompositions LU, produits matrice-vecteur, etc...) avec une complexité faible. Pour finir,
nous mentionnons que les opérateurs intégraux intervenant dans les équations intégrales surfaciques sont
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construits a partir de noyaux singuliers. L’assemblage des matrices apparaissant lors de la discrétisation des
équations intégrales surfaciques est donc technique et coliteux d’un point de vue computationnel puisqu’il
requiert d’évaluer numériquement des intégrales singulieres.

La discrétisation complete des problemes de diffraction harmoniques est classiquement faite de trois ma-
nieres différentes. La premieére approche consiste a ne travailler qu’avec des équations intégrales surfaciques
et ne s’applique que si 'objet diffractant est non pénétrable ou pénétrable et homogene [23, 24, 25, 28, 31,
36, 37, 38, 42, 50, 62, 67, 72, 73, 75, 88, 91, 92, 103, 104]. Si I'objet diffractant est non pénétrable, les EDP
du probleme de diffraction harmonique sont uniquement posées dans le domaine correspondant au milieu
extérieur. Il suffit alors de les reformuler en utilisant des équations intégrales surfaciques. Des EDP sont
aussi posées dans l'objet diffractant si celui-ci est pénétrable. Elles peuvent également étre substituées par
des équations intégrales surfaciques si 'objet diffractant est homogeéne. Remarquons par ailleurs que cette
premiére approche permet de traiter le cas d’objets diffractant constitués aussi bien de parties pénétrables et
homogenes que de parties non pénétrables. Lorsque le domaine correspondant au milieu extérieur est tron-
qué, les problemes de diffraction harmoniques sont intégralement discrétisés par la méthode des éléments
finis volumiques et ceci quelle que soit la nature de ’objet diffractant. Dans le cas d’un objet diffractant
pénétrable, il est également possible de discrétiser les EDP posées dans I'objet diffractant par la méthode des
éléments finis volumiques et de reformuler celles associées au milieu extérieur par des équations intégrales
surfaciques [13, 22, 27, 41, 46, 54, 55, 56, 63, 64, 65, 66, 71, 76, 77, 83, 84, 90, 95, 97, 99, 102, 105]. Cette ap-
proche est intéressante en cela qu’elle répond & des besoins émergents. Jusqu’a présent, les objets diffractant
considérés dans les applications étaient généralement homogenes et isotropes par morceaux. Il n’y avait donc
pas de réels besoins pour des méthodes permettant de traiter des matériaux inhomogenes et anisotropes. Ces
matériaux commencent toutefois & susciter I'intérét de la recherche académique et industrielle. Les méthodes
de résolution adaptées a la prise en compte d’objets diffractant non homogénes et non isotropes, comme les
techniques de troncature de domaine ou les couplages de formulations variationnelles volumiques et d’équa-
tions intégrales surfaciques, gagnent donc en popularité. En pratique, les méthodes de troncature de domaine
peuvent cependant manquer de précision pour des calculs de SES et de SER. Les méthodes consistant a
coupler des formulations variationnelles volumiques et des équations intégrales surfaciques, quant a elles,
ne présentent pas ce probleme. Elles sont donc particulierement intéressantes du point de vue de I'ingénierie.

Quelles que soient la nature de l'objet diffractant et la méthode de discrétisation choisie, les problémes
de diffraction harmoniques sont d’autant plus difficiles & résoudre que la fréquence est élevée [53, 74]. 1l
s’agit d’une conséquence directe de leur caractére tres fortement non défini positif. A haute fréquence, il
est essentiel de mailler tres finement les objets étudiés pour calculer avec précision les ondes diffractées.
Par conséquent, les systemes linéaires issus de la discrétisation des problemes de diffraction harmoniques
sont de grande taille. La résolution directe de ces systemes requiert des ressources en temps de calcul et
en mémoire tres importantes, voire rédhibitoires. Il est donc nécessaire de s’orienter vers des méthodes de
résolution itératives [93]. D’une maniére générale, ces méthodes convergent toutefois lentement lorsqu’elles
sont utilisées pour résoudre des problemes de diffraction harmoniques. Il est par ailleurs possible qu’elles
divergent. Pour pallier ce probléme, il est classique de préconditionner les systemes a résoudre. Il existe
de nombreuses méthodes algébriques permettant de préconditionner de manieére générique des systemes li-
néaires. Nous pouvons par exemple mentionner les décompositions LU et de Cholesky incomplétes [93] ou
encore les inverses approchés creux (SParse Approximate Inverse ou SPAI en anglais) [93]. Ces méthodes
ne sont cependant pas robustes vis-a-vis des montées en fréquence lorsqu’elles sont utilisées pour résoudre
des problemes de diffraction harmoniques. Avec ces préconditionneurs, le nombre d’itérations nécessaires a
la résolution de systémes issus de la discrétisation de problemes de diffraction harmoniques dépend en effet
significativement de la fréquence considérée. Pour contourner ce probléme, une solution consiste & construire
des préconditionneurs spécifiques aux formulations utilisées pour résoudre les problemes de diffraction har-
moniques. Bien que cette problématique soit actuelle, il existe peu de préconditionneurs de ce type, qui plus
est efficaces. Pour les formulations exclusivement basées sur des équations intégrales surfaciques, il est parfois
possible d’exhiber des préconditionneurs analytiques. Nous pouvons notamment citer les préconditionneurs
de type Calderén [4, 6]. En ce qui concerne les formulations construites strictement a partir de la méthode
des éléments finis volumiques, quelques préconditionneurs, comme les méthodes multi-grilles ou de type
"shifted laplacian", ont été développés [74]. La construction de préconditionneurs efficaces étant difficile, la
recherche s’est orientée vers d’autres approches pour résoudre les problemes de diffraction harmoniques. Ac-
tuellement, la tendance est plutét au développement d’équations intégrales directement bien conditionnées
au niveau continu par exemple [2, 7, 8, 17, 23]. Pour ce qui est des formulations entiérement volumiques a
présent, les techniques de décomposition de domaines (Domain Decomposition Methods ou DDM en anglais)
sont en plein essor [49, 100]. Pour résoudre un probléme donné, ces méthodes partitionnent le domaine sur
lequel il est posé en sous-domaines et résolvent des sous-problémes associés a ces sous-domaines. L’inté-



rét des méthodes de décomposition de domaine réside naturellement dans le fait qu’elles permettent de se
ramener a la résolution de systemes linéaires de plus petite taille. Remarquons que les sous-problemes inter-
venant dans les méthodes de décomposition de domaine sont généralement résolus par des méthodes directes.

Dans le paragraphe précédent, nous n’avons donné aucune information spécifique concernant les couplages
FEM-BEM, c’est-a-dire les méthodes basées sur le couplage de formulations variationnelles volumiques et
d’équations intégrales surfaciques. Nous discutons a présent de ces méthodes. Classiquement, les couplages
FEM-BEM sont construits en couplant des formulations variationnelles volumiques et des équations inté-
grales surfaciques au sein d’'une méme formulation [27, 41, 46, 54, 55, 56, 63, 64, 65, 66, 71, 76, 77, 83,
84, 90, 95, 97, 99, 102, 105]. Nous parlons alors de couplages forts FEM-BEM. Bien que naturelle, cette
approche présente de gros inconvénients. Tout d’abord, les systemes issus de la discrétisation des couplages
forts FEM-BEM sont partiellement pleins, partiellement creux. La résolution directe de ces systémes, qui
est de toute facon a proscrire lors de montées en fréquence, est alors délicate car il n’existe pas d’algorithmes
de résolution efficaces pour les systemes dont les matrices sont constituées aussi bien de parties pleines que
de parties creuses. Comme nous ’avons mentionné dans le paragraphe précédent, les méthodes itératives
convergent, d’'une maniere générale, lentement, voire divergent, lorsqu’elles sont utilisées pour résoudre les
couplages forts FEM-BEM. De plus, il n’existe actuellement pas de préconditionneurs robustes permettant
de pallier ce probleme et aucune piste viable n’a été proposée pour en obtenir. Pour finir, nous mentionnons
qu’il serait intéressant d’avoir recours a la fois aux méthodes de décomposition de domaine et aux méthodes
de compression pour construire des couplages FEM-BEM. Il n’existe toutefois pas de voie clairement iden-
tifiée pour implémenter les couplages forts FEM-BEM en combinant ces méthodes.

Pour pallier les limitations des couplages forts FEM-BEM, d’autres couplages FEM-BEM ont été propo-
sés [13, 22]. Ces couplages correspondent concrétement a des méthodes de décomposition de domaine de
Schwarz itérant entre deux sous-domaines, a savoir 1’objet diffractant et le milieu extérieur. Conceptuelle-
ment, le fait de construire des couplages FEM-BEM comme des algorithmes de décomposition de domaine
présente plusieurs avantages. Cela permet tout d’abord de ne coupler que faiblement les formulations va-
riationnelles volumiques et les équations intégrales surfaciques. Avec cette approche, les sous-problémes
associés a l'objet diffractant sont en effet exclusivement discrétisés grace a des formulations variationnelles
volumiques. Les sous-problémes rattachés au milieu extérieur quant & eux sont reformulés par équations
intégrales surfaciques. Les couplages FEM-BEM basés sur les méthodes de décomposition de domaine sont
alors dits faibles car, contrairement aux couplages forts FEM-BEM, ils ne couplent pas de formulations va-
riationnelles volumiques et d’équations intégrales surfaciques au sein d’une méme formulation. Les couplages
faibles FEM-BEM sont également intéressants en cela que leurs sous-problemes peuvent étre résolus de ma-
nieére optimisée. Pour résoudre les sous-problémes intérieurs, il est par exemple possible d’avoir recours a
des algorithmes de décomposition de domaine. La résolution des sous-problémes extérieurs quant a elle peut
étre faite de maniere itérative au moyen d’équations intégrales bien conditionnées et, qui plus est, en tirant
parti des techniques de compression. Nous mentionnons a présent qu’il est plus simple, avec les couplages
faibles FEM-BEM qu’avec les couplages forts FEM-BEM, d’augmenter de maniere générique et découplée
les ordres respectifs des éléments finis volumiques et surfaciques utilisés. Ceci est notamment intéressant
pour contrer les phénomenes de pollution et de dispersion numériques apparaissant lors de montées en fré-
quence [68, 69]. Pour finir, les couplages faibles FEM-BEM, contrairement aux couplages forts FEM-BEM,
présentent l'intérét de pouvoir étre implémentés avec un effort relativement modeste a partir de codes FEM
et BEM généraux déja existants et potentiellement trés optimisés.

La robustesse et la vitesse de convergence des méthodes de décomposition de domaine dépendent forte-
ment de la maniere d’échanger de l'information entre les sous-domaines [48]. Concrétement, si les transferts
d’information entre sous-domaines ne sont pas correctement réalisés, la convergence des algorithmes de dé-
composition de domaine peut étre lente voire jamais atteinte. En pratique, la transmission d’information
entre les sous-domaines passe par ’évaluation d’opérateurs, dits de transmission, définis sur les frontieres
des sous-domaines. Les opérateurs de transmission optimaux sont par ailleurs connus [49]. En acoustique,
il s’agit d’opérateurs Dirichlet-to-Neumann (DtN) alors qu’en électromagnétisme, ce sont des opérateurs
Magnetic-to-Electric (MtE). L’évaluation numérique de ces opérateurs est toutefois lourde d’un point de
vue computationnel. Elle requiert en effet des ressources en temps de calcul et en mémoire importantes.
Pour contourner ce probléme, il est d’usage d’utiliser comme opérateurs de transmission des approximations
des opérateurs DtN et MtE dont I’évaluation numérique est moins cotiteuse. De nombreuses approximations
des opérateurs DtN et MtE sont présentées dans la littérature. Utilisées comme opérateurs de transmission,
ces approximations ne permettent pas d’exploiter pleinement le potentiel des méthodes de décomposition
de domaine dans leur ensemble, et donc des couplages faibles FEM-BEM en particulier. Récemment, de
nouvelles approximations des opérateurs DtN et MtE, dites de Padé, ont été proposées [9, 19]. Ces ap-
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proximations ont été introduites grace a des raisonnements microlocaux et correspondent concrétement a
des approximations quasi-locales d’opérateurs pseudo-différentiels non locaux. Les approximations de Padé
des opérateurs DtN et MtE ont déja été utilisées avec succés comme opérateurs de transmission [20, 21].
Elles ont plus précisément été considérées pour résoudre des problémes de diffractions harmoniques aussi
bien acoustiques qu’électromagnétiques apres troncature des domaines correspondant au milieu extérieur.
Il a notamment été montré que les approximations de Padé permettaient de rendre le nombre d’itérations
nécessaires a la convergence des méthodes de décomposition de domaine quasiment indépendant de la fré-
quence et du pas des maillages sous-jacents. Ces approximations sont donc particulierement bien adaptées
a la résolution de problémes a haute fréquence.

Les approximations de Padé n’ont pas encore été utilisées comme opérateurs de transmission pour les cou-
plages faibles FEM-BEM. Elles pourraient toutefois améliorer de maniere significative la vitesse de conver-
gence et la robustesse de ces méthodes. Il est notamment raisonnable de penser que les approximations de
Padé permettent de rendre la vitesse de convergence des couplages faibles FEM-BEM tres peu dépendante de
la fréquence considérée et de la finesse du maillage. D’un point de vue applicatif, cela serait particulierement
intéressant pour des calculs tres précis de SES et de SER a haute fréquence. Dans cette theése, nous proposons
donc de construire, a partir des approximations de Padé, des couplages faibles FEM-BEM permettant de
résoudre des problemes de diffraction harmoniques et pénétrables aussi bien acoustiques qu’électromagné-
tiques. Nous avons mentionné précédemment que les couplages FEM-BEM permettaient de traiter des objets
diffractant anisotropes. Dans ce travail, nous ne considérerons toutefois que des objets diffractant isotropes.
Nous nous concentrerons par ailleurs sur 'optimisation de la vitesse de convergence des couplages faibles
que nous proposons. Les sous-problémes ne seront donc pas résolus de maniere optimisée comme cela a été
évoqué auparavant mais par des méthodes de résolution directes. Remarquons a présent que les méthodes de
décomposition de domaine a l'origine des couplages faibles FEM-BEM permettent également de construire,
et ceci exactement de la méme manieére, des couplages faibles BEM-BEM. Nous introduirons donc, sans que
cela ne requiert d’efforts supplémentaires, des couplages faibles BEM-BEM basés sur les approximations de
Padé. Ces couplages faibles BEM-BEM sont bien siir intéressants en cela qu’ils constituent une alternative
au développement de couplages forts BEM-BEM bien conditionnés.

Ce manuscrit est organisé de la fagon suivante. Dans une premiere partie, nous nous intéressons a la résolu-
tion numérique d’un probléme de diffraction harmonique et pénétrable en acoustique. Le premier chapitre
est consacré a I'introduction de ce probleme et a quelques rappels techniques. Nous y présentons plus parti-
culierement les espaces de Sobolev et les opérateurs de trace associés au probleme de diffraction acoustique,
des résultats de représentation intégrale ainsi que les notions de champ lointain et de SES. Dans le premier
chapitre, nous introduisons également deux exemples de couplages forts, a savoir un de type BEM-BEM et
un autre de type FEM-BEM, permettant de résoudre le probleme de diffraction acoustique. Ces couplages
forts acoustiques nous sont notamment utiles pour expliquer plus en détails les limitations des couplages forts
dans leur ensemble. Les couplages faibles BEM-BEM et FEM-BEM que nous avons développés pour résoudre
le probleme de diffraction acoustique sont présentés dans le deuxiéme chapitre. Ils sont tous les deux obtenus
a partir d’'une méme reformulation équivalente du probléme de diffraction acoustique. Celle-ci fait 'objet
du début du deuxieme chapitre. Dans ce chapitre, nous exhibons également des opérateurs de transmission
optimaux pour les couplages faibles acoustiques et nous présentons les approximations par lesquelles nous
avons choisi de les remplacer en pratique. Les formulations adoptées pour la résolution des sous-probléemes
associés aux couplages faibles acoustiques sont aussi présentées dans le deuxieme chapitre. La discrétisation
et 'implémentation des couplages acoustiques forts et faibles, qu’ils soient de type BEM-BEM ou de type
FEM-BEM, font I’'objet du troisieme chapitre. Nous y présentons également les résultats numériques obtenus
concernant les couplages faibles BEM-BEM et FEM-BEM acoustiques. La seconde partie du manuscrit est
consacrée a la résolution numérique d’un probléme de diffraction harmonique et pénétrable en électromagné-
tisme. Ce probléme est I’analogue exact de celui que nous considérons en acoustique. Les couplages faibles
électromagnétiques BEM-BEM et FEM-BEM que nous proposons pour le résoudre sont donc construits de
la méme maniere que les couplages faibles BEM-BEM et FEM-BEM acoustiques. Par conséquent, la seconde
partie du manuscrit est trés similaire a la premiere. Les quatrieme et cinquieme chapitres sont notamment
des transpositions exactes des deux premiers. La discrétisation des couplages faibles électromagnétiques est
toutefois significativement plus compliquée que celle des couplages faibles acoustiques. Elle requiert en par-
ticulier de reformuler le couplage faible électromagnétique par le biais de la décomposition de Helmholtz.
Le sixieme chapitre differe donc du troisieme. Enfin, dans une conclusion générale, nous rappelons dans les
grandes lignes le travail accompli ainsi que les résultats obtenus. La conclusion du manuscrit comporte par
ailleurs des perspectives de recherche pouvant faire suite a cette these.
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1.1. Un peu de physique

1.1 Un peu de physique

Dans cette section inspirée des articles [15] de Bergmann et [80] de Martin, nous précisons l'origine phy-
sique des équations qui nous intéressent dans ce travail, & savoir les équations de Bergmann et de Helmholtz.

L’évolution d’un fluide parfait, c’est-a-dire non visqueux, contenu dans un domaine  C R3 est modélisée
par deux équations, respectivement ’équation de conservation de la masse et I’équation d’Euler :

dp+div(pv) =0 , p(dv+ (v-V)v) =—-Vp+pg. (1.1)

Ici, p, v et p correspondent, dans I'ordre, a la pression, a la vitesse et a la masse volumique du fluide alors
que g désigne le champ de pesanteur. Le systéme (1.1) étant constitué d’un nombre d’équations insuffisant
par rapport au nombre d’inconnues, il est nécessaire de lui ajouter une équation supplémentaire. L’équation
d’état du fluide, qui exprime la pression comme une fonction f de la masse volumique et de I'entropie
massique s du fluide, & savoir :

p=f(p;s), (1.2)

constitue une solution classique pour pallier ce probleme. Cette derniére fait toutefois intervenir une nouvelle
inconnue, ’entropie massique. Par conséquent, il est nécessaire d’ajouter au systéme (1.1)-(1.2) une équation
supplémentaire exprimant le fait que la dérivée particulaire de I’entropie massique est nulle :

Os+v-Vs=0. (1.3)

Avant de poursuivre, nous introduisons les quantités suivantes, ¢ correspondant a la vitesse du son dans le

fluide :
c=1/0,f(p;s) , h=0sf(p;s)

Les équations (1.1), (1.2) et (1.3) sont non linéaires. Toutefois, si le fluide considéré est initialement au repos,
a savoir v = 0, et si il n’est que légerement perturbé, il est possible de linéariser ces équations. Dans ce qui
suit, lindice 0 fait référence aux quantités correspondant au fluide au repos. Des équations (1.1), (1.2) et
(1.3), il vient :

Vpo=pog , po=po(X) , Po=po(X) , so=350(X) , co=co(x) , Vpo=ciVpo+hoVso.

Pour linéariser les équations (1.1), (1.2) et (1.3), il faut commencer par prescrire la forme de la masse
volumique, de la pression et de ’entropie massique :

p(x;t) = po(x) + p(x;t) , p(x;t) =po(x) +p(xst) ,  s(x;t) = so(x) + §(x;t),

les quantités correspondant a la perturbation du fluide, a savoir p, p et §, étant petites par rapport a celles
du fluide au repos, soit :
Pl <po » [BI<po , 5] < s0.

En injectant ces relations dans les équations (1.1), (1.2) et (1.3) et en négligeant les termes non linéaires, il
vient :
Ohp+div(pov) =0 , peyv=-Vp+pg , OhS+v-Vsy=0.

Un développement limité dans ’équation (1.2) permet d’obtenir la relation suivante :
P =c3p+ hos.
En dérivant cette équation par rapport au temps et en utilisant la premiére équation de (1.1) ainsi que
léquation (1.3), il vient :
00V +Vp=pg , 0+ pocidivv+ Vpy-v =0.

En pratique, il est souvent possible de négliger les termes liés a la gravité, a savoir pg et Vpg - v, de sorte a
obtenir [15] :

poOv+Vp=0 , Op+ pocgdivv =0. (1.4)
Dans cette premiere partie consacrée a ’acoustique, les champs d’application visés sont les sonars. Ces

dispositifs fonctionnant en général a fréquence fixe, nous nous plagons en régime harmonique. Les fonctions
p et v sont donc supposées de la forme :

p= ﬁ(x)e_“"t , v= \A/(x)e_i“’t,
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w étant une pulsation. Sous ces hypotheses, le systéme (1.4) se réécrit de maniére équivalente comme :

div ( —1VA)+w2A 0 !
v —p=
Po Po VD 2 p ] iwpo

<>

Il se réduit donc a une seule équation, connue sous le nom d’équation de Bergmann, qui s’écrit classiquement
en faisant apparaitre le nombre d’onde k = wcy 1,

podiv(py "VP) + k*p = 0.
Remarquons que le nombre d’onde est lié & la longueur d’onde A par la relation k = 27\~ 1.

Une fois I’équation de Bergmann résolue, nous pouvons calculer le champ de pression physique, & ne pas
confondre avec p, qui est donné par :

R(p) = R(P) cos(wt) + Z(p) sin(wt).

Les champs R(p) et Z(p) correspondent donc au champ de pression physique & des instants bien précis.

Par la suite, nous abandonnerons les notations de cette section liées aux petites perturbations autour de
I’équilibre et I’équation de Bergmann sera écrite de maniere générique :

p(x)div(p~ " (x)Vu) + k*(x)u = 0.

Afin de garantir 'unicité de sa solution, cette équation est classiquement associée & des conditions de Diri-
chlet ou de Neumann sur 02. Une condition de Dirichlet permet de spécifier la valeur de la pression sur 9f2.
Une condition de Neumann impose quant & elle la valeur de la vitesse normale du fluide sur 02 puisque v
est lié a Vp.

Nous terminons cette section en faisant le lien entre ’équation de Bergmann et I’équation de Helmholtz :
Au+ k*(x)u = 0.

Si le fluide considéré est homogene, c’est-a-dire que p et k sont constants, I’équation de Bergmann se réduit
a I’équation de Helmholtz avec un nombre d’onde constant. Pour un fluide non homogene, il est également
possible de se ramener & I’équation de Helmholtz, avec un nombre d’onde variable cette fois, quitte a effectuer
une approximation. En effet, I’équation de Bergmann peut se réécrire comme :

1

Au A+ E*(x)u — mVp(x) -Vu=0,

et, en fonction du probléme physique considéré, le terme p~1(x)Vp(x) - Vu peut étre négligé [15].

1.2 Le probléeme de diffraction-transmission

Pour détecter un objet, que nous notons {2_, un sonar envoie, dans la direction de cet objet, une onde de
pression, notée ui,c, classiquement appelée onde incidente. Cette onde incidente n’est a priori définie que
dans le domaine extérieur R*\Q_, noté Q. , ou elle vérifie ’équation de Helmholtz suivante :

Atipe + kiuinc = 0 dans Q.

Le nombre d’onde extérieur ki est supposé constant et réel. En effet, nous pouvons considérer le fluide
constituant le milieu extérieur, typiquement de I'eau, comme étant homogene et non dissipatif. Dans les
applications, ui,. est souvent une onde plane, c’est-a-dire qu’elle est de la forme :

ik+<m

Uine = € avec k+ = _k-&-ainc et Ha-inCH =1

Nous ferons par conséquent cette hypotheése. Le vecteur unitaire oy, correspond, du point de vue de I'ob-
jet diffractant, a la direction dans laquelle se trouve le sonar. Il peut étre représenté par deux angles en
coordonnées sphériques :

Oinc = (SIn Oinc COS Pinc; SIN Oine SIN Pine; oS Oine), avec 0 < Oipe <7 et 0 < pine < 27.

D’un point de vue pratique, I'hypothése selon laquelle u;,. est une onde plane est justifiée par le fait qu'une
onde générée par une source ponctuelle, aussi appelée onde sphérique, a la méme forme, dans une direction
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donnée et a grande distance de sa source, qu'une onde plane. En effet, 'onde générée par une source
ponctuelle située en xo € R? est donnée par :

etk llx—xoll
% = %ol -
De plus, si x = ro + xg + X avec ||o|| = 1, nous avons :
ikt || x— ik
et G +Teik+o'5c+0 1 ,
Ix — xo]] r r2

ce développement étant valable pour de grandes valeurs de r et uniforme pour des X bornés. Plus précisément,
si K C R3 est compact, il existe ro, M > 0 tels que :

etkt [|x—xo| eth+r

Vx e K, Yr>rg,

Ix—xo v

Dans ce travail, nous supposons que €2_ est constitué d’un fluide. Il s’agit donc d’un objet diffractant pé-
nétrable. Plus précisément, cela signifie que, lorsque 'onde incidente atteint {2_, une partie de cette onde
pénetre Q_ alors que la partie restante est réfléchie. Notons que si la totalité de 'onde incidente était réflé-
chie par I'objet diffractant, celui-ci serait dit non pénétrable et correspondrait alors a un solide.

L’onde réfléchie, notée u, vérifie, dans Q2 , la méme équation de Helmholtz que u;, ainsi qu’une condition

portant sur son comportement asymptotique connue sous le nom de condition de radiation de Sommerfeld :
2 ) 1

Auy +kiuy =0dans Qy , Oyuy —ikyuy =0 2 ) (1.5)

Nous insistons sur le fait que u4 ne correspond pas au champ de pression total dans 2, ce dernier étant

donné par :
Utot = U4 + Uinc-

Telle que nous ’avons écrite, la condition de radiation signifie qu’il existe M, ry > 0 tels que :
) M
Vr>rg, Vo €S, |Vui(ro) o—ikiui(ro)l < —.
r

la notation S faisant référence & la sphére unité de R3. Dans la littérature, cette condition est trés souvent
rencontrée sous la forme : .

lim r 2 (Opu — tkiu) =0,

r—00
lentier d € {2;3} correspondant & la dimension du domaine extérieur dans lequel est posée I’équation de
Helmholtz. En dimension 3, la premiere forme de la condition de radiation implique la seconde mais la
réciproque n’est pas vraie. Toutefois, si elles sont couplées a ’équation de Helmholtz, ces deux formes de la
condition de radiation sont équivalentes. Physiquement, la condition de radiation traduit le fait que l'onde
diffractée se propage vers 'infini. Nous parlons d’onde sortante [88]. D’un point de vue mathématique, elle
permet de garantir I'unicité de 'onde diffractée.

Le champ de pression a l'intérieur de I'objet, noté u_, vérifie quant a lui ’équation de Bergmann dans Q_ :
p,div(p?Vu,) +k*u_ =0 dans Q_. (1.6)

Le nombre d’onde intérieur k_ et la masse volumique p_ de l'objet diffractant peuvent étre des fonctions
sur )_, objet diffractant n’étant a priori pas homogene. De plus, nous supposons ces fonctions réelles, ce
qui revient implicitement a supposer que le fluide constituant £2_ est non dissipatif.

Pour que le probléme soit bien posé, il est nécessaire d’ajouter des conditions aux limites, aussi appelées
conditions de transmission, sur la surface, notée I', de 2_ :

1 1
U_ = Up + Upe SUr I' |  —0Ohu_ = — (anu+ + 8nuinc) sur I'. (1.7)

P— P+
La premieére condition est une condition de Dirichlet exprimant la continuité du champ de pression total a
travers I'. La seconde condition, de type Neumann, traduit la continuité de la vitesse normale du fluide &
travers I'. Ici, n désigne la normale unitaire sortante pour 2_ et p la masse volumique du fluide constituant
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Q.

Remarquons que lorsque 2_ n’est pas pénétrable, trois conditions aux limites sont classiquement considérées
sur I':
Uy = —Uinc anu+ = _8nuinc 3 anu+ — RU4 = _8nuinc + ZUinc.

Les deux premieres expriment respectivement la nullité du champ total de pression et de la vitesse normale
du fluide sur I'. La troisieme, de type Robin, permet de spécifier la valeur de I'impédance acoustique sur I',
définie, avec les notations de la section précédente, par z = £ € C [96].

Revenons-en a présent au cas ou {2_ est pénétrable. En définissant p par :

p
p="",
P

nous obtenons 1’écriture plus compacte suivante du probléme de diffraction-transmission (1.5)-(1.6)-(1.7) :

div(pVu_) + pk*u_ =0 dans Q_, (1.8a)
Auy +k3uy =0 dans Q4 (1.8b)
Opuy —ikyuy = quo(r—2)7 (1.8¢)
U_ = Uq + Uipe sur T (1.8d)
POntU— = OpUy + Online sur I (1.8¢)

Nous terminons cette section en mentionnant le fait que le probléme de diffraction-transmission (1.8) admet
une unique solution sous réserve que p, k_ et T soient suffisamment réguliers [81]. Par la suite, pour simplifier

la présentation, nous supposerons que p et k_ sont des fonctions de C*°(€2_) et que T' est une surface C*.

1.3 Cadre fonctionnel

Maintenant que nous avons introduit le probléme de diffraction-transmission (1.8), nous allons présenter des
méthodes classiques permettant de le résoudre numériquement. Pour ce faire, il nous faut toutefois rappeler
préalablement des notations, des définitions et des résultats techniques d’analyse fonctionnelle d’une part
et de représentation intégrale d’autre part. Dans cette section inspirée des ouvrages [82, 86, 88], nous nous
focalisons sur les rappels d’analyse fonctionnelle. Plus précisément, nous présentons les espaces de Sobolev
avec lesquels nous travaillons ainsi que les définitions adoptées pour les opérateurs de trace. Nous rappelons
également des résultats permettant d’écrire le probleme de diffraction-transmission (1.8) sous forme varia-
tionnelle.

Les espaces de Sobolev associés a {2_ sont standards :
H'(Q.)={uecl?Q.): VueL?(Q)} , H(div,Q-) = {ueL*Q_) :divu e L*(Q_)},

HY (A, Q) ={ueH'(Q): AueL*(Q_)} = {u e H(Q_) : Vu € H(div,Q_)}.

Il s’agit d’espaces vectoriels normés dont les normes sont données par :

lulla s = /12, + 1VulRa Tl = Il )+ IdivulZag ),

lulli a0y = Tl gy + 18ulEaq ).
Les espaces de Sobolev associés a {2, sont des espaces locaux non standards :

H (Q0) = () H(Q)) , He(div,Q)) = (1) H(div,Qf),
R>Ro R>Ro

Hio (A, Q1) = () H'(A, 0.
R>Ry

Ici, QFf = Q4 N B(0; R), B(0; R) désigne la boule ouverte de rayon R centrée sur lorigine et Ry est un
réel strictement positif tel que Q_ C B(0; Ry). Les espaces Hi.(Q), Hioe(div, Q) et HL (A, Q) sont des
espaces vectoriels localement convexes [26], leurs semi-normes étant données par :

|U|Hfoc(ﬁ),R - H“”Hl(ﬂﬁ) J ‘u|Hloc(div,ﬁ),R = HUHH(div,Qf),
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|U|H11M(A,ﬁ),pg = lJullar(a o)

Les opérateurs de trace de Dirichlet, de trace de Neumann et de trace normale, respectivement notés 7%,
'yf, et v, sont usuels :

[SIE

r)

)

Ve H'(Q)@HL(Q) - HID) ve: H(AQ)@HL(AQD) - H
— 0

b
U = Uxp U nU+|p

J— 1
vE L H(div, Q) @ Hiee(div, Q) — H™2(T)
u = up-n
Nous rappelons que H: (T") est un espace de Hilbert dont le dual est H 2 (") et qu’il peut, par exemple, étre
défini par les égalités suivantes :
1 — (1l 1 o
H? (D) = 75 (H'(Q-)) = 75 (Hioe ().
Les opérateurs de trace précédents sont continus. La continuité dans les espaces vectoriels normés est une
notion classique. Par exemple, la continuité de v, sur Hl(Q,) se traduit par :

30>0, Vue Q) Ihpulyy g < Clulin -

En revanche, la notion de continuité dans les espaces vectoriels localement convexes est beaucoup moins
connue [26]. A titre d’exemple, la continuité de ~ sur Hj, () est équivalente & Passertion suivante :

IR > Ry, 3C >0, VueHL (Qy), ||’y$u||H%(F) < Cluly @) .r-

A ce stade, il est possible de reformuler le probleme de diffraction-transmission (1.8) dans le cadre du
formalisme précédent. Tl s’agit de trouver u € H'(Q_) @ Hj, () tel que :

diV(qu) + pk?u =0 dans Q_,

Au+ kIu =0 dans Q,

by — -2

Oru — ikyu T}_Qroo(r ),

’YBU = ’Ygu + ’Vi;uinc sur Fv

Y (qu) = ’ﬁ{,u + 'yX,uinC sur I,
la condition de radiation ayant un sens car u est C* sur (1. Nous remarquons par ailleurs que si p est
constant, le probleme de diffraction-transmission précédent se réécrit de maniere équivalente comme :

Au+ k%2u =0 dans Q_,
Au+ kiu =0 dans Q,
Oru —ikyu= O (7“_2),

r—+400
A/Bu = /VEU + A/ﬁuinc sur Fa
PYNU = 'yx,u + ﬁ,uinc sur I'.
Nous terminons cette section en rappelant quelques résultats qui nous serviront pour écrire le probleme de

diffraction-transmission (1.8) sous forme variationnelle.

Tout d’abord, la dualité H_%(F)/H%(I‘) est liée au produit scalaire L?(T). Plus précisément, L?(I") est
classiquement injecté dans H™ 2 (I") comme suit :

1 _
Vu e TA(T), Vo e HET), {usohy g o= /Fuvdl“.
Par la suite, dans l'optique d’alléger les notations, la dualité H? (F)/H% (T") sera simplement notée (-; ).

La relation précédente permet notamment de comprendre les formules d’intégration par parties suivantes,
classiques pour des fonctions de régularité C' et C? :

vu € H(div,Q_), Vo e HY(Q.), / (divu)vdQd_ = —/ u-VodQ_ + (yo w;v50), (1.9)

vu e H'(A,Q), VYoeHY(Q), / (Au)vdQ_ = — Vu-VodQ_ + (yyu;v50). (1.10)
_ Q_

Pour finir, nous rappelons comment écrire sous forme variationnelle des équations dans H%(F) et H™2 T :
u = v dans H%(F) & Ywe Hfé(F)7 (w; u)

1 1
u=vdans H 2(I') < VYweH(I), (ww)= (v;w).

I
—~
£
<
~
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1.4 Représentations intégrales

Dans cette section, qui est basée sur les ouvrages [40] de Colton et Kress, [82] de McLean et [88] de Nédélec,
nous rappelons des résultats concernant la représentation intégrale des solutions de I’équation de Helmholtz,
le nombre d’onde k£ € R* étant quelconque.

La théorie des représentations intégrales est basée sur le fait que les solutions de ’équation de Helmholtz sont
intrinsequement liées a des opérateurs intégraux volumiques, également appelés potentiels. Ces opérateurs
sont construits & partir de la fonction de Green, notée Gy et définie sur R3\{0} par :

ciklx]

vx € R3\{0}, Gi(x)= prml

Cette derniere correspond & la solution fondamentale de 1’équation de Helmholtz. Plus précisément, G
vérifie, au sens des distributions, ’équation de Helmholtz suivante :

~AGy, — k*Gy, = 6y dans D'(R?).
Bien qu’il soit relativement aisé d’obtenir I’expression de la solution fondamentale de I’équation de Helmholtz
lorsque k est constant, ce n’est, d’'une maniere générale, pas le cas lorsque k est une fonction. Ceci explique

notamment pourquoi les représentations intégrales sont majoritairement utilisées lorsque k est constant.

Les opérateurs de simple et de double couche volumiques associés a k, notés Si et Dy, sont respectivement
1 1 J—
définis de H™2(T") et de H2(T") dans H'(Q_) ® H{,.(Q4) comme suit :

e 3(I), VxeRAT, Sup(x) = / Gulx — y)p(y) dy,

Wpe HE(D), VxeRAL, Dip(x) = / Ornty)Cilx — y)p(y) dy.
N

Ils sont par ailleurs continus. Nous rappelons que la continuité de Sy dans Hl(Q,) se traduit par :

_1
30>0, VpeHHT), Sl ) < Cllully_y .

alors que sa continuité dans H}, (€ ) signifie que :
—1
VR > R07 1C > Oa vp ceH 2 (F)a |Skp|Hlloc(m)7R < OHUHHfé(F)

Un des intéréts des opérateurs de simple et de double couche volumiques est qu’ils permettent de générer
des solutions de I’équation de Helmholtz.

Proposition 1.1 (Construction de solutions de I’équation de Helmholtz).

Soitp € H_%(F) (respectz'vement H2 (F)) et u = Sgp (respectivement u = Dyp). La fonction u vérifie alors :

1
Au+k*u=0 dans Q_UQ, 8,.u—ik‘u:(’)<r2>.

Remarquons que cette proposition permet d’affirmer que Sy et Dy, sont respectivement continus de H 2 (1)
1 —_
et H2(T) dans H' (A, Q) @ HL (A, Q).

Maintenant que nous savons construire des solutions de I’équation de Helmholtz, nous aimerions déterminer
leur traces de Dirichlet et de Neumann sur I'. Pour cela, il est suffisant d’expliciter les traces sur I' des
opérateurs de simple et de double couche volumiques, ce qui se fait via I'introduction d’opérateurs intégraux
surfaciques.

Les opérateurs intégraux surfaciques de simple couche, de double couche, de double couche adjoint et hyper-
singulier, respectivement notés Sy, Dy, D} et INj, définis ci-dessous sont continus dans les espaces corres-
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pondants :
S : Hi(F) : H;k(;) ot VxeT, Sip(x) z/FGk(x—y)p(.V)dw
Dy : Hép(F) : H;g) ot VxeT, ka(X)=/F5n<y)Gk(X_Y)p(y>dy’
Dj : H_;(F) : H;Z;F) ot VxeTl, Dip(x)= /F On(x)Gr(x = y)p(y) dy,
Ny : Hép(F) - H;\ig) ot Vx €T, Npp(x)= /F On(x) On(y) Gk (x = ¥)p(y) dy.

Nous rappelons que Dy, et D} sont des opérateurs compacts.

Contrairement aux opérateurs intégraux volumiques, les opérateurs intégraux surfaciques sont définis par
des intégrales singuliéres, ce qui constitue une difficulté théorique importante [88]. Nous ne précisons que
trés briévement ce point. Le noyau G (x — y) présente une singularité en ||x — y| !, intégrable sur I'. La
définition de Sy que nous avons donnée est donc légitime. Les noyaux Onx)Gr(X —y) et Ony)Gr(x —y)
quant & eux ont une singularité en ||x — y|| =2, non intégrable sur I'. Les intégrales définissant Dy, et Dj ne
peuvent alors pas étre considérées en tant que telles et doivent étre comprises au sens de la valeur principale
de Cauchy. Enfin, Oy (x)0n(y)Gr(x —y) présente une singularité en [|x — y|| =3, également non intégrable sur
I'. L’intégrale définissant N doit étre interprétée au sens de la partie finie de Hadamard. Remarquons qu’il
est aussi possible de définir N sans avoir recours a la partie finie comme suit :

Vp € HE(T), Nyp = —rotrSy (rotrp) + kn - S (pn),

lopérateur de simple couche surfacique vectoriel Sy étant défini de la méme maniere que son homologue
scalaire.

Nous disposons & présent de tous les outils nécessaires pour exprimer les traces sur I' des opérateurs de
simple et de double couche volumiques.

Proposition 1.2 (Traces des opérateurs de simple et de double couche volumiques).
Les traces de Dirichlet et de Neumann des opérateurs intégrauzr volumiques sont données par :
_ n _ 1 n 1
oSk =Sk » YpSk=05k , 1pDrk= —§Id+ Dy, ~vpDr= §Id+ Dy,

_ 1 . 1 . _
’VNSk: §Id+Dk R VESk:*§Id+Dk , ’YNDk:Nk s ’yj_‘\—,Dk:Nk.

Nous terminons cette section en donnant un théoréeme de représentation, exprimant le fait que les opérateurs
de simple et de double couche volumiques permettent de représenter les solutions de ’équation de Helmholtz.

Proposition 1.3 (Représentation des solutions de ’équation de Helmholtz).

Soit u € H(Q_) @ Hy,.(Qy) tel que :

1
Au+k*u=0dans Q_UQ, , Owu—iku= (9(2).
r
En posant :
youl =ypu—pu vyl = yyu =3,
nous avons :
u = Sk[ynu] — Di[ypu] dans Q_ U Q.
Preuve

Cette preuve, que nous donnons essentiellement a titre informatif, est sommaire et purement formelle.

Nous associons a u la distribution 7, définie par :
V(p € D(Rg)v < Ty; p>= / up dx.
R3
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Cette derniere vérifie, au sens des distributions, I’équation de Helmholtz avec un second membre :
ATy + K Tu = =8pyyu) + diypu)-

Les distributions sj,yu] €t df,,y), communément et respectivement appelées distributions de simple et de
double couche, sont définies par :

< Spynuls P >= /[’yNu]gadI‘ v < dpypue >= /["/Du]angodf.
r r

La fonction de Green étant la solution fondamentale de I’équation de Helmholtz, nous en déduisons que :
T, = Gk * Slyyu] Gk * d['YDu]7

et apreés quelques manipulations, il vient :

vxeQ U, ul) = [ Gulx—y)hvuly)dy = [ GuGelx—y)houl(y) dy
r r
la relation suivante étant utile pour aboutir a la formule précédente :

dpypu) = —div (S puln)-

1.5 Champ lointain et surface équivalente sonar

Lorsqu’un sonar envoie une onde incidente sur un objet diffractant, I'onde diffractée u; se propage dans
toutes les directions de 1’espace. Elle peut alors trahir la présence de l'objet diffractant si elle est détectée
par des récepteurs associés au sonar. Ces récepteurs, comme le sonar lui-méme, sont généralement éloignés
de T'objet diffractant. Il est alors intéressant de connaitre le comportement a l'infini de uy pour quantifier
la furtivité de 'objet diffractant. Dans cette optique, nous nous intéressons au comportement asymptotique
des solutions de 1’équation de Helmholtz sur 2, vérifiant la condition de radiation (1.5). Etant donné que
les opérateurs de simple et de double couche volumiques permettent de représenter ces solutions (voir Pro-
position 1.3), il est suffisant de préciser le comportement & I'infini des fonctions générées par ces opérateurs.
Dans cette section, k € R’} et S désigne la sphére unité de centre 0.

Les opérateurs de champ lointain associés a Sy et Dy, respectivement notés A et By, sont définis par :

1 1 ;
Vp S H_E(F)a Vo € Sa Ak:p(a') = E / e_Zka'yp(y) de
r
1 ik —iko-
Vge H2(T'), Vo €S, Bpg(o) = i € ko yn(y) - oqly) dy.
r

La proposition suivante [88] permet de comprendre Uintérét de ces opérateurs et justifie également leur
dénomination.

Proposition 1.4 (Champ lointain des opérateurs intégraux volumiques).

Soit p € H_%(I’) et q¢e H%(I‘) Nous disposons alors des développements asymptotiques sutvants :

r r

50 = i) +0(3)] L Duato = S [mater + o)

avec x =ro et |o| = 1. Ces développements sont par ailleurs uniformes en o.

Les opérateurs de champ lointain sont intéressants en pratique puisqu’ils permettent de calculer I'intensité,
a linfini, des solutions de 1’équation de Helmholtz sur 24 vérifiant la condition de radiation (1.5). En effet,
si u € Hi,.(Q)) est une solution de 'équation de Helmholtz sur Q qui satisfait (1.5), nous disposons, de
part les Propositions 1.3 et 1.4, du développement asymptotique suivant :

eik:r

uGe) =< {um(a)juo(iﬂ avee x=ro , |of =1,
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l'opérateur de champ lointain u., étant défini par :
Uoo = —Apyiu + Beypu.

Revenons-en & présent au probléme de diffraction-transmission (1.8). L’opérateur de champ lointain de wu,
noté u4 0, nous renseigne sur le niveau de furtivité de 'objet diffractant. Concrétement, plus le module de
Ut 00 €st grand dans une direction, plus I'objet est visible dans cette direction par d’éventuels récepteurs.
En pratique toutefois, la grandeur d’intérét n’est pas le champ lointain mais la surface équivalente sonar,
classiquement appelée SES. Pour une direction o € S donnée, cette derniére est définie comme suit :

2
SES(Ua Uinc) =10 IOglo (47r|u+’oo(o.)|>7

|uinc |2

et s’exprime en décibels (dB). Remarquons qu'il existe deux types de SES. Si la direction de calcul de la SES
correspond a la direction de I'onde incidente, autrement dit si & = o,, nous parlons de SES monostatique.
En pratique, cela revient a dire que le récepteur mesurant I'intensité de 'onde diffractée par I'objet diffrac-
tant se situe au méme endroit que le sonar. En revanche, la SES est dite bistatique si sa direction de calcul
n’est pas la direction de 'onde incidente, a savoir o # ojy.. D’un point de vue pratique, le récepteur mesu-
rant l'intensité de 'onde diffractée par ’objet diffractant ne se trouve alors pas au méme endroit que le sonar.

Nous terminons cette section en donnant quelques explications concernant la définition de la SES. Nous
adoptons pour cela les notations de la section 1.1. La SES a pour but de mesurer, & grande distance d'un
objet diffractant, I'intensité de 'onde physique de pression réfléchie par celui-ci lorsqu’il est éclairé par une
onde incidente. Cependant, la SES de I'objet diffractant est définie par :

5 2
101logyq (471'%) ,
Pinc

et mesure donc 'intensité de 'onde complexe réfléchie par ’objet diffractant. Bien que curieux, ceci est tout
a fait normal. Les champs physiques de pression et de vitesse sont respectivement donnés par :

R(p+) = R(Dre ") = R(py) cos(wt) + Z(py) sin(wt),
(Ve ™) = R(¥1) cos(wt) + T(¥ ) sin(wt).

a
<
z
!
)

La puissance acoustique rayonnée a travers une sphere de grand rayon, notée Sg, est donnée par :

R(p+)R(v+) ndSg.
Sr

De part la condition de radiation (1.5), nous savons que Vp; -n =~ ik p; sur Sg. Etant donné que

ﬁvm, nous en déduisons que la puissance acoustique rayonnée a travers Sg est a peu pres égale

\A/+:
a:
ky

R(p.)]” dSg,
wpo.+ SR[ (P+)] R

et par conséquent, sa moyenne temporelle est donnée par :
k4 .
/ p+|* dSg.
2wpo,+ Jsp

C’est en cela qu'il est pertinent de regarder |p; | pour obtenir des informations sur I'onde physique de
pression R(p4 ).

1.6 Couplages forts

Dans cette section, nous présentons deux méthodes de résolution classiques du probléeme de diffraction-
transmis- sion (1.8). Ces méthodes couplent au sein d’'une méme formulation les équations correspondant
respectivement aux parties intérieure et extérieure du probleme. Nous parlons alors de couplages forts. La
premiére méthode, qui correspond a un couplage fort BEM-BEM, n’est utilisable que si I'objet diffractant
est homogene. La seconde est un couplage fort FEM-BEM et elle est adaptée a la résolution du probleme
de diffraction-transmission (1.8) quelle que soit la nature de I'objet diffractant, notamment lorsque celui-ci
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est inhomogene.

Cette section n’a pas vocation a présenter les couplages forts les plus avancés ou les plus récents. Les
couplages forts que nous introduisons ici sont parmi les plus standards. Dans ce travail, ils jouent dans un
premier temps un role illustratif. Ils nous permettent en effet de discuter des limitations des couplages forts
dans leur ensemble et de motiver I'introduction de nouveaux couplages que nous qualifierons de faibles. Ces
couplages forts nous ont également servi de méthodes de référence pour valider numériquement les couplages
faibles que nous introduirons par la suite.

1.6.1 Couplage fort BEM-BEM

Dans le cas d’'un objet diffractant homogene, il est possible d’écrire des équations intégrales correspon-
dant d’une part, au domaine intérieur €2_, et d’autre part, au domaine extérieur {2,. Pour obtenir un
couplage fort BEM-BEM, il reste alors & combiner ces équations intégrales avec les conditions de transmis-
sion (1.8d)-(1.8e). Bien sir, il existe autant de couplages forts BEM-BEM que de maniéres de combiner
les équations mentionnées précédemment et la littérature a ce sujet est d’ailleurs trés riche. Dans cette
sous-section, nous n’introduisons qu’un seul couplage fort BEM-BEM pour ne pas surcharger la présen-
tation. Une étude détaillée de cette méthode est donnée dans [42]. D’autres exemples de couplages forts
BEM-BEM sont présentés dans les contributions des années 70 et 80 [72, 73] et dans les travaux plus ré-

cents [23, 24, 25, 37, 50, 67, 75, 91, 92], cette sélection n’ayant, ni la prétention, ni pour but, d’étre exhaustive.

Le couplage fort BEM-BEM que nous présentons repose sur les représentations intégrales suivantes de la
solution u du probleme de diffraction-transmission (1.8) (voir Proposition 1.3) :

u=38,_Yyu—Dir_ypudans Q_ , u= —vax,u + DkJrWBu dans Q.

Dans ces représentations, les arguments des opérateurs intégraux volumiques correspondent aux traces de
Dirichlet et de Neumann des solutions du probléme de diffraction-transmission (1.8) et nous parlons alors de
méthodes directes. Il est également possible de chercher des solutions du probleme de diffraction-transmission
(1.8) sous la forme générale suivante :

u=38; p_+Di_qg_dans Q_ , u= Sk+p+ + Di_ g4 dans Q,

les inconnues p_, q—, p+ et gy n’étant a priori pas liées aux traces de Dirichlet et de Neumann de u. Nous
parlons alors de méthodes indirectes.

Proposition 1.5 (Couplage fort BEM-BEM).

Soit u € H'(Q_) ® Hlloc(m) une solution du probléme de diffraction-transmission (1.8). Les relations
suivantes sont alors vérifiées :

_(Dk, + Dk+) Sk7 + psk+ ’Yl_)u — %’yguinc - Dk+’7$uinc + Sk+’y;\r/'uinc (1 11)
_(ka7 + Nk+> p(D;;_ + DZ+) YU %’Y}Cuinc + DZ+7]—Guinc - Nk+7$uinc ’ '

Notons que si l'onde incidente est une onde plane, le second membre se simplifie en :
+
Y pUinc
Y Uine

La Proposition 1.3 appliquée a u|q_ prolongée par 0 dans {2, fournit la représentation suivante :

Preuve

u=S;_yyu—Dr_ypu dans Q_.
De la méme maniere, nous obtenons :
= Sk, vhu + Dr, vhu dans Q
U= —Ok, YyU+ Di, ypu dans {2

Les traces de Dirichlet et de Neumann de u sont alors données par (Proposition 1.2) :

. N - 1
Ypu =Sk _Yyu+ 5%“ —Dy_vpu ’YEU = —Sk+’7;\r]u + 57%“ + Dk+'75u’
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_ 1 _ _ _ 1
TN = 5T +Df yyu—Ng_ ypu , You= 5%—{_/“ — DZ#’yX}u + Ni,vhu.

Pour conclure, il suffit d’injecter ces relations dans les conditions de transmission (1.8d)-(1.8e), qui doivent
étre interprétées comme suit :

VpU = Vhu+ Ve 5 PYNU = YU+ Y tine,

et d’éliminer ’ygu et 'yj\',u en utilisant ces mémes conditions.

Si ujne est une onde plane, elle vérifie 'équation de Helmholtz dans 2_ :
Atine + kiuinc =0 dans Q_.

En prolongeant w;,. par 0 dans 4 et en utilisant la Proposition 1.3, nous obtenons la représentation
suivante :
Uinc = Sk+71:/'uinc - Dk+’yBuinc dans Q_.

Les traces de Dirichlet et de Neumann de u;,. sont alors données par (Proposition 1.2) :

_ _ 1 _ _ _ 1 _ . _
VYpUinc = Skur’VNuinc + §7Duinc - Dk+’YDuinc y  YNUine = i’YNuinc + DkJr’YNuinc - Nk+’YDuinc-

Pour conclure, il suffit de remarquer que :
i =~ b — ~ T
YpUinc = YpUine , YnyUinc = 7Yy Uinc-
|

Le fait de savoir que les traces de Dirichlet et de Neumann intérieures des solutions du probléeme de
diffraction-transmission (1.8) sont elles-mémes solution du couplage fort BEM-BEM (1.11) est intéressant
en soi mais cela n’est pas suffisant. En effet, il faut également s’assurer qu'une solution du couplage fort
BEM-BEM (1.11) permet de générer une solution du probléme de diffraction-transmission (1.8). La propo-
sition suivante traite de ce point et permet de conclure sur ’équivalence entre le probleme de diffraction-
transmission (1.8) et le couplage fort BEM-BEM (1.11).

Proposition 1.6 (Equivalence du couplage fort BEM-BEM).
Soit p_ € H%(F) et q_ € Hfé(l“) tels que :

~(Di_ +Dyy)  Se_ +pSky (- _ %Vguinc — D, Y Uine + Sk, Vi tine
_(ka— + Nk+) P(DZ, + Dlt+) q— Q’VIJ\r[uinc + D;:-Jr’yj\r]uinc - Nk+7$uinc

Posons :
— S — Y
P+ =P- —Ypline , 4+ = pP4— — YnUinc-
Alors, la fonction uw € H'(Q_) @ HY () définie par :
u=38y q_ —Dg_p_ dans Q_ , u= 78k+q+ + Dk, py dans Q,
est solution du probléme de diffraction-transmission (1.8).

Preuve

De part la Proposition 1.1, il suffit de vérifier que les conditions de transmission (1.8d)-(1.8¢) sont satisfaites,
les calculs étant similaires a ceux du premier point de la proposition précédente.
|

Pour que le couplage fort BEM-BEM (1.11) soit viable en pratique, il est également nécessaire que 'opérateur
matriciel correspondant soit inversible, ce qui est effectivement le cas. Une preuve de ce résultat est donnée

dans [42].

Proposition 1.7 (Inversibilité du couplage fort BEM-BEM).
Sik_, ki et p sont des réels strictement positifs, l'opérateur du couplage fort BEM-BEM (1.11) est inversible.
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Cette proposition permet par ailleurs de montrer que le probléme de diffraction-transmission (1.8) est bien
posé, c’est-a-dire qu’il admet une unique solution dépendant continiiment des données *yguinc et ﬁ{,uim.

Commengons par discuter de I'unicité de la solution. Supposons que u vérifie le probleme de diffraction-
transmission (1.8), uinc étant supposé nul. Il s’ensuit que (v, u; yyu) est solution du couplage fort BEM-BEM
(1.11), le second membre étant nul. Cela implique que y,u et yyu sont nuls et par conséquent, u est nul
dans Q_. Pour finir, de part les conditions de transmission (1.8d)-(1.8e), y5u et v;u sont également nuls
et il en va de méme pour u dans €.

L’existence d’une solution au probléme de diffraction-transmission (1.8) découle de la surjectivité de 'opé-
rateur du couplage fort BEM-BEM (1.11) et de la Proposition 1.6.

Justifions & présent la continuité des solutions. L’opérateur du couplage fort BEM-BEM (1.11) est continu et
inversible de H2 () x H 2 (T"), qui est un espace de Hilbert, dans lui-méme et par conséquent, il est d’inverse
continu. Par continuité des opérateurs intégraux surfaciques, le second membre du couplage fort BEM-BEM
(1.11) dépend de maniére continue de (Y},uinc; Vartine). Cest donc également le cas pour (ypu;vyu) et de
par les conditions de transmission (1.8d)-(1.8e), il en va de méme pour (y5u;y5u). Il reste alors a utiliser
la Proposition 1.3 et la continuité des opérateurs intégraux volumiques pour conclure.

Nous terminons cette sous-section en rappelant que la dépendance continue des solutions u du probléme de
diffraction-transmission (1.8) en 'onde incidente est équivalente aux inégalités de stabilité suivantes :

30> 0. Nulhoo < C(InBtinellgs gy + Il 4 )

VR > Ry, 3C > 0, |U|Hlloc(m)7R < C(l'ygumCHHé(F) + ||'Y]J\?Uinc||H—;(F))a

les constantes C' ne dépendant pas de 'onde incidente.

1.6.2 Couplage fort FEM-BEM

Nous avons déja mentionné qu’il est difficile d’écrire des équations intégrales correspondant a la partie
intérieure du probléme de diffraction-transmission (1.8) lorsque l'objet diffractant n’est pas homogene. Par
conséquent, nous choisissons de réécrire la partie intérieure du probléme de diffraction-transmission (1.8)
sous forme variationnelle, la finalité étant d’utiliser des éléments finis volumiques. Des équations intégrales
correspondant & la partie extérieure du probléme de diffraction-transmission (1.8) peuvent en revanche étre
écrites sans difficulté. Les couplages forts FEM-BEM sont alors obtenus en combinant ces équations intégrales
et la formulation variationnelle mentionnée précédemment aux conditions de transmission (1.8d)-(1.8e).
Dans cette sous-section, pour ne pas surcharger la présentation, nous nous focalisons sur un unique couplage
fort FEM-BEM, introduit par M. Costabel [41], et connu, de part sa structure, sous le nom de couplage
fort FEM-BEM symétrique. D’autres couplages forts FEM-BEM, standards ou plus avancés, appliqués
directement au probléme de diffraction-transmission (1.8) ou & des problémes similaires, sont toutefois
disponibles dans la littérature. Parmi les contributions des années 70 et 80, nous référons a [27, 71, 105]. Les
travaux [46, 54, 55, 56, 64, 66, 76, 83, 84, 90, 95, 99] sont en revanche plus récents. Remarquons que cette
sélection de références n’est pas exhaustive.

Proposition 1.8 (Couplage fort FEM-BEM).

Soit u € HY(Q_) @ Hi, () une solution du probléme de diffraction-transmission (1.8). Alors (wa_;7%u)
est solution de la formulation variationnelle suivante :

1 -
Yo e HY(Q.), / pVu-VudQ_ —/ pk2uvdQ_ — <(2Id — DZ+>7§u;7DU> — (Ne, vpu; Ypv)

= <A/]J\rfuinc;75v> - <Nk+’7$uinc;'75v>v (112&)

1 1 _ _ 1
Yo e H 2(T), §<v;vDu) — (v; Di, ypu) + (v Sk, Yaru) = §<UWBUinc> — (v; D, ¥ Uine)- (1.12b)
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Preuve

En utilisant la formule d’intégration par parties (1.9) et le fait que u vérifie ’équation de Bergmann (1.8a)
dans €2_, nous obtenons :

Yo e HY(Q), / pVu - VudQ_ 7/ pk2uvdQ_ — (v (pVu);ypv) = 0.

De par la condition de Neumann (1.8e) du probleéme de diffraction-transmission (1.8), il vient :

Yo e HY(Q.), /s pVu - -VodQ_ — / pk2uv dQ_ — (YEu;vpv) = (Vi tine Ypv)-

En prolongeant u dans 2_ par 0 et en utilisant la Proposition 1.3, nous obtenons la représentation :
U= fSk;y?\',u + Dk+’yBu dans Q.
Enfin, la Proposition 1.2 nous fournit les relations de trace suivantes :

1 1 .
ivﬁu — D vpu+ Sk, vku=0 , ~ju= 577\?“ — D, ynu + Ni, vpu.
Il reste alors & substituer 'yj{,u dans la formulation variationnelle en utilisant la seconde relation de trace et
y}u en utilisant la condition de Dirichlet (1.8d) du probléme de transmission-diffraction (1.8).

De méme que pour le couplage fort BEM-BEM (1.11), il est nécessaire de s’assurer qu’une solution du
couplage fort FEM-BEM (1.12) permet de construire une solution du probléme de diffraction-transmission
(1.8). La proposition suivante précise ce point et nous permet d’affirmer que le probléme de diffraction-
transmission (1.8) et le couplage fort FEM-BEM (1.12) sont équivalents.

Proposition 1.9 (Equivalence du couplage fort FEM-BEM).

Soitu € H'(Q_) et q € H_%(I‘) vérifiant :

Yo e HY(Q_), / pVu-Vud_ —/ k2 uvdQ_ — <(;Id - Dl’;+)q;va> — Nk vpu; vpv)

= (Y{ttine; 7pV) — (N, Yhtine; 1p0),
Vo e H 3 (D), %(v;viw = (v; D, vpu) + (03 Sk, q) = %(v;vﬁuinJ — (v; Dy, v Uinc)-
En prolongeant la fonction u dans Q4 par :
= —8k, q+ Dy,p dans Q. avec p=~ypu-— ’yguinc,
elle est solution du probléme de diffraction-transmission (1.8).

Preuve

De la premiere ligne de cette formulation variationnelle, nous obtenons :

. _ 1 _
div(pVu_) + pk>u_ =0dans Q_ , =, (pVu) = (21d - D,’;+> 4+ Ni, vpt + Vi tine — N, 7 Uine-
Les traces de Dirichlet et de Neumann extérieures de u sont données par (voir Proposition 1.2) :
1 1
Yhu==p+Di,p—Sk,q , Vhu=zq—Dj q+ Ni p.

2 2

Cela suffit & montrer que les conditions de transmission (1.8d)-(1.8e) du probléme de diffraction-transmission
(1.8) sont vérifiées.
|

Bien que le couplage fort FEM-BEM (1.12) soit équivalent au probléme de diffraction-transmission (1.8), il
présente le gros défaut de ne pas étre bien posé pour certaines valeurs de k. Ceci est dii au fait que I’équation
de Helmholtz dans Q_ n’est elle-méme pas toujours bien posée. Ce point fait ’objet de la prochaine section
a la fin de laquelle, il nous sera possible d’expliquer plus en détails les raisons de la dégénérescence du
couplage fort FEM-BEM (1.12).
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1.7 Le caractere bien posé de ’équation de Helmholtz

Dans cette section, nous rappelons des résultats concernant le caractere bien posé de I’équation de Helmholtz
dans Q_ et dans {2, le nombre d’onde k € R étant quelconque.

L’équation de Helmholtz dans 2_ avec condition de Dirichlet ou de Neumann n’est pas toujours bien posée
88]. En effet, il existe (An)nen C RY, (tn)nen C Ry, (un)nen € HY(Q-)\{0} et (vy)nen € HY(Q-)\{0}
tels que :

—Au,, = \u, dans Q_ —Avy, = upv, dans Q_

_ et _

Ypun =0 YNUn =0
Les (A,) et les (uy,) sont respectivement les valeurs propres du laplacien de Dirichlet et de Neumann associées
aux fonctions propres (uy) et (vy,). Les problémes suivants ne sont donc pas bien posés pour v € H'(Q_),
peH(T) et e H 3(T) :

{ Au+ Apu = 0 dans Q_ ot { Au+ ppu =0 dans Q_
Ypu=p YNU=q

Toutefois, si k2 n’est pas une valeur propre du laplacien de Dirichlet, le probléme suivant est bien posé pour
1
ueH (Q ) et pe H2(T) :
Au+ k?u =0 dans Q_ | TpU = P.

De méme, si k% n’est pas une valeur propre du laplacien avec condition de Neumann, le caractére bien posé
1
du probléme suivant est vrai pour u € H (Q_) et ¢ € H 2(T) :

Au+ k*u =0 dans Q_ TNU = ¢.

L’équation de Helmholtz dans 24, qu’elle soit associée a une condition de Dirichlet ou de Neumann, ne
souffre pas quant & elle de phénomeénes de résonance [88] et les problémes suivants sont bien posés pour

€ Hiy (), p € HE(D) et g € H 3 (I) :

1

Au+ k?u =0 dans Q ’yﬁu:p , aruiku—(9<2>,
r

1
Au+ k?u =0 dans Q, fy]'\';u:q , 3,>uiku—(9<2>.
r

Le caractere mal posé de I’équation de Helmholtz intérieure n’est pas 'unique conséquence de ’existence des
valeurs propres du laplacien. Ces dernieres sont par exemple responsables de la non inversibilité de certains
opérateurs intégraux surfaciques.

Proposition 1.10 (Inversibilité d’opérateurs surfaciques).

Les opérateurs Sy, et %Id — Dj sont inversibles si et seulement si k* n’est pas une valeur propre du laplacien
de Dirichlet. Plus précisément, si k? est une valeur propre du laplacien de Dirichlet, Sy et %Idf Dy ne sont

1
pas injectifs et il existe ¢ € H™ 2 (I")\{0} tel que :
1 *
Skg=0 §Id—Dk q=0.
Preuve
Nous supposons dans un premier temps que k2 est une valeur propre du laplacien de Dirichlet. Il existe alors

u € HY(Q_)\{0} tel que :
Au + k*u =0 dans Q_ vpu =0.

En prolongeant u par 0 dans €24 et en utilisant la Proposition 1.3, nous obtenons la représentation :

u = Spyyu dans €2_.

Nous remarquons alors que 7y« n’est pas nul dans H 2 (T") sinon w serait nul dans H! (Q_). Enfin, en prenant
les traces de Dirichlet et de Neumann de la relation précédente (Proposition 1.2), il vient :

1
Skyyu=0 , yyu= (2161 + DZ)'VN“'
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Nous supposons & présent que k2 n’est pas une valeur propre du laplacien de Dirichlet.

Commengons par démontrer I'injectivité de Sy. Soit p € Hfé(F) tel que Spp = 0. Nous définissons u €
H'(Q_) @ HL.(9) par u = Sgp et il vient alors (Proposition 1.2) :

Ypu = ’ygu = Sgp=0.

Etant donné que u vérifie ’équation de Helmholtz dans ©Q_ et que k2 n’est pas une valeur propre du laplacien
de Dirichlet, u est nul dans Hl(Q,). De méme, u vérifie 'équation de Helmholtz dans 2 et la condition de
radiation (1.5). Ainsi, u est nul dans H},.(Qy). Nous en déduisons en particulier que :

— 1 * 1 *
WNuzip—i—ka:O , vx}u:—ip—i—ka:O.

Par conséquent, p = 0 et donc S, est injectif.

Prouvons & présent la surjectivité de S. Soit p € H? (T). Considérons u € H'(Q_) ® H,.(Qy) tel que :

1
Au+Ek*u=0dans Q_UQ, WBu:’yguzp ,  Owu—iku= (9(2).
r
La Proposition 1.3 nous donne la représentation suivante :
u = Sg[ynu] dans Q_ U Q.
En prenant la trace de Dirichlet de cette relation (Proposition 1.2), il vient :
p = Sklynul,

ce qui prouve la surjectivité de Sk.

Démontrons maintenant l'injectivité de %Id — D;. Soit p € Hfé(F) tel que %p — Dip = 0. Définissons
u e H'(Q_) @ HL.(Q) par u = Sp. Ainsi, nous avons (Proposition 1.2) :

1 *
Yhu = —§p+ Dip=0.

De plus, u vérifie 'équation de Helmholtz dans 2, et la condition de radiation (1.5). Cela implique que u
est nul dans H{,_(€2;). Nous en déduisons alors que :

YpU = Skp = fyf)u =0.

Puisque u vérifie ’équation de Helmholtz dans Q_ et k2 n’est pas une valeur propre du laplacien de Dirichlet,
u est nul dans H'(Q_). Ceci nous permet d’affirmer que :

Ainsi, p = 0 et donc %Id — D}, est injectif.

Pour finir, nous prouvons la surjectivité de %I d — Dy. Donnons-nous p € H_%(F) et considérons u €
H'(Q_) ® H,.() satisfaisant :

Au+k?u=0dans Q_UQ, Ypu=vhu , Yhu=p , 8Tu—iku:(9(r12).
La Proposition 1.3 fournit la représentation intégrale suivante :
u = Sg[ynu] dans Q_ U Q.
En prenant la trace de Neumann de 1'égalité précédente (Proposition 1.2), nous obtenons :

1
p= (314~ Di ) il

démontrant ainsi la surjectivité de %I d — Dj.
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Chapitre 1. Présentation du probléme

La proposition précédente permet de remarquer que le couplage fort FEM-BEM (1.12) n’est pas bien posé
1

lorsque k. est une valeur propre du laplacien de Dirichlet. Dans ce cas, il existe en effet ¢ € H™ 2 (I")\{0}

tel que :

1
Skg=0 |, (QId—D,j>q:0.

En notant u Pélément nul de H'(Q_), il vient que :

1 -
Yo e HY(Q), / pVu - VodQ_ 7/ pk2uTdQ_ — <(2Id — D;:_+>q; 75v> — (N, vpu;ypv) =0,

1 1 _ _
Vv e H 2(T), §<v;vDu> — (v; Dy ypu) + (v; Sk,.q) = 0.

1.8 Limites des couplages forts

Lorsque la méthode des éléments finis volumiques est utilisée pour résoudre des problémes d’ondes harmo-
niques éventuellement inhomogenes en trois dimensions, le nombre de degrés de liberté Nggn, qui croit en
k3, devient rapidement prohibitif. En effet, les maillages considérés doivent étre plus fins que la longueur
d’onde pour correctement estimer les solutions. De plus, si la fréquence est élevée, il est méme nécessaire
de mailler beaucoup plus finement que la longueur d’onde et/ou d’augmenter 'ordre des éléments finis uti-
lisés pour contrer les phénomenes de pollution et de dispersion numérique [68, 69]. Quoi qu'’il en soit, bien
que creux, les systemes a résoudre sont de grande taille. Par conséquent, leur résolution par des méthodes
directes n’est pas envisageable pour des raisons de temps de calcul. En effet, la complexité de ces méthodes
est de l'ordre de Nipg,;. Remarquons toutefois que cette complexité est généralement moins élevée pour les
matrices issues de la méthode des éléments finis volumiques. Cela s’explique par le faible taux de remplissage
de ces matrices. Plus précisément, le nombre de coefficients non nuls dans chaque ligne d’une matrice issue
de la méthode des éléments finis volumiques est quasi-constant et trés petit devant Npgy [44]. Pour finir, les
besoins en mémoire des méthodes de résolution directes sont également limitant. Il est par conséquent néces-
saire de s’orienter vers des méthodes de résolution itératives. Pour ces méthodes, chaque itération nécessite
le calcul d’un produit matrice-vecteur. Si les matrices considérées sont issues de la méthode des éléments
finis volumiques, la complexité de tels produits est faible, & savoir de 'ordre de Npgm et non de Nigy;.
Les méthodes de résolution itératives semblent donc intéressantes a priori pour la résolution de probléemes
d’ondes en régime harmonique. Toutefois, lorsqu’elles sont utilisées pour résoudre de tels problémes, ces
méthodes requiérent un nombre d’itérations trés important pour converger, voire divergent [53]. Ajouté &
cela, la construction de pré-conditionneurs permettant de réduire le nombre d’itérations nécessaires a la
convergence des méthodes de résolution itératives appliquées aux problémes d’ondes en régime harmonique
reste un probléme ouvert [74]. Les méthodes de décomposition de domaine (Domain Decomposition Methods
ou DDM en anglais) constituent une alternative permettant de pallier les difficultés mentionnées dans ce
paragraphe [49, 100]. En effet, il s’agit de méthodes itératives permettant de se ramener & des problémes de
plus petite taille qui sont eux résolus par des méthodes directes.

L’utilisation de la méthode des éléments finis surfaciques pour résoudre des équations intégrales génere
quant & elle des matrices complexes et pleines dont la taille Nggy est de Pordre de k2. Ceci est trés limitant
en pratique lorsque la fréquence est élevée. En effet, le stockage de telles matrices requiert des ressources
importantes. De plus, la résolution des systémes associés par le biais de méthodes directes, dont la com-
plexité se comporte en Ny, est sérieusement limitée par des problémes de temps de calcul et de mémoire.
Pour finir, lorsqu’elles sont utilisées pour résoudre ces systémes, les méthodes de résolution itératives sont
affectées par la complexité importante (de Pordre de N3p,) des produits matrice-vecteur. Pour pallier ce
probléme, une solution consiste a compresser les matrices en jeu. Cela permet d’une part, de diminuer les
besoins en mémoire et d’autre part, de réduire la complexité des produits matrice-vecteur. Deux grandes
classes de méthodes sont actuellement tres utilisées pour compresser les matrices issues de la discrétisation
d’équations intégrales par la méthode des éléments finis surfaciques, & savoir ’écriture sous forme de ma-
trices hiérarchiques (hierarchical matrices ou H-matrices en anglais [18, 61]) et la méthode des multi-pdles
rapides (Fast Multipole Method ou FMM en anglais [59, 60, 79]). Pour finir, remarquons que les équations
intégrales peuvent étre mal conditionnées au niveau continu. Il est alors nécessaire de les préconditionner,
algébriquement [93] ou analytiquement [6], pour que le nombre d’itérations nécessaires a la convergence des
méthodes de résolution itératives soit faible. Une alternative consiste a construire des équations intégrales
bien conditionnées au niveau continu [7, 8, 23].

L’implémentation des couplages forts FEM-BEM requiert de coupler la méthode des éléments finis volu-
miques et la méthode des éléments finis surfaciques au sein d’une méme formulation. Les systémes associés
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sont donc constitués aussi bien de parties pleines que de parties creuses. Par conséquent, de par leur construc-
tion, les couplages forts FEM-BEM sont fortement limités en ce qui concerne la résolution de problemes
a haute fréquence. En effet, le stockage des matrices qu’ils génerent est cotiteux. De plus, les ressources
en mémoire et le nombre d’opérations nécessaires a la résolution directe des systémes linéaires associés
sont importants. Remarquons par ailleurs que le développement d’algorithmes optimisés pour la résolution
directe de systeme partiellement creux et partiellement pleins est un probléme ouvert. Si ils ne sont pas
pré-conditionnés, les couplages forts FEM-BEM ne se prétent pas non plus & une résolution itérative, la
convergence étant tres lente. Pour finir, la construction de pré-conditionneurs pour les couplages forts FEM-
BEM est un sujet de recherche actuel. Dans 'optique de résoudre des problémes & haute fréquence, il est
nécessaire de coupler la méthode des éléments finis volumiques associée & une méthode de décomposition de
domaine et la méthode des éléments finis surfaciques combinée a une méthode de compression. Toutefois,
il n’existe actuellement pas de voie clairement identifiée permettant de combiner toutes ces méthodes au
sein d’'une méme formulation en vue d’implémenter des couplages forts FEM-BEM. Dans cette thése, nous
choisissons donc d’étudier des méthodes alternatives ne couplant que faiblement la méthode des éléments
finis volumiques et la méthode des éléments finis surfaciques par le biais de méthodes de décomposition de
domaine basées sur la décomposition suivante de R3 :

R¥=Q_uUTUQ,.

Nous parlons alors de couplages faibles FEM-BEM. L’intérét de cette approche réside dans le fait qu’elle
permet de tirer profit séparément des méthodes de décomposition de domaine dans 2_ et des méthodes de
compression pour 4 [13, 22].

D’un point de vue pratique, les couplages faibles FEM-BEM sont intéressants en cela qu’ils permettent de
réutiliser des codes déja existants. Pour illustrer ce propos, supposons que nous disposions d’un code permet-
tant de résoudre des problémes relativement généraux par la méthode des éléments finis volumiques et d’un
autre code congu pour la résolution de problémes arbitraires par la méthode des éléments finis surfaciques.
D’une maniere générale, de tels codes rendent la résolution d’un probleme donné accessible, I'utilisateur
n’ayant qu’a écrire une série d’instructions dans un script qui sont ensuite interprétées par les codes en ques-
tion. Remarquons que les codes existants peuvent étre trés optimisés. Par exemple, le code permettant de
résoudre des problémes par la méthode des éléments finis volumiques pourrait étre basé sur des techniques
de décomposition de domaine et utiliser des algorithmes trés performants pour la résolution de systémes
creux. De méme, le code permettant de résoudre des problémes par la méthode des éléments finis surfa-
ciques pourrait avoir été construit a partir d’'une méthode de compression et résoudre les systémes pleins
mais compressés de maniere itérative. Disposant des codes existants, il est tentant de vouloir les réutiliser
pour résoudre le probléme de diffraction-transmission (1.8). Toutefois, coupler ces codes pour implémenter
un couplage fort FEM-BEM peut se révéler particulierement fastidieux. En effet, cela requiert typiquement
d’utiliser les codes existants pour construire, d’'une part, des matrices associées aux éléments finis volumiques
et d’autre part, des matrices associées aux éléments finis surfaciques, pour ensuite les assembler dans une
matrice de plus grande taille. Il peut méme étre nécessaire de modifier les sources des codes existants. 11
serait des lors préférable de pouvoir utiliser ces codes plus simplement. Dans cette optique, il est intéressant
de coupler les codes existants par le biais de couplages faibles. En effet, ces derniers consistent, de maniere
tres informelle, a résoudre alternativement des problemes dans _ et €24, ce qui peut étre fait avec les codes
existants via de simples scripts, et & échanger de 'information a travers I'. Remarquons que le couplage des
deux codes existants requiert, et ceci de maniere incontournable, de disposer d’une correspondance entre les
degrés de liberté sur I' des codes en question.

Lorsqu’ils sont résolus par la méthode des éléments finis surfaciques, les couplages forts BEM-BEM géneérent
des systemes complexes et pleins de grande taille. Une résolution directe n’est alors pas possible pour des
raisons de temps de calcul et de besoins en mémoire. Il est donc nécessaire de résoudre ces systémes de
maniere itérative tout en ayant recours aux méthodes de compression. Toutefois, les couplages forts BEM-
BEM ne sont pas tous adaptés a une résolution itérative de par leurs propriétés spectrales. Par conséquent,
la construction de couplages faibles BEM-BEM constitue une alternative pour la résolution itérative du
probléme de diffraction-transmission (1.8).

Nous terminons cette section en mentionnant que les couplages faibles BEM-BEM et FEM-BEM sont par-
ticulierement intéressants, pour toutes les raisons qui ont été évoquées jusqu’a présent, dans le cadre de
collaborations industrielles. Nous donnons ici un exemple trés simpliste d’une telle collaboration. Dans cet
exemple, les problémes sous-jacents ont trait a ’électromagnétisme mais de telles problématiques pourraient
également se rencontrer en acoustique. Supposons qu'un équipementier soit spécialisé dans la construction
d’antennes destinées a équiper les avions d’un avionneur. L’avionneur cherche a optimiser la furtivité de ses
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avions et réalise donc des simulations visant a les dimensionner pour qu’ils soient aussi furtifs que possible.
L’équipementier quant a lui est intéressé par la directivité de ses antennes et les simule de sorte a obtenir
la directivité désirée. Lorsque les deux entreprises ont atteint les objectifs qu’elles se sont fixés en termes
de furtivité et de directivité, elles veulent vérifier, par la simulation, que le systéme constitué de I'avion
et de 'antenne satisfait encore les contraintes de furtivité. Toutefois, pour des raisons de secret industriel,
I’avionneur ne souhaite pas fournir la géométrie de son avion a I’équipementier et inversement. Si la mé-
thode de simulation choisie correspond a un couplage fort, 'avionneur calcule les matrices relatives a son
avion, ’équipementier calcule les matrices relatives a son antenne et la matrice totale du systéme est ensuite
assemblée, sans que les deux entreprises ne mettent en commun les géométries de 'avion et de 'antenne.
En revanche, si la méthode de simulation choisie correspond & un couplage faible, il n’y a pas d’assemblage
final & faire, ’avionneur et I’équipementier n’ayant qu’a fournir des exécutables permettant de résoudre des
sous-problemes respectivement rattachés a l’avion et a 'antenne.
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Une proposition de couplage faible
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2.1. Principe de lapproche

2.1 Principe de approche

Dans ce chapitre, nous proposons un couplage faible, qui peut étre de type BEM-BEM comme de type
FEM-BEM, permettant de résoudre le probleme de diffraction-transmission que nous avons introduit dans
la section 1.2, a savoir :

div(qu) + pk?u =0 dans Q_, (2.1a
Au+ kFu =0 dans Q, (2.1b
Ou—ikju= 0O (r7?), (2.1

r—+400
YpU = YHu + ¥ Uine,

1d
2.1e

)
)
c)
)
)

/\A
—

Ce couplage correspond concrétement a une méthode de décomposition de domaine itérant entre les domaines
intérieur Q_ et extérieur 2;. Contrairement aux couplages forts BEM-BEM et FEM-BEM, cette méthode
permet un découplage partiel des équations correspondant aux parties intérieure et extérieure du probleme
de diffraction-transmission (2.1).

2.1.1 Reformulation du probleme de diffraction-transmission

Les méthodes de décomposition de domaine construites a partir de conditions de transmission similaires
aux conditions (2.1d)-(2.1e) sont connues pour diverger [48]. Une solution pour pallier ce probléme consiste
a reformuler de maniére équivalente ces conditions de transmission [48]. Dans 'optique de construire notre
couplage faible, nous commencons donc par reformuler les conditions de transmission (2.1d)-(2.1e). Pour ce
faire, nous introduisons deux opérateurs, appelés opérateurs de transmission :

T :H>T) - H *T) , T,:H*(T)—H ().

Sous réserve que T_ — T soit injectif, ce que nous supposons a présent, les conditions de transmission
(2.1d)-(2.1e) sont équivalentes aux conditions de transmission suivantes :

{ Yo (pV0) + T_vpu = vu + T-vHu + Y tine + T-7 ) ine, (2.2)
vl't,u + T.yyBu =, (qu) + Ty vpu— ﬁ}uinc — T+7$uinc.

Remarquons que si les conditions de transmission (2.1d)-(2.1e) sont vérifiées, il en va de méme pour les
conditions de transmission reformulées (2.2). L’injectivité de T — T, permet de garantir que la réciproque
est également vraie. Que cela soit pour la résolution du probléme de diffraction-transmission (2.1) ou celle
d’autres problémes, les méthodes de décomposition de domaine sont trés souvent construites en supposant
que Ty = —T_ (voir par exemple [13, 21, 48]). Dans ce travail, nous considérons toutefois qu’ils peuvent étre
différents pour plus de généralité et de souplesse. Comme nous ’avons mentionné précédemment, la refor-
mulation des conditions de transmission permet de préconditionner le probleme de diffraction-transmission
(2.1) pour qu'il soit adapté & une résolution numérique itérative. La qualité du préconditionnement est
naturellement liée au choix des opérateurs de transmission. Ce point sera abordé en détails dans ce travail.

Historiquement, les méthodes de décomposition de domaine ont d’abord été construites comme des algo-
rithmes de point fixe. Cette approche consiste a construire récursivement des approximations de la solution
u du probléme a résoudre a partir d’'une approximation initiale ug de u. Un exemple d’'une telle méthode
pour le probléme de diffraction-transmission (2.1) est donné ci-dessous :

div(qunH) + pk?up 1 =0 dans Q_
Atyi1 + kFupgq =0 dans Qy
Vn € N, arun+1 - ik+un+1 = O(T%) . (23)
Yo (PVtn11) + Ty puns1 = Yt + T-yhttn + Vi tine + T tine
7}4\}Un+1 + T+73un+l =Tn (qun) + T ypun — ’Yj_truinc - T+’YBuinc

Le couplage faible que nous proposons pour résoudre le probléme de diffraction-transmission (2.1) n’est
pas une méthode de décomposition de domaine de type point fixe. Il s’agit avant tout d’une reformulation
du probléeme de diffraction-transmission (2.1) sous la forme d’une équation d’opérateurs. Cette équation
correspond toutefois a une généralisation des méthodes de décomposition de domaine de type point fixe.
En effet, nous verrons que sa résolution par des méthodes de point fixe est équivalente & des méthodes de
décomposition de domaine du méme type.
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Pour aboutir & la reformulation du probléme de diffraction-transmission (2.1), il est nécessaire d’introduire
quelques définitions. Tout d’abord, nous définissons des opérateurs de trace, notés B_ et B :

B_ =7, (pV)+T-vp , By=75+Tuh.
A partir de ces opérateurs, il nous est possible de définir des quantités surfaciques, notées g_ et g, :
g-=B_u , g+ =DBu

Bien que cela n’apparaitra plus clairement qu’a la Proposition 2.3, la méthode de décomposition de domaine
(2.3) permet d’interpréter g_ et g+ comme des quantités transmises respectivement de Q4 dans Q_ et de Q_
dans Q4. Dans l'optique de reformuler le probléme de diffraction-transmission (2.1), il nous est également
nécessaire d’introduire des opérateurs de résolution, notés R_ et R, :

VgeH (), R_g=n~pu- , YgeH *(I), Ryg=1pus,
les fonctions u_ € H(Q_) et uy € Hj, () étant les solutions des problémes suivants :

div(qu_) +pk*u_=0dans Q_ , B_u_ =g, (2.4)

1
Auy +k2uy =0dans Qp , Byup =g , Oug —ikyuy = O(r2> (2.5)

Les opérateurs de résolution correspondent aux analogues continus des codes pré-existants mentionnés a la
fin du chapitre précédent. Ils ne sont bien définis que si les problémes (2.4) et (2.5) sont bien posés. Cela
dépend naturellement du choix des opérateurs de transmission mais & partir de maintenant, nous supposons
que c’est effectivement le cas. Remarquons que les problémes (2.4) et (2.5) correspondent aux sous-problémes
associés a la méthode de décomposition de domaine qu’est notre couplage faible.

Nous disposons a présent de tous les outils nécessaires pour reformuler le probléme de diffraction-transmission
(2.1).

Proposition 2.1 (Couplage faible).

Si u est la solution du probléme de diffraction-transmission (2.1), g— et g+ sont solutions de :

— +uinc + T +uinc
(Id - ) (9 )z (_”& oD ) (2.6)
9+ YN Uine +7 pUinc

Uopérateur S, étant défini a partir des opérateurs S_ et Sy par :
0 S;
Sﬂ—: S O 5 57 :Id—(Tf—T+)R, ; S+:Id+(T7—T+)R+
Preuve

Les conditions de transmission reformulées (2.2) se réécrivent comme suit :
B_u= Byu+ (T- — T{)vhu + v tine + T—vh tine,
Biyu=B_u— (T- =T}y )ypu — ’YzJ\r/Uinc - T+’Yz5“inc-
La fonction u étant solution des problémes suivants :

div(qu) +pklu=0dans Q- , B_u=g_,

1
Au + kiu =0dans 2y , Byu=g+ , Ou—ikiu= (’)(2),
T

nous en déduisons que :
pu=R-g- , ypu=Rig;.
Il vient alors :
9- =g+ + (T- = T4 )Ry g4 +VNtine + T inc,

g+ =9- — (T— - T+)R_g_ - ’YJ_‘\_Iuinc - T+’YBuinc'
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La relation (2.6) est ce que nous appellons le couplage faible et elle constitue en fait une reformulation
équivalente du probleme de diffraction-transmission (2.1) comme en atteste la proposition suivante.

Proposition 2.2 (Equivalence du couplage faible).

Soit g_, g4 € H_%(I‘) vérifiant :

+ +
g— Uine + T—7 Uinc
<M—&% ):(ﬁ+‘_T%.)-
g+ YN Uine +7pUinc

Définissons u € H(Q_) @ Hi, (1) par :

div(qu_) +pkPu_=0dansQ_ , B_u=g_,

1
Au+kiu=0dansQy , Biu=g. , 8,,.u—ik;+u:(’)(702).

Alors u est solution du probléme de diffraction-transmission (2.1).

Preuve

Il suffit de vérifier que les conditions de transmission reformulées (2.2) sont satisfaites, les calculs étant
identiques a ceux de la preuve précédente.
|

2.1.2 Résolution du couplage faible

Le couplage faible (2.6) ne se préte pas a une résolution directe. Ceci est dii au fait que Uopérateur Id— S est
défini a partir des opérateurs de résolution R_ et R, qui correspondent, au niveau discret, a des algorithmes
de résolution pour les problémes intérieur (2.4) et extérieur (2.5). Pour illustrer ce propos, supposons que
nous voulions résoudre 1’équation suivante :

(Id— S,) (z-) - (Z;) avec b_,bs € H (),

+

de maniere directe. Sous forme variationnelle, cette équation s’écrit comme suit :

Ve € HE(), (g_ie) — (gsse) — ((T- — T)Rigeie) = (b_se),
Ve € H2(I), (g43€) —(g-ie) + {(T- —T4)R_g_;e) = (bsse).

La méthode des éléments finis consiste a remplacer, dans la formulation variationnelle précédente, oz (T) et
Hfé(F) par des espaces de dimension finie les approchant :

H%(F) ~ Span(ei (i€ {1;-~-;N}) , Hfé(I‘) ~ Span(ei NS {1;~-~;N}),

les éléments finis (e;);eq1;...;v) étant supposés réels. De part 'injection classique de L*(I") dans H 2 (T") (voir

la section 1.3), les éléments finis H? (T") doivent étre compris comme des formes linéaires sur Span(ei 14 €

{1;~~~;N}), A savoir :
€ v H/eivdF.
r

Nous ne précisons pas, a ce stade, quels élément finis nous utilisons dans ce travail. Ce point est toutefois
traité en détails dans la sous-section 3.1.1.

Les inconnues de la formulation variationnelle, g_ et g4, sont supposées étre des éléments de Span(ei 11 €
{1;--; N}) Par exemple, g_ s’écrit de la maniére suivante :

N
9- = Z 9—,i€,
i=1

et nous notons {g_} le vecteur colonne (g_ ;) correspondant aux coordonnées de g_ dans Span(e; :

i€{l;N}
i € {1;---;N}). Enfin, Span(e; : i € {1;---; N}) étant de dimension finie, il n’est pas nécessaire de tester
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les égalités de la formulation variationnelle discréte contre tous les éléments de Span(ei cie{l;-- ;N }), le
faire contre les (e;)ieq1;...;n} étant équivalent. In fine, nous obtenons la formulation variationnelle discrete
suivante :

Vi€ {5 N} (g-ses) = (guses) — (T- = T4 )Rygsiey) = (b-se;),

Vie{liiNY (grie)) = (g-ie) +((T- = TH)R-g-se;) = (bisej).
Au niveau discret, les opérateurs de transmission, T_ et T, et les opérateurs de résolution, R_ et R,
doivent étre vus comme des opérateurs de Span(ei i€ {l;--;N }) dans lui-méme et nous notons T_,

T, R_ et R} leurs matrices respectives. Nous rappelons par ailleurs que la matrice . d’un opérateur L de
Span(e; : i € {1;--+; N}) dans lui-méme est définie par :

N
Vi€ {l;-- N}y, Lej =Y Lijei
1=1

En introduisant la matrice symétrique Jr, communément appelée matrice de masse, définie par :
Vi,je{l;---; N}, Jraj = (eisej),

la formulation variationnelle discréte se réécrit, sous forme matricielle, comme suit :

(o mom 75T (0) = Gl

En pratique, la matrice précédente, qui n’est rien d’autre que la matrice variationnelle de Id — S, est trop
coliteuse & assembler. En effet, elle requiert d’évaluer les quantités (R_e;);cq1;...n} et (Riej)jeqi;...;ny et
par conséquent, de résoudre N problémes intérieurs (2.4) et N problémes extérieurs (2.5). Le nombre d’élé-
ments finis étant généralement tres grand, cette approche n’est pas intéressante, voire rédhibitoire, d’un
point de vue computationnel. Remarquons que, en fonction de la complexité des opérateurs de transmission,
I’assemblage des matrices T_ et T4 peut également étre coliteux. Nous reviendrons plus en détails sur ce
point dans la suite de ce travail.

11 est donc nécessaire de se rabattre sur des méthodes itératives pour résoudre le couplage faible (2.6). Histo-
riquement, les méthodes de point fixe de Jacobi et de Gauss-Seidel [93] sont les premiéres méthodes & avoir
été utilisées pour résoudre le couplage faible (2.6) [48, 87]. Par ailleurs, 'application de ces méthodes au
couplage faible (2.6) peut se réécrire plus explicitement, et ceci de maniére équivalente, sous la forme d’al-
gorithmes de décomposition de domaine standards. La proposition suivante précise ce point, essentiellement
a titre illustratif, pour la méthode de Jacobi. De par sa plus grande robustesse, nous avons toutefois choisi
de recourir & la procédure GMRES (Generalized Minimal Residual Method [93]) pour résoudre le couplage
faible (2.6).

Proposition 2.3 (Couplage faible et méthode de Jacobi).

La résolution du couplage faible (2.6) par la méthode de Jacobi, qui s’écrit comme suit :

(59)- ()~ (i )
gt "\ gt —Y & tine — T Y ttine )
est équivalente d la résolution du probléme de diffraction-transmission (2.1) avec les conditions de transmis-

sion reformulées (2.2) par la méthode de décomposition de domaine classique suivante :

div(qunH) + pk%unﬂ =0 dans Q_,

. 1
Ayl + kiunﬂ =0dans Qp , Optupiy —ikyupy = O(ﬂ)’
Vo (PVUns1) + T-Yptng1 = Yitn + T-yhtn + Yitine + T-YHtine,
Yitns1 + Tevhng =, (qun) + T4y ptin — Vi Uine — Ty Uine.

Preuve

La preuve est similaire a celles des Propositions 2.1 et 2.2.
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Une fois le couplage faible (2.6) résolu, il reste a reconstruire, & partir de g_ et de g, la solution u
du probléme de diffraction-transmission (2.1) en résolvant les problémes intérieur (2.4) et extérieur (2.5)
suivants :

div(qu) +pk?u=0dans Q. , B.u=g_,

1
Au + kiu =0dans 2y , Byu=g+ , Owu—ikiu= (’)(2>.
T

Dans €4, u est donnée par sa représentation intégrale (Proposition 1.3 page 15) :
u = -8k, Yu+ Dy, vHu dans Q
= ke YnU + Di ypu dans {24,
les traces de Dirichlet et de Neumann extérieures de u pouvant étre calculées grace aux relations :
Ypu=Rigy , vhu+Tivhu=gy.

Si le couplage faible (2.6) est de type FEM-BEM, la résolution du probléme intérieur précédent donne direc-
tement v dans Q_. En revanche, si le couplage faible (2.6) est de type BEM-BEM, u peut étre reconstruite
dans Q_ en utilisant le fait que (Proposition 1.3 page 15) :

u=S8;_yyu—Dr_ypu dans Q_,
les traces de Dirichlet et de Neumann intérieures de u étant données par :

ypu=R_-g- , pyyut+T-ypu=g-.

2.1.3 Opérateurs de transmission optimaux

Nous avons mentionné vouloir résoudre le couplage faible (2.6) en utilisant la procédure GMRES. Naturel-
lement, la vitesse de convergence de cette méthode dépend des opérateurs de transmission utilisés et peut
étre trés mauvaise si ces derniers ne sont pas choisis correctement. Notons également qu’une divergence de la
procédure GMRES n’est pas exclue lorsqu’elle est utilisée avec réinitialisation. Dans cette sous-section, nous
montrons qu’il existe des opérateurs de transmission, que nous qualifions d’optimaux, rendant la résolution
du couplage faible (2.6) triviale. Ce résultat constitue une ligne directrice permettant de choisir correcte-
ment les opérateurs de transmission en pratique et nous reviendrons tres largement sur ce point par la
suite. Concrétement, les opérateurs de transmission optimaux correspondent a des opérateurs Dirichlet-to-
Neumann, classiquement dénommés opérateurs DtN. Nous commencons donc par introduire ces opérateurs.

Si k € R%, Popérateur Dirichlet-to-Neumann extérieur, noté A, j, est continu et inversible & inverse continu
de H%(I‘) dans H_%(I‘) et est défini par :

Vp € H%(I‘), Ay pp = vx,up,

la fonction u, € Hy, () vérifiant :

1
Au, +Kup=0dans Q. , yhu,=p , Opu, —iku, = (’)( ) (2.7)

r2
Si k,o € C*(Q_), l'opérateur Dirichlet-to-Neumann intérieur, noté A_ j ., est défini par :
Vp € H%(F), A kop = (0VY,),
la fonction u, € H'(Q_) satisfaisant :

div(oVuy) + ok*u, = 0 dans Q_ ,  ypu, = p. (2.8)

Remarquons que A_ ; , est bien défini, auquel cas il est également continu de H%(F) dans Hfé(f‘), si et
seulement si il n’existe aucun u € H*(Q_)\{0} tel que :

diV(JVu) +ok*u=0dans Q_ vpu = 0.

Si k et o sont constants, cette condition revient & dire que k? n’est pas une valeur propre du laplacien de
Dirichlet.
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De la méme maniere, A_ i , est inversible, et son inverse est alors continu, si et seulement si il n’existe pas
d’élément non nul u de H'(Q_) vérifiant :

div(ocVu) + oku=0dans Q_ , ~, (cVu) =0.

Si k et o sont constants, cette condition est équivalente au fait que k2 n’est pas une valeur propre du lapla-
cien de Neumann.

Ayant introduits les opérateurs DtN, nous pouvons & présent donner deux relations centrales permettant
d’exhiber les opérateurs de transmission optimaux.

Proposition 2.4 (Relations vérifiées par les opérateurs de résolution).

Nous disposons des relations suivantes :
A_p_p+T)R_=1Id , (App, +Ty)Ry = Id.
Preuve
Soit g € Hf%(I‘) et u e HY(Q_) tels que :
div(qu) +pklu=0dans Q. , B_u=yg.
Nous pouvons réécrire la condition de bord comme suit :
Ak p+ T )ypu=g.

Il suffit alors de remarquer que y,u = R_g pour démontrer la premicre relation. La seconde se montre
exactement de la méme maniere.

|
La proposition suivante est alors une conséquence directe de la précédente.

Proposition 2.5 (Opérateurs optimaux).

Nous avons :

T = —A+7k+ = S+ =0,
T+ - *A—,k_,p = S_ - 0

Ce résultat est intéressant puisqu’il affirme qu’un bon choix des opérateurs de transmission permet d’assurer
la nullité de Sy, ce qui rend le couplage faible (2.6) et sa résolution triviaux. Mais ce résultat est en réalité
plus profond que cela. Supposons que les opérateurs de transmission soient tels que S_ = 0 ou Sy = 0.
L’opérateur S, n’est alors pas nul. Toutefois, il est nilpotent et son spectre est donc réduit a {0}. Par
conséquent, Id — S; se préte a priori bien a une résolution par la procédure GMRES, la concentration du
spectre de I'opérateur autour de 1 assurant en général une bonne vitesse de convergence pour cette méthode.

2.2 Formulations pour la résolution des sous-probléemes

Dans cette section, nous présentons les formulations adoptées pour la résolution des problemes intérieurs
(2.4) et extérieurs (2.5). Ces formulations sont introduites en toute généralité, c’est-a-dire sans spécifier la
forme des opérateurs de transmission. Cette approche générique nous permet de présenter quelques résultats
théoriques concernant les formulations considérées. Remarquons que les formes pratiques des opérateurs de
transmission et des formulations utilisées pour la résolution des sous-problémes (2.4) et (2.5) sont respecti-
vement présentées dans les sections 2.3 et 3.3.

2.2.1 Formulations pour la résolution du probleme extérieur

Le nombre d’onde étant constant dans €4, nous avons choisi de résoudre les problémes extérieurs (2.5)
par le biais d’équations intégrales. Remarquons qu’il existe d’autres approches pour résoudre des problemes
extérieurs. La plus classique consiste a tronquer le domaine dans ’optique d’utiliser la méthode des éléments
finis volumiques. Une condition aux limites absorbante (Absorbing Boundary Condition ou ABC en anglais

34



2.2. Formulations pour la résolution des sous-problémes

[5, 11, 12]) peut alors étre imposée sur la nouvelle frontiére qui s’ajoute au probléme. Une autre solution
consiste & utiliser une couche absorbante parfaitement adaptée (Perfectly Matched Layer ou PML en anglais
[16, 101]).

Nous commencons par proposer une formulation par équations intégrales équivalente au probléme extérieur
(2.5). Cette formulation correspond a la fois au pendant et & une généralisation de celle donnée dans
[10] pour des problémes extérieurs impédants classiques en électromagnétisme. Dans un second temps, nous
proposons une approche permettant de préconditionner au niveau continu la formulation intégrale considérée
dans 'optique d’une résolution itérative.

Proposition 2.6 (Formulation pour la résolution du probléme extérieur).
Soit g € H_%(F) et uc Hi (Q) tels que :
2 + + . 1
Au+kiu=0dans Qy , Yyu+Tyypu=g , Ou—ikiu=0(—|.
r
Nous avons alors :

1 1 1 . 1
3 +17X,u+Dk+7Eu—Sk+’ﬁ(,u:§ Tl §T+’YgU_Dk+'VJJ\rr“+Nk+'VEu:§g' (2.9)

Réciproquement, si g € H 2 (), pe H%(I‘) et q € H_%(F) sont tels que :

1 1 . 1
§T+19 ) §T+p_Dk+qJ’_Nk+p:§ga

% g+ Diop— Sk, q =
la fonction v € H, (Qy) définie par :
u = —S8, q+ Dy, p dans Q,
vérifie :
Au + k‘iu =0dans Qy , Yhu+Tivhu=g , Owu—ikiu= (9(:2)

Preuve

Soit u la solution du probléme extérieur (2.5). En prolongeant u par 0 dans Q_ et en utilisant la Proposition
1.3 page 15, nous obtenons la représentation suivante :

U= —Sk+’y§u —l—Dmyzu dans Q.

En prenant les traces de Dirichlet et de Neumann (Proposition 1.2 page 15) de cette relation, il vient :
1 1
ifyguka;yqurSkaX}u: 0 , 57§u+DZ+7]\L]quk+fygu:0.

Il reste alors a utiliser la condition de bord pour conclure.

Pour démontrer la réciproque, il suffit de remarquer que les traces de Dirichlet et de Neumann de u sont
données par (Proposition 1.2 page 15) :

1
2

Le calcul montre alors que la condition de bord est vérifiée.

1 *
p+Dr,p , YNu= 59— Dj, q+ Nip.

Vgu: _Sk+Q+ )

Telle quelle, la formulation (2.9) n’a pas de raison d’étre adaptée a une résolution itérative mais il est toutefois
possible de la reformuler, ce qui revient concrétement a la préconditionner, pour la résoudre efficacement
par la procédure GMRES.

Proposition 2.7 (Formulation préconditionnée pour la résolution du probléme extérieur).

En posant :
p=T:'"vu , q¢=Tyvhu,

la formulation initiale (2.9) se réécrit de maniére équivalente comme suit :

1 _ 1 1 . L1
gP T Dk Tila= Sk, Tip= T g . 5a-Di,Top+ N T g = 5g. (2.10)
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Les opérateurs des formulations initiale (2.9) et préconditionnée (2.10) sont soit simultanément inversibles,
soit simultanément non inversibles puisque nous avons :

11d— Sy, T, Dy, T! VAL TN _ (0 IdY (5T+ + Ni, -Dj., _
—-D; Ty 3Id+ N, T:')\Ty 0 Id 0 Dy, T — S,

La formulation préconditionnée (2.10) est moins adaptée a une résolution directe que la formulation ini-
tiale (2.9) et ceci & cause des produits d’opérateurs Dk+T;1, Sk, Ty, D,’ngTJr et N, T;l. Pour pallier ce
probléme, il est possible de résoudre la formulation préconditionnée (2.10) de maniére directe en changeant
d’inconnues pour séparer les opérateurs Sy, Dy, D;;+ et Ni, des opérateurs T et T;l. Toutefois, cela
revient concrétement a se ramener & la formulation initiale (2.9).

Pour illustrer le fait que la formulation préconditionnée (2.10) est moins adaptée & une résolution directe
que la formulation initiale (2.9), nous faisons appel aux notations et aux idées de la sous-section 2.1.2. Nous
i]r\;troduisons également les matrices variationnelles S, , Dy, , ]D),*;+ et Ny, des opérateurs Sy, , Dy, D;;+ et

Vi,je{l;---i N}, Sp ij = (ej;Sk,ei) , Vi,je{l;---sN}, Dy, s = (ej; D ei),
V’L7] S {1, .- ';.ZV}7 Dlt:+,i,j = <DZ+€Z';6]'> s V’L,] S {1, .- ';N}, NkJﬂi’j = <Nk+€7;;6j>.

La formulation variationnelle discréte de la formulation préconditionnée (2.10) s’écrit alors, sous forme
matricielle, comme suit :

olr =8, Ty DT ({p}) _ (;Jlﬂr;l{g}> ,
—[D; T+ 30 +Nj, T {a} zdr{g}

Les opérateurs T et T_:l peuvent étre compliqués en pratique de sorte que leur formes discretes corres-
pondent généralement & des algorithmes. Par conséquent, ’assemblage de T est coliteux d’un point de vue
computationnel. Ce point sera précisé dans la section 3.3. Il s’ensuit que ’assemblage de la matrice variation-
nelle de la formulation préconditionnée (2.10) est également coliteux puisqu’il requiert, sans contournement
possible, de calculer la matrice T4, la décomposition LU de T, ainsi que les produits SLT.,H DLT?,

D, ' Ty et N}, T;'.

La formulation variationnelle discréte de la formulation initiale (2.9), quant a elle, s’écrit, sous forme ma-
tricielle, comme suit :

(%JF’M +Np, —[Dg T ) <{775u}> _ ( 1Ir{g} )

Dk, I =8t ) \{wvud) — \gIrTi g} )
Nous voyons donc que I’assemblage de la matrice de la formulation initiale (2.9) requiert de calculer moins
de produits de matrices que celui de la matrice de la formulation préconditionnée (2.10). C’est en cela que
la formulation préconditionnée (2.10) est moins adaptée a une résolution directe que la formulation initiale
(2.9). Ceci est d’autant plus vrai qu’il est méme possible de s’affranchir de ’assemblage de T, du calcul de

sa décomposition LU et de tout produit de matrices lors de la discrétisation de la formulation initiale (2.9).
Ce point sera détaillé dans le Chapitre 3.

Maintenant que nous avons expliqué en quoi la formulation préconditionnée (2.10) n’est pas adaptée & une
résolution directe, justifions du fait qu’elle se préte effectivement a une résolution itérative. Dans 'optique
de préciser ce point, nous commencons par rappeler des relations liant les opérateurs DtN et les opérateurs
intégraux surfaciques.

Proposition 2.8 (Lien entre les opérateurs intégraux surfaciques et DtN).

Soit k € R% . Les relations suivantes sont vérifiées :

1 1 X _ 1 *
—SkAy k= 5Id ~ Dy, —AiSk= §Id —-D; . NeALL = 51d+ Dj.
De plus, si l'opérateur DtN intérieur et son inverse sont bien définis, nous avons :

1 1 1
Sk =5ld+Dp A 1S =Id+Di ~Np AL = 1d = Di.
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Preuve

Nous ne démontrons que les relations faisant intervenir le DtN intérieur, les arguments permettant de jus-
tifier celles associées au DtN extérieur étant similaires.

Commencgons par prouver la premiere relation. Soit u € Hl(Q,) solution de I’équation de Helmholtz dans
Q_. En prolongeant u par 0 dans 2, la Proposition 1.3 page 15 nous donne la représentation suivante :

u = Spyyu — Drypu dans Q_.

En prenant la trace de Dirichlet intérieure de cette relation, il vient (voir Proposition 1.2 page 15) :

_ 1 _
Skyyu = §7DU + Dgypu,

ce qui s’écrit aussi :

_ 1 _ _
SeA_ g1ypu = 57D + Dyypu.

Comme k? n’est pas une valeur propre du laplacien de Dirichlet, nous pouvons choisir « tel que YpU corres-
ponde a n’importe quel élément de H? (I"), ce qui permet de conclure.

Démontrons & présent la seconde relation. Soit p € Hfé(f‘) et u € H'(Q_) définie par :
u = Sgp dans Q_.

La fonction u vérifie alors ’équation de Helmholtz dans 2_ et ses traces de Dirichlet et de Neumann sont
données par (voir Proposition 1.2 page 15) :

_ _ 1
Ypu=Skp , Yyu= SP+ Dyp.

Nous en déduisons alors que :
1
2

Pour finir, la derniére relation se démontre comme la premiére a ceci pres qu’il faut prendre la trace de
Neumann et non la trace de Dirichlet :

A_k1Skp = zp+ Dip.

—NkA:A’lk’lq/;,u = ify;,u — Dy

Nous disposons a présent de tous les outils pour expliquer en quoi la formulation préconditionnée (2.10) est
adaptée & une résolution itérative. Comme pour le couplage faible (2.6), il existe des opérateurs optimaux
pour lesquels la formulation préconditionnée (2.10) se préte a priori trés bien & une résolution par la
procédure GMRES.

Proposition 2.9 (Opérateurs optimaux pour la formulation préconditionnée).

Nous notons O Uopérateur de la formulation préconditionnée (2.10) :

O: HIT)xH () — H2 () x H3(T)
(p) . (%p + Dy, T g — Sk+T+1p) .
q 34— Dj Typ+ Ny, To'q

Nous avons alors les implications suivantes :

Ty =Ark, = SpO)=A{1} , Th=-A_.1 = 5pO)={1},

Ty =—Asg, = SpO)={0} , To=A_4,1 = Sp(O)=1{0}.
Dans la proposition précédente, il est implicite que Ay p, et A_ 1 sont inversibles. C’est effectivement
le cas pour A ;. sans aucune restriction sur k. Il faut par contre imposer a ki de n’étre ni une valeur

propre du laplacien de Dirichlet, ni une valeur propre du laplacien de Neumann pour que A_ ;. ; soit bien
défini et inversible (voir sous-section 2.1.3).
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Preuve
Nous ne prouvons que la premiere implication, les autres se démontrant de la méme maniere.

Commengons par remarquer que si p € H%(l—‘), q € H > (T) et A € C, alors :

%p + Dk+AJ_r,1k+q - Sk‘+A+7k+p -\ (p) o Dk+AJ_r,1k+q —Dp,p= (A=Dp
30— Di, A p+ Ney ATl g q Di q—Dp Ay p.p=(A—-1)q

Si A # 1 est une valeur propre de O, il existe (p;q) € H%(F) X H*%(F)\{(O; 0)} tel que :

Dk+A_T_71k+q —Dp.p=(A—-1)p
Dy a—Dp, Ay p,p=(A—1)q

En multipliant la premiere ligne par A ;, et en remarquant que (cf. Proposition 2.8) :
Ay gy Dy, = DZ+A+7k+’
il vient :

D,Lq - DZ+A+’k+p = A =DAyk,p.

Par conséquent, (A —1)g = (A — 1)A4 ., p donc ¢ = A4 ;. p. En injectant cette relation dans I’égalité pré-
cédente, nous voyons que (A — 1)Ay ;. p = 0 donc ¢ = p = 0, ce qui est en contradiction avec le fait que

(p;q) # (0;0).

A présent, 1 est une valeur propre de O si et seulement si il existe (p; ¢) € H? (T) x H 2 (T)\{(0;0)} tel que :

& Dy g=Dp Aiy,p

Dk+A;71k+q - Dk+p =0
D;,q— D, Avsp =0

Il est alors simple d’exhiber des vecteurs propres de O associés a la valeur propre 1.
|

Nous terminons cette sous-section en faisant le lien entre la proposition précédente et les méthodes de
Brakhage-Werner généralisées [2, 7, 8, 9, 17]. Ces méthodes permettent de résoudre les problémes de dif-
fraction sound-soft :

— 1
weHL () , Autkiu=0dans Q. , yhu=g , Ou—ikju= O<2),
r
et sound-hard :
_ 1
weHL.(Q) , Au+ Kiu=0dans Qy , yfu=g , Ou—ikiu= (9(712),

en cherchant leurs solutions respectives sous la forme :
u=—=8,,Tsp+Dr,p , u=-8kq+Dr, Tha,

les opérateurs T, et T}, étant respectivement définis de H? (T") dans H 2 (T) et de H™ 2 (T") dans H? (T). Cette
spécification de la forme des solutions est justifiée par le fait que ces derniéres peuvent se représenter comme
suit :
u=—38, A tu+ Dy, yhu.
kq 34k ’YD k4 PYD

Dans le cas du probléme extérieur (2.5) et de la formulation préconditionnée (2.10), il n’est pas nécessaire
de prescrire de cette maniére la forme de la solution. En effet, puisque u vérifie 'y?\',u + Tnyu = g, des
représentations intégrales similaires a celles utilisées dans les méthodes de Brakhage-Werner généralisées
sont disponibles pour u. Pour finir, les équations intégrales associées aux méthodes de Brakhage-Werner
généralisées, qui sont par ailleurs équivalentes aux problémes initiaux, sont les suivantes :

1
§Id+Dk+ —Sk+TS,

1 *
Ong=g , Op= ifd*DkJr + Ny, T,

Op=g , O
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et nous avons :

_ Al _
To=Ay g, = 0,=1I1d, Th =AML, = O =1d,
T,— A S 0=y To=-A7L, = O=-2Dp
T, = A*;kﬂml = OS =0, Ty = A:’lkJr’l = Oh =0,
To==Aspr = Os=Id+2Dy, Th=-Ah , = Op=1Id—2D; .

2.2.2 Formulations pour la résolution du probléme intérieur

La méthode de résolution pour les problémes intérieurs (2.4) dépend de I'homogénéité ou non de l'objet
diffractant. Si ce dernier est homogéne, nous pouvons résoudre les problémes intérieurs (2.4) en utilisant
indifféremment des équations intégrales et la méthode des éléments finis surfaciques (couplage faible BEM-
BEM) ou la méthode des éléments finis volumiques (couplage faible FEM-BEM). En revanche, si l'objet
diffractant n’est pas homogene, nous utilisons la méthode des éléments finis volumiques pour résoudre les
problémes intérieurs (2.4).

Lorsque le couplage faible (2.6) est de type BEM-BEM, la formulation intégrale que nous proposons pour
résoudre les problémes intérieurs (2.4) est 'analogue exact de la formulation adoptée pour les problémes
extérieurs (2.5). Elle est équivalente au probléme intérieur (2.4) et naturellement adaptée a une résolution
directe. De plus, il est possible de la reformuler pour la rendre adaptée a une résolution itérative.

Proposition 2.10 (Formulation pour la résolution du probléme intérieur).

La formulation permettant de résoudre le probléme intérieur (2.4) est la suivante :

1 .4 - _ _ 1, 1 _ . _ 1
—pT~ 17Nu—Dk_'yDu—|—Sk_'yNu: —T7'g | —T_~vpu+ D, yyu— Ni_vypu= —g. (2.11)
2 2 2p 2p
En posant :
1 1 _
p=pT""yyu . q= ST=1p:
cette formulation se réécrit de maniére équivalente comme suit :
1 1 1 1 1 1
3P pDy T g+ =Sy T-p=-T"'g , —q+=-D; T_p—pNp. T 'q=—g. (2.12)
p 2 2 p 2p

Proposition 2.11 (Opérateurs optimaux pour la formulation préconditionnée).

Nous notons O lopérateur de la formulation préconditionnée (2.12) :

1 B 1 11, N
O:(p;q) — (5;.0 —pDy T-'q + ;Sk,Tfﬂ 24+ ;Dk,Tfp — pNy,_TZ 1(1)-

Nous avons alors :
T-=pAyx. = Sp(O)={0} , T_=-pAiy = Sp(O)={1},

T_=A_y , = SplO)={1} , T-=-A_j; , = SpO)={0}

Si le couplage faible (2.6) est de type FEM-BEM, les problémes intérieurs (2.4) sont résolus grice a une
formulation variationnelle classique.

Proposition 2.12 (Formulation variationnelle pour le probléme intérieur).

La formulation variationnelle pour le probléme intérieur (2.4) est la suivante :

Vo € HY(Q), / pVu-VodQ_ 7/ pk2uw dQ_ + (T_ypu;vpv) = (g;7p0). (2.13)
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2.2.3 Conflit sur les opérateurs optimaux

Nous rappelons que pour le couplage faible (2.6), les opérateurs optimaux sont donnés par :
T, - —A+’]€+ 5 T+ == _Af,k:,,p- (214)
Pour les sous-problémes (2.4) et (2.5) en revanche, les opérateurs optimaux sont les suivants :

T- =AM T- =—pAy. , Ty = _A—7k+71 ;o Tt = A+,/€+7 (2.15)

—p

les opérateurs pour le probléme intérieur (2.4) n’étant effectivement optimaux que si le couplage faible (2.6)
est de type BEM-BEM. Nous voyons donc apparaitre un conflit sur le choix des opérateurs optimaux.

Notre but premier est de conditionner au mieux le couplage faible (2.6). Cela sera illustré par la suite
mais les opérateurs de transmission (2.15) ne permettent pas d’atteindre cet objectif aussi bien que les
opérateurs de transmission (2.14). Ajouté a cela, les opérateurs de transmission (2.15) sont intéressants
lorsque nous cherchons & résoudre les sous-problemes (2.4) et (2.5) par équations intégrales et de maniére
itérative. Dans ce travail, nous avons choisi de nous concentrer sur la résolution directe de ces problémes. 11
est par conséquent plus judicieux de se limiter & 1'utilisation des opérateurs de transmission (2.14).

2.3 Approximations des opérateurs DtN

Comme nous l'avons vu, les opérateurs de transmission optimaux, que cela soit pour le couplage faible (2.6)
ou les sous-problémes (2.4) et (2.5), correspondent a des opérateurs DtN. D’un point de vue pratique, ceci
est a priori problématique puisque ’évaluation numérique de ces opérateurs est cotiteuse en temps de calcul
et en mémoire. En effet, elle requiert de résoudre un des problémes (2.7) ou (2.8). Si les opérateurs DtN
sont associés a des milieux homogenes, les problémes précédents peuvent étre résolus par le biais de formu-
lations intégrales et de la méthode des éléments finis surfaciques. Les systemes a résoudre sont alors pleins,
complexes et de grande taille. Une autre approche, qui permet de traiter le cas ou les opérateurs DtN sont
associés a des milieux non homogenes, consiste a résoudre les problemes (2.7) et (2.8) en utilisant la méthode
des éléments finis volumiques. Dans ce cas, les systémes qui en découlent sont creux, complexes et de grande
taille. Il s’ensuit que ’évaluation exacte des opérateurs DtN ne constitue pas une solution réaliste en pratique.

Une alternative consiste a évaluer les opérateurs DtN de maniére approximative, dans 'idéal précisément et
efficacement d’un point de vue computationnel. Dans cette section, nous présentons des approximations des
opérateurs DtN permettant d’atteindre cet objectif. Nous précisons également comment ces approximations
peuvent étre hiérarchisées les unes par rapport aux autres en termes de qualité. Cette hiérarchisation sera
confirmée dans la sous-section 2.4.3 par des résultats numériques. Dans ce travail, une approximation est
considérée étre de bonne qualité si son spectre est proche de celui de 'opérateur qu’elle approxime. Nous
finissons par mentionner que la qualité des approximations des opérateurs DtN utilisées pour construire le
couplage faible (2.6) impacte directement ses propriétés spectrales et donc sa vitesse de convergence. Des
résultats numériques illustrant ce propos sont présentés dans la sous-section 2.4.4.

Les approximations des opérateurs DtN que nous présentons dans cette section sont construites a partir
d’opérateurs différentiels surfaciques sur I'. Nous faisons donc, dans une premiere sous-section inspirée de
louvrage [88], quelques rappels concernant ces opérateurs.

2.3.1 Opérateurs différentiels et espaces de Sobolev surfaciques

Les opérateurs gradient, divergence, rotationnel vectoriel, rotationnel scalaire et laplacien scalaire surfaciques
sur I', respectivement notés Vr, divp, rotr, rotr et Ar, peuvent étre introduits pour des fonctions de
régularité classique [88]. Leur définition rigoureuse demandant toutefois des développements conséquents en
géométrie différentielle, nous ne la présenterons pas dans ce travail. Par la suite, nous utiliserons les relations
suivantes :

,  Aru =divpVru = —rotrrotru,

, rotru = VruAn,

vVu € C;(T'), rotru = divr(uAn),

Yu € CZ(F), rotrVeu = 0,

Yu € C3(T'), divrrotru =0,
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ainsi que les formules d’intégration par parties rappelées ci-dessous :
Yu € CHI), Vv eciD), /FudivdeF:—/FVpu-vdF,
vu € CH(T), Vv e (), /FurotpvdF = /Frotpu -vdl,
Vu e CHT) Vw e C3(I), /FUAFU dl = — /F Vru - Vivdr,

I’ensemble C;(T") étant défini comme suit :
cHI) = {ue C'(I:u-n= 0}.

Nous rappelons a présent que les opérateurs Vr, divp, rotr, rotr et Ar peuvent également étre définis
pour des fonctions qui ne sont pas régulieres au sens classique du terme. Plus précisément, nous disons
que les fonctions u; € L*(T), up € L*(T), u; € LZ(T) et uy € LZ(I') admettent respectivement un gradient
surfacique faible dans L?(T"), un rotationnel surfacique vectoriel faible dans L#(I"), une divergence surfacique
faible dans L?(I") et un rotationnel surfacique scalaire faible dans L*(T"), si il existe v; € L(T'), vy € L2(T),
vy € LZ(F) et vy € LZ(I‘), respectivement notés Vrup, rotrus, divpu et rotrus, tels que :

Y € C° (1), /u1 divpedl’ = —/ Vrug - pdl,
r r

Y € C° (1), /u2 rotrepdl’ = / rotrusg - @ dl,
r r

VQP S COO(F), / uj - VFQD dl' = —/ divru, cde
r r

Vo € C(T), /Fllg -rotrpdll = /Frotrug pdl.
Nous introduisons alors naturellement les espaces de Sobolev surfaciques H(Vp,I'), H;(divr,I'), H(rotr,I')
et Hy(rotr,T) :
H(Vp,T) ={uel®D):VrueL}T)} , Hydivr,T)={ueL}D):divrueL*I)},
H(rotp,T) = {u € L2(T) : rotru € L}T)} ., H(rotr,T) = {ueLiT):rotrue L2(F)}.
Munis des produits scalaires suivants :
Yu,v € H(Vp,T),
Yu,v € Hy(divp, T),
Yu,v € H(rotr,T"),
Yu,v € Hy(rotr, I),

U3 V) H(V T o)Ly + (Vrw; Viev)re .,

U3 V) H(rotr,T) u;v)r2(r) + (rotru;rotru)pery,

(
(
(
(

= (u (
W V)H, (dive,T) = (W V)2 + (diveas divev) Lz,
= (
W V)H, (rotp,I) = (W5 V)L2(r) + (rotru; rotrv)pe(py,
)

les espaces H(Vr,T), Hy(divr,T'), H(rotr,T') et Hy(rotr,I') sont des espaces de Hilbert et les opérateurs
Vr, divp, rotr et rotr sont alors continus :

Vr :H(Vp,T) —LYT) , divp: Hy(divp,T) — L*(I),
rotr : H(rotp,T') = L3 (") , rotp : Hy(rotp,T') — L*(I).
Nous montrons sans difficulté que :

H(rotr,T') = H(Vr,T) , H(rotr,T") = Hy(divp,T) A n,
VFH(VF, F) C Ht(I‘OtF, F) s I‘OtFH(I‘OtF7 F) - Ht(diVF, F),

et que les formules suivantes sont toujours valables :

rotr = Vr An , rotr =divp(- An),

rotpr =0 s diVFI'OtF =0.

Le laplacien scalaire surfacique quant a lui peut étre défini sur un sous-espace de H(Vr,I') = H(rotr,T")
comme suit :

Yu € H(VF,F), Vru € Ht(diVF,F) = AF = diVFV[‘U,
Vu € H(rotr,T'), rotru € Hy(rotr,I') = Ar = —rotrrotru,
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ces deux définitions étant équivalentes. Pour finir, nous disposons des formules d’intégration par parties
suivantes :

Yu € H(Vr,T), Vv e H(divp,T), / udivpvdl = — / Vru-vdl,
r r

Vu € H(rotr,T'), Vv € Hy(rotr,T), / urotpvdl = / rotru - vdl,
r r

Yu,v € H(Vp,T'), Vrpve H(divp,I') = /uApv dl' = —/ Vru-Vr9vdD.
r r

La généralisation des opérateurs Vr, divr, rotr, rotr et Ar que nous venons de présenter est intéressante
en pratique mais elle n’est toutefois pas suffisante. Par exemple, elle ne permet pas de parler du gradient
surfacique ou du laplacien scalaire surfacique sur les espaces L*(T') et Hi%(F). Dans la suite de cette sous-
section, pour pallier cette limitation, nous expliquons comment définir les opérateurs Vr, divr, rotp, rotp
et Ar sur les espaces H*(T") et H(T"), s € R. Nous rappelons que, en vertu des égalités données ci-dessous,
ces espaces sont des généralisations des espaces L*(T'), H(Vrp,T') et L7(T) :

H'(I)=L*T) , H'()=H(VrD) , HY)=L{I).

Classiquement, les espaces H*(T") et Hi(T') sont introduits par le biais de la théorie des distributions [88].
Ces définitions rendent alors la manipulation des éléments de H*(T") et de Hj(T") relativement compliquée.
Lorsque I' est C'°°, ce que nous avons supposé, il existe des définitions équivalentes, et surtout beaucoup
plus simples a manier, des espaces H*(I") et H;(T") [88]. Nous avons donc choisi d’utiliser ces définitions
alternatives des espaces H*(I') et Hj(I') pour généraliser les opérateurs Vr, divr, rotr, rotp et Ap. Nous
mentionnons par ailleurs que, dans 'optique d’alléger la présentation, qui est déja conséquente, nous suppo-
sons que I est une surface connexe et simplement connexe. Cela permet notamment de simplifier légerement
les définitions des espaces H*(T") et H;(T") et par conséquent celles des opérateurs Vr, divp, rotr, rotr et
Ar. Si T n’est pas connexe ou pas simplement connexe, les espaces H*(T') et H?(I") ainsi que les opéra-
teurs Vp, divp, rotr, rotr et Ap peuvent étre définis exactement de la méme fagon a un détail technique
prés ne présentant aucune difficulté [88]. Pour des raisons de briéveté, nous ne rappelons pas dans cette
sous-section les définitions des espaces H*(T") et H(T") avec lesquelles nous travaillons. Ces définitions font
toutefois I'objet de I’Annexe A. Nous nous contentons ici de donner deux propositions concernant les es-
paces H*(T") et H?(I") permettant de comprendre la généralisation des opérateurs Vr, divr, rotr, rotr et Ar.

Dans cette sous-section, la famille (es)sen désigne une base orthonormale de L*(I") vérifiant :

_1
ee € R pp. , (eg) - H(VF,F) , —Arep=MXey , eg= |F| 2,
M=0 , (Aeen- CRL X e +o0,

le laplacien scalaire surfacique devant étre compris au sens faible que nous avons introduit précédemment,
et les familles (e} )een- et (€2)een- sont définies comme suit :

Yl eN*, e} =Vre, , YLEN*, e?=rotre.
Proposition 2.13 (Séries dans les espaces H*(T")).

Soit s € R. Siu e H¥(T), il existe une suite (c)eeny C C telle que :

+00 too
u= Z agep  dans HY(T') | Z(l + X)) = ||u||%1s(r) < +o0.
=0 =0

Si (a)een C C, la somme :
+oo
E Qyey,
£=0

converge dans H*(T') si et seulement si :

+oo
Z(l + /\g)s|05g|2 < 400.
£=0
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Proposition 2.14 (Séries dans les espaces H; (T')).

Soit s € R. Siu € H(T), nous pouvons exhiber deuz suites (cu)oen, (Be)een- € CV telles que :

+o0 too
u="> ame;+pe; dansH;(T) , > N (|l +18:1*) = [ulffgsr) < 00
=1 =1

Si () ren-, (Be)een- € CV, la convergence dans H(T) de la somme :

400
1 2
Z agep + Beey,

=1
est équivalente a la condition suivante :
+oo
DX (el + [Bel?) < oo
=1

Soit s € R. Les opérateurs Vr, divp, rotr et rotr :
Vr HHD) = H(T) , dive: HPHD) — HY(TD),
rotpr : H*tH(T) - H{(T) , rotp : H;TH(T) — H(T),

sont définis comme suit :

+o0o +o0

Vu e HSTYD), Vriu = Z e} dans H{(T') ou wu = Zageg dans H¥H(T),
=1 =0
+oo “+oo

Yu e H; YD), divru = — Zag)\gw dans H(I') ot u= Zage} + Bee?  dans H; YD),
=1 =1
+oo +oo

Vu € HSTHT), rotru = Z el dans H{(I') ou wu = Z ey dans H*TH(T),
=1 =0

400 “+ o0
Yu e H;T™Y(T"), rotru = ZB@A@@@ dans H(I') ot u= Zozge% + Bee?  dans H;TH(TD).
=1 =1

Ils sont alors continus. De plus, ils généralisent bien les notions de gradient, de divergence, de rotationnel
vectoriel et de rotationnel scalaire surfaciques faibles que nous avons introduites précédemment. Des résultats
précisant ce point sont donnés dans I’Annexe A. L’opérateur - A n peut également étre étendu aux espaces
H;(T") (voir ’Annexe A pour plus de détails) et nous avons :

+oo +oo
Yue H{(T), uAn= Z el — Bre}  dans H{(T) ol u= Z e} + Bee;  dans H;(T).
=1 =1

Il est alors possible de montrer que les relations suivantes sont encore vérifiées :
rotr = VrAn , rotr =divp(- An),
rotrVp =0 , divprotr = 0.
Pour finir, le laplacien scalaire surfacique peut étre défini indifféremment & partir d’une des formules sui-

vantes :
AF = diVFVF s AF = —I‘OtFI‘OtF.

I est alors continu de H*"*(I") dans H*(I") et nous avons :

+o0 too
Vu € HSPA(T), —Aru= Z agreeg dans H(T') ou wu= Z aey  dans HP2(D).
=1 £=0

2.3.2 Approximation microlocale des opérateurs DtN

Dans cette sous-section, nous expliquons comment obtenir des approximations pseudo-différentielles des
opérateurs DtN en utilisant des techniques d’analyse microlocale. Dans 1'optique de préciser 'origine de
telles approximations, nous commencgons par traiter le cas simple de I'opérateur DtN associé a un demi-
espace. Nous expliquons ensuite formellement comment passer au cas d’une surface fermée, une présentation
théorique compléte demandant des développements trop longs.
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Cas du demi-espace

Calculons I'opérateur DtN pour le demi-espace Q2 = {(x;y;z) eR3:z > O}. La frontiere de €2, notée I,
correspond alors au plan d’équation z = 0 et la normale unitaire sur I' sortante pour €2, notée n, est donnée
par n = (0;0; —1). Soit u vérifiant I’équation de Helmholtz de nombre d’onde k € R dans € :

Au+ k*u=0.

En appliquant la transformée de Fourier partielle 7 dans les plans d’équation 2 = C' € R} a I’équation
précédente, il vient :

(63 + )\}hk)\l,)k)}—(u)(fw;fy; z) =0,

les symboles A} , et AL , étant définis comme suit :

Mop(as&y) =iy k2 —€2 -2 | AL (60 &y) = —iyJR2 — 2 - &2

Nous rappelons par ailleurs que F(u) est définie par :

1 —i(xés
f(u)({z,fy,z) = %\/]RZ u(x;y; 2)e (z€a+yéy) dxdy.

Nous en déduisons alors que :
Fu)(€:&yi2) = Ap (&0 &) ) 4 A (6,:6,)e i),

Il se trouve que A_(&,;&,) est nul. En effet, si k2 —¢&2 755 est strictement négatif, e k(i€ diverge lorsque

1 T 7 7 . 7’ . 7 7’
z tend vers +o0, alors que e* (&) regte borné. Par conséquent, en dérivant ’équation précédente par
rapport a z et en prenant la trace de la relation obtenue sur I', nous obtenons :

]:(azu)(fugyao) = /\}k,k(ghgy)}_(u)(fz;gy;o)a

soit :
Onur = —Fp ML g (&as &) Fr(ur) ],

la notation Fr désignant la transformée de Fourier sur I'. L’opérateur Fp. ! [)\i_ & (& fy)]:p] est 'opérateur

pseudo-différentiel de symbole total )‘}h - I est classiquement noté ¢k4/Id + %, cette notation étant justifiée

Ar
[,/Id+k2

En effet, k? — ¢2 — f; est le symbole total de l'opérateur de Helmholtz surfacique k2Id 4+ Ar, c’est-a-dire
que si v est une fonction sur I'; nous avons :

par le fait que :

2
Ar
=ld+ 5

Fr (kv + Arv) = (k* — & — &) Fr(v).
Considérons a présent le probleme de diffraction-transmission (1.8) & coefficients constants pour lequel :
Q_ = {(x;y;z) eR3:z< O} , Qy = {(a?;y;z) eR3:z> O}.

De par ce qui vient d’étre fait, nous avons :

, A
Mgk = iky[Id+ 25

Par symétrie, nous voyons par ailleurs que :

_ A
A, = —ikpy/Id + k—§
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Extension au cas courbe

Nous expliquons a présent, dans les grandes lignes, comment approximer les opérateurs DtN lorsque I'
est une surface fermée et )_ est convexe. La premiére étape consiste a redresser localement I' & 'aide
d’un systéme de cartes locales et de changements de variables liés au plan tangent [5]. Nous pouvons alors
réécrire ’équation de Helmholtz avec un nombre d’onde constant comme une équation elliptique a coefficients
variables dans un demi-espace. Il est ensuite possible de montrer que le symbole principal )\ﬂr, i de Popérateur
DtN extérieur est localement le méme que pour le demi-espace, a savoir :

M=k -g-g

Pour obtenir ce résultat, il est nécessaire d’utiliser le développement asymptotique en symboles homogenes
du symbole total Ay j de Popérateur DtN extérieur Ay j [5, 52] :

Ak~ AL+ AL+ AL+
les symboles )\i . étant homogenes d’ordre j en (&;;&y; k), & savoir :

V>0, Vie{l;0,=1;-}, N (u€a;n€y) = N, (€3 6y)-

Remarquons que le calcul des /\Z'h  Décessite d’avoir recours a une factorisation micro-locale de Nirenberg
de lopérateur DtN extérieur [5, 52, 89]. Cette derniére permet en particulier de séparer les ondes sortant et
entrant du domaine Q.

En premieére approximation, nous négligeons les termes d’ordre strictement inférieur a 1 dans le développe-
ment de Ay j :

)\_;'_, k= )\_1,’_7 k-
Nous choisissons donc d’approximer Ay j par I'opérateur dont le symbole total est )‘}hk' De par sa forme,
cet opérateur est toutefois difficilement exploitable en pratique. Pour contourner ce probléme, commengons
par remarquer que le symbole principal de I'opérateur :

est )\1+) - Nous proposons alors d’approximer Ay j par Af - Cette approximation n’est toutefois valable que
dans les zones hyperbolique et elliptique, respectivement notées H et E :

H={(k&:&): ¥ -&-&>00 , E={(k&:&) kK- -& <0},
et pas dans la zone des rayons rasants, notée G :
G={(k;&; &) : K> =& — & =~ 0}

Cela peut s’expliquer par le fait que Ai‘{ . est un opérateur singulier dans la zone G. Remarquons que les
zones hyperbolique et elliptique caractérisent respectivement les parties propagatives et évanescentes de
I’onde. Pour pallier le probléeme d’approximation dans la zone des modes rasants, nous suivons la solution
proposée dans [9] consistant & régulariser Af ;. en introduisant un parametre e :

1
A = ik\/.[d-i- divr <k2Vr) avec ke =k+ie, ¢>0. (2.16)

Par la suite, nous qualifierons d’approximation de type racine carrée I’approximation Aiq, - Le parametre €
est optimisé de sorte & intégrer de fagon approchée et locale les rayons rampants [9] :
€= 0.4k3 K7,

la notation x désignant la courbure moyenne de I'. Nous nous contentons toutefois de remplacer k par
I'inverse du rayon de la sphere circonscrite a €2_. Remarquons que Aiq’ , fait intervenir un opérateur de type
Helmholtz surfacique complexe symétrisé en vue d’une implémentation par la méthode des éléments finis
surfaciques [9]. Plus précisément, la définition de Ajg . est motivée par la relation suivante :

Vu,v € HY(T), k7?Vru € H(divp,I) = /divF(k;QVFu)vdr = _/ kZ2Vru - Vivdr.
r r
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Dans ce travail, de nombreux résultats numériques permettront d’affirmer indirectement, c’est-a-dire au tra-
vers de la vitesse de convergence du couplage faible (2.6), que Aiq) & €st une bonne approximation de Ay j.
Dans la sous-section 2.4.3, la qualité de Afk comme approximation de A i est toutefois illustrée, lorsque
T" est une sphere, de maniere plus directe.

L’opérateur A%, peut lui-méme étre approximé générant ainsi ce que nous appelons 'approximation d’ordre
+,k
zéro de A i, notée Ag_ P

AS ), =ikId. (2.17)

Cette approximation est d’autant plus valable que k est grand. Nous nous attendons toutefois a ce que Ai’ &
soit une bien moins bonne approximation de A  que Aj_q i- Des résultats numériques confirmant ce propos
lorsque T" est une sphere sont présentés dans la sous-section 2.4.3.

Des arguments similaires conduisent a proposer des approximations semblables & Aiqk et A(jr . pour l'opé-
rateur DtN intérieur :

1
As_({k,p = —’ikp\/fd+divl‘ <]€2VF>7 (2.18)
A, = —ikpld. (2.19)

A ce stade, il est possible d’anticiper que 'approximation de type racine carrée est meilleure pour A4  qu’elle
ne l'est pour A_ i ,. Cela est par ailleurs confirmé numériquement pour la sphere dans la sous-section 2.4.3.
Les opérateurs A > Lk et ASGl k,p Die sont pas locaux. Toutefois, ils le sont quasiment. Plus précisément, ils

peuvent étre alsement localisés. En effet, nous présentons dans la sous-section 2.3.4 une procédure efficace
et précise d’approximation locale de ces opérateurs. Cette derniére repose sur des approximants de Padé
adéquats de la racine carrée. Le DtN extérieur n’est pas un opérateur local mais n’est pas loin d’en étre un,
typiquement si ’objet diffractant est convexe et si le nombre d’onde est élevé. En revanche, 'opérateur DtN
intérieur est un opérateur fortement non local. Physiquement, cela peut se comprendre en termes de rayons
optiques. Pour illustrer cela, supposons que la surface extérieure de I'objet diffractant soit un miroir. Si un
laser est pointé dans la direction de 1'objet diffractant, le rayon issu du laser ne se réfléchit qu’une seule fois
sur I'objet diffractant si ce dernier est convexe. A contrario, supposons maintenant que la surface intérieure
de 'objet diffractant soit un miroir. Si un laser est allumé a l'intérieur de 1’objet diffractant, le rayon issu
du laser se réfléchit alors une infinité de fois sur la surface intérieure de 'objet diffractant.

Jusqu’a présent, nous avons donné des résultats d’approximation pour les opérateurs A4 et A_ , lorsque
k et p sont constants. Si k et p ne sont pas constants, nous nous autorisons a utiliser les extensions formelles
des approximations déja présentées. Remarquons que cette approche est appuyée par des considérations
théoriques. En effet, la théorie des opérateurs pseudo-différentiels et ’analyse micro-locale permettent d’in-
troduire de maniére rigoureuse les approximations considérées lorsque k et p ne sont pas constants.

2.3.3 Approximation intégrale du DtN intérieur

Comme nous l'avons signalé, A*, ' n’est pas une trés bonne approximation de A_ j , car elle ne permet pas
de prendre en compte les rayons multlplement diffractés. Nous proposons alors une nouvelle approximation
de A_ j , pour pallier ce probleme. Celle-ci n’est toutefois valable que lorsque k et p sont constants. Par
conséquent, dans cette sous-section, k et p sont supposés constants et strictement positifs.

Le point de départ pour trouver une meilleure approximation de A_ j, , est de remarquer que A_ i , = pA_ 1
et que A_ ;1 et Af ; sont liés.

Proposition 2.15 (Lien entre les opérateurs DtN).

Si k2 n'est pas une valeur propre du laplacien de Dirichlet, nous avons :
Se(A_ k1 — Ay g) =1d.

et par conséquent, nous disposons de la relation suivante :

A1 =8S" +Aj g
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Preuve

La premiere relation se montre en utilisant la Proposition 2.8 alors que la seconde fait appel a la Proposition
1.10 page 22.
|

Concretement, ce résultat nous permet de construire simplement des approximations de A_ , a partir
d’approximations de Ay . Il est alors naturel d’utiliser 'approximation de type racine carrée de Ay j
(2.16), que nous savons étre de bonne qualité, pour construire une approximation intégrale de A_ j ,, notée

int
A—wa :

. 1
AT,tk,p :pSlzl +Zk’p\/fd+d1VF<k2VF) (220)

Des résultats numériques présentés dans la sous-section 2.4.3 montrent que, dans le cas de la spheére, la qua-
lité de Al_nfk, , en tant qu’approximation de A_ 1, est comparable a celle de Afk en tant qu’approximation
de A+ k-

Lorsque k et p ne sont pas constants, la relation :
Akp=pA 1,

n’est pas vérifiée. En outre, les relations de la Proposition 2.15 sont également fausses puisque G n’est alors
plus la solution fondamentale de I’équation de Helmholtz. Ceci explique pourquoi nous limitons 'utilisation
de lapproximation intégrale (2.20) de A_  , au cas ou k et p sont constants.

II est possible de montrer que le symbole principal de S}, Dest —2)\3_, - Par conséquent, si € = 0, le symbole
principal de Aij’fk’ o correspond a celui As_q, kp? a savoir — p)\}ﬁ - Cela permet de comprendre plus précisément
pourquoi A™, , est une meilleure approximation de A_ j , que A™, ,- Concrétement, 'opérateur AmY , est
une amélioration de As_q7 k.p Car, étant construit & partir de 'opérateur intégral surfacique de simple couche,
il est fortement non local. Remarquons que ce gain en qualité d’approximation est associé, en pratique, a
un sur-colit computationnel, le temps de calcul et les besoins en mémoire nécessaires a 1’évaluation de S}, !
n’étant pas négligeables. Ce point est abordé en détails dans le Chapitre 3.

Les relations de Calderén suivantes nous montrent que Ny est un pseudo-inverse de Sy :
2 1 2 1
Dj. — SNy, = ZId , Dp® — NS = ZId.

En effet, nous rappelons que Dy, et Dj sont des opérateurs compacts. Nous pourrions donc penser & rem-
placer S, ! par —4N), dans la relation (2.20) de sorte & obtenir une approximation explicite de A_ j ,. Nous
avons toutefois constaté numériquement, dans le cas de la sphére unité, que cette approche n’est pas intéres-
sante. En effet, elle dégrade de maniére significative la qualité de Aij‘)tk, o Nous ne présentons pas de résultat
pour illustrer ce point et nous ne reviendrons pas sur cette approche dans la suite de ce travail.

Dauns la section précédente, nous avons donné les opérateurs optimaux pour le couplage faible (2.6) et pour les
sous-problémes (2.4) et (2.5). Il apparait donc que les deux sous-problémes (2.4) et (2.5) peuvent étre définis
a partir de Alj‘tk p» cecl étant naturellement dépendant des choix faits pour les opérateurs de transmission.
Toutefois, si les opérateurs de transmission sont optimaux pour le couplage faible (2.6), ce qui correspond

au cas d’intérét de cette étude, Aiftk , e peut intervenir que dans la définition du probléme extérieur.

2.3.4 Approximations de Padé

Dans les sous-sections précédentes, nous avons proposé des approximations des opérateurs DtN construites

a partir de 'opérateur suivant :
. 1
\/Id-f—ler <k2Vp) (221)

Tel quel, cet opérateur est non local. Il est donc difficilement utilisable en pratique. Pour illustrer ce propos,
nous supposons que k et € sont constants. Nous faisons appel aux notations de la sous-section 2.1.2 et nous
introduisons la matrice de raideur surfacique, notée Hr :

Vi,j (S {1;-~-;N}, HF,i,j :/Vpei.Vpej.
r
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La version discréte de Popérateur (2.21) est alors donnée par :

(JId— —Jral

Nous rappelons qu’il est effectivement possible de donner un sens a cette matrice. D’'une maniére générale,
si une matrice carrée ne possede aucune valeur propre dans R_, cette derniére admet une unique racine
carrée, appelée racine carrée principale, dont les valeurs propres sont a partie réelle strictement positive.
Bien qu’il soit possible de calculer cette racine, le cotlit de cette opération est généralement élevé [47].

Pour rendre l'opérateur (2.21) plus facilement utilisable en pratique, nous adoptons une approche radicale-
ment différente basée sur les approximations de Padé [85].
Proposition 2.16 (Approximation de Padé de la racine).

L’approxzimation de Padé de la racine carrée d’ordre N, avec une rotation de branche d’angle 8, est donnée
par :

R(2) > —1 )b -
. - 1 f’\\j
V2t {VJ€{1;~~;Np} 24 -Bt T ey =t aleJ +BZ
avec : N, 0
Z 44 _ e ay e~ b
B,

’ B; = ; )
(L bi(eit — 1)) Tl bi(em = 1)

N, .
2 o gm o T Soaj(e”® —1)
_ b, = _JT Co = 1 : .
) A <2Np+1) AR ) A A ¢t +;1+bj(eﬂ€p_1)

De 14, nous proposons I'approximation formelle suivante de I'opérateur (2.21) :

-1
\/Id+divF(k2 Vp> Rold — Z [Id+ B; d1Vp(k2 Vpﬂ : (2.22)

L’opérateur (2.21) intervenant dans les approximations A% ko A kp €t Alnt des opérateurs DtN peut

alors étre approché via la relation (2.22), générant ainsi de nouvelles approxunatlons des opérateurs DtN,

dites de Padé et notées Asq’Np Op , A% Np’” ? et Alnt ]\Z)”’e’) Ces nouvelles approximations sont alors facilement
utilisables en pratique pulsque levaluatlon numerlque de l'approximation (2.22) peut étre effectuée avec
un cofit relativement faible. En effet, elle requiert la résolution de N, équations complexes sur I' de type
Helmholtz et par conséquent, celle de N, systémes linéaires creux et complexes de taille raisonnable. Ce
point sera détaillé dans la section 3.3.1. Remarquons que I'approximation (2.22) permet de comprendre la
nature pseudo-locale de l'opérateur (2.21).

Plus N, est grand, plus I'approximation (2.22) est précise. L’angle 6, généralement choisi entre 0 et 7,
permet de faire tourner la branche de coupure de la racine complexe. Bien choisi, il conduit notamment
a une tres bonne approximation de /1 + z lorsque z est proche de la branche de coupure et ceci pour de
faibles valeurs de N, (typiquement 2 ou 4). La rotation de branche permet donc de correctement évaluer la
racine de la partie elliptique de I'opérateur :

. 1
Id + divp <k2Vr> ,
a savoir la zone ou son symbole principal :
1
1- (& +¢D),

est proche de la branche de coupure. Remarquons que l'introduction du parametre € rend cet opérateur
dissipatif et éloigne légeérement son symbole principal de la branche de coupure usuelle.

Nous terminons cette sous-section en mentionnant que la formule définissant I'opérateur (2.21), qui est
donnée dans la prochaine proposition, permet egalement de comprendre I'intérét de la rotation de branche.
En effet, les (\;) étant arbitrairement grands, 1 — ké est proche de la branche de coupure usuelle lorsque
£ est grand. Il est donc important de disposer d’une bonne approximation de la racine pour des nombres
complexes proches de la branche de coupure usuelle.
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Proposition 2.17 (Continuité de 'opérateur racine).

Soit s € R. Si k et € sont constants, l'opérateur (2.21) est défini comme suit :

A 400 A\ +00

Vu € HTH(D), \/1d+ k—;u = Z 1- k—gageg dans H*(T') o0 u= Z apey  dans HTH(T).
c —o € =0
Il est donc continu de HTH(T) dans H5(T).
Preuve
Commengons par remarquer qu’il existe une constante C' > 0 telle que :
VEEN, [N —kZ <C(A+1),

puisque :

12
i ek

=1
t—+oo Ap+1

Soit & présent u € H*T (). 1l existe alors une suite (ay)gen C C telle que (voir Proposition 2.13) :

+oo too
u= Zageg dans H*VI(T) | Z(l + Xo)* T ap]? < 4o0.
£=0 £=0

La somme définissant /Id + %u converge alors bien dans H*(I") puisque (voir Proposition 2.13) :

+oo too
k|2 Z(l + )\g)s|)\g — k‘?‘ low|? < Clke| 2 Z(l + )5 ay]? < +o0.
=0 £=0

Pour finir, 'inégalité précédente se réécrit plus simplement comme suit :

/ Ar

Ap

2
HS+1(F)7

2
< Clke|~*|lul
H*(T)

prouvant ainsi la continuité de ,/Id +

2.4 Cas particulier de la sphére unité

Dans cette section, nous commengons par présenter des résultats de diagonalisation pour tous les opérateurs
surfaciques que nous avons introduits jusqu’a présent. Lorsque I' correspond & la sphére unité de R?, notée
S, ces opérateurs sont, sous certaines hypotheses pour certains d’entre eux, diagonalisables et nous dispo-
sons d’expressions analytiques pour leurs valeurs propres. Pour les opérateurs intégraux surfaciques et pour
Popérateur DtN extérieur, ceci est vrai sans aucune restriction. Pour I'opérateur DtN intérieur, il est en
revanche nécessaire que le probleme (2.8) soit a coefficients constants, c’est-a-dire que k, o € R% . De méme,
pour l'opérateur (2.21) et ses approximations de Padé, il faut que k& € R’ . Enfin, pour les opérateurs de
résolution et pour 'opérateur du couplage faible (2.6), 'objet diffractant doit étre homogene.

Ces résultats de diagonalisation sont particulierement intéressants car ils nous permettent d’effectuer, avec
une grande simplicité d’implémentation, une premiére série de tests semi numériques/semi analytiques per-
mettant de valider ce que nous avons présenté jusqu’a maintenant dans ce chapitre. Dans un premier temps,
nous confirmons numériquement les qualités annoncées pour les approximations des opérateurs DtN propo-
sées dans la section 2.3. Ensuite, nous validons la pertinence pratique du couplage faible (2.6). Pour finir,
nous nous intéressons & la résolution itérative des sous-problémes (2.4) et (2.5).

Les résultats de diagonalisation que nous présentons étant basés sur les harmoniques sphériques [88] et sur

les fonctions de Bessel sphériques [1], nous commengons cette section par quelques rappels concernant ces
outils.
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2.4.1 Harmoniques sphériques et fonctions de Bessel

Pour définir les harmoniques sphériques, nous devons introduire les polynémes de Legendre ainsi que les
fonctions de Legendre associées. Les polynémes de Legendre, notés (P,);en, sont définis par :

1 d

_ -7 2 1\l
VEEN P= o xa 1

ou de maniere équivalente comme suit :
P=1, =X |, VZEN*, (l+1)B+1:(2l+1)XB—UDl,1.

Les fonctions de Legendre associées, notées (P/™) ;en , sont définies & partir des polynémes de Legendre
0<m<li
par : -

VieN, v0<m<l, Vexel-11, P"(z)=(01- I2)%Pl(m)(z)'

Les polyndmes et les fonctions de Legendre sont des fonctions propres de certains opérateurs différentiels et
constituent des familles orthogonales.

Proposition 2.18 (Propriétés des polynomes de Legendre).

Les polynomes de Legendre vérifient les propriétés suivantes :

d d
Vi e N, . VLkeEN, /PlPkd;vz 51k
. A+ 10"
P(1) =1,

Proposition 2.19 (Propriétés des fonctions de Legendre associées).

Les fonctions de Legendre associées satisfont :

d d 2

VIEN, Yo<m<l, Vrxe|-11], m<(1—x2)mﬂm(x)>+<z(z+1)—&)Pﬁ(m)—o,
! 2(1 +m)!
PPy = ——
R T B 1) (1 — m)!

Nous disposons a présent de tous les outils nécessaires pour introduire les harmoniques sphériques scalaires

de surface, notées (Y;™) ien
—1<m<l

vYmeN, Vk1>m, /

k-

QL+ 1D = [mD! Spml
4r (1 + |m|)! F

VIEN, V—-I1<m<l, VY9€0;n], Vpe[0;2r], Y(0;¢) = \/ (cos B)e'™.

L’intérét des harmoniques sphériques scalaires de surface réside dans le fait qu’elles correspondent aux

fonctions propres du laplacien surfacique scalaire sur S.

Proposition 2.20 (Propriétés des harmoniques sphériques scalaires de surface).

Les (Y;) sont exactement les fonctions propres de —Ag et constituent une base orthonormale de L2(S) :
VieN, V-I<m<I, —-AsY"=I(l+1)Y™

Elles forment également une base orthogonale de Hi%(S).

L’équation différentielle suivante est connue sous le nom d’équation de Bessel :

22y + oy + (22 —1v)y=0 , veER.

Cette derniere admet une solution sous la forme d’une série entiere, notée J,, et connue sous le nom de
fonction de Bessel de premiere espéce de parametre v € R :

o= (5) B amten (3)

Pour certaines valeurs du parameétre v, les fonctions de Bessel de premiére espéce permettent de générer une
base de l'espace des solutions de I’équation de Bessel.
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Proposition 2.21 (Base de l'espace des solutions de 1’équation de Bessel).

Sivé¢Z,J, et J_, forment une base de l’espace des solutions de ’équation de Bessel.
Siv eZ, J, et J_, ne sont pas linéairement indépendantes puisque nous avons :

Ty = (~1)"J,.

Si le parametre v est un entier, il est donc nécessaire d’exhiber une autre solution de ’équation de Bessel
pour obtenir une base de ’espace de ces solutions. Dans cette optique, nous introduisons la fonction Y,
connue sous le nom de fonction de Bessel de seconde espece de parameétre v € R, définie par :

cos(mv)Jy(x) — J_p(x)

Y, (x) = Sin(mv) ,sivé¢Z,
Y, (x) = lim COS(FV)J_V(:E) — Jﬁ”(x), sin € Z.
v—n sin(7v)

Proposition 2.22 (Base de l'espace des solutions de 1’équation de Bessel).

SiveR, J, etY, forment une base de l’espace des solutions de l’équation de Bessel.

L’équation de Bessel n’est pas résolue en 0, c’est-a-dire que le coefficient devant la dérivée d’ordre maximal, &
savoir 22, s’annule en 0. Ses solutions peuvent donc ne pas avoir de limite finie en 0. La proposition suivante
précise ce point.

Proposition 2.23 (Comportement a l'origine des fonctions de Bessel).
Lorsque x tend vers 0 par la droite, les (J,)yer, admettent une limite finie alors que les (Y,),cr, ont une
limite infinie.

Pour les problemes de propagation d’ondes en régime harmonique, il est intéressant de travailler avec les
fonctions de Hankel, notées H} et H2. Ces derniéres sont définies, pour un parameétre v € R, comme suit :

Hl=J,+1iY, , HZ=J,—iY,.

Il existe de nombreuses variantes de I’équation de Bessel. Nous introduisons ici la seule qui est utile pour ce
travail, a savoir I’équation de Bessel sphérique :

$2y"—|—2xy’+(:CQ—n(n—l-l))y:O , neN.

Les fonctions de Bessel sphériques de premiere et de seconde espéce de parametre n € N, notées respective-
ment j, et y,, sont construites & partir des fonctions de Bessel comme suit :

s ™

In(@) =4[ oo I (@) 5 yn(@) =4/ 5 Yayy (@)

Proposition 2.24 (Base de I’espace des solutions de 1’équation de Bessel sphérique).

Les fonctions j, et yn forment une base de l’espace des solutions de l’équation de Bessel sphérique.

De méme que pour les fonctions de Bessel, il est possible de préciser le comportement en 0 des fonctions de
Bessel sphériques.

Proposition 2.25 (Comportement en 0 des fonctions de Bessel sphériques).

Les limites des (jn)nen et des (Yn)nen lorsque x tend vers 0 par la droite sont respectivement finies et
infinies.

Pour des probléemes de propagation d’ondes en régime harmonique, il est plus intéressant de considérer les
fonctions de Hankel sphériques, notées hl et h2, et définies pour un parametre n € N par :

T s
by () = ﬂH}H%(ﬂf) , hi(z) = %HEH%(HC)
La proposition suivante permet de comprendre I'intérét des fonctions de Hankel sphériques. Les fonctions de
Hankel sphériques de premiere espece (hl),en vérifient une condition sur leur comportement asymptotique
similaire & la condition de radiation (2.1c) alors que ce n’est pas le cas pour les fonctions de Hankel sphériques
de seconde espece. Nous verrons dans la prochaine sous-section que les fonctions de Hankel sphériques de
premiére espéce permettent de représenter et de générer des ondes diffractées.
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Proposition 2.26 (Comportement asymptotique des fonctions de Hankel sphériques).

Les fonctions (hl)nen vérifient :
1
(o) - inko) = 0 ).
mais cela n'est pas le cas pour les (h2)nen.

Preuve

La preuve repose sur la formule de Rayleigh :

1.d\"e*
Ve >0, hl(z)=—i(-z)"(=-—) —.
x>0, () i(—x) <xd:c)

xT

Par récurrence, il est possible de montrer qu'’il existe des polynémes (P, )nen tels que :

1d\"e® n el 1
deg(Pn) <n ) Pn(o) =1 s Vo > 0, ((Ed;)g) ? =1 WPTL <x)

Nous en déduisons alors que :

m = Sl so(1)] L omw =S ro(3)]

T T T T

ce qui permet de montrer le développement asymptotique annoncé. Pour terminer cette preuve, il suffit de

remarquer que : ‘ .
h2(z) = “— {Wl + 0(1>] , h2 (@) =° [z" + 0(1)] ,
T €T x x

puisque h2 = hl.

2.4.2 Diagonalisation des opérateurs surfaciques

Dans cette sous-section, nous donnons des résultats de diagonalisation pour tous les opérateurs surfaciques
introduits jusqu’a présent dans ce chapitre lorsque I' correspond a la sphére unité de centre 0, notée S. Ici,
B désigne la boule unité ouverte de centre 0.

Nous commengons par expliquer comment construire des solutions élémentaires modales de I'équation de
Helmholtz, qu’elle soit posée sur B ou sur R3\B.

Proposition 2.27 (Solutions élémentaires modales de ’équation de Helmholtz).
Soit k € R%.. La fonction u = j;(kr)Y;™(0; p) vérifie :
Au + k*u =0 dans B.
Siu = hi (kr)Y;™(0;¢), u satisfait :
— 1
Au+ k*u =0 dans R3\B , 0O,u —iku = O(ﬁ)
Preuve

Pour montrer que 1’équation de Helmholtz est vérifiée, il suffit de coupler le fait que j; et hj vérifient
Péquation de Bessel sphérique (Proposition 2.24) a la Proposition 2.20 et a la relation :

Vr>0, VoeS, [Au)j(ro)= %87“ (r?0,[u(ro)]) + %Ag[u(ra)]. (2.23)

Pour finir, la Proposition 2.26 montre que la condition de radiation est vérifiée.
|

Nous pouvons maintenant donner le résultat de diagonalisation pour les opérateurs intégraux surfaciques.
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Proposition 2.28 (Diagonalisation des opérateurs intégraux surfaciques).

Soit k € R%.. Les (Y;™) diagonalisent les opérateurs intégraux surfaciques associés a k :
S =sY" . DY =4y DY =4y N =Y
avec : )
sk =ikj(R)hi (k) df = =3 +iRGRR(R) k= k()R (R).
Preuve

Etant donné que les (Y;™) constituent une base de H*2 (S) (voir Proposition 2.20), il suffit de vérifier qu’il
s’agit de vecteurs propres des opérateurs intégraux surfaciques.

Définissons u par :
u=j;(kr)Y;"(0; ¢) dans B.

La fonction u vérifie alors I’équation de Helmholtz dans B (Proposition 2.27) et ses traces de Dirichlet et de
Neumann sont données par :

pu=ak)Y" ,  yyu=kjk)Yy;"
En prolongeant u par 0 dans R?\B et en utilisant la Proposition 1.3 page 15, nous obtenons la représentation :

u = kj;(k)SY,™ — ji(k)DrY,” dans B.

En prenant les traces de Dirichlet et de Neumann de cette relation (voir Proposition 1.2 page 15), il vient :

1 - m . m . m
5]1(’“)5/1 + ji(k)DrY,™ — kjj(k)SiY,™ =0, (2.24)
5747]1'(/?)3/1 — kjj(B)DpY,™ + j1(k) Ny Y™ = 0. (2.25)

Nous définissons a présent u par :
u = h; (kr)Y;"(0; ¢) dans R3\B.

La fonction u vérifie ’équation de Helmholtz dans R3\B ainsi que la condition de radiation (2.1c) (Propo-
sition 2.27) et nous avons :
m / m
vhu=hiEY™ | hu = khd (k)Y

En prolongeant u par 0 dans B, la Proposition 1.3 page 15 nous fournit la représentation intégrale suivante :
u=—kh} (K)SKY,™ + hi (k)DiY;™ dans R*\B.

En prenant les traces de Dirichlet et de Neumann de la relation précédente (voir Proposition 1.2 page 15),
nous obtenons :

1
Shi (R)Y™ = hi (k) DRY™ + kb (B)SY™ =0, (2.26)
1

5kh}’(k)Ylm + kh} (K)DLY™ — hy(k)NyY;™ = 0. (2.27)

Il reste alors & faire des combinaisons linéaires des relations (2.24)-(2.27). Nous ne calculons que les valeurs
propres de Dy, le raisonnement pour les autres opérateurs étant similaire.

En effectuant la combinaison linéaire hlll(k) (2.24) + j;(k)(2.26), nous obtenons :

(hi(k)ji (k) — (k)R (k) DyYy™ = - (hi (k)j] (k) + ji (k)R (k) Y™,

|~

ce qui permet de conclure en utilisant la relation :

i

hE(k)ji(k) — k)R (k) = —
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Nous donnons a présent des résultats de résolution modale pour les équations de Helmholtz intérieure et
extérieure.

Proposition 2.29 (Résolution modale de 1’équation de Helmholtz intérieure).

Soit k € RY. et u € H'(B) vérifiant Au + k?u = 0 dans B. Il existe alors une famille (a]*) 1en C C telle
que : “lemsl
+oo

l
u=y_ Y afju(kr)Y/"(0;¢) dans H'(B),

=0 m=—1

et les traces de Dirichlet et de Neumann de u sont données par :

+oo +oo I
Ypu= Y S Ay gu=Y > afkji(k)Y"
=0 m=—1 =0 m=—1

Preuve

Nous ne donnons qu’une preuve formelle de ce résultat. Si r €]0; 1], nous avons (Proposition 2.20) :

+oo m

u(ro) = Z Z ut (r)Y" (o) avec wuj*(r)= /Su(ra')Yfm ds.

=0 m=-1
Or il s’avére que les (u]") vérifient une équation similaire & I’équation de Bessel sphérique :
q l q q P q

d

d(j)mkm = [ (060 lutra) + P ulro)) Vi S = — [ Aclutra))y ™ as

= — /u(ro-)ASYrm dS=1(+1) /u(ra‘)Yrm ds
s s
= I(I+ Du(r).

Ce calcul repose en particulier sur la relation (2.23). La fonction u ayant une limite finie en 0, il en va de
méme pour les (u]”) et la Proposition 2.25 donne :

ui(r) = oq"ji(kr).
|

Remarquons que les Propositions 2.27 et 2.29 permettent de déterminer les valeurs propres des laplaciens
de Dirichlet et de Neumann dans B.

Proposition 2.30 (Valeurs propres des laplaciens de Dirichlet et de Neumann).

Les valeurs propres du laplacien de Dirichlet sont les carrés des zéros non nuls des fonctions :

R+ — R

. , leN.
r o= ()

Les valeurs propres non nulles du laplacien de Neumann correspondent aux carrés des zéros non nuls des

fonctions :
R_;,_ — R

P g e

Proposition 2.31 (Résolution modale de I’équation de Helmholtz extérieure).
Soit k € RY. et u € HY (R3\B) vérifiant :
— 1
Au+ k*u =0 dans R3\B , 0O,u —iku = (’)(742> .

Il existe alors une famille (") 1en  C C telle que :
—I<m<l

+oo

l
w="">" ai"h (kr)Y;"(0;¢) dans Hi, (R*\B).
=0 m=—1
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En prenant les traces de Dirichlet et de Neumann de la relation précédente, nous obtenons :

“+o0 ! +o00 l

/
vhu=_ D oMK  fu=) > alkhi (k)Y

=0 m=—1 =0 m=—1
Preuve
La preuve est la méme que pour I’équation de Helmholtz intérieure & ceci prés que nous avons :

ui(r) = o hy (kr).

En effet, comme u vérifie la condition de radiation (2.1c), les

(uj*) satisfont :
d 7 N m 1
—drul” —iku* =0 <r2>'

Nous donnons & présent des résultats de diagonalisation pour les opérateurs DtN et pour 'opérateur (2.21)
ainsi que ses approximations de Padé.

Proposition 2.32 (Diagonalisation des opérateurs DtN).
Soit k € R Les (Y;) diagonalisent I'opérateur DtN extérieur :

hi' (k)
hi (k)

L e

Si k% n’est pas une valeur propre du laplacien de Dirichlet sur B, les (Y,™) diagonalisent également l'opérateur
DtN intérieur :

A_ 1Y = k=—2LY"™.
s u(k) !

Preuve

Etant donné que les (Y;™) constituent une base de H: (S), il suffit de vérifier qu’il s’agit de vecteurs propres
des opérateurs DtN.

La fonction u = j;(kr)Y;™ vérifie '’équation de Helmholtz dans B et ses traces de Dirichlet et de Neumann
sont données par :

Ypu =RV yyu=kji(k)Y,"
De la méme manicre, si u = h} (kr)Y;™, u vérifie 'équation de Helmholtz dans R3\B ainsi que la condition
de radiation (2.1c). Ses traces de Dirichlet et de Neumann sont données ci-dessous :

m ! m
vhu=hi ()Y, yhu=kh} (F)Y;".

|
Proposition 2.33 (Diagonalisation de 'opérateur racine carrée).
Les fonctions (Y,*) diagonalisent l'opérateur racine carrée :
As o +1) .
Id—i—k—?Yl =4/1— 2 Y™,
ainsi que ses approximations de Padé :
N -1 N —1
<R01d—ZB_<Id+ ]{72A5> >Yz = (RO —Z‘<1 - ]€21(l—|—1)) )Yl .
i=1 " € i=1 "' €
Preuve
11 suffit d’utiliser les Propositions 2.17 et 2.20.
|
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Couplée & la Proposition 2.28, la proposition précédente nous assure que les (¥;*) diagonalisent toutes les
approximations des opérateurs DtN que nous avons présentées dans la section précédente. Par la suite,
nous supposerons donc que les (Y;*) diagonalisent les opérateurs de transmission T_ et T de la maniere
suivante :

VIEN, V—Il<m<l, T.Y"=tfY/" , VIeN, V—Il<m<l, T.Y"=tY"

Sous cette hypotheése, il est alors possible de donner une condition nécessaire pour que les sous-problémes
(2.4) et (2.5) soient bien posés ainsi que des résultats de résolution modale pour ces problémes. Jusqu’a la
fin de cette sous-section, nous supposons que k_ et p sont des réels strictement positifs.

Proposition 2.34 (Le caractére bien posé des sous-problémes).
SiT_ et Ty sont tels que les problémes intérieur (2.4) et extérieur (2.5) sont bien posés, nous avons :

VIEN, pk_ji(k-)+t ji(k-) #0,
VIEN, tfhi(ky)+kihl (ki) #0.

Preuve

Nous ne traitons que le cas du probléeme intérieur, le probleme extérieur se traitant de la méme maniere.
Supposons qu’il existe [ € N tel que :

pk_ji(k-) +t; ji(k-) =0,
et u € H'(B) tel que :
Au+k*u=0dans B , pynu+T_ypu=Y"" | mge{=l;---;l}.
En utilisant la condition de bord et la Proposition 2.29, nous obtenons :
(t (k=) + pk—ji(k-))oq"* = 1,

ce qui n’est pas possible.

|

Proposition 2.35 (Résolution modale du probléme intérieur).

La solution du probléme intérieur (2.4) :

weHY(B) , Aut+kiu=0dansB , pyyu+T_ypu=g,
est donnée par :
l +oo 1
B X e T e 9= % 5

Preuve

Il suffit d’utiliser la Proposition 2.29.
|

Proposition 2.36 (Résolution modale du probléme extérieur).

La solution u € H,.(R*\B) du probléme extérieur (2.5) :
= 1
Au+k2u=0dans R3\B |, ~Aju+Tivfu=g , Owu—ikiu= O(Tz)

vérifie :

“+00 l m “+00 l
B (ki)Y avee g = gy
ZO ; +h1 (k) —l—k‘+h1/(k+) Z Z

=0 m=—1
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Preuve

La Proposition 2.31 donne directement ce résultat.

Les deux propositions précédentes permettent de diagonaliser les opérateurs de résolution.

Proposition 2.37 (Diagonalisation des opérateurs de résolution).

Les fonctions (Y;™) diagonalisent R_ et Ry :

hi (k<)
1/ 1 + Y
kyhy (k) + by (k)

m

RY"=—— Atk =Y, RY" =
pk—ji (k=) + ji(k-)t;

Pour finir, nous précisons le spectre de S.

Proposition 2.38 (Spectre de S;).

Les (Y;™) diagonalisent S_ et Sy :

m_ (1 (k=) _ m
5% (1 o) T )>Yl’

SR <1+ ) —tl*))Y/”-
kihy (ki) +hy (ky)t

De la, nous en déduisons les valeurs propres de Sy :

- k) . hi (k) _
jE\/l i)+ R >\/1+k+h}’<k+>+h}<k+>tf(tl i

Preuve
Les résultats portant sur S_ et Sy se démontrent sans difficulté en revenant a leurs définitions.

Pour déterminer les valeurs propres de Sy, il est suffisant de montrer que :

Sp(Sr) = £/ Sp(5-54).

Nous commengons par remarquer que A € C* est une valeur propre de S; si et seulement si il existe
1 1
(u;v) € H 2(S) x H™2(S)\{(0;0)} tels que :

S_Syv= >\
U= %SJrv

Nous en déduisons alors que :
Sp(Sx)\{0} = £/5p(5-5:)\{0}.

Pour conclure, il suffit de remarquer que, S_ et S étant diagonalisables dans la méme base, nous avons :

Sy injectif <« S_ et S; injectifs <« S_Sy injectif.

2.4.3 Qualité des approximations des opérateurs DtN

Dans cette sous-section, nous analysons numériquement la qualité des approximations des opérateurs DtN
présentées dans la section précédente lorsque I' correspond & la sphére unité de R3 de centre 0. Pour ce
faire, nous comparons graphiquement les spectres de ces approximations et ceux des opérateurs DtN exacts
correspondant. Toutefois, afin de faciliter I’interprétation des résultats, une transformation est appliquée a
ces spectres. Plus précisément, pour juger de la qualité d’approximations A™} | et A'P) de A_ ;1 et de
ALk, k € R, nous nous intéressons aux spectres des opérateurs suivants :

L a L a
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La transformation des spectres que nous proposons est basée sur les relations (voir Proposition 2.8) :
1 1
§Id+Dk _SkAf,k,l =0 , ild_Dk'i‘SkAJr,k =0.

De 14, nous voyons que le critére permettant de déterminer si A*) k1 et Aapk sont de bonne qualité est alors
treés simple : si les spectres des opérateurs (2.28) sont concentrés autour de 0, cela signifie que les approxi-
mations correspondantes sont précises. Remarquons que les relations sur lesquelles nous avons construit
la transformation des spectres correspondent concrétement a des définitions des opérateurs DtN. En effet,
sous réserve que k2 ne soit pas une valeur propre du laplacien de Dirichlet, elles se réécrivent de maniére
équivalente comme suit (voir Proposition 1.10 page 22) :

1 1
Af,k,l :Slzl (2Id+Dk:> 9 A+,k = —Slzl (21d_Dk>

Dans l'optique de séparer les difficultés, nous commencons par analyser la qualité des approximations A" 1o
As_q,kvl, A_,,%l, A_&k et A+,k des opérateurs DtN. La Figure 2.1 présente les spectres transformés de ces
approximations, le nombre d’onde k étant égal a 20. Nous avons ici choisi de représenter les 50 premieres
valeurs propres des spectres considérés. D’une maniére générale, sauf mention explicite du contraire, tous
les tests numériques basés sur les harmoniques sphériques ont été réalisés en se limitant aux 50 premieres
valeurs propres des opérateurs en jeu. Cette figure confirme bien ce que nous avions anticipé dans la section
2.3. La meilleure approximation de A_ j ; est A™ |, suivie de A*! | | puis de A? ; ;. De méme, A7, est une
meilleure approximation de A4 ; que Ag’ - Enfin, Aif’tk’l en tant qu’approximation de A_ i 1 est de qualité
. . N sq 5 . .
similaire a A + 5 en tant qu’approximation de Af k.

DtN intérieur DtN extérieur
2 \ \ I B T T \
A N ) Aifytkyl © Asq
N As—q,k,l Ai k
A . N a Al)_7k N 1 .
g 1r 4 A | g
S AN A <
= ° g
& 8 &p
< <
g 2051 |
— 0 | @ N —
g A A n g
- )
= A —
< <
A~ A . A P
A 0 | Cg%%o |
1 a g - o
A
| | | | | | | |
—2 -1 0 1 -1 —0.5 0 0.5
Partie réelle Partie réelle

FIGURE 2.1 - Qualité des approximations A™ |, A A% 1 AP et A9, des opérateurs DtN (k = 20)

Nous nous intéressons a présent a la qualité des approximations de Padé des opérateurs DtN. Il est bien siir
possible de réaliser une étude exhaustive consistant a évaluer la qualité de Asq’N" O Asq’N”’a et Alrlt N”’e ,
ceci pour plusieurs valeurs de NV, et de 0, mais cela n’est pas nécessaire. En effet le probleme sous—Jacent
consiste concretement a determmer si la relation (2.22) est effectivement bien Verlﬁee et pour ce faire, il est

p70P

suffisant d’évaluer la qualité de A , encore une fois, pour plusieurs valeurs de N, et de ¢,. La Figure 2.2

présente le spectre transformé de qu’ pb * pour quelques valeurs de N, et de 0,, le nombre d’onde & etant a

nouveau fixé a 20. Cette figure est composee de deux graphiques, a savoir un pour lequel 6, est égal a 5 et
un autre pour lequel N, est égal a 4. A titre de comparaison, sur ces deux graphiques ﬁgure une référence
correspondant au spectre transformé de Aigk. Ces résultats confirment bien ce qui a été annoncé dans la
sous-section 2.3.4. Plus NNV, est grand et meilleure est I’approximation de Padé. Remarquons qu’il n’est pas
nécessaire pour N, d’étre tres grand pour que la relation (2.22) soit bien vérifiée, N, = 4 apparaissant déja
comme un bon compromis. Enfin, ces résultats illustrent I'intérét de la rotation de branche sans laquelle les
modes d’ordre élevé ne sont pas bien approximés.
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O, =735 N, =4
I I T I I T
0.2 - 0 Référence | 1 o Référence [
Np=1 0,=0
& Np=4 A 0,=T
) | B ©
= 0.1 2 0.5 .
g ° %y g
L
R I %5 © 4 5 :
2 0 o 9 U N N
2 2
Ay [al)
—0.1+ 6 .
—0.5 | B
| | | | | | | | | |
—0.2 -0.1 0 0.1 0.2 —-1.5 -1 —-0.5 0 0.5
Partie réelle Partie réelle

FIGURE 2.2 — Qualité des approximations Asq’ 7% de Popérateur DtN extérieur (k = 20)

2.4.4 Convergence du couplage faible

Cette sous-section a essentiellement pour but de vérifier, sans grand effort d’'implémentation, que le couplage
faible (2.6) est pertinent d’un point de vue pratique, c’est-a-dire qu'il est effectivement possible de le ré-
soudre en un nombre raisonnable d’itérations GMRES. Pour ce faire, nous supposons que 1'objet diffractant
est homogene puisque dans ce cas, nous disposons d’expressions analytiques pour les valeurs propres de
Popérateur du couplage faible (2.6). Nous pouvons alors assembler une matrice diagonale dont les coeffi-
cients correspondent a un certain nombre des premieres valeurs propres de 'opérateur du couplage faible
(2.6) et tester la convergence de la procédure GMRES appliquée & cette matrice. Cette approche est en effet
intéressante pour évaluer la pertinence pratique du couplage faible (2.6) puisque la vitesse de convergence de
la procédure GMRES dépend principalement du spectre de 'opérateur considéré. Dans 'optique de tester
de maniére robuste le couplage faible (2.6), nous choisissons par ailleurs d’exécuter plusieurs fois (100 fois)
et avec des seconds membres aléatoires la procédure GMRES pour ensuite faire une moyenne des résultats
obtenus.

Nous commencons par nous intéresser au cas ou les deux opérateurs de transmission sont optimaux pour
le couplage faible (2.6). Nous parlons alors de couplage faible optimisé et nous rappelons qu’il s’agit du cas
d’intérét de ce travail de recherche. Les premiers résultats que nous présentons ont été obtenus en utilisant les
approximations A"t % po Aiq’ ke p Ag ke po Aiq gy €t A(_)h oy des opérateurs DtN. Les figures correspondantes
sont toutes constituées de six courbes respectivement associées a une paire d’opérateurs de transmission
(T_;Ty), toutes les paires possibles étant considérées. Dans 'optique de ne pas surcharger ces figures, les
notations pour les approximations des opérateurs DtN sont allégées dans les légendes. Par exemple, Aif)tkﬂ o
t AT’,CJr sont notés A™ et AT La Figure 2.3 présente des historiques de convergence GMRES pour le
couplage faible optimisé lorsque k_ = 20, k. = 10 et p = 5. Dans l'optique de faciliter la présentation
des résultats, nous notons n?tpt le nombre d’itérations nécessaires a la procédure GMRES, lorsqu’elle est
appliquée au couplage faible optimisé, pour atteindre la tolérance prescrite. Remarquons que la tolérance
GMRES a été fixée & 106 pour tous les tests de convergence GMRES basés sur les harmoniques sphériques.
La Figure 2.4 montre 1’évolution de n?tpt en fonction du nombre d’onde intérieur pour ky = 10 et p = 5.
D’un point de vue physique, il est effectivement possible de faire varier k_, k4 étant fixé. En effet, il suffit
de changer le fluide constituant 2_, le fluide constituant 2, et la fréquence restant identiques. Le compor-

tement de niotpt en fonction du nombre de valeurs propres considérées est donné, pour k_ = 20, k; = 10 et
p = 5, dans la Figure 2.5. Enfin, nftpt est représenté en fonction de p lorsque k_ = 20 et k1 = 10 dans la
Figure 2.6.

Ces résultats sont cohérents avec ce que nous pouvions anticiper. Ce sont les meilleures approximations
des opérateurs DtN qui donnent les meilleures convergences GMRES pour le couplage faible optimisé. De
plus, les approximations AY' s A% et A , des opérateurs DtN rendent ng” ' trés peu dépendant du
nombre d’onde, ce qui est partlcuherement mteressant lorsque la fréquence est élevée. Ces mémes approxi-
mations permettent également de faire en sorte que njy’ * soit quasiment indépendant du nombre de valeurs
propres considérées. Cela nous laisse penser que, en pratique, n?tpt sera quasiment indépendant du pas du
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Notons par ailleurs que le coefficient de transmissmn p semble etre régularisant dans le sens ou n?tp décroit
lorsque p croit. Pour finir, il est également intéressant de remarquer que si un des opérateurs de transmission
correspond a une trés bonne approximation d’un opérateur DtN alors que cela n’est pas le cas pour 'autre
opérateur de transmission, la convergence GMRES n’est pas fortement dégradée par rapport au cas idéal
ou les deux opérateurs de transmission correspondent a de trés bonnes approximations des opérateurs DtN.
C’est une conséquence directe du fait que S, est nilpotent si S_ ou Sy est nul.

? des opérateurs DtN seront impliquées.

. . . sq,Np, sq,
maillage lorsque les approximations A}’ P A

Nous nous intéressons a présent a I'influence des parametres IV, et 8, sur la convergence GMRES du couplage
faible optimisé. Pour ne pas multiplier les figures, nous nous limitons toutefois au cas ou les opérateurs de
transmission correspondent (au signe prés) aux approximations Asq’ et Asq’ rfp des opérateurs DtN,
le but étant essentiellement de confirmer que les valeurs de N, et de 9,, pour lesquelles la relation (2.22)
est bien vérifiée assurent une bonne convergence GMRES pour le couplage faible optimisé. La Figure 2.7
présente, pour ce choix des opérateurs de transmission, ’évolution de nOPt en fonction du nombre d’onde
intérieur lorsque k4 = 10 et p = 5. Cette figure est constituée de deux graphiques, a savoir un pour lequel
0p est égal a 5 et un autre pour lequel N, est égal a 4. A titre de comparaison, sur ces deux graphiques se
trouve une référence représentant le cas ou les opérateurs de transmission correspondent aux approximations
A et Aj_qJ€+ des opérateurs DtN.

Les résultats sont en accord avec ce qui a été présenté dans la sous-section précédente. Seulement quelques
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FIGURE 2.7 — Influence des parametres de Padé sur la convergence GMRES du couplage faible optimisé

termes dans les approximations de Padé, typiquement 4, sont suffisants pour obtenir une trés bonne conver-
gence GMRES pour le couplage faible optimisé. Enfin, le fait de fixer 6, a 5 permet d’assurer une convergence
GMRES optimale pour le couplage faible optimisé et nous observons de nouveau que la rotation de branche
est absolument nécessaire.

Nous terminons cette sous-section en nous intéressant a la convergence GMRES pour le couplage faible
(2.6) lorsque au moins un des opérateurs de transmission correspond a un opérateur optimal pour les
sous-problémes (2.4) et (2.5). Dans ce cas, il y a alors plusieurs maniéres de choisir les opérateurs de
transmission que nous présentons de maniére exhaustive. Avant de commencer cette présentation, nous
rappelons cependant qu’il existe deux opérateurs de transmission optimaux pour chacun des sous-problemes
(2.4) et (2.5), 'un étant lié & un opérateur DtN intérieur, 'autre & un opérateur DtN extérieur. En pratique
toutefois, le second est redondant. Nous n’en expliquons la raison que dans le cas du probléme extérieur
(2.5), le raisonnement étant similaire pour le probléme intérieur (2.4). Les approximations des opérateurs
optimaux pour le probléme extérieur (2.5) sont les suivantes :

__Aint _ASq A0 sq 0
AZin 0 AT 0 AT s A A

Or il se trouve que —A*? kol = Ajf‘,§+ et _A(lfu 1= Ag_ - Par conséquent, nous considérons, d’un point
de vue pratique, —A_ ;. ; comme l'unique opérateur optimal pour le probleme extérieur (2.5).

Supposons dans un premier temps que 7_ soit optimal pour le couplage faible (2.6) et que T4 le soit pour
le probléme extérieur (2.5). Nous parlons alors de couplage faible semi optimisé. Ce cas peut étre particu-
lirement intéressant si le couplage faible (2.6) est de type FEM-BEM et pourrait certainement constituer
une perspective de recherche. Dans ce contexte, il n’est en effet pas nécessaire de bien conditionner la réso-
lution itérative par équations intégrales du probléme intérieur (2.4) mais cela peut étre intéressant pour le
probléme extérieur (2.5). Nous notons n5e™ I'équivalent de niotpt pour le couplage faible semi-optimisé. Le
premier graphique de la Figure 2.8 représente n{®™ en fonction du nombre d’onde intérieur, avec k, = 10
et p = 5, lorsque les opérateurs de transmission correspondent aux approximations Ai{kw Ai, ko Ai_“fMJ,
As_q,,“ﬁ1 et AO_, oy 1 des opérateurs DtN. Nous remarquons que par rapport au couplage faible optimisé, la
convergence est peu impactée. Ceci est encore dii au fait que S est nilpotent si S_ ou S est nul.

Venons-en au cas out T_ est optimal pour le probléme intérieur (2.4) et T’y I'est pour le couplage faible (2.6).
Nous ne présentons pas de résultat numérique pour ce choix des opérateurs de transmission essentiellement
car il n’est pas d’'une grande pertinence en pratique. Si nous choisissons T_ de sorte a ce qu’il soit optimal
pour le probléme intérieur (2.4), cela signifie que le couplage faible (2.6) que nous considérons est de type
BEM-BEM. Mais dans ce cas, optimiser la résolution d’un seul des sous-problémes (2.4) et (2.5) ne présente
pas un grand intérét. En effet, une implémentation optimisée du couplage faible (2.6) résoudrait simulta-
nément les deux sous-problémes a chaque itération de la méthode GMRES. Si la résolution d’un seul des
sous-problemes est optimisée, I’autre sous-probleme reste limitant et le gain en temps de calcul est a priore
nul.
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Pour finir, si T_ et Ty sont optimaux pour les sous-probléemes, nous parlons de couplage faible non optimisé.
Ce cas ne concerne également que le couplage faible BEM-BEM et constitue conceptuellement une meilleure
solution que ’approche précédente. Nous notons n{i°" 'analogue de nftpt pour le couplage faible non optimisé.
Le second graphique de la Figure 2.8 présente 1’évolution de n}i°™ en fonction du nombre d’onde intérieur

_ _ ’ . . . . int sq
lorsque k4 = 10, p = 5 et les opérateurs de transmission correspondent aux approximations A™%, T A_y ko 1

et A(l, ks 1 des opérateurs DtN. Comme nous pouvions nous y attendre, la convergence GMRES est fortement
dégradée dans ce cas et ceci a un point qui rendrait probablement cette méthode inutilisable en pratique,
notamment lorsque la fréquence est élevée.
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FIGURE 2.8 — Nombre d’itérations GMRES en fonction de k_ pour les couplages faibles semi (gauche) et
non optimisé (droite)

2.4.5 Problémes de résonance du couplage faible

Dans la Figure 2.4, qui présente I’évolution de n?tpt en fonction de k_ lorsque T et T} correspondent aux

approximations A™, A, e A%, AT k. et AS ., des opérateurs de transmission optimaux pour le
couplage faible (2.14), nous avons fixé le pas de discrétisation du nombre d’onde intérieur & 1. Le premier
graphique de la Figure 2.9 présente lui aussi les variations de n?tpt en fonction de k_, les opérateurs de
transmission et les parametres physiques étant identiques, mais avec un pas de discrétisation de 0.1. Notons
que les marqueurs de données (cercles, carrés et triangles) ne sont pas placés tous les dixiémes d’unité mais
toutes les unités. Ceci permet notamment une comparaison immédiate avec la Figure 2.4. Ces résultats nous
laissent penser que le couplage faible optimisé souffre de problémes de résonance puisque la valeur de n?tpt
augmente de maniere tres localisée lorsque k_ varie. Le second graphique de la Figure 2.9 donne une vue
plus précise du pic localisé en k_ = 17.98. Notons que, pour ce graphique, le pas de discrétisation du nombre
d’onde intérieur est de 0.01. De plus, les marqueurs de données sont placés tous les dixiemes d’unité pour

des raisons de lisibilité.

Les résonances du couplage faible (2.6) sont dues au fait que les sous-problémes (2.4) et (2.5) peuvent étre
trés mal conditionnés voire mal posés. Dans 'optique d’expliquer ce phénomeéne, commencons par rappeler
que les conditions suivantes sont nécessaires au caractere bien posé des probléemes (2.4) et (2.5) (Proposition
2.34) :

WLEN, ph_ji(ko)+ 6 ji(k=) #0,

VIEN, thi(ky)+kihl (ky) #0.

Par ailleurs, si k2 n’est pas une valeur propre du laplacien de Dirichlet dans 13, ces conditions se réécrivent
de maniere équivalente comme suit (Proposition 2.30) :

gi(k-) | -

VieN, pk_= +t 0,
P ]l(kf) l 7é
k)
WEN7k+ww”—Hl#Q
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FI1GURE 2.9 — Nombre d’itérations GMRES en fonction de k_ pour le couplage faible optimisé

et expriment alors 'injectivité des opérateurs suivants :
Ak p+T  Apy, +T4. (2.29)

Pour finir, remarquons que si T_ et T correspondent aux opérateurs de transmission optimaux pour le
couplage faible (2.14), 'injectivité des opérateurs (2.29) est équivalente au fait que (Proposition 2.32) :

ko) R (k)
Vvl e N, k_ = —k
PRy~ T I (k)

£0. (2.30)

Numériquement, nous avons constaté que cette condition n’est pas toujours vérifiée. Le premier graphique
de la Figure 2.10 présente le module des quantités (2.30) en fonction de ! lorsque k_ = 17.98, ky = 10 et
p = b, ces parametres correspondant au pic du second graphique de la Figure 2.9. Nous voyons donc que le
module de la quantité (2.30) d’indice | = 15 est anormalement petit. A titre de comparaison, les modules
des quantités (2.30) sont représentés dans le second graphique de la Figure 2.10 lorsque k_ = 17.5, k. = 10
et p=>5.
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FIGURE 2.10 — Dégénérescence des sous-problemes du couplage faible

Ces résultats suffisent & expliquer les résonances de la Figure 2.9. En effet, si les opérateurs (2.29) peuvent ne
pas étre injectifs lorsque T_ et Ty correspondent aux opérateurs de transmission optimaux pour le couplage
faible (2.14), une de leurs valeurs propres sera proche de 0 si T et 7' sont choisis comme étant de bonnes
approximations des opérateurs (2.14). Les résonances du couplage faible (2.6) sont donc dues au fait que les
sous-problémes (2.4) et (2.5) sont mal conditionnés. Concrétement, cela se traduit par une dégradation des
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propriétés spectrales des opérateurs de résolution R_ et R4 pour certains jeux de parameétres (k_;k4;p).
Ceci impacte directement le spectre de 'opérateur du couplage faible (2.6) dont un des éléments se rapproche
de 0, détériorant ainsi la vitesse de convergence GMRES. Ce phénomene est illustré par la Figure 2.11 qui
présente le spectre de I'd— S, lorsque T_ et T correspondent aux approximations Aig oy Ai_“fki’ , et AS_O{ k_p
des opérateurs de transmission optimaux pour le couplage faible (2.14). Pour cette figure, les parameétres
k_, k4 et p sont les mémes que dans la Figure 2.10.
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FIGURE 2.11 — Dégénérescence du spectre de I'opérateur du couplage faible

2.4.6 Résolution itérative des sous-problemes

Nous terminons cette section en présentant quelques résultats concernant la résolution itérative des sous-
problémes (2.4) et (2.5). Cette approche ne sera pas approfondie dans la suite de ce travail mais il est
intéressant d’en présenter certains aspects car elle pourrait constituer une nouvelle perspective de recherche.
La vitesse de convergence de la procédure GMRES appliquée aux formulations pré-conditionnées (2.10) et
(2.12) a été testée de la méme maniére que pour le couplage faible (2.6). Ici, k_ et p sont supposés étre des
réels strictement positifs.

Dans un premier temps, nous nous intéressons a la convergence GMRES des formulations pré-conditionnées
(2.10) et (2.12) lorsque les opérateurs de transmission sont optimaux pour le couplage faible (2.6). La Figure
2.12 présente 1’évolution du nombre d’itérations GMRES pour les formulations pré-conditionnées (2.10) et
(2.12) en fonction du nombre d’onde intérieur lorsque k4 = 10, p = 5 et les opérateurs de transmission cor-
respondent aux approximations Ai_“fkﬂp, AS_q’,L’p7 Ag,k,,p» Afk+ et A?H€+ des opérateurs DtN. Comme nous
pouvions nous y attendre, la convergence GMRES pour les sous-problémes (2.4) et (2.5) n’est pas particu-
lierement bonne, le nombre d’itérations étant élevé et pouvant dépendre significativement du nombre d’onde.

Venons-en & présent au cas ou les opérateurs de transmission sont optimaux pour les sous-problémes (2.4) et
(2.5). Comme dans la sous-section 2.4.4, nous considérons que les sous-problémes n’admettent respectivement
qu’un seul opérateur optimal, & savoir :

Tf = Af,k,,p 5 T+ = —A,’]@r’l.

Si les opérateurs de transmission correspondent aux opérateurs précédents, les opérateurs des formulations
pré-conditionnées (2.10) et (2.12) sont identiques au nombre d’onde pres et correspondent respectivement a
Oy, et a Op_, O étant défini par :

o <;1d+SkA,k,1 DA, )
DiA_ i $Id — NyAZh

Remarquons que ce résultat est également valable lorsque les opérateurs de transmission sont choisis comme

étant les approximations intégrales, de type racine carrée ou d’ordre zéro des opérateurs optimaux pour les
sous-problémes. 11 suffit alors de remplacer A_ ;1 par A™, ;. A*?, | ou A° , | dans la définition de O.
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FIGURE 2.12 — Nombre d’itérations GMRES en fonction de k_ pour les sous-probléemes non optimisés

La Figure 2.13 présente I’évolution du nombre d’itérations GMRES pour 'opérateur Oy en fonction de
k, Vopérateur A_ ;1 ayant été remplacé par ses approximations Amtk 1 Asqk . et A% k.1- La convergence
GMRES pour les formulations pré-conditionnées (2.10) et (2.12) est donc tout a fait satisfaisante lorsque
les opérateurs de transmission sont optimaux pour les sous-problémes. Pour finir, remarquons que la qualité
de la convergence GMRES offerte par A{i,k,l est surprenante au premier abord. En effet, nous savons que
A% k.1 Dest pas une tres bonne approximation de A_ 1. Toutefois, ces résultats se justifient simplement
et nous limitons les explications au cas du probléme extérieur (2.5), les arguments étant similaires dans le
cas du probléme intérieur (2.4). Commengons par rappeler que —A7 hyp 1l = AT k, €t que Ay k. est optimal
pour le probléeme extérieur (2.5). Ainsi, ce n’est pas _Ai,k+,1 en tant qu’approximation de —A_ x, 1 qui
assure une bonne convergence GMRES pour le probléeme extérieur (2.5) mais *Ai,k+,1 en tant que tres
bonne approximation de A 1. .
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FIGURE 2.13 — Nombre d’itérations GMRES en fonction de k pour les sous-problemes optimisés

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un couplage faible, pouvant étre aussi bien de type BEM-BEM que de
type FEM-BEM, permettant de résoudre le probléme de diffraction-transmission (2.1). Ce dernier correspond
a une méthode de décomposition de domaine écrite sous la forme d’une équation qui est équivalente au
probléme de diffraction-transmission (2.1) :

(Id* S,-r) (g> ( ’7N+u1nc +T- ’YDulnC ) )
9+ YN Uine — T—i—’yDumc
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Nous rappelons que nous avons choisi de résoudre cette équation en utilisant la procédure GMRES. Nous
avons ensuite exhibé des opérateurs de transmission T_ et T, dits optimaux, rendant I’équation (2.31)
triviale, a savoir :

Sy =0.

Ces opérateurs de transmission optimaux correspondent toutefois a des opérateurs DtN associés a 2_ et a
Q4. En pratique, leur évaluation est donc peu réaliste pour des raisons de temps de calcul et de besoins en
mémoire. Pour pallier ce probleme, nous avons introduit les approximations de type racine carrée, d’ordre
zéro et intégrale des opérateurs DtN. L’évaluation des approximations de type racine carrée des opérateurs
DtN demeurant limitante d’un point de vue computationnel, nous les avons elles-mémes approximées géné-
rant ainsi des approximations de Padé des opérateurs DtN dont 1’évaluation est beaucoup moins cofiteuse.
Le choix des opérateurs de transmission impacte directement les propriétés spectrales de 'opérateur Id — S,
et donc la vitesse de convergence de la procédure GMRES. 1l est alors important que les approximations des
opérateurs DtN que nous avons introduites soient de bonne qualité. Nous avons vérifié que cela était effecti-
vement le cas pour la spheére par des tests semi-numériques/semi-analytiques. La meilleure approximation de
l'opérateur DtN intérieur est ’approximation intégrale, suivie de 'approximation de type racine carrée et de
I’approximation d’ordre 0. Notons que I'approximation intégrale n’est valable que lorsque le DtN intérieur
est associé a un probleme homogene. Pour l'opérateur DtN extérieur, I’approximation de type racine carrée
est meilleure que 'approximation d’ordre 0. Enfin, pour les approximations de Padé, nous avons vu que la
rotation de branche 6, devait étre fixée & 5 et qu’il était suffisant que le nombre NN, de termes considérés soit
égal a 4. Nous nous sommes ensuite assurés, encore une fois par des tests semi-numériques/semi-analytiques,
que le nombre d’itérations GMRES nécessaires a la résolution de 1’équation (2.31) était faible lorsque les
opérateurs de transmission correspondent aux meilleures approximations des opérateurs DtN. Par ailleurs,
nous avons également constaté dans ce cas que le nombre d’itérations GMRES permettant de résoudre le
couplage faible (2.31) est quasiment indépendant du nombre d’onde et du nombre de valeurs propres consi-
dérées. Ceci nous laisse en particulier penser que le nombre d’itérations GMRES nécessaires a la résolution
du couplage faible (2.31) sera, en pratique, indépendant du pas du maillage.

Tous les résultats que nous venons de rappeler seront confirmés, et ceci pour d’autres géométries que la

sphere, dans le prochain chapitre qui est dédié a la résolution du couplage faible (2.31) par la méthode des
éléments finis.
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3.1. Eléments finis et matrices associées

Dans ce chapitre, nous expliquons dans un premier temps comment discrétiser les reformulations du probleme
de diffraction-transmission :

div(pVu) + pk®u = 0 dans Q_, (3.1a)
Au+ kiu =0 dans Q, (3.1b)
Oru — tkyu = Tﬁqoo(rfz), (3.1¢)
’VB’LL = 'VZSU + 'Vzuincv (31(21)
Y (PVU) = 3w+ Y ttine, (3.1¢)

introduites dans les chapitres précédents, a savoir le couplage faible, qu’il soit de type BEM-BEM ou de

type FEM-BEM :
(Id— 8, (9-) = ( 7tne + T-7ptine 52)
T 9+ _rYJ—Guinc - T+’7$Uinc ’

la définition de 'opérateur S, étant rappelée ci-dessous :

S, — (SO 50+> S —Id—(T-—T\)R. , Sy=Id+(T- —T,)R,,
le couplage fort BEM-BEM :
—(Dy_ + Dy.) Sk_ + pSk, Tpu\ _ Y ine (3.3)
—(pPNk_ + Ni,) p(Dy_+Dj,)) \nyu Y Uine) '

et le couplage fort FEM-BEM :

1 -
Yo e HY(Q), / pVu-VodQ_ —/ pk? uv dQ_ — <<2Id — D,’;Jr)'ﬁ(,u;'yDv> — Nk vpu;vpv)

= <’YI—~\_/uinc;717)v> - <Nk+’)/guinc§’7;)v>a (34&)

Yo € H_%(I‘), %(v;*yiu) — (v; Di, ypu) + (v Sk, vau) = %(v;’yﬁuir@ — (03 Dy, v tine)- (3.4b)
Nous présentons ensuite des résultats numériques confirmant que, si les opérateurs de transmission sont
correctement choisis, les couplages faibles BEM-BEM et FEM-BEM sont effectivement viables en pratique,
c’est-a-dire qu’il est possible de les résoudre en un nombre raisonnable d’itérations GMRES. Nous men-
tionnons par ailleurs que nous avons validé notre implémentation des couplages faibles en programmant
également les couplages forts et en vérifiant que les solutions fournies par les couplages faibles correspon-
daient bien a celles calculées par les couplages forts.

3.1 Eléments finis et matrices associées

Nous commencons ce chapitre en faisant quelques rappels concernant les éléments finis utilisés pour la réso-
lution du probléme de diffraction-transmission (3.1), & savoir les éléments finis polynomiaux par morceaux
de degré 1, connus plus simplement sous le nom d’éléments finis P;, et les éléments finis polynomiaux par
morceaux de degré 2 hiérarchiques, également appelés éléments finis P, hiérarchiques. Notons que nous uti-
lisons les mémes éléments finis que le probléme de diffraction-transmission (3.1) soit résolu par le biais d'un
couplage fort ou d’un couplage faible. Nous introduisons également des matrices associées a ces éléments
finis qui sont utiles pour écrire le couplage fort BEM-BEM (3.3), le couplage fort FEM-BEM (3.4) et le
couplage faible (3.2), qu'il soit de type BEM-BEM ou type FEM-BEM, sous forme discreéte.

Nous avons choisi d’utiliser des triangles pour mailler les surfaces et des tétraedres pour mailler les volumes.
Remarquons qu’il existe d’autres moyens pour générer des maillages. Par exemple, les surfaces peuvent
étre maillées par des quadrangles et les volumes par des hexaedres. Toutefois, le maillage par des triangles
et des tétraedres est, a I’heure actuelle, la seule solution entiérement automatique pour mailler des sur-
faces et des volumes quelconques. Enfin, nous aurions également pu considérer des éléments surfaciques
et volumiques courbes de sorte a approcher plus précisément les objets considérés. L’implémentation du
couplage fort BEM-BEM (3.3) et du couplage faible (3.2) de type BEM-BEM ne requiert de disposer que
d’un maillage de la surface de l'objet diffractant. En revanche, pour celle du couplage fort FEM-BEM (3.4)
et du couplage faible (3.2) de type FEM-BEM, un maillage de lobjet diffractant lui-méme est nécessaire.
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Naturellement, le bord de ce maillage volumique correspond & un maillage de la surface de I'objet diffractant.

Nous notons N2, N? et N? les nombres de sommets, de triangles et d’arétes du maillage de la surface
de T'objet diffractant. De méme, les nombres de sommets, de tétraedres et d’arétes du maillage de ’objet
diffractant lui-méme sont notés N3, N? et N32.

3.1.1 Eléments finis surfaciques et matrices associées

Dans cette sous-section, K désigne un triangle du maillage de la surface de l'objet diffractant et K, le
triangle unité. Nous supposons que les sommets de K sont numérotés de sorte a ce que MMy A M1 M3
corresponde, pour l'objet diffractant, & une normale sortante. Les triangles K et K, sont représentés dans
la Figure 3.1. Nous commencons par rappeler comment les éléments finis élémentaires sur K sont liés a ceux
sur K.

52(0§1) M,

Ms

3 M.
i=(0;0) M3 = (1;0)

X

FIGURE 3.1 — Le triangle de référence K, et le triangle K

Eléments finis élémentaires sur K,
Les éléments finis P; élémentaires sur K., notés ek , 2 et e3. , sont définis par :
) K, K, K,

1 2 3
e, =1-&—n 6KT:§ y Cr,. =T

et nous avons :

Vi,j € {1:2;:3}, el (M) = 4.

Les éléments finis P, standards élémentaires sur K, sont construits sur le méme principe. Les points en
lesquels nous imposons leur valeur & 0 ou 1 correspondent aux sommets de K, et aux milieux de ses arétes.
Nous n’utilisons toutefois pas les éléments finis P, standards mais les éléments finis P, hiérarchiques dont
lintérét est expliqué plus loin dans cette sous-section. Concrétement, les éléments finis P, hiérarchiques
élémentaires sur K, sont construits en ajoutant aux éléments finis P; élémentaires sur K, les éléments finis
élémentaires suivants :

e, =(1=&=n¢ , ek, =0—E—nn , ek =&

Il peut étre intéressant de remarquer que e‘}(r, e%r et B?G correspondent, a un coefficient multiplicatif pres,

a savoir 1, aux éléments finis P, standards élémentaires sur K, rattachés aux milieux des arétes de K.

4

Nous terminons ce paragraphe en mentionnant que ce choix pour les éléments finis P, hiérarchiques élémen-
taires sur K, numérote de maniere implicite les arétes de K,. L’aréte 1 correspond a MTMj, 'aréte 2 a
MiMj et 'aréte 3 & MyM5. Les arétes de K sont naturellement numérotées de la méme maniere.

Eléments finis élémentaires sur K
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Les éléments finis élémentaires sur K, qu’ils soient P; ou P hiérarchiques, sont définis a partir de ceux sur
K, via un difféomorphisme de K, sur K, noté ¢, connu sous le nom de "pull-back" :

V(&n) € Ky 9(§5m) = My + §(Mz — My) + n(Ms — My).
Concernant ce pull-back, il est intéressant de remarquer que :

det(D¢) = 2| K],

M;M, - M;M, M;M,  M;M;,
M;M, - M;M; M, M; M, M,

-1
_ t

VXEK, ¢ 1(X): ( > (Mg—Ml Mg—Ml) (X*Ml).

Les éléments finis P; élémentaires sur K, notés (6%{)16{1;..‘;3}, et les éléments finis P hiérarchiques élémen-

taires sur K, notés (€% )ic(1;...;6}, sont donnés par la formule suivante :

Vie {l;--56}, e =¢ek ool

Nous rappelons a présent comment construire les éléments finis P; et P, hiérarchiques globaux a partir des
éléments finis P; et P, hiérarchiques élémentaires.

Eléments finis globaux

Les éléments finis P; globaux, que nous notons (€;)ieq1;...; N2}, sont rattachés aux nceuds du maillage. Les
éléments finis P, hiérarchiques globaux, que nous notons (e;)ie{1;...; N24 N2}, sont constitués des éléments
finis P; globaux et d’éléments finis rattachés aux arétes du maillage, & savoir (ei)ie{ N241;.;N24 N2} Le
support d’un élément fini global rattaché & un neeud (respectivement une aréte) du maillage est constitué
de I'ensemble des triangles adjacents a ce noeud (respectivement cette aréte). Restreint & un triangle de son
support, un élément fini global rattaché & un noeud (respectivement une aréte) du maillage correspond a
Pélément fini élémentaire associé a ce triangle valant 1 (respectivement %) en le nceud (respectivement au
milieu de 'aréte) définissant ’élément fini global. Autrement dit, si le noeud i € {1;---; N2} du maillage
correspond au sommet k € {1;2;3} du triangle K, nous avons :

k
ei‘K = €g-

De méme, lorsque l'aréte i € {1;---; N2} du maillage et 'aréte k € {1;2;3} du triangle K coincident, nous

avons :
_ k+3
6i+N52|K =€ -

Les éléments finis globaux sont donc des fonctions continues sur le maillage.

L’intérét principal des éléments finis P, hiérarchiques est de faciliter le passage des éléments finis P, aux
éléments finis P; et inversement. Lorsque nous cherchons & passer des éléments finis P, standards aux
éléments finis P, et inversement, nous pouvons naturellement utiliser une projection L?. Cependant, si
nous devons répéter un grand nombre de fois cette opération, les temps de calcul associés a cette approche
deviennent limitants. Une solution consisterait a interpoler plutot qu’a projeter. Passer des éléments finis
P; standards aux éléments finis P, par interpolation est relativement aisé. Il s’agit simplement de conserver
les valeurs associées aux noeuds du maillage et de laisser de c6té celles associées aux milieux des arétes.
En revanche, passer des éléments finis P; aux éléments finis P> standards par interpolation n’est pas aussi
direct. En effet, pour déterminer la valeur d’une fonction engendrée par les éléments finis P; au milieu d’une
aréte, il faut calculer la moyenne de ses valeurs aux extrémités de cette aréte. Comme l'illustre la proposition
suivante, passer des éléments finis P; aux éléments finis P, hiérarchiques par interpolation ne nécessite pas
d’effectuer ce processus de moyenne.

Proposition 3.1 (Interpolation entre les éléments finis P; et P, hiérarchiques).
L’opération suivante consiste a interpoler de l’espace des €léments finis Py hiérarchiques vers l’espace des

éléments finis Py :
N2+N?

NZ
Z U; €5 — Zuiei. (35)
=1 =1

L’opérateur d’interpolation de l’espace des éléments finis Py vers l’espace des éléments finis Py hiérarchiques
est le suivant :

N2 N2
Zuiei — Zuiei. (36)
=1 =1

71



Chapitre 3. Discrétisation et résultats numériques

Preuve

) . L N24+N,
Pour démontrer le premier point, il suffit de remarquer que la valeur de ), uzeZ en le sommet

ip € {1;++-; N2} du maillage est u;,,.

Justifions & présent | d point. L'interpolation de 3=, u;e; s'écrit sous la forme générale 32 e
ustifions & présent le second point. L’interpolation de ) ;% u;e; s’écrit sous la forme générale > ;=" "« v;e;,

les (v;) étant a déterminer. En évaluant ces deux sommes sur les nceuds du maillage, il vient :

Vie {1l N2}, v =
Considérons a présent l'aréte ig € {1;--; N, 2} du malllage Celle ci relie deux points du maillage d’indices
respectifs iy, i € {1;---; N2}. En évaluant ZZ L uqe; et Zz 1 “ v;e; au milieu de I'aréte i, nous obtenons :

Uiy +Viy | UNZ4io Uiy + Uiy

2 4 2

Nous en déduisons donc que :
Vie{l;-- s N2}, wnegs = 0.

Maintenant que nous avons présenté les éléments finis utilisés pour résoudre le probleme de diffraction-
transmission (3.1), nous introduisons des matrices associées & ces éléments finis permettant d’écrire le cou-
plage fort BEM-BEM (3.3), le couplage fort FEM-BEM (3.4) et le couplage faible (3.2), qu’il soit de type
BEM-BEM ou type FEM-BEM, sous forme discrete.

Matrices associées aux éléments finis surfaciques

Nous commengons par introduire les matrices des opérateurs d’interpolation entre les éléments finis Pj
et les éléments finis P, hiérarchiques. La matrice, notée Pr p,_,p,, de l'opérateur effectuant 1'opération
d’interpolation (3.5) de l'espace des éléments finis P, hiérarchiques vers l’espace des éléments finis P; est
donnée par :

PF,Pg—)Pl = (Id 0)

La matrice de 'opérateur réalisant I'interpolation de ’espace des éléments finis P; vers 1’espace des éléments
finis P, hiérarchiques (3.6) est notée Pr p,_,p, et est donnée par :

1d
PF,P14)P2 = (0) .

Nous introduisons & présent des matrices de masse et de raideur généralisées sur I'. Si 7 est une fonction
A 3 1 T T .
sur I', nous définissons les matrices JT. p, et Hf p, par :

Jtp = (/Teiej dF) , rp = (/TVFei.Vr‘ej dI‘) ;
r 4,j€{1;..;N} r 1,j€{1;..;N}

avec N = N2sil=1et N = N2+ N2sil=2. Sirestégala 1, ces matrices correspondent aux matrices
de masse et de raideur classiques que nous notons simplement Jr p, et Hr p,.

Pour finir, nous rappelons les définitions des matrices variationnelles des opérateurs intégraux surfaciques.
Si k € R7, ces dernieres, notées Sy, Dy, D et Ny, sont définies comme suit :

, Dy = <<€j§Dk+ei>)

, Np= <<Nk+ei§€j>)

S :( -;S z)
k <6J k+e> 1,j€{1;...;N2}

R = ((D;’Z+€i;6a‘>)

b)
i,je{1;..;N2}

i,j€{1;...;N2} ije{l; N2}

Dans l'optique de construire ces matrices en pratique, il est toutefois nécessaire d’exprimer plus simplement
leurs coefficients. La proposition suivante permet non seulement de faire cela mais aussi de remarquer que
Sk et Ni sont symétriques alors que Dy, et D} sont transposées I'une de I'autre :

St =S, , NL=N, , Di=Dj.
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Proposition 3.2 (Calcul des matrices variationnelles des opérateurs intégraux surfaciques).

Sous réserve de régularité suffisante pour u et v, nous avons :
wisia) = [ (Swwdr = [ G- y)uly)oix) dyix,
r I'xT

(v; Dyu) = /F(Dku)ﬁdl" = - On, G(x — y)u(y)v(x) dydx,

(Diu;v) = /F(DZU)EdF = . On, G(x — y)u(y)v(x) dydx,

(Npw;v) = /F(Nku)ﬁ dl' = — G(x — y)rotru(y) - rotrv(x) dydx + k? / G(x —y)u(y)v(x)n(y) - n(x) dydx.

I'xI’ I'xI’

Assemblage des matrices variationnelles

Nous terminons cette sous-section en rappelant comment les matrices Jf. p,, HT p , Sg, Dy, D} et Ny sont
assemblées en pratique. Les logiciels de maillage fournissent classiquement deux tables de correspondance.
La premiere, que nous notons (nf ;), donne le numéro global ng ; € {1;--; N2} du sommet i € {1;2;3} du
triangle K. La seconde, notée (nf ), fournit le numéro global nf ; € {1;---; N2} de l'aréte i € {1;2;3} du
triangle K. Ces deux tables permettent d’en définir une troisiéme, que nous notons (nx ;), comme suit :

s a 2
ng,i = Lici<ani; + La<ice(f i3 + N5).

Concrétement, si i € {1;---;6}, ng,; € {1;---; N2 + N2} correspond au numéro global de I’élément fini P»
hiérarchique dont la restriction au triangle K correspond & e.

Les coefficients des matrices variationnelles se décomposent en sommes de contributions apportées par
chaque triangle du maillage. Nous parlons de contributions élémentaires. L’écriture de cette décomposition
est rendue tres simple grace a I'introduction des tables de correspondance. Par exemple, les coefficients de
T T 4 .
t.ps T p, €t Sg sont donnés par :

Vi, j e {1;---; N2}, /Teiejdr =y /Te’;(eleK,
I . JK

s
nKYk_z

s
Ng1=J

Vi, j e {1;---; N2 + N2}, /Teiejdr =y /Te’;(eleK,
r

nK, k=1 K

nK,1=j
vi,je{l;-- N2}, /(Skei)ede: > // G(x — y)ef (y)el (x) dydx.
r nicpmi LK
"i,l:j

En pratique, les contributions élémentaires sont calculées puis assemblées dans la matrice triangle par
triangle. Le moyen le plus simple pour calculer les contributions élémentaires associées a un triangle K
consiste a ramener, en utilisant le pull-back, l'intégration sur K & une intégration sur K, et a effectuer
Iintégration sur K, via une méthode de quadrature d’ordre suffisamment élevé pour qu’elle soit précise. Par
exemple, les contributions élémentaires pour les matrices Jt. p et Hf p, [ € {1;2}, sont données par :

/ Te%e;;dK=2\K|/ 7o gete el dK,,

p . X,

/ Tvpe%-vpe;’(dszm/ To¢D¢ ' Vrel - Do 'Vre) dK,.
K K’V‘

Si 7 est une fonction polynomiale, il est par ailleurs possible de choisir la méthode de quadrature de sorte
qu’elle calcule de maniére exacte les contributions élémentaires des matrices Jf. p, et HFE p,, ¢ € {1;2}. En
effet, nous rappelons qu'une méthode de quadrature d’ordre p € N est exacte pour les polynémes de degré
inférieur ou égal & p. Dans ce travail, nous avons utilisé les logiciels GetDP [51, 58] et BEM++ [98] pour
assembler les matrices variationnelles que nous venons d’introduire, GetDP ayant servi a I’assemblage des
matrices Jp. p, et Hf p , BEM++ a celui des matrices Sk, Di, D et Ni. Notons que, de par les singularités
des noyaux impliqués dans la définition des opérateurs intégraux surfaciques, le calcul des contributions
élémentaires des matrices Si, Dy, Dy et Ny est plus délicat que celles des matrices Jf. p, et Hf. p, [32, 33, 94].
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3.1.2 Eléments finis volumiques et matrices associées

Les éléments finis volumiques que nous utilisons pour résoudre le probléme de diffraction-transmission (3.1)
sont conceptuellement identiques aux éléments finis surfaciques que nous venons d’introduire. Cette sous-
section est par conséquent moins détaillée que la précédente. Ici, T représente un tétraedre du maillage
de l'objet diffractant et T le tétraedre unité. Nous supposons que T est orienté positivement, c’est-a-dire
que (M;Maz; M;M3; M;My) forme une base directe de R?. Les tétraddres T et T} sont représentés dans la
Figure 3.2.

FIGURE 3.2 — Le tétraedre de référence T, et le tétraedre T

Eléments finis élémentaires sur 7,

Les éléments finis P, élémentaires sur T, sont notés f%r, f%r, f% et f%r et sont définis par :

1 _ 2 _ 3 _ 4
fTT—l_f_n—C ) fTT =£ fTr—U ) fTT_C'
Il s’ensuit que :
;o . . i Ty
vz7]€{17"'74}7 fTT(Mj)_(SZj
Les éléments finis P, standards élémentaires sur T, sont construits de la méme manicére. Leur valeur est
imposée a 0 ou 1 aux sommets de 7T, et aux milieux de ses arétes. Nous avons toutefois choisi de ne pas
utiliser les éléments finis P, standards mais les éléments finis P, hiérarchiques, les raisons de ce choix ayant
déja été exposées dans la sous-section précédente. Pour obtenir les éléments finis P hiérarchiques, il suffit
d’ajouter aux éléments finis P; élémentaires sur 7. les éléments finis élémentaires suivants :

fr.=0-&=n=Q¢ , fR=0-&-n-Qn , fr,=0-&-n-C)K,

8 _ 9 _ 10 _
fTT—fTI ) TT_gg ) Tr—ﬁg
Remarquons par ailleurs que, si ils sont multipliés par 4, f2 , fS, f%, f3, £2 et £19 sont les éléments finis
, s 1o I Jro I I T,
P, standards élémentaires sur T;. associés aux milieux des arétes de T,.. Pour finir, la maniére dont nous
?
avons choisi les éléments finis P, hiérarchiques élémentaires numérote implicitement les arétes de T;.. L’aréte
d’indice 1 est MTM3J, celle d’indice 2 MTM3, celle d’indice 3 MTM]}, celle d’indice 4 M5M3, celle d’indice
5 M5MJ et celle d’indice 6 M5MJj. Les arétes de T sont bien stir numérotées de la méme facon.

Eléments finis élémentaires sur T

Le pull-back, noté ¢, permettant de définir les éléments finis élémentaires sur T, qu’ils soient P; ou P;
hiérarchiques, a partir de ceux sur 7, est le suivant :

1+ (22 — 1) + (x5 — 1) + (x4 — 21)¢
V(& Q) €Try o(&m Q) = | v+ (y2—y1)E+ (y3 —y1)n+ (ya — y1)¢
214 (22 — 21)€+ (23 — z1)n + (24 — 21)C

Remarquons par ailleurs que :
det(D¢) = 6|T.
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3.1. Eléments finis et matrices associées

Les éléments finis P; élémentaires sur T', notés ( f%)ie{l;_..;zl}, et les éléments finis P, hiérarchiques élémen-
taires sur 7', notés (fr)ie{1;...;10}, sont définis comme suit :

Vie {l;--510}, fr= [, 00"
Eléments finis globaux

Les éléments finis P globaux sont notés (fi)ie1;...; n3} et sont rattachés aux nceuds du maillage. Les éléments
finis P hiérarchiques globaux, notés (f;)ic{1;...; N34N3}, correspondent aux éléments finis P globaux auxquels
nous avons rajouté des éléments finis rattachés aux arétes du maillage, & savoir (f;)ieg N34+1;;N34+N3}- Le
support d’un élément fini global associé & un noeud ou & une aréte du maillage est formé de I’ensemble des

tétracdres adjacents & ce noeud ou a cette aréte. Si le sommet i € {1;---; N3} du maillage correspond au
sommet k € {1;---;4} du tétracdre T, nous avons :
k
[ i = fr-
De la méme maniére, si i € {1;---; N3} est 'indice global de I'aréte k € {1;---;6} de T, nous avons :

fisns o= f3H
Sl =T

La proposition suivante explique comment interpoler de I'espace des éléments finis P; vers I'espace des
éléments finis P, et inversement.

Proposition 3.3 (Interpolation entre les éléments finis Py et P, hiérarchiques).

Interpoler de l’espace des éléments finis Py hiérarchiques vers ’espace des éléments finis Py se résume a
lopération donnée ci-dessous :

N34N3 N3
STowifh oo Y uifh (3.7)
i=1 i=1

L opérateur suivant permet d’interpoler de ’espace des éléments finis Py vers l'espace des éléments finis P
hiérarchiques :

N3 N3
douifp = Y uifp. (3.8)
=1 i=1

Matrices associées aux éléments finis volumiques

Nous commengons par introduire la matrice de 1’équivalent discret de vp,. La trace de Dirichlet dun élé-
ment fini P, hiérarchique volumique rattaché a un sommet (respectivement & une aréte) se trouvant a
la surface du maillage volumique correspond & 1’élément fini P, hiérarchique surfacique rattaché a ce
sommet (respectivement & cette aréte). Ainsi, la matrice, notée G, de 7, vu comme un opérateur de
Span(fi : i € {1;---; N2 + N2}) dans Span(e; : i € {1;---; N2 + NZ2}) est donnée par :

Gi; :{ Lsiypfj=ei

0 sinon

Si 7 est une fonction sur 2_, nous définissons les matrices de masse et de raideur généralisées sur {2_, notées
T T .
o .p, ¢ HG p ., par:

Jo p, = (/ Tfif; dQ_) , HG p, = (/ TVfi.ijdQ_> .
Q- i,5€{1;-;N2+N3} - i,5€{1;--;N3+N3}

Dans ce travail, nous nous sommes servis du logiciel GetDP [51, 58] pour assembler les matrices Jg, p et
T : ) A N : T T .
O .p,- Ces matrices s’assemblent de la méme maniere que les matrices Jf. p, et Hf p -

Vi, j € {1;---; N2 + N3}, /QTfl-fde,: > /TféifleT,
_ -JT

nr k=1t
nr1=j
Vi, j € {1;---; N3 4 N3}, / V-V = ) /Tij’i-VfleT,
Q_ o e T
nzf:J

(0]
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la table (n7,;) étant définie a partir des tables de correspondance, notées (n7 ;) et (n%;), pour les sommets
et les arétes du maillage :

nr; = Ligi<ant; + s<i<io(ng_g + N7).
Pour finir, nous rappelons que ng; € {1;--+; N3+ N2}, aveci € {1;---;10}, est le numéro global de I’élément
fini P, hiérarchique dont la restriction au tétraedre 7' correspond a fr.

3.2 Les couplages forts

Dans cette section, nous expliquons comment discrétiser le couplage fort BEM-BEM (3.3) et le couplage
fort FEM-BEM (3.4). Nous avons choisi d’utiliser les éléments finis P; pour discrétiser les termes issus des
équations intégrales et les éléments finis P, hiérarchiques pour ceux liés aux formulations variationnelles vo-
lumiques. Ce choix est lié a des questions de précision. En effet, les termes issus des équations intégrales sont
obtenus a partir de représentations intégrales fournies par la Proposition 1.3 page 15. Ces représentations
contiennent énormément d’information puisque les opérateurs de simple et de double couche volumiques sont
des générateurs des solutions de I’équation de Helmholtz sur Q_ U, . Par conséquent, une bonne précision
peut étre atteinte en discrétisant les termes issus des équations intégrales seulement avec des éléments finis

P.

En revanche, les termes issus des formulations variationnelles volumiques contiennent moins d’information
que ceux liés aux équations intégrales puisqu’ils ne sont pas construits a partir d’une solution fondamentale.
De plus, comme nous I'avons mentionné a la fin du Chapitre 1, les formulations variationnelles volumiques
sont connues pour étre affectées par des phénomenes de dispersion et de pollution numérique importants.
Concretement, a moins que les maillages sous-jacents ne soient extrémement fins, les formulations variation-
nelles volumiques fournissent des résultats peu précis lorsqu’elles sont discrétisées par des éléments finis P;.
Ceci est particuliérement problématique pour résoudre le couplage fort FEM-BEM (3.4) en n’utilisant que
des éléments finis P;. En effet, pour obtenir des résultats précis, il est nécessaire de disposer d'un maillage
tres fin de l'objet diffractant. Le nombre de degrés de liberté associés a la formulation variationnelle volu-
mique est alors important. Ceci est toutefois inévitable pour obtenir des résultats précis. Conceptuellement,
le probleme vient ici du fait que, de par la finesse du maillage, le nombre de degrés de liberté associés aux
équations intégrales est beaucoup plus important que nécessaire pour correctement estimer la solution du
probléme de diffraction-transmission (3.1). En effet, pour un pas de maillage donné, la résolution d’équa-
tions intégrales par le biais de la méthode des éléments finis surfaciques conduit, d’une maniere générale, a
des résultats bien plus précis que la méthode des éléments finis volumiques. Pour finir, remarquons que le
nombre de degrés de liberté rattachés aux équations intégrales est d’autant plus pénalisant d’'un point de
vue computationnel que les matrices associées a ces inconnues sont denses et complexes.

Contrairement au couplage entre les éléments finis P; surfaciques et les éléments finis P; volumiques, le
couplage entre les éléments finis P; surfaciques et les éléments finis P, hiérarchiques volumiques permet de
ne pas démultiplier, sans que cela ne soit nécessaire, le nombre de degrés de liberté associés aux équations
intégrales. En effet, il permet de discrétiser la formulation variationnelle volumique en utilisant des éléments
finis d’ordre 2, ce qui améliore la précision des résultats, sans pour autant devoir disposer d’un maillage
extrémement fin de l'objet diffractant. De plus, les éléments finis volumiques d’ordre 2 permettent également
de réduire le nombre de degrés de liberté associés a la formulation variationnelle volumique.

3.2.1 Le couplage fort BEM-BEM

Pour discrétiser le couplage fort BEM-BEM (3.3), nous utilisons sa formulation variationnelle :
1 _ _
YoeH (), - <v; (Di_ + Dk+)7Du> + <U; (Sk_ + pSk+)'yNu> = <v;7$uinc>,
1 — * * —
Vo e HE(T),  — ((pNk_ + N )vpus v) + (p(Df_ + Df, )vyu; v) = (Vittine; v).
Cette formulation variationnelle est discrétisée par le biais de la méthode des éléments finis dont le principe
1 1
a déja été rappelé dans la sous-section 2.1.2. Nous approchons les espaces H? (I') et H™ 2 (") de la maniére
suivante : ) )
Hz2(T) ~ Span(e; : i € {1;--- ;st}) , H72(') ~ Span(e; : i € {1;-- ,Nf}),
les (ei)ie{1;~-~;N§} correspondant aux éléments finis P; présentés dans la sous-section 3.1.1. In fine, nous
obtenons la formulation variationnelle discréte :

Vie{l;-- 5N, —{ej; (D + D )vpu) + (ej; (Sk_ + pSky ) vnw) = (€55 Vhtine ),
Vjie{l;--sNZY, = ((pNk_ + N )vpuses) + (p(Df + Df )vyus €5) = (Vattine; €5)-
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dont ’écriture matricielle est donnée dans la proposition suivante.

Proposition 3.4 (Discrétisation du couplage fort BEM-BEM).

La version discréte de la formulation variationnelle du couplage fort BEM-BEM (3.8) s’écrit, sous forme
matricielle, comme suit :

(Com e o) (Bed) = Grmbozend)

3.2.2 Le couplage fort FEM-BEM

Le couplage fort FEM-BEM (3.4) est également discrétisé par la méthode des éléments finis. Les espaces

H%(I‘) et H_%(F) sont approchés de la méme maniére que pour le couplage fort BEM-BEM (3.3). Enfin,
pour l'espace Hl(Q,)7 nous utilisons ’approximation suivante :

H'(Q_) ~ Span(f; 14 € {1;---; N2+ N2}),

les (fi)ie1;.; N34 N3} correspondant aux éléments finis P hiérarchiques présentés dans la sous-section 3.1.2.
En introduisant les inconnues auxiliaires suivantes :
= 1[ d— D; * = Ni.vnh = N, &
p=\5ld=Di, Jywu o a=Neypu 5 7= Neypline,

le couplage fort FEM-BEM (3.4) se réécrit de manieére équivalente comme suit :

Vo e HY(Q2), / pVu - VodQ_ */ PR2uT dQ— — (p;vpv) = (67pY) = (YA ttine; Ypv) — (75 7p0),

1 1 _ _ 1

Vv e H 2(I), §<v;7DU> — (v; Dy, ypu) + (v; Sk, vu) = §<v;73umc> — (v; Diy Y Uine)
1 1 * +

Yo e H2(T), (p;v) = §Id — Dy, |vyuwiv ),

Yo e HE(D),  (g:0) = (Ne,vpusv),
Yo € HE(D),  (r;v) = (

Pour discrétiser cette formulation variationnelle, nous supposons que :

+ .
Nk+'YDuinca U>-

um_ESpan(fi:ie{l;--~;N§+N§’}) , V;u,p,q,TESpan(ei:ie{l;---;]\/f}),

et nous obtenons alors la formulation variationnelle discrete :

Vje{l;-- s N2+ N2}, / pVu -V f;dQ_ —/ pkuf; dQ_ — (Pr p,—p,p;Gf;) — (Pr.pi—pr, @ Gf;)
Q Q_

= <PF,P1—>P271—~\;‘uinc; (G’fj> - <]P)F7P1—>P2T; ij>’

vje{l;--; N2, %<€j;PRPwP1 Gu) — (€j; Dy, Prp,—p,Gu) + (€3 Sk, vw)
= S{esvhine) = (€53 De, bt

Vje{1;---; N2}, (p;ej) = <<;Id—DZ+>’yX}u;eJ>,

Vj e {l;---; N2}, (q:¢5) = (N, Pr.p,—p,Gus ),

Vje {L;---; N2}, (riej) = (Ni, Yhinei €5)-

Pour finir, la proposition suivante donne I’écriture matricielle de cette formulation variationnelle discrete.

Proposition 3.5 (Discrétisation du couplage fort FEM-BEM).

La version discréte du couplage fort FEM-BEM (8.4) s’écrit, sous forme matricielle, comme suit :

HG_ p, — Jgk:,pz 0 —G'Jr p,Pr.pp, —G'r p,Pr.p—p,
0 —(3Jr,p, — Dy, Jr.p 0
~Ni, Prp,p G 0 0 Jr.p,
(3Jr.p, =D}, )Pr.p, 1, G Sk, 0 0

7



Chapitre 3. Discrétisation et résultats numériques

{u} G'Ir,p,Pr,py P, {7 tine} = G'Ir, P, Pr Py P, 5 py Ny {7 thine }
o {jud | _ 0 |
* 0
¥ (%JFJ)I - D};+) {’YIJSuinc}

les astérisques désignant des inconnues auziliaires ne présentant pas d’intérét pratique.

3.2.3 Exemples de solutions

Il n’est pas simple d’appréhender les solutions du probléme de diffraction-transmission (3.1) et pour cette
raison, nous en présentons quelques unes dans cette sous-section a titre illustratif. L’objet diffractant est
ici supposé homogene et tous les graphiques que nous présentons ont été obtenus grace au couplage fort
BEM-BEM (3.3). Les Figures 3.4 et 3.5 présentent des graphiques de champ proche, de SES bistatique et
de SES monostatique pour quatre objets différents :

® une sphere de rayon 1,
e un ellipsoide d’équation % +o5 tosz =1,
e un cube de coté 2,

® ce méme cube dont I'un des coins est rentrant.

Tous ces objets sont centrés sur 1'origine et le cube ainsi que le cube avec un coin rentrant sont alignés sur
les axes. La Figure 3.3 est une représentation du cube avec un coin rentrant. Il s’agit du méme objet que le
cube considéré & ceci preés que le sommet de coordonnées (1,1, 1) est déplacé a 1'origine.

FIGURE 3.3 — Le cube avec un coin rentrant

Dans la Figure 3.4, pour laquelle k_ = 10, k1 = 5 et p = 5, la premiere colonne de graphiques correspond
au cas de la sphere et la seconde a celui de 'ellipsoide. Pour la Figure 3.5, k_ =5, ky = 10, p = 5 et les
colonnes de graphiques sont respectivement associées au cube et au cube avec un coin rentrant. Pour ces
deux figures, la premiere ligne est constituée de graphiques de champ proche, la seconde de courbes de SES
bistatique et la derniére de figures de SES monostatique. Le champ proche R(u) est représenté dans le cas
d’une onde incidente se propageant le long de 'axe (Ox), le vecteur d’onde étant positivement proportionnel
au vecteur (—1;0;0). Pour la sphere, Uellipsoide et le cube, le champ proche est représenté dans le plan
d’équation z = 0 alors qu’il l’est dans le plan d’équation z = % pour le cube avec un coin rentrant. La SES
bistatique a également été calculée dans le plan d’équation z = 0 pour la méme onde incidente et ceci pour
plusieurs directions. Son évolution est donc naturellement représentée en fonction de ’angle des coordonnées
polaires. Enfin, la SES monostatique, elle aussi, a été évaluée dans le plan d’équation z = 0 et tracée en
fonction de I'angle des coordonnées polaires.
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3.3 Le couplage faible

Nous discrétisons le couplage faible (3.2), qu’il soit de type BEM-BEM ou de type FEM-BEM, de la méme
maniére que les couplages forts BEM-BEM (3.3) et FEM-BEM (3.4). Les équations intégrales sont discré-
tisées grace aux éléments finis P; alors que les formulations variationnelles volumiques le sont grace aux
éléments finis P5 hiérarchiques. Les problemes extérieurs :

Aup +kjuy =0dans Qp , Byup=g , Ouy —ikiuy =0(r7?), (3.9)

sont par conséquent toujours discrétisés en utilisant les éléments finis P, alors que pour les problemes
intérieurs :
div(qu,) +pk*u_=0dans Q_ , B_u_ =g, (3.10)

cela dépend de la nature du couplage faible (3.2). Si ce dernier est de type BEM-BEM, ce sont les éléments
finis P; qui sont utilisés. Toutefois, si le couplage faible (3.2) est de type FEM-BEM, la discrétisation des
problémes intérieurs (3.10) se fait en utilisant les éléments finis P5 hiérarchiques. Enfin, les inconnues du
couplage faible (3.2) sont représentées par les éléments finis P;, les opérateurs de résolution Ry sont vus
comme des opérateurs de Span(ei c1e{l;---; N, 32}) dans lui-méme et il en va de méme pour les opérateurs
de transmission T4 qui sont par ailleurs discrétisés en utilisant les éléments finis P;.

3.3.1 Formes discretes des opérateurs de transmission

Dans cette sous-section, nous expliquons comment discrétiser les approximations des opérateurs DtN propo-
sées dans la section 2.3. Ces approximations sont discrétisées en utilisant les éléments finis P, ces derniers
étant suffisants en termes de précision. La discrétisation des approximations A(l’ kp € Ai,k des opérateurs
DtN est relativement aisée.

Proposition 3.6 (Discrétisation des approximations d’ordre 0 des DtN).

Les formes discrétes des approzimations A kp € Agk des opérateurs DtN intérieur et extérieur sont
respectivement données par :

=1 rkp o1 Tk
—ippdrp, W pdr e

. . N,.0 N,.0 int,N,,,0 , , . N .
Les approximations AV '2%%  APG e op ATMURTr deg opérateurs DtN étant construites & partir des
pp +,k ’ 2k, k.o

approximations de Padé de I'opérateur racine carrée :

N, -1
. 1 A . 1
\/Id-‘rleF (k}QVF> ~ Rold — E Bj[ld—‘y—BjleF (kQVF>:| R (311)
€ j=1 ¢

nous commencons par expliquer comment discrétiser ces dernieres.

Proposition 3.7 (Discrétisation des approximations de Padé de l'opérateur racine).

Les équivalents discrets des approzimations de Padé de lopérateur racine carrée (3.11), que nous notons

) .
Pr'p ., sont les suivants :

2

1 -1
Np,0 l %2
PF,I}Dl,pk = Rold — (JF,Pl - BZHF,Pl) Irp,.

X
&)=

Preuve

Soit u € H%(F) et v défini par :

Np

A 1 -
v=Rou—Y 5 [Id + Bydivr (kzvfﬂ u.

=1 !
Nous avons alors :

Np

A 1
v:Rou—Zgjul , Yie{l;---;Npt, [Id—i—Bldin <k2Vp>]ul = u.
1=1
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Les formulations variationnelles pour les inconnues auxiliaires (u;), que nous prendrons dans H' (T'), sont les
suivantes :

1
Vie{l;---;Np}, VweHl(F), /ulwdF—Bl/ﬁvpul-vp@dfz/u@df.
r r Ke r

Cela permet de conclure en remarquant que, sous forme matricielle, les versions discretes de ces formulations
variationnelles s’écrivent :

Vie{l;- N}, (Jp,pl - BlHl’i?Pl) {w} = JIr.p {u}.

A partlr de la proposition précédente, il est aisé d’obtenir les formes discretes des approximations A N Or ,

A tAlntN ,0

,k,p ? des opérateurs DtN.

Proposition 3.8 (Discrétisation des approximations de type racine carrée des DtN).

s,N,a $q,Np,0 P L . .
Les analogues discrets des approzimations A°%_ P77 et Afk PP des opérateurs DtN intérieur et extérieur
sont respectivement donnés par :
kp N :0p .r—1 Tk Np,0p
—ilr P1JF P, Pr Pk ZJF,Pl“UF,Pl I,P k-

Proposition 3.9 (Discrétisation des approximations intégrales du DtN intérieur).

Soit k,p € R%.. Les formes discrétes des approzimations A P de l'opérateur DitN intérieur sont données

ci-dessous :

int Np 0
k,p

le"Pk avec Hr?pk_g JFP1+7’I€]P1"P1k

Nous terminons cette sous-section par une remarque importante concernant 1’évaluation pratique des opé-
rateurs de transmission. Nous avons écrit les formes discretes des approximations des opérateurs DtN de
maniere condensée en faisant apparaitre des inverses et des produits de matrices. Bien que cela soit pos-
sible, et nous reviendrons plus en détails sur ce point par la suite, cela ne signifie toutefois pas que des
inverses et des produits de matrices doivent effectivement étre calculés en pratique. Par exemple, la ma-
niére la plus standard, car la plus efficace sans contexte particulier, d’appliquer Pfﬂvf};ff’k a un élément u de
Span (ei cie{l;--; N, 82}), que nous assimilons & son vecteur coordonnées, consiste a résoudre, dans 1’idéal
en parallele, les systémes suivants :

(Jr,pl — BlHlf,zPl) {w} = Jr.p, {u}.

De méme, pour appliquer ]IF P g a u, il est nécessaire d’appliquer IP’F P ”k a u, point que nous venons

d’évoquer, et de résoudre le systeme suivant :

Sp{a} = Jr.p, {u}.

3.3.2 Discrétisation des problémes extérieurs

Dans cette sous-section, nous expliquons comment discrétiser la formulation initiale que nous avons proposée
dans le chapitre précédent pour résoudre les problémes extérieurs (3.9) :

1 1 1 i 1
§T+1’y?\}u+Dk+’ygu—Sk+’y]‘Cu:§ +1g , §T+'ygu—Dk+ﬁ\}u+Nk+vgu:§g, (3.12)

Popérateur 7' étant optimal pour le couplage faible (3.2), a savoir que idéalement :

T+ = *A—,k_,p~

La formulation variationnelle discréte de la formulation initiale (3.12) est donnée, sous forme matricielle,
pour chaque approximation du DtN intérieur introduite dans la section 2.3, une discrétisation par éléments
finis P; étant par ailleurs suffisante en termes de précision. Le cas des approximations A% Jp €t Abq’é\i P ,pe
est toutefois un peu particulier. En effet, ces derniéres peuvent étre utilisées que lobJet dlffractant soit
homogeéne ou non. Nous présentons naturellement le cas plus général d’un objet diffractant non homogene,
la réduction au cas d'un objet diffractant homogene étant immédiate.
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Proposition 3.10 (Approximations de type racine carrée du DtN intérieur).

St Ty = —As_q’,i\ipfp, la formulation variationnelle discréte de la formulation initiale (3.12) s’écrit, sous

forme matricielle, comme suit :

i Dk, 2lrp 0 0 e 0 0 0
DY —Sk 0 B 0 0 0 0
v 1.+k7p ket 3dr.p, L s {yhu} Lp b {g}
—tRolpp, 0 Ir.py 0 ig e, e B Ir P 0 0 {viu} L. pda}
0 ~Jrp 0 RIS 0 e 0 S L S —ige g p * 8
k2 " *
—Jr.p, 0 0 0 Jr.p, = BiHy (0) * 0
: : : : . . (0) : - :
L * 0
—Jr.p, 0 0 0 (0) Jr,py — By, Hy g, . 0
2
0 0 0 —Ir.p, Ir,p, — BiHp p (0) . .
: : : : (0) * 0
2
0 0 0 —Jr,p, (0) Jr,py — By, Hp g,

les astérisques désignant des inconnues auziliaires ne présentant pas d’intérét pratique et la quantité §
intervenant dans le second membre étant donnée par :

. k_p LA, k_p AN, nk_p
ZROJF7P1 71371JF,P1 s 7ZB7N:JF7P1 {g} .;UI" I {g}
k=2 ’ 6
—JIr.py Jr,py — BiHp g (0) o
k:i * 0
—Jr,p, (0) Jr,p, — By, Hp p,
Preuve
En posant :
v=Tvpu , w= T;lq/;\;u , = T;lg,

la formulation initiale (3.12) devient :

1 * 1 1 1~
QU—Dk+71—CU+Nk+’YBu: ig , iw-i-DkJr’yEu—SkJrfﬁ'\}u: Eg’

et les formulations variationnelles de ces équations s’écrivent :

1 1

1 *
Vee H2(I),  {ve) - (Dy viuse) + (Ny vhuse) = lge,
1 1 1 B
Ve e H 2 (), §<e;w> + (e; Di, vhu) — (&5 Sk, vu) = §<e;g>.

Enfin, les versions discrétes de ces formulations variationnelles, sous forme matricielle, sont données par :

1 1

§JF7P1 {U} - ]D)k+ {7]¢u} + Nk+ {,ygu} = §JF7P1 {9}7
1 1 -
Sirp{w} + Dy, {vhu} — Sk, {1ju} = PSS

Il reste alors a discrétiser les relations définissant v, w et g. Commencons par traiter le cas de ’équation
v = T,~}u. En introduisant les inconnues auxiliaires (v1)ief1;-5n, ) cette relation se réécrit comme suit

N,
LA 1
v = ik_pRo'ygu — ik_pz givl , [Id + B;divp (kQVF>} v = ,YBU_
1=1

—€

La formulation variationnelle discréte de la premiére équation consiste en une projection L2 (T") sur 'espace
des éléments finis P; :

NP
A
Vi e {1;---; N2}, /vej dl' = iRy / k_pyjfue; dl — zz = / k_pve;dl,
r r = By Jr
et s’écrit, sous forme matricielle, comme suit :

N,
. B = A
Jr.p (v} = iRIT A {vhyu} —i ngé £}
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Enfin, les formulations variationnelles pour les inconnues auxiliaires (v;), que nous prendrons dans H*(T'),
sont les suivantes :

Vle{l;“';Np}, VeEHl(F), /Uléd].—‘fBl/ k‘2 Vi - VpédI‘:/fyBuédI‘,
r r

et leurs équivalents discrets s’écrivent, sous forme matricielle, comme suit :

-2

k
Vie{l;-- Ny}, (JF,H - BlHr}‘l){w} = Ir.p {vpu}.

L’équation w = T;le\?u se discrétise de la méme maniére que la relation définissant v, requérant notam-
ment 'introduction d’inconnues auxiliaires (wl)le{l;_.; N,}- Nous ne détaillons donc pas ce point et donnons
directement la formulation variationnelle discrete sous forme matricielle :

ZROn]]F_]gl{w} ZZ B, Jl" Pl{wl} Jr Pl{’YNu}a

—2

k
v st (T - B ) (o = I (u)
De la méme maniere, nous obtenons la forme discrete de la relation g = T_:l g:

-2

k . ~
RS (3} ZBJppl{gz} Srnde) o Ve liN) (Tue - BECE ) @) = Jenla)

De par l'introduction des inconnues auxiliaires, la matrice de la formulation initiale (3.12) est de taille
conséquente, a savoir (2N, + 4)N?2 avec N, = 4 en pratique. Toutefois, sous réserve de disposer d’outils
permettant de gérer les matrices creuses, son faible taux de remplissage permet de 1'utiliser telle quelle sans
que les besoins en mémoire ne soient rédhibitoires. Une autre alternative permettant d’utiliser en pratique la
matrice de la formulation initiale (3.12) consiste a la compresser via ’élimination des inconnues auxiliaires.
Pour ce faire, nous introduisons la forme discrete de 'opérateur de transmission T’y :

PNt
T'i‘_?'“]]FPlJFPl Pk

et alors, la version discréte de la formulation initiale (3.12) se réécrit comme suit :

! 1
2drn Ty + N Dy ) ({m}) (JF , {g}) i
2 + ke D _ Pig T _ .
( Dk, e p T =Sk, ) \{vdu} %JF’H G {9} =19}

Cette approche peut paraitre peu avantageuse d’un point de vue pratique puisqu’elle requiert de calculer
des inverses et des produits de matrices. Toutefois, elle peut effectivement étre intéressante d’un point de
vue computationnel et ceci pour plusieurs raisons. Pour commencer, le fait de compresser la matrice de la
formulation initiale (3.12) supprime tous les blocs creux de cette matrice et les compense en ajoutant des
blocs pleins aux blocs denses déja existants. Ainsi, aucun bloc existant ne voit son taux de remplissage
dégradé.

Lors de la résolution du couplage faible (3.2), le probléme extérieur (3.9) est résolu plusieurs fois. Il peut
donc étre intéressant, pour gagner en temps de calcul, d’utiliser la décomposition LU de la matrice de la
formulation initiale (3.12) pour limiter les résolutions du probléme extérieur (3.9) & de simples montées et
descentes. Cependant, si la matrice de la formulation initiale (3.12) n’est pas compressée, sa décomposition
LU peut présenter le gros défaut de nécessiter beaucoup de mémoire. En effet, la matrice de la formula-
tion initiale (3.12) sous sa forme non compressée est de grande taille et méme si elle est trés creuse, ce
n’est pas nécessairement le cas de sa décomposition LU dont le taux de remplissage peut étre tres élevé.
Nous rappelons toutefois que ce probleme peut étre pallié sous réserve d’effectuer un prétraitement sur la
matrice non compressée de la formulation initiale (3.12). En effet, il existe des algorithmes permettant de
renuméroter efficacement les lignes et les colonnes des matrices creuses issues de la méthode des éléments
finis surfaciques en deux dimensions de sorte a ce que leurs décompositions LU soient également creuses.
Nous mentionnons par exemple les algorithmes de Cuthill-McKee [43, 78] et de degré minimum [3, 45, 57].
La matrice compressée de la formulation initiale (3.12) étant en revanche de petite taille et surtout pleine,
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nous avons tout intérét a utiliser sa décomposition LU, cette derniére nécessitant autant de mémoire que la
matrice initiale.

Enfin, certaines matrices issues de l’assemblage de la matrice compressée de la formulation initiale (3.12)
peuvent étre réutilisées lors de la résolution du couplage faible (3.2). Toutefois, avant de préciser ce point,
commengcons par expliquer comment assembler la matrice compressée.

S . . . ) . , . .
1- La premiere étape consiste, dans un premier temps, a assembler PL*. ™ via la résolution de systémes

de la forme : .

(3r.m — B ) (0} = 01

le vecteur {b} parcourant les vecteurs colonnes de Jr p,, puis, dans un second temps, & calculer le produit

JF ]Fv Pf .- Les systémes précédents peuvent étre résolus de maniere directe en tirant profit du faible

taux de remplissage des matrices en jeu ou encore en utilisant les décompositions LU de ces matrices
limitant ainsi la résolution des systéemes a de simples remontées et descentes.

2- Nous pouvons alors commencer & assembler la matrice compressée de la formulation initiale (3.12) en

remarquant que :

peOs
Jr,p Ty = ZJF FPl,k

3- Nous assemblons ensuite la matrice T en résolvant les systémes suivants :

JF,Pl {J)} = {b}’
le vecteur {b} correspondant aux vecteurs colonnes de J]Ii 151 IP’F Py ”k Ces systémes peuvent étre résolus
de la méme maniére que ceux intervenant dans la premiere étape. Toutefois, il est également possible
de tirer profit de la structure creuse de Jr p, pour résoudre ces systemes de maniere itérative, Jr p, se
prétant particulierement bien & une résolution par la procédure GMRES.

4- Nous calculons alors la décomposition LU de T et nous I'utilisons pour assembler le terme Jr p, T;l
via la résolution des systemes :

T {z} = {0},

le vecteur {b} représentant les vecteurs colonnes de Jr p,. Bien qu’il puisse ne pas apparaitre clairement,
au premier abord, que la résolution de ces systemes permette effectivement d’assembler le terme Jr p, T;l,
cela repose tout simplement sur le fait suivant :

M=JrpT;' & TLM =Jrp,.

Une fois 'assemblage de la matrice compressée de la formulation initiale (3.12) terminé, il est intéressant
de réutiliser la matrice T ainsi que sa décomposition LU lors de la résolution du couplage faible (3.2). En
effet, cette derniere requiert, entre autres, I’évaluation de I'opérateur de transmission 7'y dont ’équivalent
discret correspond a la multiplication par Ty. Enfin, ’assemblage du second membre de la formulation
initiale (3.12) nécessite de résoudre des équations du type :

T {3} = {9},
ce qui peut étre fait en utilisant la décomposition LU de T.

De par les avantages proposés par la compression de la matrice de la formulation initiale (3.12), nous
avons choisi de nous limiter a cette approche pour résoudre les problémes extérieurs (3.9). Remarquons
que la version discréte compressée de la formulation initiale (3.12) a toujours la méme forme quel que soit
lopérateur de transmission choisi, a savoir :

! 1
2dn.e L+ N D wu}) (Jr , {g}> i
2 + ! + D — ,P1 T _ .
< ]D?u, %JF,P1T+1 — Sk+> <{7]‘\’}u} ;]]F’P1 {3} ) +19} = {9}

La compression de la matrice de la formulation initiale (3.12) permet donc d’implémenter trés simplement
le couplage faible (3.2) pour plusieurs 7' . En effet, si le couplage faible (3.2) a déja été implémenté pour
un opérateur de transmission T particulier, I'intégration d’un nouvel opérateur de transmission requiert
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uniquement de spécifier la nouvelle forme de T.. De la, nous donnons naturellement les formes discretes des

ot Amt Np,a

opérateurs T’ correspondant aux approximations A% b ? de Vopérateur DtN intérieur :

0
Ty =—-A"4 , = Ty =ilp Pljl‘ Py
int,N,,,0, Np,0
T+ = —Al_rl7k7f)p P = T+ = —pHF I}:’lfk,
Nous rappelons par ailleurs que, si T = —ATt,’CIf”l’)e”, I'objet diffractant est implicitement homogene, les
approximations intégrales de 'opérateur DtN intérieur n’ayant pas de sens si I'objet diffractant n’est pas
homogene.

Nous terminons cette sous-section en donnant, essentiellement a titre informatif, les matrices non compres-
sées de la formulation initiale (3.12) lorsque T correspond aux approximations A% J_p €t Alnt N”’ ? de
Popérateur DtN intérieur.

Proposition 3.11 (Approximation d’ordre 0 du DtN intérieur).

Si T, =—A° la matrice non compressée de la formulation initiale (3.12) est la suivante :

Jk—,p?
Nf+ _Dk+ %JF,Pl ) 0 {’ygu} lu]]l—‘,P]{g}
D! Sk 0 Bee | vl | _ | SIre g} iIrfAa} = Ir.p g}
ZJF -, . . . v 0 ) P TPy
0 =Jr.p, 0 ZJF P * !

Proposition 3.12 (Approximations intégrales du DtN intérieur).

. int,N,,0 . .. . N . . .
SiTy = —A_), nr la formulation variationnelle discréte de la formulation initiale (3.12) s’écrit, sous
ke,
forme matricielle non compressée, comme suit :
Nk, -Dp, 0 0 3Irp 0 0 0 0 0
D! -8 0 0 0 1Ir.p, 0 0 0 0 * T
g0 s 0 0 o 0 0 o AN ER
0 0 S 0 =Jr.p o - 0 0 0 N 2
iRok—plr p, 0 plrp, 0 Jr.p, 0 —ik_pgtIee o *"kf/’g::l,':ﬂr.Pl 0 0 * 0
0 Jr.p, 0 plr,p, 0 iRok_pJr,p, 0 0 *Zk—ﬂ%:‘]r P *fk'—/’/[:::i” Jr.p, * g
—2 ” *
—Jr.p, 0 0 0 0 0 Jr.p, = Blﬂ'ﬂl ¥ (0) ® = 0
: o : : : ©) : :
k2 * 0
~Irp 0 0 0 0 0 (0) Ir.p = B, Hr p, X 0
0 0 0 0 0 ~Ir.p, Ir.p, — By ]HI,- 5 (0) .
: o : : : © : ) . 0
0 0 0 0 0 —Ir.p, () Ir.p, — B, Hi
i Rok_pJ J k_pi] k_pge]
oR—pdr, Py PIT, Py —IR_pPRIT, Py —IR-PFL IT,Py ~
b B {g} —Jr.r {9}
—Jr.p, Sk_ 0 L 0 x 0
-
_ *
Ir.p, 0 Jrp —BiHp g (0) = 0
-2 * 0
_JF,Pl 0 (0) qHF,Pl BN HF P1
Nous terminons cette sous-section en mentionnant que la matrice non compressée de la formulation initiale
int,N,,0, S
(3.12) est plus grande lorsque T} = —A —k_p " que lorsque Ty = —AT q . Ceci est dii au fait que

int N ,0p . N , .
I’approximation A_ P est construite a partir de 'inverse de 'opérateur de snnple couche surfacique, ce

qui nécessite I’mtroductlon d’inconnues auxiliaires supplémentaires.

3.3.3 Discrétisation des problemes intérieurs

Dans cette sous-section, nous expliquons comment discrétiser les problémes intérieurs (3.10) que le couplage
faible (3.2) soit de type BEM-BEM ou de type FEM-BEM. Nous rappelons que 7 est optimal pour le
couplage faible (3.2) :

Tf = —A+’k+.
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Couplage faible BEM-BEM

Lorsque le couplage faible (3.2) est de type BEM-BEM, la discrétisation de la formulation initiale que nous
avons choisi d’utiliser pour résoudre les problemes intérieurs (3.10) :

1, B 1 1 . _
=T yyu—Di_ypu+ Sk_yyu=T""g , —T_ypu+ D} yyu— Np_vpu=

1
— 1
5 5 o g, (3.13)

2p

se fait exactement de la méme maniére que pour la formulation initiale (3.12) et par conséquent, ce para-
graphe est volontairement succinct. La version discréte de la formulation initiale (3.13) s’écrit, sous forme
matricielle compressée, comme suit :

1 - 1
5=dr.p, T- — Ny Dy U =Jdr.p {9 _
T s, ) (B2) - (B w0
k_ 500, T2" 4+ Sk ) \{7vut 3P {9}
Enfin, les formes discrétes des différents opérateurs de transmission 7 sont données ci-dessous :

N:D79:D

T =AD" = T = =ik PR
T-=—A% . = T_ =—ikId.

Couplage faible FEM-BEM

Pour le couplage faible FEM-BEM, les problémes intérieurs (3.10) sont discrétisés via la formulation varia-
tionnelle suivante :

Yo € HY(D), / pVu - VudQ_ —/ pk2uv dQ_ + (T vpu; vpv) = (g;7p0).

Nous commengons donc par expliciter cette formulation variationnelle pour les deux choix possibles de
lopérateur de transmission 7.

Proposition 3.13 (Formulations variationnelles pour les problémes intérieurs).

ST = —Ai’,ﬁpﬁp, la formulation variationnelle pour le probléme intérieur (8.10) est la swivante :

N,
A
Yo e HY(QL), /Q pVu - VT dQ_ —/ pk2ut dQ)_ —ik+R0/F'y,5u755dF+ik+§ Ei/FmBMF
_ =1

Q_
= (g:7pv);
Vo € HY(T), /uﬁdF—Bl/ k%vrul.vpmrz/ygumr.
r r Ry e r
SiT_ = _Ag,kw la formulation variationnelle permettant de résoudre le probléme intérieur (3.10) s’écrit

comme suit :

Yo e HY(QL), / pVu - -VodQ_ —/ pk2usdQ_ — ik+A75u75@dF = (g;vpV).

Enfin, nous donnons, sous forme matricielle, les formes discretes des formulations variationnelles précédentes
qui sont, contrairement au cas du couplage faible BEM-BEM, basées sur les éléments finis P, hiérarchiques
pour des questions de précision.

Proposition 3.14 (Approximations de type racine carrée du DtN extérieur).

SiT_ = —Aj?’év”’e”, la forme discréte de la formulation variationnelle du probléme intérieur (3.10), écrite
sous forme matricielle, est la suivante :

k2 . . y A
Ho_p, —Ja_p, —ik+RoG'Irp,G ik 5 Glrp, - ik G, ¢
i Np {LL} G’JF,P‘ZPI’,H%Pz {g}
k
=Ir,p,G Jr,p, — BlHF}; (0) ' = !
= * 0
7JI‘,PZG (O) JF,PZ - BNpHFTP;
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Nous ne compressons pas cette matrice comme dans le cas du couplage faible BEM-BEM. Bien que cela soit
possible, comme suit :

2
P Pk t ot _ . N, ,0
(HQ,P2 —Jo p,+G JF,PzT—G) {u} = G'Ir,p,Prp~pr {9t , To=—iky PR
Np.bp . P R .\ Nyp,0, PR . oy
P75 ", étant défini de la méme maniere que PL%5 7, , 'intérét de la compression est limité dans ce cas.
72, IR RIS

X ) . . k2 )
En effet, cette derniére dégrade le taux de remplissage de la matrice Hgﬂ P, Jgﬂ p, — k4 RoG'Jr p,G

puisqu’elle lui ajoute des coefficients correspondant & des interactions surfaciques entre les éléments finis
rattachés & un sommet ou & une aréte du bord du maillage. Bien que le nombre de ces éléments finis soit faible
devant le nombre total d’éléments finis, il n’est tout de méme pas négligeable, limitant ainsi I'intérét de la
compression. Pour finir, la compression de la matrice permettant de résoudre le probléme intérieur (3.10) re-
quiert ’assemblage de Pg’};ﬁf’h et cette matrice n’est pas réutilisable pour évaluer T_ lors de la résolution du
couplage faible (3.2) puisque, au niveau discret, T_ correspond & un opérateur de Span (ei c1e{l;---; N, f})
dans lui-méme.

Proposition 3.15 (Approximation d’ordre 0 du DtN extérieur).

SiT_ = —A?HH, la forme discréte de la formulation variationnelle du probléme intérieur (3.10) s’écrit,

sous forme matricielle, comme suit :

k2 .
<H5,P2 -Jo p— Zk+GtJF,PZG) {u} = G'Jp,p,Pr,p,—p,{g}.

3.4 Résultats numériques

Nous présentons ici des résultats numériques concernant la résolution par la méthode des éléments finis du
couplage faible (3.2) optimisé. Nous commengons par nous intéresser au couplage faible de type BEM-BEM.
Nous traiterons ensuite le cas du couplage faible de type FEM-BEM de maniére moins exhaustive.

Le but premier de ce travail est de minimiser le nombre d’itérations GMRES nécessaires a la résolution
du couplage faible (3.2). Des résultats que nous présentons dans cette section, nous pourrons affirmer quels
opérateurs de transmission il faut choisir en pratique pour atteindre ce but. Notons toutefois que le temps de
calcul d’une itération GMRES dépend du choix des opérateurs de transmission. Nous avons par exemple déja
mentionné que 'utilisation des approximations intégrales des opérateurs DtN intérieurs est plus cotiteuse
que celle des approximations de type racine carrée qui demande elle-méme plus de ressources que celle des
approximations d’ordre 0. Le temps de calcul d’une itération GMRES est également trés dépendant de
I'implémentation de I’évaluation des opérateurs de transmission et des opérateurs de résolution. Pour cette
raison, nous ne présenterons pas les temps de calcul qu’il nous a fallu pour résoudre le couplage faible (3.2).
En effet, notre implémentation du couplage faible (3.2) n’a pas été optimisée, de sorte que les temps de
calculs que nous avons obtenus ne sont pas représentatifs du potentiel de la méthode. Par exemple, nous
n’avons pas utilisé de méthodes de décomposition de domaine pour résoudre les problémes intérieurs (3.10).
Les problémes extérieurs (3.9) ont quant a eux été résolus de maniére directe et non itérative, qui plus est
sans utiliser de méthodes de compression. Nous n’avons pas non plus résolu les problémes intérieurs (3.10)
et extérieurs (3.9) en parallele a chaque itération de la procédure GMRES. Pour finir, nous n’avons pas
chercher a paralléliser I’évaluation numérique des opérateurs de transmission.

3.4.1 Couplage faible BEM-BEM

Nous confirmons dans un premier temps que 'approximation (3.11) est précise si les parametres N, et 6,
sont choisis comme suit :
Ny=4 , 0,=—.

Pour ce faire, nous présentons, dans la Figure 3.6, I’évolution du nombre d’itérations GMRES pour le
couplage faible BEM-BEM optimisé en fonction du nombre d’onde intérieur lorsque les opérateurs de trans-

. . . 5q,Np,0 q,Np,0 ,
mission correspondent aux approximations Af e Coet A% . o0 des opérateurs DtN. Pour cette figure,
+ P

l’objet diffractant est la sphére mentionnée dans la sous-section 3.2.3, ky = 10, p = 5 et plusieurs paires
de parametres (N,;6,) sont considérées. Notons par ailleurs que la tolérance GMRES a été fixée a 107°.
s

Dans le premier graphique, la valeur de 6, est fixée a 7. Dans le second, N, est égal a 4. Enfin, le pas h
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du maillage est égal au cinquieme de la plus petite longueur d’onde du probléme de diffraction-transmission
(3.1), a savoir :

1 2
h=—min(A_;A;) avec i = .
5 ki
Op =75 N, =4

I T T I I [
L, 20| |- Ny =38 1 B0f o= .
m -4-- N, = 4 E - A Hp =7
%ﬁ A e = oy =
3 N, =1 / S 400, =0 1

p /I r

2 5| it | | =
.S ] 8
= £ Z 30| .
& /o N5
o & / L o 20| 2
= 10 cr Q—e—e-e-a-e.cx e | & A
g @ e—&@f Bl . Py ‘»\
) S e dc S | s |
Z, o Z 10 8%2_23%8 g@-@—@—e—-@-e—e bo

| | | | | | | | | |

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Nombre d’onde intérieur Nombre d’onde intérieur

FIGURE 3.6 — Influence des parametres N, et 6, sur la convergence du couplage faible BEM-BEM optimisé

Les résultats de la Figure 3.6 confirment bien ceux de son analogue basé sur les harmoniques sphériques,
a savoir la Figure 2.7. Il est suffisant de ne considérer que 4 termes dans les approximations de Padé afin
d’obtenir une bonne convergence GMRES pour le couplage faible BEM-BEM optimisé. De plus, la valeur
optimale de la rotation de branche est 7. Par conséquent, a partir de maintenant et jusqu’a la fin de cette
section, les valeurs de N, et de 0, sont respectivement fixées a 4 et a 7 pour tous les résultats que nous
présentons. Pour finir, remarquons que la Figure 3.6 illustre bien les phénomeénes de résonance mentionnés
dans la sous-section 2.4.5.

La Figure 3.7 montre 1’évolution du nombre d’itérations GMRES pour le couplage faible BEM-BEM op-
timisé en fonction du nombre d’onde intérieur. Elle est formée de quatre graphiques qui correspondent
tous a des géométries différentes, a savoir la sphere, I’ellipsoide, le cube et le cube avec un coin rentrant
mentionnés dans la sous-section 3.2.3. Ces graphiques sont constitués de six courbes chacune associée a

une paire d’ opérateurs de transmission (T—;T4). Les opérateurs de transmission correspondent par ailleurs

int,N,,0, Q,Np,0p 0
aux approximations A , AS e AT A™ Kl et A”  des opérateurs DtN. Les parameétres

physiques k_, ki et p d1 erent en fonction des geometrles et sont indiqués sur la figure. Enfin, le pas du
maillage et 1a tolérance GMRES sont choisis de la méme maniere que pour la Figure 3.6.

Les courbes de la Figure 3.7 suggerent que le couplage faible BEM-BEM optimisé doit étre basé sur les
paires d’opérateurs de transmission suivantes :

(Af’k+ br. Asq” )p) , (Af’k+ . A% L), (3.14)

pour étre robuste et adapté a des nombres d’onde élevés. En effet, méme si ces paires ne sont pas optimales
pour toutes les géométries, elles permettent d’obtenir de tres bonnes convergences GMRES pour l'intégralité
des objets diffractant considérés. De plus, quand bien méme elles ne seraient pas optimales (sphére et
ellipsoide), les convergences GMRES proposées par les paires d’opérateurs de transmission (3.14) le sont

:sq,Np,Hp

quasiment. Nous rappelons que tout ceci s’explique par le fait que A7 est une tres bonne approximation

5(17 p,ep

de Ay i +, ce qui permet d’assurer la quasi-nilpotence de S;. Concretement A compense le fait que

les Convergences GMRES proposées par les paires d’opérateurs de transmission (3.14) sont quasi-identiques
lorsque le nombre d’onde intérieur est élevé. Ceci est dii au fait que 'approximation suivante est d’autant
plus précise que la valeur de k_ est importante :

»Np,
A e ” et A0 p e sont pas de trés bonnes approximations de A_ . Iest mteressant de remarquer que

Sq ~ A°
AT —k—.p A77k*7p'

89



Chapitre 3. Discrétisation et résultats numériques

En revanche, lorsque le nombre d’onde intérieur est faible, A™ p” donne de meilleurs résultats que A® ke
En pratique, nous pouvons donc imaginer implémenter le couplage faible BEM-BEM optimisé non pas

partir d’une seule mais des deux paires d’opérateurs de transmission (3.14). Cette solution consisterait a
sq,N ,0p

P
a

utiliser A” comme opérateur de transmission extérieur lorsque le nombre d’onde intérieur est faible a

modéré et a remplacer A q’ »0p par A° , _p bour des nombres d’onde intérieurs plus élevés, réduisant ainsi
le cofit d’une itération de la procedure GMRES. Les paires d’opérateurs de transmission (3.14) présentent
un autre atout qui les rend particulierement bien adaptées au cas ou les nombres d’onde du probleme de
diffraction-transmission (3.1) sont élevés. En effet, ces paires d’opérateurs de transmission permettent d’ob-
tenir la plus faible dépendance en le nombre d’onde intérieur du nombre d’itérations GMRES nécessaires a
la résolution du couplage faible BEM-BEM optimisé. L’augmentation du nombre d’itérations GMRES dont
il est ici question dépend toutefois de la géométrie considérée. Elle est en effet tres faible pour la spheére, un
peu plus importante pour 'ellipsoide et significative pour le cube ainsi que le cube avec un coin rentrant.
Concretement, cela signifie que Asfl’,€+ est une moins bonne approximation de A, ., pour lellipsoide, le
cube et le cube avec un coin rentrant que pour la sphere. Ceci peut se justifier en remarquant que la sphere
est 'objet le plus favorable pour que AT,M soit une bonne approximation de Ay x, . En effet, il s’agit d'un
objet lisse, convexe et & courbure constante. L’ellipsoide est aussi un objet lisse et convexe mais sa courbure
n’est toutefois pas constante. Le cube lui est également convexe mais n’est pas lisse. Enfin, le cube avec un
coin rentrant n’est ni convexe ni lisse. Pour finir, nous mentionnons que des travaux sur le développement
de meilleures approximations de Ay 5, que Aiq’,€+ pour des polyedres sont actuellement en cours (Modave,
Geuzaine et Antoine).

Nous faisons a présent quelques commentaires sur les paires d’opérateurs de transmission suivantes :

(AT AT L (A ATR). (3.15)

Dans le cas de la sphére, ces derniéres offrent de bonnes c?vnveergences GMRES pour le couplage faible BEM-
+k+7Amtk 0 )
est une bonne approximation de A_ j_ ,. En effet, A Y+ .k, Dest pas une approximation suffisamment précise de
Ay k., pour rendre S; quasi-nilpotent. Pour I'ellipsoide, le cube et le cube avec un coin rentrant, les résultats
pour les paires d’opérateurs de transmission (3.15) sont toutefois beaucoup plus mitigés. Remarquons que
si certaines courbes stagnent a 50 itérations pour l’ellipsoide, le cube et le cube avec un coin rentrant, ceci
vient du fait que nous avons arrété la procédure GMRES apres 50 itérations. Sans cette limite, le nombre
d’itérations GMRES serait beaucoup plus important. Dans 'optique d’expliquer les résultats obtenus pour
lellipsoide, le cube et le cube avec un coin rentrant, nous commencons par rappeler que ’approximation
A est construite comme suit :

BEM optimisé. La convergence proposée par (A ) permet par ailleurs de confirmer que Aiffk

Aif,tk_, p(Sit + AT, ).

P:

De plus, nous savons que la qualité de A, , comme approximation de A_ ;_ , est directement liée & celle

de A®?, en tant qu’approximation de Ay ;. Pour le cube et le cube avec un coin rentrant, nous avons
+,k_ quapp +, )
fix o . . . . int,N,,,0
déja établi que AT,L n’est pas une trés bonne approximation de A4 ;. Il est donc normal que A™ [
n’approxime pas A_ k .p de maniére trés précise. Il est toutefois surprenant que la paire d’opérateurs de

th 0)

transmission (AT’ rl, s A offre une moins bonne convergence GMRES pour le couplage faible BEM-

BEM optimisé que la paire (A+ k+‘”’ b Asq’

obtenues a partir de la relation :

) Cela suggere que la qualité des approximations de A_;_ ,

A p=p(Sit+ Ak ),

dépend tres fortement de la qualité de I'approximation utilisée pour A ;. Plus précisément, une petite
erreur sur ’approximation de Ay j_ se traduit par une erreur beaucoup plus importante sur 'approximation
de A_ ;_ ,. Pour finir, nous discutons du cas de l'ellipsoide. Pour cette géométrie, nous avons déja men-

tionné que AT x_ est une bonne approximation de A4 ;_, quoique de qualité légerement inférieure au cas

Alnt N, ,0p

de la sphere. Les résultats pour la paire d’opérateurs de transmission (A oy ) semblent indiquer

+,k40
que cela est suffisant pour faire dégénérer A™, o Toutefois, cette dégénérescence apparait comme étant

;s . . , .. sq,Nyp,0 1ntN,0
modérée puisque la paire d’opérateurs de transmission (A & el AT
ikt —k

GMRES pour le couplage faible BEM-BEM optimisé. Concretemen’c7 A +.k, bermet de compenser la dégé-

) donne la meilleure convergence

nérescence de Alrl iy
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Pour finir, les paires d’opérateurs de transmission :
0 .0 0 . ASDNpOp
(A+,k+’ Af,kﬂp) ’ (A+J€+’A7,k_,p );

ne sont pas adaptées lorsque les nombres d’onde du probléme de diffraction-transmission (3.1) sont élevés
et ceci quelle que soit la géométrie considérée. En effet, le nombre d’itérations GMRES pour le couplage
faible BEM-BEM optimisé construit & partir de ces paires d’opérateurs de transmission croit drastiquement
avec le nombre d’onde intérieur. La mauvaise convergence GMRES proposée par ces choix des opérateurs de
transmission est due au fait que Ag-,kw A% ,et A, , e sont pas de bonnes approximations de Ay j,
et A77k,7p-

La Figure 3.8 montre des historiques de convergence GMRES pour le couplage faible BEM-BEM optimisé.
Elle est concue exactement de la méme maniere que la Figure 3.7 et ici aussi, les pas des maillages sont
égaux au cinquieme de la plus petite longueur d’onde en jeu. Les historiques de convergence GMRES sont
intéressants pour plusieurs raisons. Dans un premier temps, ils permettent d’avoir une estimation du nombre
d’itérations GMRES nécessaires pour atteindre un résidus relatif donné. Avec ces historiques, il est également
possible de savoir si la vitesse de convergence est constante ou non tout au long de la procédure GMRES.
Par exemple, pour les paires d’opérateurs de transmission suivantes :

(Asq,Npﬂp : Asq,Npﬂp)

SQ7Np:9p, 0
okt —k (A A kL)

+,k+

)

la vitesse de convergence GMRES semble étre identique itération apres itération. En revanche, pour les
paires d’opérateurs de transmission :

(ASq?NP70P. Ai_ntl;vaep)

+.ky H _p (AO 'Aint,Npﬁp)’

+ki =k _p

)

la vitesse de convergence GMRES a la premieére itération est tres importante et diminue des la seconde,
cette diminution étant drastique dans le cas de l’ellipsoide, du cube et du cube avec un coin rentrant. Pour
finir, les historiques de convergence GMRES nous permettent de visualiser plus explicitement que les vi-
tesses de convergence GMRES sont tres faibles pour les paires d’opérateurs de transmission que nous savons
mauvaises.

Dans la Figure 3.9, nous montrons ’évolution du nombre d’itérations GMRES pour le couplage faible BEM-
BEM optimisé en fonction du raffinement du maillage, la tolérance GMRES étant égale & 1076 Cette figure
est elle aussi construite sur le méme principe que la Figure 3.7. Le raffinement du maillage est ici quantifié
grace au nombre de points par longueur d’onde, noté ny. Plus précisément, le pas du maillage est donné
par :

1
h=—min(A_; A Ay = —.
- min(A_;A\y) avec Ay i

Pour les paires suivantes d’opérateurs de transmission :

(Asq,Npﬂp;As_q,li\fp,Gp) 7 (Asq,Np,Gp; Aiilt];Np,Qp)

0 . Sq,Nznep
+,k4 sK—sp +.k+ sR—sp (A A )

O s AT (AO .Aim‘c,Npﬁzv)7

? ’ +1k+7 —,k,,p

le raffinement du maillage ne dégrade pas significativement la convergence GMRES pour le couplage faible
BEM-BEM optimisé. Remarquons par ailleurs que le nombre d’itérations GMRES nécessaires a la résolution
du couplage faible BEM-BEM optimisé est quasi-constant, voire constant dans certains cas, pour les paires
d’opérateurs de transmission suivantes :

sq,Np,Gp_ sq,Np,0p sq,Np,Qp' int,N,,0,
<A+J€+ ’A—Jﬂ—,P) ’ (A+7k+ ’A—Jf—yp )

Avec les paires d’opérateurs de transmission :

sq,N,,0
(A:‘qvk+p p;A(ivk—vp) ’ (A?"’k-F;A[lvk—vp)’

la convergence GMRES pour le couplage faible BEM-BEM optimisé se détériore toutefois avec le raffinement
du maillage. Par conséquent, pour construire un couplage faible BEM-BEM robuste, il semble préférable de
ne pas considérer un usage mixte des paires d’opérateurs de transmission :

S(Lvagp, S(Lvaep S(Lvaep, 0
(A+,k+ 7A—,k_,p ) ’ (A+,k+ ’Af,k_,P)’

comme nous ’avons suggéré précédemment mais de se limiter a l'utilisation de la paire d’opérateurs de

transmission :

Sq’vaop. Sq1Np79p
(AR AT 7).
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Les derniers résultats que nous donnons concernant le couplage faible BEM-BEM optimisé sont regroupés
dans les Figures 3.10 et 3.11. Ils ont été obtenus en utilisant la paire d’opérateurs de transmission :

(Ao, At

Les Figures 3.10 et 3.11 montrent des courbes de SES bistatique pour la sphere, 1’ellipsoide, le cube et le cube
avec un coin rentrant mentionnés dans la sous-section 3.2.3. La SES bistatique a par ailleurs été calculée pour
la méme onde incidente et dans le méme plan que dans la sous-section 3.2.3. Pour chacune des géométries
considérées, deux graphiques sont donnés. Le premier représente 1’évolution de la SES bistatique, 'angle
des coordonnées polaires variant de 0° a 360 °. Afin d’obtenir ce graphique, nous avons fixé la tolérance
GMRES pour la résolution du couplage faible BEM-BEM optimisé & 10~%. Le second graphique présente des
courbes de SES bistatique tracées sur de petites plages de variation de I’angle des coordonnées polaires et
obtenues avec différentes tolérances GMRES. Dans un premier temps, le but de ce graphique est de vérifier
que la SES converge lorsque la tolérance GMRES décroit. Nous avons donc choisi les plages de variation
de ’angle des coordonnées polaires de sorte qu’elles illustrent au mieux cette convergence. Enfin, le second
graphique nous montre que, en pratique, la tolérance GMRES ne doit pas dépasser 10~2 pour correctement
estimer la SES.
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FI1GURE 3.7 — Nombre d’itérations GMRES pour le couplage faible BEM-BEM optimisé en fonction du
nombre d’onde intérieur
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F1GURE 3.8 — Historiques de convergence GMRES pour le couplage faible BEM-BEM optimisé

93



Chapitre 3. Discrétisation et résultats numériques
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FI1GURE 3.9 — Nombre d’itérations GMRES pour le couplage faible BEM-BEM optimisé en fonction du
raffinement du maillage
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F1GURE 3.10 — Convergence de la SES par rapport a la tolérance GMRES pour le couplage faible BEM-
BEM optimisé (sphere et ellipsoide)
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Fi1GURE 3.11 — Convergence de la SES par rapport a la tolérance GMRES pour le couplage faible BEM-
BEM optimisé (cube et cube avec un coin rentrant)
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3.4.2 Couplage faible FEM-BEM

Dans cette sous-section, nous nous limitons a confirmer la viabilité pratique du couplage faible FEM-BEM
optimisé lorsque I'objet diffractant n’est pas homogene. Cette restriction aux objets diffractant non homo-
geénes nous permet tout d’abord de ne pas multiplier les figures. Ajouté a cela, les résultats que nous avons
présentés dans la sous-section précédente sont suffisants pour conclure sur la pertinence pratique du couplage
faible optimisé lorsque l'objet diffractant est homogene et ceci indépendamment des méthodes utilisées pour
résoudre les sous-problemes. Nous rappelons en effet que, en pratique, le couplage faible optimisé n’est pas
censé dépendre de maniere significative de ces méthodes pourvu, bien entendu, qu’elles soient précises.

Nous avons testé le couplage faible FEM-BEM optimisé pour les mémes géométries que le couplage faible
BEM-BEM optimisé, a savoir la sphere, ’ellipsoide, le cube et le cube avec un coin rentrant introduits dans
la sous-section 3.2.3. Pour ces tests, les fonctions k_ et p ont été choisies comme suit :

o i

k_(x) = k,yoe*”xH2 . p(x) =2pge THhax |
la notation ry., désignant le rayon maximal de 'objet diffractant considéré, a savoir :

T = max ||x||.

max = ma x|

Remarquons que les rayons maximaux de la sphere, de ’ellipsoide, du cube et du cube avec un coin rentrant
mentionnés précédemment sont respectivement égaux 1, 1.5, v/3 et v/3. En outre, la fonction p vaut 2pg
en l'origine et py en les points de Q_ les plus éloignés de l'origine. Pour finir, k_ oy et 2py correspondent
respectivement aux valeurs maximales des fonctions k_ et p.

Les résultats que nous présentons dans cette sous-section ont tous été obtenus en choisissant les parametres
des approximations de Padé de la sorte :

Remarquons par ailleurs que les figures associées a ces résultats correspondent chacune, aussi bien en termes
de contenu que de présentation, a ’analogue d’une des figures données dans la sous-section précédente pour
le couplage faible BEM-BEM optimisé.

Dans la Figure 3.12, nous montrons 1’évolution du nombre d’itérations GMRES nécessaires a la résolution
du couplage faible FEM-BEM optimisé en fonction de k_ . La tolérance de la procédure GMRES a été fixée
4 1076 et le pas du maillage sous-jacent au cinquiéme de la plus petite longueur d’onde, & savoir :

1 . 2 2w 2w
h= gmln()\_,/\+) avec A_ = max(i) " Fg Ay = e

)

Les résultats de cette figure sont en accord avec ce que nous avons observé dans la sous-section précédente
pour le couplage faible BEM-BEM optimisé. La meilleure convergence GMRES pour le couplage faible
FEM-BEM optimisé est notamment obtenue en utilisant la paire d’opérateurs de transmission :
s, Np,0p . 4 59,Np,0,
(AT AT
Remarquons que, lorsque le nombre d’onde intérieur est élevé, les courbes associées aux paires d’opérateurs

de transmission :
S‘%vagp . Sq’prep
(A AT

Sq’prep. 0
by AZEILT) s (ARTAL ),

+,k4

sont bien plus éloignées 'une de 'autre que pour le couplage faible BEM-BEM optimisé. Bien que cela
puisse sembler contradictoire, il n’en est rien. Ces résultats se justifient en effet tres simplement. Dans le cas
de la sphere, par exemple, la valeur de k_ sur I' est donnée par :

k_,0671 ~ 0.37]6_,0,

de sorte que méme si k_ o = 20, la valeur de k_ sur I', & savoir 7.36, est trop faible pour que I’approximation
suivante soit précise :

sq,Np,0p _, A0
A—yk—,p NA*JL,/J'

Dans la sous-section précédente, nous avons observé, pour certaines paires d’opérateurs de transmission, une
croissance significative, en fonction du nombre d’onde intérieur, du nombre d’itérations GMRES nécessaires
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a la résolution du couplage faible BEM-BEM optimisé. Notons que ce phénomeéne apparait de maniére beau-
coup moins marquée dans la Figure 3.12. Cette tres faible variation du nombre d’itérations GMRES par
rapport au maximum du nombre d’onde intérieur ne doit toutefois pas étre considérée comme une caracté-
ristique intrinseque et générique du couplage faible FEM-BEM optimisé. Elle est en effet tres certainement
spécifique au cas test considéré. De maniere trés informelle, il semblerait que le nombre d’itérations GMRES
nécessaires a la résolution du couplage faible FEM-BEM optimisé soit plus sensible aux valeurs de k_ sur I'
qu’a ces valeurs sur €)_ tout entier.

La Figure 3.13 présente quant a elle 'impact du raffinement du maillage sur le nombre d’itérations GMRES
nécessaires a la résolution du couplage faible FEM-BEM optimisé, la finesse du maillage étant caractérisée
par le biais du nombre de points par longueur d’onde :

1 27 2m 2m
h = —min(A_; A Al = = Ay = —.
o min(A_;Ay) avec max(h) ko

Remarquons que pour obtenir cette figure, nous nous sommes donnés une tolérance GMRES égale & 1076.
Contrairement au cas du couplage faible BEM-BEM optimisé, le nombre d’itérations GMRES nécessaires a
la résolution du couplage faible FEM-BEM optimisé est légeérement plus sensible au raffinement du maillage
lorsque les paires d’opérateurs de transmission suivantes sont utilisées :

SQ;va p. bQ;J\fpﬁp
(A+ k4 A —k_,p )

Cette sensibilité est probablement due au fait que A~ sq, N ”’p approxime un peu moins bien A_ ;_ , lorsque k_
et p sont variables. Quoiqu’il en soit, ce léger défaut du couplage faible FEM-BEM optimisé est quasiment
insignifiant en pratique.

Pour finir, les Figures 3.14 et 3.15 montrent des courbes de SES obtenues griace au couplage faible FEM-
BEM optimisé et illustrent la convergence de la SES lorsque la tolérance de la procédure GMRES décroit.
Elles ont été obtenues en fixant ny a 5 et en utilisant la paire d’opérateurs de transmission suivante :

sq,Np,0p . psa,Np,0p
(A+ k4 A —k—,p )

Ces résultats nous montrent que la tolérance GMRES du couplage faible FEM-BEM optimisé, comme celle
du couplage faible BEM-BEM optimisé, ne doit pas étre plus grande que 10~3 pour des calculs de SES.
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F1GURE 3.12 — Nombre d’itérations GMRES pour le couplage faible FEM-BEM optimisé en fonction du
nombre d’onde intérieur
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F1GURE 3.13 — Nombre d’itérations GMRES pour le couplage faible FEM-BEM optimisé en fonction du
raffinement du maillage
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F1GURE 3.14 — Convergence de la SES par rapport a la tolérance GMRES pour le couplage faible FEM-
BEM optimisé (sphere et ellipsoide)
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Fi1GURE 3.15 — Convergence de la SES par rapport a la tolérance GMRES pour le couplage faible FEM-
BEM optimisé (cube et cube avec un coin rentrant)

102



3.5. Conclusion

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord expliqué comment discrétiser le couplage faible optimisé et ceci
qu’il soit de type BEM-BEM ou de type FEM-BEM. Nous avons notamment vu qu’il était plus intéressant,
pour implémenter le couplage faible FEM-BEM optimisé, de coupler les éléments finis P; surfaciques aux
éléments finis P, hiérarchiques volumiques que de les coupler aux éléments finis P; volumiques. Nous avons
également montré qu’il était pertinent d’un point de vue computationnel de compresser les matrices associées
aux formulations variationnelles discretes des équations intégrales utilisées pour résoudre les sous-problémes.

Dans un second temps, nous avons présenté plusieurs résultats numériques qui nous ont amené a conclure
)
que le couplage faible optimisé doit étre construit a partir de la paire d’opérateurs de transmission :

(AT”IQP’OP;A?’Q"?) avec N,=4 , 0,= g, (3.16)
pour étre viable en pratique. En effet, cette paire d’opérateurs de transmission permet d’obtenir la plus faible
dépendance de nftpt a la fois par rapport a k_ et par rapport a ny. Il est toutefois nécessaire de nuancer
quelque peu ces propos. En effet, lorsque nous avons testé le couplage faible BEM-BEM optimisé pour le
cube et le cube avec un coin rentrant, nous avons observé que la paire d’opérateurs de transmission (3.16)
donnait lieu a une dépendance significative de n?tpt en fonction de k_. Nous rappelons que ce phénomeéne
est dii au fait que Afh n’est pas une tres bonne approximation de A . pour le cube et le cube avec un
coin rentrant. L’utilisation comme opérateurs de transmission des approximations de Ay . actuellement en
cours de développement pour des polyedres (Modave, Geuzaine et Antoine) pourrait donc constituer une
perspective de recherche intéressante. Pour le couplage faible FEM-BEM optimisé construit a partir de la
paire d’opérateurs de transmission (3.16), nous avons observé que nftpt dépendait légerement de n) et qu’il
ne semblait dépendre de k_ qu’a travers ses valeurs sur I'. Pour finir, nous avons constaté que la tolérance
GMRES utilisée pour la résolution du couplage faible optimisé doit étre inférieure & 10~3 pour des calculs

de SES.

Dans la suite de ce travail, nous nous intéressons a la résolution numérique de I’équivalent électromagnétique
du probléme de diffraction-transmission (3.1). Nous montrons en particulier qu’il est possible d’introduire
un couplage faible pour ce probléme en suivant exactement les mémes idées qu’en acoustique. De par
leurs similitudes, nous avons choisi de structurer les parties sur l'acoustique et sur ’électromagnétisme
de la méme maniére. En termes de contenu, les Chapitres 4 et 5 correspondent aux analogues exacts des
Chapitres 1 et 2. Pour éviter les redites, ils sont par conséquent un peu moins détaillés que leurs homologues
portant sur ’acoustique. Pour finir, nous mentionnons que des différences significatives entre 'acoustique et
I’électromagnétisme apparaitront dans le Chapitre 6. Ceci est dii au fait que la discrétisation du couplage
faible en électromagnétisme souleve des difficultés techniques importantes.
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Deuxieme partie

Le probleme de
diffraction-transmission
électromagnétique
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Chapitre 4

Présentation du probleme
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4.1. Un peu de physique

4.1 Un peu de physique

L’évolution des champs électrique E et magnétique H dans un matériau linéaire occupant un domaine
Q C R3 est régie par les équations de Maxwell :

—ex)0:E+rotH=0 , u(x)0:H+rotE=0.

Ici, € et p désignent respectivement la permittivité électrique et la perméabilité magnétique du matériau.
Dans cette partie dédiée a 1’électromagnétisme, nous sommes intéressés par les radars. Comme pour les
sonars, la fréquence des ondes générées par ces systémes est généralement fixe. Par conséquent, nous choi-
sissons, comme dans la partie sur 'acoustique, de travailler en régime harmonique. Nous supposons donc
que le champ électromagnétique (E; H) vérifie :

E(x) = E(x)e”™! | H(x)=H(x)e “,
Les équations de Maxwell sont alors équivalentes au systéme de Maxwell harmonique :
rotE —iwp(x) H=0 , rotH+ iwe(x)E =0,

qui se réécrit en introduisant le nombre d’onde k et 'impédance Z du matériau :

comme suit : ~ ~ ~ ~
rotE —ik(x)Z(x)H=0 , rotH+ik(x)Z '(x)E=0.

Nous rappelons qu’il ne faut pas confondre les champs électrique et magnétique physiques donnés ci-dessous :

R(Ee™ ") = R(E) cos(wt) + Z(E) sin(wt) , R(He “*) = R(H) cos(wt) + Z(H)sin(wt),
avec leur homologue complexe, 4 savoir E et H.

Dans la suite de ce travail, le systéeme de Maxwell harmonique sera écrit d’une maniere plus allégée, a savoir :
rotE —ik(x)Z(x) H=0 , rotH+ik(x)Z '(x)E=0.

Nous finissons cette section en mentionnant que le systéme de Maxwell harmonique n’est jamais couplé a
des conditions de Dirichlet ou de Neumann imposées sur 92 comme c’est le cas en acoustique. L’unicité de
la solution du systeme de Maxwell harmonique est en effet généralement assurée par des conditions de bord
portant sur les composantes tangentielles des champs électrique et magnétique.

4.2 Le probleme de diffraction-transmission

Le principe de fonctionnement des radars étant exactement le méme que celui des sonars, le probleme de
diffraction-transmission électromagnétique que nous considérons dans cette partie est I’analogue parfait du
probléme de diffraction-transmission auquel nous nous sommes intéressés dans la partie sur l’acoustique.
Nous le présentons par conséquent de maniere plus succincte que dans la section 1.2.

L’onde électromagnétique incidente, notée (Einc; Hine), vérifie le systéme de Maxwell harmonique suivant
dans le domaine extérieur Q :

{ rot Eiy,. — ik Z Hjpe =0 dans Q0. .

rot Hinc + ik+Z-!,_-1Einc =0

Le nombre d’onde extérieur, k., et 'impédance extérieure, Z , sont supposés constants et réels. En pratique,
le milieu extérieur est constitué d’air de sorte que 'impédance du milieu extérieur correspond a I'impédance
du vide, classiquement notée Zy. Dans ce travail, nous supposons que (Ein.; Hinc) est une onde plane, a
savoir :

Eine = eeik+-x Hine = heik+.xa

9

les vecteurs e, h et k; vérifiant :

kiZ'e+kiAh=0 , -k Zih+kiAe=0 , ki=-kion , |oml=1
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Notons que les choix suivants pour e, h et k sont standards :

-1
ki =-kie, , e=e , h=-Z "e,,

—1
ki =-kie, , e=e, , h=7"ey,

la base (e,;eq;e,) désignant le triedre direct usuel en coordonnées sphériques. L'utilisation d’ondes planes
comme ondes incidentes se justifie de la méme maniere qu’en acoustique. Une onde électromagnétique générée
par un dipoéle électrique ou magnétique ressemble, dans une direction donnée et a grande distance du dipdle,
a une onde plane. En effet, les ondes électromagnétiques générées par des dipdles électrique et magnétique
localisés en xy € R? et respectivement associés aux vecteurs j et m sont les solutions des systémes de
Maxwell harmoniques suivants :

rotE — 'Lk+Z+H = méxO

rot E — Zk+Z+H =0 / 3
{ rotH 4 ik z ' E—o s DR,

/ 3
rotH + ik, 7, 'E = jo,, P ED {

Par conséquent, elles sont données par [88] :

E =ik, 7, (Id + ,%ZVdiv)jGM(- — x0) E = rotk(mGk+(- —Xo))
+ y 3
H = rot(jGy, (- - x0)) H =~ %= (1 + % Vdiv)mGy, (- — Xo)

Six =ro +xo+ X avec ||o| = 1, il est alors possible de vérifier que :
'Lk+7‘

zk+r ’

E(X) k+Z+
H(X = ik+e p

(o 1 (7o) + O( %)
zk+ax(o./\J)_|_O(7 )

)
. ikyr
E(x) = zk+% f"“*" *(o Am) + O(%)
)=— gie e Xg A(mA o)+ O()
Dans ce travail, I'objet diffractant est supposé étre constitué d’un matériau diélectrique. Il s’agit par consé-
quent d’un objet pénétrable. Le probleme de diffraction-transmission électromagnétique que nous considérons
s’écrit alors comme suit :

rotE_ —ik_Z_ H_=0
{ rotH. +ik_ Z'E_=0 dans ©_, (4.1a)
rot E+ — ik+Z+H+ =0
{ rot Hy + ik Z'E; =0 dans O, (4.1b)
X 1
bS] 2
E An=E; An+Ej.Ansurl, (4.1d)
H An=H; An+H.Ansurl. (4.1e)

Le nombre d’onde intérieur, k_, et 'impédance du matériau constituant I’'objet diffractant, notée Z_, sont ici
supposés réels. Ils peuvent également étre variables dans 2_ modélisant ainsi un objet diffractant non homo-
geéne. La condition de radiation satisfaite par ’onde réfléchie est dite de Silver-Miiller. Elle est généralement
écrite sous la forme :

r——+4oo

lim T(Z+H+ N — || || E+> =0

Bien que non équivalentes, ces deux formes de la condition de radiation le deviennent si elles sont cou-
plées au systéme de Maxwell harmonique. Enfin, les conditions de transmission expriment respectivement
la continuité tangentielle des champs électrique et magnétique totaux a travers I'.

Sik_, Z_ et T sont suffisamment réguliers, le probléme de diffraction-transmission (4.1) admet une unique
solution [63]. Comme en acoustique, nous supposons, dans cette partie, que k_ et Z_ sont des fonctions de
C>®(Q2_) et que I' est une surface C*.

Nous terminons cette section en remarquant que 'objet diffractant serait non pénétrable si le matériau le
constituant était un métal parfaitement conducteur. De plus, la trace tangentielle du champ électrique total

dans Q4 serait nulle sur I' nécessitant d’y imposer la condition aux limites suivante :

Ei An=—-Ej An.
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Une autre condition aux limites classiquement considérée lorsque 'objet diffractant est non pénétrable est
la suivante [70, 96] :
nA(E;An)+zH An=—-nA (Ejpc An) — zHj,c An.

Cette condition est qualifiée de condition d’impédance et permet par exemple de modéliser le fait qu’un
objet diffractant constitué d’un métal parfaitement conducteur est recouvert d’une fine couche d’un matériau
diélectrique.

4.3 Cadre fonctionnel

Nous rappelons a présent des définitions et des résultats d’analyse fonctionnelle nécessaires a 1’étude du
probléeme de diffraction-transmission électromagnétique (4.1). Cette section est basée sur les références
[26, 30, 86, 88].

Les espaces de Sobolev volumiques associés au probléme de diffraction-transmission électromagnétique (4.1)
sont similaires a ceux introduits dans la partie sur I’acoustique. L’espace rattaché a £2_ est un espace vectoriel
normé alors que celui sur €24 est un espace vectoriel localement convexe :

H(rot,Q ) = {u e L*(Q_) :rotuc L*(Q_)} , Hi(rot, Q)= (] H(rot,0f).
R>Rg

Leurs norme et semi-normes respectives sont données ci-dessous :

||uHH(r0t,Q,) = \/Hu”%}(gi) + ||I'Otu||i2(97) ) |u‘Hloc(rot,m),R = ||uHH(rot,QR)'

En électromagnétisme, les traces d’intérét ne sont pas les traces de Dirichlet et de Neumann mais les traces
1

tangentielles. L’espace des traces tangentielles, noté H, 2 (divr,T"), est un espace de Hilbert et il est défini

comme suit :

H, ? (divy,T) = {u € H; *(I') : divru € H 3 (1)},
lespace H, 5 (T") désignant le dual de I'espace suivant :
H?(I) = {u e H¥I):u-n =0}

_ 1
Les opérateurs de trace tangentielle, notés ~v;-, sont continus de H(rot, Q_)@Hjc.(rot, Q) dans H, 2 (divp, T
et sont définis par : o

Yu € H(rot, Q) @ Hiye(rot, Q0 ), ~iu= uir An.

Nous rappelons par ailleurs que la continuité de ;" sur Hj,.(rot, Q) se traduit par :

JR > Ry, 3C >0, Yué€ Hy(rot,Qy), | ull _

1 < Clu o P
H, 2 (diVF,F) - | |Hloc(r0tvﬂ+)’R

t

Le fait que la divergence surfacique d’une trace tangentielle soit dans Hfé(F) constitue une différence par
rapport a 'acoustique. Cette condition est toutefois tres simple a justifier. En effet, il est, par exemple,
possible de montrer que :

Yu € H(rot,_), divr (y; u) =7, (rotu), (4.2)

cette relation étant légitime puisque rot H(rot,Q_) C H(div,Q_). La condition portant sur la régularité
de la divergence surfacique des traces tangentielles est donc naturelle.

Avec le formalisme que nous venons d’introduire, le probléeme de diffraction-transmission (4.1) consiste a
trouver (E;H) € [H(rot,Q_) ® Hloc(rot,m)]2 tel que :

rotE —ik_Z_H =0 dans Q_
rot H+ik_Z~'E = 0 dans Q_
rotE — ik, Z,H =0 dans Q.
rot H + ik Z,'E = 0 dans Q.
ZyHA g —~E=0(r?)

Ve H=~"H + v Hinc

)
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ot de maniére équivalente, a trouver E € H(rot, Q_) ® Hyy(rot, Q) tel que :

rot( — rotE)fk Z7'E =0 dans Q_
rotrotE kQEdeans QL

rotE A —E= O(r2)
'Yt E 'Yt FE +’)’t+E1nc
Y ( —rot E) n (’yjrot E +~, rot Einc)

_1
Nous rappelons a présent qu’il existe une forme bilinéaire continue anti-symétrique sur H, 2 (divp,I') x

H, ? (divr, ), notée (-; )

_1
@ , telle que H, 2 (divr,T") est son propre dual par rapport a cette forme
+ 1vr,

N=

1

bilinéaire. Concretement, cela signifie que si L est une forme linéaire continue sur H, 2 (divp,I"), il existe
1

u € H, ?(divp,T') tel que :

—1
Vv € H, 2 (divr,T'), L(v) = (v; u) %(d .
ivp,

_1
Par ailleurs, si u et v sont des éléments suffisamment réguliers de H, 2 (divr,T'), nous avons :

(u; v) _1 = /(u An)-vdl. (4.3)
H, ? (divp,I') I
Dans cette partie, la forme bilinéaire (-; -)H_ Y ey sera tout simplement notée (-;-). Dans la partie sur
+ 1vr,
Pacoustique, nous avons utilisé cette notation pour la dualité (-;-) 1 1 . Cette dualité n’intervenant

H 2 (I'")xH2 ()
pas dans la suite de ce travail, il n’y aura toutefois pas de confusion possible.

La relation (4.3) nous permet d’introduire la formule d’intégration par parties suivante, standard pour des
fonctions de régularité C*

Yu,v € H(rot,Q_), / rotu-vdQ_ —/ u-rotvdQ_ = (v, viv; u). (4.4)

_1
Nous terminons cette section en rappelant comment reformuler des équations dans H, ? (divr, ') de maniére
variationnelle :

u = v dans Ht_%(din,I‘) & Ywe Ht_%(divF,F), (w;w) = (v;w).

4.4 Représentations intégrales

Des résultats de représentation intégrale similaires & ceux que nous avons donnés pour les solutions de
I’équation de Helmholtz existent également pour les solutions du systeme de Maxwell harmonique. Dans
cette section, nous rappelons ces résultats, qui sont par exemple présentés dans I'ouvrage [88], le nombre

d’onde k € R} et I'impédance Z € R’} étant quelconques.

Les opérateurs de simple et de double couche volumiques associés & k, respectivement notés T et Ky, sont
_1 —
continus de H, 2 (divp,I") dans H(rot,Q2_) ® Hjoc(rot, Q) et sont définis par :

Vj € H, 2(divp,T), Vx e R\, Tij(x /ka v)j )dy+k2V/Gk x —y)divr j(y) dy,

Vj e Ht_%(divF,I‘), vx € RA\I', Kij(x) = —rot / Gr(x —y)j(y) dy.

Nous rappelons, par exemple, que la continuité de 77, dans Hj,.(rot, Q) se traduit par :

VR >Ro. 3C>0, Vi€ H (@ve.D) (Tl eovmmn < Clill 4 o

La construction de solutions du systéme de Maxwell harmonique a partir des opérateurs intégraux volu-
miques est détaillée dans la proposition suivante.
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Proposition 4.1 (Construction de solutions du systéme de Maxwell harmonique).
Soit j € H, 2 (divr,T'). Nous définissons (E;H) € [H(rot,Q_) ® Hloc(rot,m)]2 par :

1
E=T:j ou E=K;j , H=——rotE.

ikZ
Alors, nous avons les relations :
1
H=———Kij H=ikZ 'T}j
z’kZ’Ck'] ou ikZ T ki,
et (E; H) vérifie :
rotE—ikZH =0
{ rotH + ikz-1E—0 902U,

mn S n-o(L) w ma X em-ofL)
Preuve

Nous ne donnons qu’'une preuve partielle de cette proposition. La vérification des conditions de radiation
étant assez technique et n’ayant pas un grand intérét pédagogique, nous ne traitons pas ce point. La dé-
monstration des autres résultats est toutefois intéressante pour se familiariser avec les opérateurs intégraux
volumiques.

Commengons par remarquer que si E = T j ou E = ICij, alors :
rotrot E — k*E = 0. (4.5)

Pour montrer cela, il est suffisant de traiter le cas ou E = T j puisque rotT ;j = —Kj. La preuve repose

sur les opérateurs de simple couche suivants qui sont continus de H > (T) et H, 2 (') dans H' (Q_)NH{, ()
et H(Q_) NHL (2,) :

Seivr [ Gulx=yipydy . Siiie [ Gux= i) dy.

Nous rappelons que ces opérateurs génerent des solutions des équations de Helmholtz scalaire et vectorielle :

Vp € Hfé(l“)7 ASpp + k*Spp = 0 dans Q_ U Q.

Vi€ H, ?(T), ASij+ k> Skj=0dans Q UQ,.
Nous vérifions sans difficulté que :

rotrot T 1.j — kT kj = VdivS,j — VSydivrj,
ce qui permet de conclure en utilisant la relation suivante :
divSgj = Sk divrj.
Ensuite, la seconde expression de H s’obtient en remarquant que :
rotTj=—Kij , rotkKpj=—k>Tj.

Pour finir, 'équation (4.5) permet de montrer que (E; H) vérifie le systéme de Maxwell harmonique.
|

Les operateurs de simple et de double couche surfaciques associés a k, respectivement notés T} et K, sont

définis de H, ? (divr, ') dans lui-méme comme suit :
vje Ht_%(divF,F), vx e, Tijx /Gk (x —y)i(y)dy An(x) + V/ Gi(x —y)divpj(y) dy A n(x),

Vi€ H }(dive,T), ¥xeT, Kijx /v Gr(x —y) Aj(y) dy An(x).

1
Ces opérateurs sont continus. De plus, Popérateur Kj, est compact de H, 2 (divr,I") dans lui-méme. Nous
rappelons que les opérateurs intégraux surfaciques permettent d’expliciter les traces tangentielles des opé-
rateurs intégraux volumiques comme en atteste la proposition suivante.
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Proposition 4.2 (Traces tangentielles des opérateurs intégraux volumiques).

Nous disposons des relations de trace suivantes :
1 1
VTe=Tk » %W Te=Te , %Ki=-Id+K; , 7Kjy=Ild+K,

Pour finir, nous donnons le théoréme de représentation pour les solutions du systéme de Maxwell harmonique.

Proposition 4.3 (Représentation des solutions du systéme de Maxwell harmonique).
Soit (E;H) € [H(rot,Q_) ® Hloc(rot,Qi_s_)]2 vérifiant :

dans _ U Q4

rotE —ikZH =0
rotH+ikZ'E=0

ZH/\X—E:(’)<12> ou E/\X+ZH:(’)<12>.
x|l r [l r

En introduisant les quantités suivantes :
[vH =7 H-~vH ., [vEl=vE-~/E,

nous obtenons :

{ E = ikZT [y H] — Ky [y, ] dans Q_ U Q.

Preuve

Comme en acoustique, la preuve que nous présentons est formelle. Le raisonnement est basé sur le fait que
G1d est la solution fondamentale de ’équation de Helmholtz vectorielle :

—(A + k*1d)(GrId) = do1d.
Nous définissons la distribution Tg associée & E comme suit :
<Tg;¢ >= / Epdx.
R3
Le rotationnel et la divergence de Tg sont alors donnés par :
rot Tg = TrotE +8py,5] , divTeE = TaivE — Sh,.E]5
et Tg vérifie donc, au sens des distributions, I’équation de Helmholtz vectorielle suivante :
—ATg — K*Tg = Sly.rot E] T rot sy, g) + Vs[,, g]-

Nous rappelons que les distributions de simple couche s, et s, sont définies comme suit :

< Sujp >= / updll | <syu;p>= / up dl.
r r
La distribution Tg est donc donnée par :
Tg = G * S[y,rot ] T Gk x rOt S|4, E] + Gi * V[, g,

et par conséquent, nous avons :
E(0) = [ Glx~ y)lurotEliy) dy + V [ Glx - y)nBI(y)dy + rot [ Glx - ) (nEl(y) dy.
r r r
La relation (4.2) et son analogue pour €24 permettent de montrer que [v,E] = Zdivp[vH] d’ot :

E(x) = ikZ( /F G(x —y)[v:H](y) dy + %V /F G(x — y)dive[v.H](y) dy) +rot /FG(X - y)[El(y)dy.

Enfin, la formule pour H est obtenue en prenant le rotationnel de la relation précédente et en utilisant les
égalités :
rot T, =K , rotk,=—k*T.
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4.5. Champ lointain et surface équivalente radar

Remarquons que les Propositions 4.1 et 4.3 impliquent 1’équivalence des conditions de radiation :

b ¢ 1 b ¢ 1
[ r [ r

lorsqu’elles sont couplées au systeme de Maxwell harmonique. En effet, si (E; H) est une solution du systéme

de Maxwell harmonique associé & une de ces conditions de radiation, nous pouvons représenter (E; H) grace

aux opérateurs intégraux volumiques et par conséquent, I’autre condition de radiation est vérifiée.

4.5 Champ lointain et surface équivalente radar

Dans cette section, nous précisons le comportement asymptotique des fonctions générées par les opérateurs
intégraux volumiques. Nous introduisons également ’analogue de la surface équivalente sonar en électroma-
gnétisme, a savoir la surface équivalente radar, classiquement dénommée SER. Ici, k € R et S désigne la
sphére unité de centre O.

_1
Les opérateurs de champ lointain, notés Ay, et By, sont définis sur H, 2 (divp,T’) par :

_1 1 )
G H D), Vo €5 (o) = - [ e o Gy Aa)dy.
r
Vj e H;%(divF,F), Vo €S, Bij(o) = —i—k / e moa A j(y)dy.
T Jr

Il sont respectivement associés & Ty et & K, comme l'illustre la proposition suivante [88].
Proposition 4.4 (Champ lointain des opérateurs intégraux volumiques).
_1
Soit j € H, 2 (divp,T). Si x € R3\{0}, nous définissons r et @ comme suit :
x=ro , |o|=1.

Les développements asymptotiques suivants sont alors vérifiés uniformément en o :

mezémpmw+06ﬂ ,mezémkmﬂ+06ﬂ.

r r

Les Propositions 4.3 et 4.4 nous permettent, entre autres, de déterminer 'opérateur de champ lointain du
champ électrique solution du probléme de diffraction-transmission (4.1) :

eik+’l‘

1 .
E;(x) = ; [E+,oc(f7) + o(rﬂ . Efo=—ikiZy Ay v H+ B~ E.

Comme en acoustique, ce n’est pas le champ lointain lui-méme qui est intéressant d’un point de vue applicatif
mais la surface équivalente radar. Pour une direction o € S donnée, celle-ci est définie comme suit :

E 2
SER(o; oinc) = 101ogy (4WW>'

L’interprétation physique de la SER est similaire a celle de la SES. Concrétement, la SER permet de mesurer
la puissance asymptotique moyenne du champ électromagnétique réel réfléchi par 'objet diffractant. En effet,
la puissance électromagnétique traversant une sphere de grand rayon, notée Sg, s’exprime comme suit :

/ (R(Efe ™) AR(Hye ™)) -ndSk.
Sr

Or, de par la condition de radiation (4.6), cette puissance peut étre approximée de la sorte :

1 . .
p— R(E+€7ZWt) . R(E+€7la}t) dSR
Z+ Sr

De 14, nous en déduisons I'expression de la puissance électromagnétique moyenne transmise a travers Sg :

1

— E,|?dSk.
A SR| +|7dSr
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4.6 Couplages forts

Les couplages forts BEM-BEM et FEM-BEM que nous présentons dans cette section sont les analogues
exacts de ceux que nous avons introduits dans la partie sur 'acoustique. Ces deux couplages forts nous
permettent en premier lieu d’illustrer le fait que les couplages forts en électromagnétisme sont affectés par
les mémes limitations que les couplages forts en acoustique. Les limitations dont il est ici question ayant
été présentées en détails a la fin du Chapitre 1, nous ne reviendrons pas sur ce point. Nous rappelons
également que les couplages forts que nous avons choisi de présenter peuvent étre utilisés pour valider
numériquement les couplages faibles que nous proposons dans ce travail. Pour finir, nous mentionnons que
d’autres exemples de couplages forts BEM-BEM et FEM-BEM sont par exemple présentés dans les références
[28, 36, 38, 62, 103, 104] et [65, 77, 97, 102] respectivement.

4.6.1 Couplage fort BEM-BEM

Le couplage fort BEM-BEM que nous avons choisi de présenter est donné dans la proposition suivante.
Remarquons que des études détaillées de ce couplage fort BEM-BEM sont proposées dans les références
[31, 88].

Proposition 4.5 (Couplage fort BEM-BEM).

Soit (E;H) € [H(rot,Q_) ® Hloc(rot,m)]2 une solution du probléme de diffraction-transmission (4.1).
Les traces tangentielles de (E; H) vérifient alors :

—(Kk7 + Kk+) tk_Z_ Ty + ik+Z+Tk+ v E
—(th—Z="Ty,_ +1iky Z7'Ty,) —(Ky_ +Ky,) ~ H
_ <1;7:'_Einc - Kk+7;_Einc + ik-‘,—Z-l—E[‘kJr’yj_Hinc > ) (47)
§’Yt+Hinc - Kkur'YtJrHinc - Zk+ZJ: Tkr+'7t+Einc
Lorsque l’onde incidente est une onde plane, le second membre s’écrit plus simplement comme suit :
(PYrEinc) )
’YtJrHinc
Preuve
Cette proposition se démontre exactement de la méme maniére que la Proposition 1.5 page 18.
|

Le couplage fort BEM-BEM (4.7) est bien siir équivalent au probléme de diffraction-transmission (4.1).
Proposition 4.6 (Equivalence du couplage fort BEM-BEM).

_1
Soit j—,m_ € H, 2 (divp,T") vérifiant :

( —(Ki_ +Ki,) ik_Z_Ty_ + z’k+Z+Tk+> (m>
—(ik_ZZ'"Ty_ +iky Z Ty, —(Kp_ +Ky,) j-

_ ( 3% Bine — K, ) Bune + ik 22 T, 9 Hine )
%VjHinc - Kk+7jHinc - ZkJrZ; TkJrPYjEinc

St nous introduisons les quantités suivantes :
m, =m_ — ’Y;_Einc ) j+ :j— - 7t+Hinca
la fonction (E;H) € [H(rot,Q_) ® Hloc(rot,Qﬁ_&)]2 définie par :

E= —ik+Z+Tk+j+ + Kk+m+

S Rt dans 0y,
H =Ky, j +iki 27 Tp,my 050

E=ik Z Ti j —Ki m_
H=-K, j. —ik_-Z'T) m_

dans Q_ {

est solution du probléme de diffraction-transmission (4.1).

Preuve

La preuve est identique a celle de la Proposition 1.6 page 19.

116



4.6. Couplages forts

L’opérateur du couplage fort BEM-BEM (4.7) est inversible [31]. Le couplage fort BEM-BEM (4.7) peut
donc effectivement étre utilisé en pratique pour résoudre le probléme de diffraction-transmission (4.1).

Proposition 4.7 (Inversibilité du couplage fort BEM-BEM).

Sik_, ky, Z_ et Zy sont des réels strictement positifs, l'opérateur du couplage fort BEM-BEM (4.7) est
inversible.

La proposition précédente permet de prouver que le probléme de diffraction-transmission (4.1) est bien posé,
le raisonnement étant similaire a celui que nous avons donné pour 'acoustique. Ceci se traduit notamment
par les inégalités de stabilité suivantes pour les solutions (E;H) du probléeme de diffraction-transmission
(4.1) :

. . T
3C >0, [[EH)|gqpeen < C(% EmCIIHt_%(diVFI) + v HIHCIH:;(diVFI)),
. . . .
VR >Ry, 3C>0, |[(E; H)|Hloc(rot,ﬂ+)2,R = C<H% EmC”H;%(divr,F) e HmCHHt%(divr,I‘)>’

les constantes C' étant indépendantes de ’onde incidente.

4.6.2 Couplage fort FEM-BEM
L’analogue, pour le probleme de diffraction-transmission (4.1), du couplage fort FEM-BEM présenté dans
la partie sur l'acoustique est donné ci-dessous [63].

Proposition 4.8 (Couplage fort FEM-BEM).

Soit (E;H) € [H(rot,Q_) ®Hloc(r0t7m)}2 une solution du probléme de diffraction-transmission (4.1). Le
couple (E‘97;7{"H) satisfait alors la formulation variationnelle suivante :

1
k_Z_

VF € H(rot, ), / rotE - rot F dQ_ —/ kE_Z'E-FdQ_
Q_

s LT Ty~
+Z<’7f, F; (2Id+Kk+>7t+H> — k Z7 v Fi Ty vy E)
= iy, By Hine) = by 231 (7, F; T, ¥ Eine), (4.82)
_1 1 .
¥v e H, *(dive, 1), S{viv, B) = (viKe, v, B) +iky 24 (v Ty, v, H)

1

= §<v;7jEinc> - <V; Kk+7t+Einc>- (48b)

Preuve

La formule d’intégration par parties (4.4) permet d’écrire le systéeme de Maxwell harmonique (4.1a) dans
Q_ sous forme variationnelle :

rotE-rotFdQ)_ — | k_Z'E-FdQ_ +i(y; F;~v, H) = 0.

VF € H(rot,Q_), /
Q_ k-2 Q_

En prenant en compte la condition de trace tangentielle (4.1¢) du probleme de diffraction-transmission (4.1),
nous obtenons :

VF € H(rot,Q_), / rotE -rotFdQ_ — / k_Z~'E-FdQ_ +i(y, F;v H)
Q

_k-Z_ a_
= _Z<7;F7 7;Hinc>-

La Proposition 4.3 appliquée a (E; H) prolongé par (0;0) dans _ nous fournit la représentation intégrale
suivante :

{ E=—iki Z Tr, v H+ Ki, v E dans Q.

H =K, v H+ik 2T % E
La Proposition 4.2 permet alors d’obtenir les relations de trace données ci-dessous :
1 , 1 ) _
SV E-Kp v/ E+ik 2, Ty v H=0 , 5 H= v H+ Ky v H+ik 2 Ty v/ E.

11 suffit ensuite de remplacer v;"H dans la formulation variationnelle grace & la seconde relation de trace et
~;"E en se servant de la condition de trace tangentielle (4.1d) du probléme de diffraction-transmission (4.1).
|
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Le couplage fort FEM-BEM (4.8) est évidemment équivalent au probléme de diffraction-transmission (4.1).

Proposition 4.9 (Equivalence du couplage fort FEM-BEM).

Soit E € H(rot,Q_) et j € Ht_%(din, I') satisfaisant :

1 — — — /1
VF € H(rot,Q_), / rotE-rotF—/ k_ZZ'E-F+i{~ F;( -Id + Kg, )j
0 k_Z_ 0 2
— ki 27Ny F; Ti, vy E)
= _Z<7;Fa 7t+Hinc> - k+Z;1<’Yt7F7 Tk+’YtJrEinc>a
_1 1 . .
Vv € H, 2 (divr, I, §(V;'7;E> - (v;Kp, v, E) + ik Z (v Ty j)

1
- §<v;7t+Einc> — (v; Kk, 7 Eine).

Si nous définissons H € H(rot,Q_) par H= —=-—rotE et prolongeons (E; H) dans Q. comme suit :

E=—ik Z j
{ Zk+ +Tk+.] + ’Cker dans Q+ avec m = ’Y;E - ')’tJrEincu

H=IK j+ikt Z Tk, m
le champ (E;H) est solution du probléme de diffraction-transmission (4.1).

Preuve

En utilisant la partie volumique de la formulation variationnelle, nous montrons que :

1 -1
rOt(k_Z_ rot E) —k_Z7"E =0dans Q_,

_ 1 s _ - . _
Yt H= <2Id+Kk+).] +Zk+Z+1Tk+7t E+7t+Hinc _Zk+Z+1Tk+7t+Einc-

De plus, la Proposition 4.2 nous permet de déterminer les traces tangentielles extérieures de (E; H) :

1

1 , .
v E = sm+Ky m—ik, Z, Ty j v H = 3

5 j+ K, j+ikyZ ' Ty, m.

Ceci prouve que les conditions de transmission (4.1d)-(4.1e) du probleme de diffraction transmission (4.1)

sont vérifiées.
[ |

Pour finir, nous mentionnons qu’il existe des valeurs de ki pour lesquelles le couplage fort FEM-BEM
(4.8) n’est pas bien posé. Cette dégénérescence s’explique rigoureusement de la méme maniére que pour
le couplage fort FEM-BEM que nous avons présenté dans la partie sur l'acoustique. Plus précisément, le
systeme de Maxwell harmonique dans 2_ admet des fréquences de résonance. Ce point est abordé dans la
prochaine section.

4.7 Le caractere bien posé du systéeme de Maxwell harmonique

Dans cette section, nous supposons que le nombre d’onde k € R’} et 'impédance Z € R’} sont quelconques.
Comme c’était le cas avec I’équation de Helmholtz, le systéme de Maxwell harmonique avec condition de
trace tangentielle n’est pas toujours bien posé dans Q_ alors qu’il I'est toujours dans Q4 [86, 88].

Plus précisément, il existe (kn)nen C R, ne dépendant pas de Z, et ((E,;H,)) _ . C H(rot,Q2_)*\{(0;0)}
tels que :

neN

{ rot By —iknZH, =0 00 ) 4 E.—o0.

rotH, +ik,Z 'E, =0

Les (k,) sont les valeurs propres du systeme de Maxwell harmonique intérieur avec condition de trace
tangentielle et sont liés aux valeurs propres non nulles de 'opérateur rot rot, notées (A, )nen. Concrétement,
nous avons :

rotrotE, = \,E, dans Q_ , k, =V A\,.
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_1
Il s’ensuit que le probléme suivant est bien posé pour (E;H) € H(rot,Q_)? et j € H, 2 (divp,I) si et
seulement si k ne correspond a aucun des (ky,) :

{ rotE —ikZH =0

rotH +ikZ-E =0 s, wE=j

Pour finir, le systéeme de Maxwell harmonique extérieur avec condition de trace tangentielle est bien posé
_ 1
pour (E;H) € Hjoc(rot, Q4)? et j € H, ?(divr,T) :

{ rotE—ikZH =0

. 1
rot H 4+ ikZ'E — 0 dans Q. , ~E=j , ZH/\eT—E:O().

r2

N

Remarquons que nous n’avons donné des résultats de type "bien-posé" que pour les systémes de Maxwell
harmoniques intérieur et extérieur couplés a une condition de trace tangentielle sur E. Ces résultats sont
également vrais lorsque les systemes de Maxwell harmoniques intérieur et extérieur sont associés a une
condition de trace tangentielle sur H. Les champs électrique et magnétique jouent en effet un role symétrique
dans le systeme de Maxwell harmonique. Plus précisément, le champ (E;H) est solution du systéme de
Maxwell harmonique de nombre d’onde k et d’impédance Z si et seulement si le champ (H; —E) est solution
du systéme de Maxwell harmonique de nombre d’onde %k et d’impédance Z~! :

rotE—ikZH =0 rotH—ikZ '(-E)=0
rotH+ikZ'E=0 rot(—E) +ikZH =0
De 14, nous en déduisons que le probléeme extérieur suivant est bien posé :

{ rotE—ikZH =0 1

dans Q. , ~ H=j |, ZH/\eT—E:(f)()7

rotH+ikZ7'E=0 r2

et il en va de méme pour le probleme intérieur correspondant si k n’est pas une valeur propre du systeme
de Maxwell harmonique intérieur avec condition de trace tangentielle :

{ rotE —ikZH =0

rotH +ikz-'E—o 0s9% » v H=]

Comme en acoustique, les valeurs propres du systéme de Maxwell harmonique intérieur avec condition de
trace tangentielle sont a l'origine du défaut d’injectivité de certains opérateurs intégraux surfaciques.
Proposition 4.10 (Inversibilité d’opérateurs surfaciques).

Les opérateurs T}, et %Id + K. sont inversibles uniquement si k n’est pas une valeur propre du systéme de

Mazwell harmonique intérieur avec condition de trace tangentielle. Si k est effectivement une valeur propre
du systeme de Mazwell harmonique intérieur avec condition de trace tangentielle, Ty, et %Id + K ne sont

_1
pas injectifs et les noyauz de ces opérateurs ont un élément j € H, 2 (divp,T)\{0} en commun :
1
Tyj=0 (21d+Kk)j =0.
Preuve

La preuve est tres similaire a celle de la Proposition 1.10 page 22.
|

Gréce a la proposition précédente, nous voyons que le couplage fort FEM-BEM (4.8) n’est pas bien posé si
k4 est une valeur propre du systéeme de Maxwell harmonique intérieur avec condition de trace tangentielle.

“1
En effet, il existe alors j € H, 2 (divp,I')\{0} tel que :
1

Tj=0 , <21d+Kk)j =0,

et en posant E = 0, nous avons :

_ — — (1
VF € H(rot,Q_), / rotE-rotF — k_Z'E-F + i<'th; (21d+K;€+>j>
Q

k_Z_ o
— ks Z7 Ny F; Ti, v, E) =0,

1 - - . .
viv, E) — (viKg, v, E) + ik Zy (v; Ty j) = 0.

vv € H, * (divr, ), 5

119



120



Chapitre 5

Une proposition de couplage faible
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5.1. Philosophie de l’approche

5.1 Philosophie de approche

Le couplage faible que nous proposons pour résoudre le probleme de diffraction-transmission électromagné-
tique :

rotE—ik_Z_H=0
{ rotH +ik_z—'E —o 9808 (5.1a)
rotE—ik, Z . H=0
{ rotH+ ik, Z.'E=0 dans (2, (5.1b)
Z,HA ”i—” ~E=0(r?), (5.1c)
Y: E=~"E 4+~ Eip, (5.1d)
'7;H = 7t+H + 'YjHincv (516)

est 'analogue exact du couplage faible présenté dans la partie sur ’acoustique. Ce chapitre sera par consé-
quent moins détaillé que le Chapitre 2.

5.1.1 Reformulation du probleme de diffraction-transmission

Nous commencons par introduire les opérateurs de transmission nécessaires a la reformulation des conditions
de transmission (5.1d)-(5.1e) du probléme de diffraction-transmission (5.1) :

T_:H, *(dive,T) = H, *(dive,T) , Ty : H, ?(dive, T) — H, 2 (divp, T).

Si les opérateurs de transmission sont tels que T_ + T est injectif, les conditions de transmission (5.1d)-
(5.1e) du probléme de diffraction-transmission (5.1) sont équivalentes aux conditions de transmission sui-
vantes :

Y H-T v E=~H-T7 E—~Hp+ T Einc

Pour reformuler le probléme de diffraction-transmission (5.1), nous devons tout d’abord introduire les opé-
rateurs de trace intervenant dans la définition des sous-problémes intérieur et extérieur associés au couplage
faible :

V(E;H) € H(rot,Q_)?, B_(E;H)=~ H+T ~E,
V(Ev H) € Hloc(rOtam)zv B+(E7 H) = 7t+H - T+7t+E

A partir de la, nous pouvons expliciter les inconnues du couplage faible :
g-=B_(E;H) , gy =B, (EH).

Il nous reste enfin a définir les opérateurs de résolution R_ et R associés aux sous-problémes intérieur et
extérieur du couplage faible :

_1 _1
Vg€ H, *(divp,T), R_g=~;E_ , VgeH, *(divr,I), Rog=~;E,,

les champs (E_;H_) € H(rot,Q_)? et (E;;H,) € Hjpc(rot, Q)2 étant les solutions des problémes sui-
vants :
tE_ —ik_Z H_ =
{ ro ik 0 dans Q- , B_(E_;H_)=g, (5.3)

rotH_+ik_Z'E_=0

”’;—” —E, = o(é) (5.4)

Comme dans la partie sur 'acoustique, nous insistons sur le fait que le caractere bien posé des problémes
(5.3) et (5.4) est dépendant du choix des opérateurs de transmission. Dans la suite de ce travail, nous suppo-
sons que les problemes (5.3) et (5.4) sont effectivement bien posés de sorte que les opérateurs de résolution
soient correctement définis.

{ rotEy —ik 2 Hy =0 o Q. , By(Ey;Hy) =g, Z HL A

rotH, + ik Z'EL =0

La reformulation du probléme de diffraction-transmission (5.1) est donnée dans la proposition suivante.
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Chapitre 5. Une proposition de couplage faible

Proposition 5.1 (Couplage faible).

Si (E;H) est la solution du probléme de diffraction-transmission (5.1), nous avons :

+ +
g— ’Yt Hinc + T—% Einc )
Id - S, = , 5.5
( ) <g+) (_’yjHinc + T+’715+Einc ( )

Dopérateur S, étant défini ci-dessous :

SW_(SO SO+> , S_=Id— (T++T_)R_ , S,=Id+(Ts;+T_)R,.

Preuve

La preuve est tres similaire & celle de la Proposition 2.1 page 30.
|

Pour finir, le couplage faible (5.5) est bien stir une reformulation équivalente du probléme de diffraction-
transmission (5.1).

Proposition 5.2 (Equivalence couplage faible/probléme de diffraction-transmission).
_1
Soit g, g+ € H, 2(divp,T") tels que :
+ +
g 7t Hinc + T—'yt Einc )
Id - S = .
( ) <g+> (_’\/;Hinc + T+’7t+Einc

Si nous définissons le champ électromagnétique (E; H) € [H(rot,Q_) ® Hloc(rot,Qi_,_)]2 comme suit :

{ rotE_. —ik_Z_H_=0

rot H_ + ’L.ku:lEf =0 dans Q- ’ B_(E_’H—> =g,

rot E+ — ik+Z+H+ =0 . o o 1
{ rot H+ + Z'k+Z;1E+ -0 dans Q+ s B+(E+, H+) =g+ Z+H+ Ne, — E+ =0 7"2 .
ce dernier est solution du probléme de diffraction-transmission (5.1).

Preuve

Les arguments sont les mémes que ceux de la preuve de la Proposition 2.2 page 31.

5.1.2 Résolution du couplage faible

Le couplage faible (5.5), comme le couplage faible que nous avons présenté dans la partie sur I'acoustique,
ne se préte pas a une résolution directe et ceci pour les mémes raisons. Nous choisissons donc de le résoudre,
lui aussi, par la procédure GMRES [93]. Nous précisons toutefois que la résolution du couplage faible (5.5)
par le biais de méthodes de point fixe est équivalente a des algorithmes de décomposition de domaine plus
classiques. Ceci est illustré dans la proposition suivante pour la méthode de Jacobi [93].

Proposition 5.3 (Couplage faible et méthode de Jacobi).

L’application de la méthode de Jacobi au couplage faible (5.5) se traduit par le processus itératif d’approxi-

mation : L
gil+ _ grz '7t+Hinc + Tf’YjEinc
n1 ) =Sz (on | + + + :
g gy —Vt Hi,. + T+7t Einc

Ce dernier est par ailleurs équivalent a la méthode de décomposition de domaine classique suivante :

{ rot En+1 — ikiZiHn+1 =0

X 1
rot H7L+1 + ZkiZ;lEn_;’_l =0 dans Q:t ’ Z+Hn+1 N — — ETL+1 = (9(742)’

1]l
7;Hn+1 + T*’YtiEnJrl = 'Y;LHTL + T*'YtJrEn + 'Y;rHinc + T*'YtJrEincu
'Y?Hn+1 - T+'Y;—En+1 =v H,-T,v; E, - 'Yt+Hinc + T+'Yt+Einm

pour le probléme de diffraction-transmission (5.1).
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5.1. Philosophie de l’approche

Preuve

Les calculs sont identiques & ceux des preuves des Propositions 5.1 et 5.2.
|

Pour finir, nous rappelons que, apres avoir résolu le couplage faible (5.5), il est encore nécessaire de résoudre
les problemes intérieur (5.3) et extérieur (5.4) suivants :

rotH4 ik 7 'E—q damsQ- , B_(EH)=g,

{ rotE—ik_Z_H=0
{ rot E — Zk+Z+H =0

X 1
rotH+zk+Z;1E:0 dans Q+ , B+(E,H):g+ 5 Z+H/\EO<>,

I r2

pour accéder a la solution (E; H) du probléme de diffraction-transmission (5.1).

5.1.3 Opérateurs de transmission optimaux

Il est également possible d’exhiber des opérateurs de transmission optimaux pour le couplage faible (5.5).
Ces derniers ne sont toutefois pas liés a des opérateurs DtN comme pour le couplage faible que nous avons
présenté dans la partie sur 'acoustique mais a leurs analogues électromagnétiques, a savoir les opérateurs
Magnetic-to-Electric, classiquement dénommés opérateurs MtE.

_1
Si k,Z € R7, l'opérateur Magnetic-to-Electric extérieur, noté A, i 7, est défini de H, *(divp,I') dans
lui-méme par :

_1
VJ € Ht 2 (diVF,F), A+,I<:,Zj = ’Y;FHJ
le champ (Ej; Hj) € [Hloc(rot,Qi_s_)}2 vérifiant :

1

dans Q@+, YE;=j |, ZHj/\eT—Ej:O() (5.6)

rot E; —ikZH; =0
r2

rot Hj + ’L'kalEj =0

Il s’agit d’'un opérateur continu et inversible a inverse continu.

Sik,Z € C>(Q_), opérateur Magnetic-to-Electric intérieur, noté A_ j 7z, est défini comme suit :
1
MES Ht 2 (din‘,F), A—,k,Zj = ")’f_HJ
le champ (Ej; Hj) € [H(rot,Q_)]2 satisfaisant :

rotE; —ikZH; =0 .
{ rot Hj —l—ikZ_lEj =0 dans Q. , E; =j. (5.7)
L’opérateur A_ j z n’est bien défini que si il n’existe aucun champ (E;H) € [H(rot,Q,)f\{(O;O)} tel
que :

dans Q_

{ rotE —ikZH =0 . TE=o,

rotH+ikZ " 'E=0

Dans ce cas, il est également continu. De plus, A_ j 7 est inversible si et seulement si il n’existe pas d’élément
(E;H) non nul de [H(rot, Q_)]2 vérifiant :

dans 2 , ~HH=0.

rotE—-ikZH =0
rotH+ikZ 'E=0

Par ailleurs, si A_; 7z est inversible, son inverse est continu. Pour finir, si k,Z € R%, les conditions que
nous avons données pour que A_ j 7 soit bien défini et inversible sont équivalentes au fait que k n’est pas
une valeur propre du systéme de Maxwell harmonique intérieur avec condition de trace tangentielle.

Nous pouvons maintenant préciser les opérateurs de transmission optimaux pour le couplage faible (5.5)
grace a la proposition suivante.
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Chapitre 5. Une proposition de couplage faible

Proposition 5.4 (Relations vérifiées par les opérateurs de résolution).

Les opérateurs MtE, de transmission et de résolution sont liés par les relations suivantes :
(A*,kﬂzf + T*)R* =Id , (A+’k+’Z+ - T+)R+ =1Id.
Preuve

La preuve ressemble a celle de la Proposition 2.4 page 34.

Proposition 5.5 (Opérateurs optimaux).

Les opérateurs de transmission optimauz pour le couplage faible (5.5) sont donnés ci-dessous :
T—:*A+,k+,Z+ = S+:O y T+:A_7k_7z_ = S_=0.

Nous voyons donc que I'impact des opérateurs de transmission optimaux sur I'opérateur du couplage faible
(5.5) est le méme qu’en acoustique. Si les deux opérateurs de transmission sont optimaux, S, est nul. De
plus, si un seul des opérateurs de transmission est optimal, S, est nilpotent et son spectre est par conséquent
réduit a 0.

Dans la prochaine section, nous verrons qu’il existe également des opérateurs de transmission optimaux pour
la résolution itérative des sous-problemes (5.3) et (5.4). Ceux-ci sont toutefois différents des opérateurs de
transmission optimaux pour le couplage faible (5.5). Comme nous ’avons fait dans la partie sur I’acoustique,
nous nous limiterons en pratique, et ceci pour les mémes raisons, a 'utilisation des opérateurs de transmission
optimaux pour le couplage faible (5.5).

5.2 Résolution des sous-problemes

Les formulations adoptées pour la résolution des sous-problémes intérieurs (5.3) et extérieurs (5.4) sont les
analogues exacts des formulations que nous avons utilisées pour résoudre les sous-problémes du couplage
faible présenté dans la partie sur ’acoustique.

5.2.1 Résolution des problemes extérieurs

La formulation par équations intégrales que nous proposons pour résoudre le probléme extérieur (5.4) est
équivalente a ce dernier. Il s’agit d’une généralisation de la formulation donnée dans l’article [10].

Proposition 5.6 (Formulation pour la résolution du probléme extérieur).
_1 _
Soit g € H, ?(divp,T') et (E;H) € [Hloc(rot,Q+)}2 tels que :

E—ik,Z,H=
{rot ikyZy 0 dans Qy , v H-T,~E=g.

rot H+ ik, Z'E=0

Les relations suivantes sont alors vérifiées :

3T E - Ky, v H— ik, 27Ty v E = —3g
1

Réciproquement, si g, m,j € H, ?(divr,T") satisfont :

1, . . .1 1 . 1 1

§T+ J- K, m+ik, Z, Ty j= §T+ g §T+m—Kk+.] —tky Z7 T, m = —§g,
le champ (E;H) € [Hloc(rot,ﬁ)]2 défini ci-dessous :

E=—ikyZ,Tr j+Ki,m
{ H — ’Ck+j 4 Zk+Z;1Tk+m dans Q+7

est solution du probléme extérieur (5.4).
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5.2. Résolution des sous-problémes

Preuve

La preuve est similaire a celle de la Proposition 2.6 page 35.
|

La formulation (5.8) peut étre préconditionnée, comme son homologue en acoustique, par le biais d’une
reformulation, dans I'optique d’une résolution efficace par la procédure GMRES.

Proposition 5.7 (Formulation préconditionnée pour la résolution du probléme extérieur).
Si nous introduisons les quantités :
u= TJrFYthE y V= T117?H7

la formulation initiale (5.8) est équivalente au systéme suivant :

{

Les relations données dans la prochaine proposition permettent de déterminer les opérateurs optimaux pour
la formulation préconditionnée (5.9).

Ky, T{'u+iky 2. T),, Tiv=1T]"g

u- jky 7 T L (5.9)
u—-Ki, Tyv—ik, 7, T, T 'u=—3g

N[00 | =

Proposition 5.8 (Lien entre les opérateurs intégraux surfaciques et Magnetic-to-Electric).

Soit k, Z € R%.. Nous disposons des relations suivantes :

1 1

§Id - K = ik‘ZA_,k,ZTk R §Id + K = —’L'kZA+7k,ZTk,
1 1
ST+ Ky = ihZTA iz, 51d—Ki = —ihZTiA sz,

Z°A? , ,=-1d , Z°A%, ,=-1d.

Remarquons toutefois que les relations faisant intervenir lopérateur A_ j, z n’ont un sens que si ce dernier
est bien défini c’est-a-dire si k n’est pas une valeur propre du systéeme de Mazwell harmonique intérieur avec
condition de trace tangentielle.

Preuve
Pour les quatre premieres relations, la démonstration fait appel aux mémes idées que la preuve de la Propo-
sition 2.8 page 36. Les deux dernieres égalités sont une conséquence de la symétrie du systéme de Maxwell

harmonique.

|
Proposition 5.9 (Opérateurs optimaux pour la formulation préconditionnée).
Si O désigne opérateur de la formulation préconditionnée (5.9) :

O: H, (divp,T) x H; * (divp,I) - H, * (divy,T) x H, ? (divp,T)
<u> (;u ~ Ky, Tyv— z'k;+Z+1Tk+T+1u) :
v

iv— Ky, T 'u+ik Z Ty Thv
T.=-Aip,z, = Sp(O)={1} , Ty=A_4 2, = SpO)={1},
Ty=Aik,z. = Sp(O)={0} , Ty=-A_, 2z = Sp(O)={0}

nous avons :

Notons que cette proposition n’est valable que si Ay . 7z, et A_ ),  z sont inversibles. L’opérateur MtE
extérieur Ay . 7, est inversible sans aucune restriction sur k. Il est toutefois nécessaire que k. ne soit pas
une valeur propre du systeme de Maxwell harmonique intérieur avec condition de trace tangentielle pour
que A_ i, z, soit bien défini et inversible (voir sous-section 5.1.3).
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Chapitre 5. Une proposition de couplage faible

Preuve
Toutes ces implications se montrant de la méme facon, nous ne traitons que la premiére.

1
Remarquons tout d’abord que si u,v € H, ?(divp,I') et A € C, nous avons :
%u + Kk'+A+7k+7Z+v + ik+Z-&_-1Tk+A;1’C+;Z+u =A (u)
%V + Ky, A-T-}k+7Z+u —thy Z T Ay py 2,V v

Ki Ay, z,v-Kpu=A-1u
Ki AL, 2 u—Kpv=A-1v

1
Supposons & présent que A # 1 est une valeur propre de O. Il existe alors (u;v) € [H, 2 (divr, F)]2\{(O; 0)}
tel que :

Kk+A+7k+,Z+V - Kk+u = ()\ — 1)11
Ki, ALh, zu—Kv=(A-1)v

Si nous multiplions la seconde ligne par A, ;. 7z, , nous obtenons :
K, u+ K Ay, 2. v=A—-1A4 ;. 2. V.
11 suffit en effet d’utiliser la relation suivante qui se démontre & partir de la Proposition 5.8 :
Mgz, K, = -Kp Ay, 2,

Nous en déduisons alors que (A=1)Ay x, z. v = (A-1)uetdoncu = A, z v.Deld, A-1)A; 1, 2, v=0
et par conséquent, u = v = 0. Ceci n’est toutefois pas possible puisque (u;v) # (0;0).

_1

A présent, 1 appartient au spectre de O si et seulement si il existe (u;v) € [H, 2 (din,F)f\{(O;O)} tel
que :

Kk AJ’»’k; Z V—Kk u=20

{ + ot + = Kk+u:K;€+A+)k+)Z+V.

—1 _
KkJrAJr,kJr,ZJru - Kk+V =0

Cela suffit & prouver que le sous-espace propre de O associé a 1 n’est pas trivial.
|

Comme en acoustique, il est intéressant de mettre en lumiere les similitudes entre la formulation précondi-
tionnée (5.9) et les équations intégrales qui apparaissent dans les méthodes de Brakhage-Werner généralisées.
En électromagnétisme, ces méthodes sont utilisées pour résoudre le probléeme de diffraction par un objet
constitué de métal parfaitement conducteur :

{ rotE — Zk+Z+H =0

‘g X p-o(l
rotH+ik+Z;1E:0 dans Q. , v E=g , Z HA E—O< >

[ r?
La solution de ce probleme est supposée de la forme :

E = —Z.k+Z+Tk+T+m + ’Ck+m
H=1K,, Tym+ik, Z"Tp,m ’

_1
Popérateur T étant défini et linéaire de H, 2 (divr,I') dans lui-méme. Le probléme initial est alors équivalent
a I’équation intégrale suivante :

1
Om:g ) OziId+Kk;+—ik+Z+Tk+T+7

et nous pouvons montrer que :

T,=A sz = O=Id

T =-Aip,. 2z = 0=2K;,,

T =A_,  z, = 0=0,
T,=-A_y, 7, = O=Id+2K,,.
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5.3. Approximations des opérateurs MtE

5.2.2 Résolution des problemes intérieurs

Si le couplage faible (5.5) est de type BEM-BEM, nous utilisons, pour résoudre les problémes intérieurs
(5.3), des formulations similaires & celles adoptées pour la résolution des problémes extérieurs (5.4).

Proposition 5.10 (Formulation pour la résolution du probléme intérieur).

La formulation adoptée pour la résolution du probléme intérieur (5.3) est donnée ci-dessous :

%T_'yt_Eka_'yt_Hfik_ZflTk_'yt_E: %g (5.10)
IT 'y H-Ki v, E+ik_Z Ty vy H=1T'g
En introduisant les quantités :
u= T—P}/t_E , V= T:LVt_Ha
cette formulation est équivalente auz équations suivantes :
fu-K;, T_v—ik Z_'T, T 'u=1ig (5.11)
v—K, T 'lu+ik_Z T, T_v=1T 'g '

Proposition 5.11 (Opérateurs optimaux pour la formulation préconditionnée).

Nous disposons des résultats suivants :

T_=-Arp 7z = SpO)={1} , T_=A_;, » = SpO)=/{1},
T =Ayp 2z = SpO)={0} , T_=—A_; 5 = SpO)=/{0},

la notation O désignant l'opérateur de la formulation préconditionnée (5.11) :
1 . -1 1 -1 .
O:(uv)— Ju- K, T_-v—ik_Z_"'T, T 'u; V- K, T-u+ik_Z T, T_v).

Pour finir, la formulation variationnelle utilisée pour résoudre les problémes intérieurs (5.3) lorsque le cou-
plage faible (5.5) est de type FEM-BEM est standard.

Proposition 5.12 (Formulation variationnelle pour le probléme intérieur).

La formulation variationnelle pour le probléme intérieur (5.3) est la suivante :

1
k_Z_

VF € H(rot,Q_), / rotE-rotF — / k_Z'E-F —i(y; F;T_~; E) = —i(y; F; g).
Q-

Q_

5.3 Approximations des opérateurs MtE

Les opérateurs de transmission optimaux pour le couplage faible (5.5) et pour les sous-problémes (5.3)
et (5.4) sont des opérateurs MtE. L’évaluation numérique de ces opérateurs, comme celle des opérateurs
DtN, est toutefois lourde d’un point de vue computationnel. Elle nécessite en effet la résolution d’'un des
problémes (5.6) ou (5.7). Pour pallier cette difficulté, nous procédons comme dans la partie sur I’acoustique et
choisissons d’utiliser des approximations des opérateurs MtE comme opérateurs de transmission plutét que
des opérateurs MtE exacts. Ces approximations, qui sont les analogues de celles que nous avons présentées
pour les opérateurs DtN dans la partie sur 'acoustique, sont introduites dans cette section.

5.3.1 Opérateurs différentiels et espaces de Sobolev surfaciques

Dans cette sous-section, qui inspirée de l'ouvrage [88], nous faisons appel aux notations de la sous-section
2.3.1.

Les approximations de type racine carrée des opérateurs MtE sont construites, entres autres, a partir du
laplacien vectoriel surfacique sur I'. Pour des fonctions de régularité classique, cet opérateur est défini comme
suit [88] :

Yu € CE(F), Aru = Vrdivru — rotrrotru.
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Il peut naturellement étre défini sur les espaces H(T'), s € R, grace a cette formule. Il est alors continu de
H;™%(I") dans H(T") et nous avons :

+oo +oo
Vue H; ('), Aru=— Z Ae(owep + Bee) dans H{(I') ot u= Z e} + Bee?  dans HIT2(T).
=1 =1

1 1

Nous faisons a présent quelques rappels sur les espaces H, 2(divr,I') et H, 2 (rotp,I'). Ces espaces sont
centraux en électromagnétisme puisqu’ils correspondent respectivement aux espaces de traces tangentielles
et de composantes tangentielles.

_1 x .
Si u € H, 2(I'), nous disons que divru € H_%(F) et rotru € H_%(F) appartiennent a H_%(F) si il existe
respectivement v € Hf%(F) et weH 3 (T) tels que :

divfu=1¢__1 3(v) dans H_%(I‘) , rotru=1¢__1 3 (w) dans H_%(F)7

H 2-H 2 H 2—-H 2

la notation ¢ ) . s désignant I'injection canonique de H > (T") dans Hfg(F) :

C

4>
v = <u;v>H’%(F)><H%(F)

_1 _1
Les espaces H, 2 (divr,T") et H, 2 (rotr,I") sont alors définis comme suit :

[ME

H, ? (divy, ) = {u € H, *(I) : divpu € H ()},

H,

[N

(rotp, T) = {u e H, *(I") : rotpu € H~3(I)}.

Munis des produits scalaires suivants, ces espaces sont des espaces de Hilbert :

Yu,v € H, 2 (divp, T), <u;V>H;%(divF,F) = (u; V>H;%(F) + (divru;dinv>H,%(F),
_1
vu,v € H, 2 (rotp,T), (u;v)H;%(mtnr) = (u; V>H;%(F) + (rotru; rotpv>H,%(F).

Remarquons que 'opérateur suivant est alors un isomorphisme isométrique :

_1 _1
-An: H,?(divp,T') — H, 2(votr,I)
u — uAn
_1
Dans la suite de cette sous-section, nous présentons des résultats concernant l’espace H, 2 (divp,T'). Bien

que nous ne les donnions pas pour éviter les redites, des résultats similaires peuvent également étre obtenus,
1

en utilisant I'isomorphisme - A n par exemple, pour l'espace H, 2 (rotp,T').

—1
La famille constituée des (e})sen+ et des (€?)sen- est une base orthogonale de H, ?(divr,T'). De maniére
plus détaillée, nous avons :

Lk EN, (ehiel) = (0 + 220+ 207w,

_1
t ? (divr,T)

1
VO, k€ N, (eZ;e?) = A} 0ok

_1
H, 2 (divp,I)
Ve ke N*, (ej;e?) _.1 =
’ > e k>Ht 2 (divp,T)

_1
Ajouté a cela, si u est un élément de H, 2 (divr,T), celui-ci s’écrit comme suit :

+oo .
u= Z e} + fee?  dans H, 2 (divp,T),
=1

les suites (ay) et (B¢) vérifiant :

VKGN*, af:)‘£_1<u;e%> ) VKGN*, BZ:Ae_l<u;e§>

_1 1 _1 i,
H, ?(T)xH (T) H, 2(T)xHZ(T)
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Ix 1 1 1
> (A 20+ A)7F a2+ AZ 1B = [y < oo
— H, 2 (divp,T)

1
Quitte & la remplacer par une norme équivalente, la norme sur H, ?(divp,I") peut étre simplifiée. Plus
précisément, dans la suite de ce travail, nous privilégierons I'utilisation de la norme donnée ci-dessous :

foo
2 3 2 2
u||® 1 = A7 (Aelael® +18e]?).
1917 3 gy = 2o M Ol +15)

_1
Pour finir, la proposition suivante est I’équivalent de la Proposition 2.14 page 43 pour I’espace H, 2 (divp, T').
_1
Proposition 5.13 (Séries dans l'espace H, ?(divp,T')).

Siue Ht_%(divF,F), il existe (ap)oen-, (Be)een+ € CV tels que

+o0 3 400 1
u= Zage} + Bee?  dans H, ? (divp,T) AZ (Al + [Bel?) = [Jul? o1 < +o0.
= —1 H, (divp,I')

Si (ag)een, (Be)een+ € CN", la somme :

+oo

E 1 2
(671571 + /Bfel )

(=1

_1
converge dans H, 2 (divp,T') si et seulement si :
+o00o 1
ZA; (Aelee® + |Be]?) < 4o00.
{=1

5.3.2 Approximation microlocale des opérateurs MtE

Comme pour les opérateurs DtN, des approximations pseudo-différentielles des opérateurs MtE peuvent étre
introduites par le biais de raisonnements microlocaux [19]. Des arguments similaires ayant déja été donnés
dans la partie sur ’acoustique, nous nous contentons, dans cette sous-section, de 1égitimer I'introduction de
ces approximations a partir de 'expression de 'opérateur MtE associé au demi-espace homogene suivant :

Q={(z;y;2) eR*: 2 > 0}.
Dans 'optique de déterminer cette expression, nous nous donnons une solution (E; H) du systéme de Maxwell

harmonique dans €2 :

dans €,

rotE—-ikZH =0
rotH+ikZ 'E=0

le nombre d’onde k et I'impédance Z étant supposés réels et strictement positifs. A partir des équations
précédentes, il est possible de montrer que :

0.X — i\ <M0_1 ]‘04) X, (5.12)
—_—————
M
ou :
F(E.)
_ ‘F(E ) _ Z wa k2 _5:% _
X = ]—‘(HZ) - M= (—(kQ—yfz) —fwfy) P A= YR -GG
F(H,)

et F correspond a la transformée de Fourier partielle dans les plans d’équation z = C € R} :

1 —i(xée
Flu)(€z; §ys 2) = %/RQ u(x;y; 2)e” (@ETY8) dady.

Pour obtenir la relation (5.12), il faut commencer par écrire le systéme de Maxwell harmonique coordonnée
b
par cordonnée. Les coordonnées F, et H, interviennent sans dérivée dans deux des équations obtenues. Il
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reste alors a utiliser ces équations pour éliminer E, et H, des équations restantes et a appliquer la transfor-
mée de Fourier partielle. Remarquons que la relation (5.12) n’a de sens que si M est inversible, c’est-a-dire
si k* — &2 — €2 # 0, et nous supposons que c’est effectivement le cas.

La matrice M est diagonalisable et ses valeurs propres sont égales a +1. En effet, de part I'inversibilité de
M, 0 n’est pas valeur propre de M. Ajouté a cela, u € C est une valeur propre de M si et seulement si il
existe (x;y) € [M21(C)]*\{(0;0)} tel que :

De 14, il est aisé d’exhiber une base de vecteurs propres pour M :
_ . Id 1d
M=PDP™' | D =Diag(l,1,-1-1) , P= (M_1 _M_1>.

Le systeme différentiel se réécrit alors :
0.Y =iADY , Y=P !X,

et nous avons : _

ez/\z (0)

iAD
Y=¢ ZY0(§x§€y) = —iXz YO(€Z7§1/)

(0) e—i/\z
Remarquons & présent que si k? — &2 — fg est strictement négatif, e~*** diverge lorsque z tend vers +oo. Par
conséquent, les deux dernieres composantes de Yy sont nulles. Les deux dernieres composantes de Y sont
donc également nulles et nous en déduisons que :

F(Hy) F(Ey)
En évaluant cette égalité en z = 0, nous obtenons :
Fr(Hyp) \_1(,_&+&\ 7 (1-2 S\ (Fr(Epr)
—Fr(Hzr) Z k2 ST % Fr(Byp))

la notation JFr désignant la transformée de Fourier sur I' = 9€2. Remarquons a présent que les symboles
totaux des opérateurs Ar et rotrrotr sont respectivement donnés par :

(242 & —€x§y)
puisque nous avons :

2 —
Fe(Aru) = ~(€+Fcw) . Frlrotrmonw = (8, ~5Y) Felw,
5y T

De 14, nous en déduisons que :

Hy 1 Ar\
)= Z(1d+ ==
<_HwF> Z< * k2 )

ce qui s’écrit également :

[N

1 Exr
(Id — ]€2rotprot1~> <Ey|r> ,

1
1 Ar\ 2 1

la notation n = (0;0; —1) désignant la normale unitaire sortante pour €.
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L’expression de l'opérateur MtE associé au demi-espace homogene nous conduit donc a proposer les ap-
proximations de type racine carrée suivantes de A_ ; 7 et de A4 i z et ceci que k£ et Z soient constants ou

non [19] :
1 1. 1 = 1
~z Id + Vr k—gdlvF — rotpr k—grotp Id — rotr k—grotp (- An), (5.13)

AS_O{k’Z % (Id + Vr <k12div1~) — rotr (I:Qrotp>> (Id — rotp (kl2rotp>> (- An). (5.14)

Le nombre d’onde est complexifié pour les mémes raisons et de la méme maniére qu’en acoustique [19] :

sq
A+,k,Z

. 12
ke=k+ie , €=0.39%3k3,
la notation x faisant référence a la courbure moyenne de I'. Dans ce travail, nous remplagons toutefois
5s N . . N . . sq sq
par l'inverse du rayon de la sphere circonscrite a (2. Remarquons que les approximations A7’ K,z €t A” 7

sont obtenues en symétrisant I'expression du MtE associé au demi-espace. En effet, de paf les formules
d’intégration par parties :

Yu e H(Vp,T'), Vv e H(divp,T), /Fudinvdl" = — /F Vru-vdl,
Yu € H(rotp,I'), Vv € Hy(rotp,T), /Furotpv dl' = /Frotpu -vdl,
nous avons :
Vu,v € Hy(divy,T), kZ2divru e HY(T') = /F Vr(k 2divru) - vdl = — /F k- 2divrudivpv dr,
Yu,v € Hy(rotp,T), k 2rotpu e HY(I) = /Frotp (k;Qrotpu) -vdl = /FkQQrotpu rotrvdl.

Pour finir, des approximations d’ordre 0 des opérateurs MtE sont obtenues en approximant a leur tour les
opérateurs A, et A7, -

1
Al z = _Z(‘ An), (5.15)

Lz %(' An). (5.16)

Comme en acoustique, nous nous attendons a ce que Aiq’k’ » approxime mieux Ay i z que Aiqk 5 n'ap-
proxime A_ j 7. Nous pouvons également anticiper que les approximations de bas ordre des opérateurs
MtE sont de moins bonne qualité que les approximations de type racine carrée, excepté peut-étre lorsque le
nombre d’onde est élevé. Tout ceci sera confirmé dans les sous-sections 5.4.3 et 5.4.4, dans lesquelles nous
présentons les résultats de tests semi-numériques/semi-analytiques pour la sphére unité homogene, et dans
le Chapitre 6 lorsque nous résolvons le couplage faible (5.5) par la méthode des éléments finis.

5.3.3 Approximation intégrale du MtE intérieur

Pour pallier la qualité moyenne de A .z comme approximation de A_ 7z, nous introduisons une approxi-
mation intégrale de A_ j 7. Cette approximation est I’analogue exact de I’approximation intégrale que nous
avons proposée pour 'opérateur DtN intérieur. Elle n’est par conséquent valable que lorsque k et Z sont
constants.

Nous commengons par donner la formule liant A_ ;. 7 et Ay k. 7.

Proposition 5.14 (Lien entre les opérateurs MtE).

Si k n’est pas une valeur propre du systéme de Mazwell harmonique intérieur avec condition de trace tan-
gentielle, nous disposons des relations équivalentes suivantes :

1

kZT (A — A =1d kg = ——
2 (A gz ) ) k2= 0

T, + Asgz.
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Preuve

La preuve est similaire a celle de la Proposition 2.15 page 46.

|
Ce résultat nous conduit a proposer I’approximation intégrale suivante de A_ . 7 :
it — 1 — T} '+ A (5.17)
L2 ikZ +,k,Z"
Bien siir, Aij‘t est une meilleure approximation de A_ j 7 que A™ 7z bour les mémes raisons que A““ kp

approxime A,,k,p plus précisément que A*?, kp- Ce point est par exemple illustré pour la sphere unité dans
la sous-section 5.4.3.

5.3.4 Approximations de Padé

Certaines approximations des opérateurs MtE que nous avons proposées dans les sous-sections précédentes

sont liées a I'opérateur suivant :
1
’ 1
(Id —rotr (kzrotp>> (- An). (5.18)

1 1
<Id +Vr <k2 leF> —rotr <k2 rotp>>

Dans l'optique de ne pas avoir a évaluer numériquement la racine de 'opérateur :

1 1
Id+ Vr (k2 leF) —rotr (k2 rotp)

nous proposons, comme dans la partie sur I'acoustique, de remplacer l'opérateur (5.18) par ses approxi-
mations de Padé. Concrétement, cette approche repose sur Papproximation suivante (voir Proposition 2.16

page 48) :
1
Id + Vr 2 —divp | —rotp 52 rotp
Sr A 1 o
1
~ Rold — l; B (Id + B [Vp <k2 d1vr> — rotr <k2 rotF>D : (5.19)
et nous permet de générer les approximations de Padé Aiq”k, 3 O Asq’ et Alnt N" % des opérateurs MtE.

Comme en acoustique, nous nous attendons a ce que l’approxnnatlon (5 19) bOlt d autant plus précise que
N, est grand. Enfin, la formule définissant 'opérateur (5.18), qui est donnée dans la prochaine proposi-
tion, suggere qu'une rotation de branche choisie de la méme manicére qu’en acoustique, a savoir 8, = 7,
devrait permettre d’obtenir des approximations précises des opérateurs MtE. En effet, le fait d’approximer
lopérateur (5.18) par des approximations de Padé revient concrétement & approximer les quantités :

1— ﬂ
k2) 7
via ces mémes approximations de Padé. Or nous avons déja vu dans la partie sur l'acoustique que ces
quantités étaient correctement approchées par les approximations de Padé lorsque ¢, = 5. Pour finir, nous
mentionnons que la qualité de I'approximation (5.19) avec 6, = 7 sera confirmée par des tests numériques

dans la sous-section 5.4.3.

Proposition 5.15 (Continuité de 'opérateur racine).

_1
Si k et € sont constants, lopérateur (5.18) est défini pour u € H, 2 (divr,T') par :

1

1 )
<Id + 2 Ap) (Id - k:Qrotprotp) (uAn)

€
1

+oo
A 2 Mg 2 1
= Z —Be (1 — k§> e +ay (1 — kﬁ) e’ dans H, ;(diVF,F),
=1 € €
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+oo N
u= Zage% + Bee?  dans H, ? (divy,T).
=1

_1
Il est donc continu de H, 2 (divr,T') dans lui-méme.

Preuve

_1
La preuve repose sur la Proposition 5.13. Etant donné que u est un élément de H, 2 (divp,I'), nous avons :

too
D AF (Melawl® + 1Bef?) < +oo.
=1

1
(ra+ zar)

1
converge alors bien dans H, 2 (divp,I") puisque nous avons :

La somme définissant :

3 1
(Id — erotprotp> (uAn),

€

—1

ioﬁ MelT= 260 182+ 1= 242 <C§A% 1Bel? + Aelae]? | < +
2| e = ¢ = lae|* | < ;| 1Be ile?. 00,
{=1 (=1
avec : )
C:?é%)f()\fl_lﬁ Y 1_’?52 .
Enfin, I'inégalité précédente s’écrit plus simplement comme suit :
1 2
1 2 1 9
Id + Ar Id — Srotrrotr | (u A n) < Clu|* _: .
k2 k2 -1 H, Z (divp,I)
H, ?(divp,I')

5.4 Cas particulier de la sphére unité

Comme en acoustique, si ’'objet diffractant est une sphére homogene de rayon 1, tous les opérateurs sur-
faciques que nous avons présentés jusqu’a maintenant, & savoir les opérateurs intégraux surfaciques, les
opérateurs MtE et leurs approximations, les opérateurs de résolution et 'opérateur du couplage faible (5.5),
sont diagonalisables et nous pouvons expliciter analytiquement leurs valeurs propres. Dans cette section,
nous présentons ces résultats et nous les utilisons pour effectuer des tests semi-numériques/semi-analytiques
similaires a ceux que nous avons réalisés dans la partie sur I'acoustique. Tout d’abord, nous commencons
par analyser la qualité des approximations des opérateurs MtE proposées dans la section précédente. Dans
un second temps, nous testons la convergence GMRES du couplage faible (5.5) pour différentes paires
d’opérateurs de transmission et nous nous assurons que certaines d’entre elles conduisent & des vitesses de
convergence viables en pratique. Dans la partie sur I’acoustique, nous avons présenté des résultats concer-
nant la résolution itérative des sous-problemes associés au couplage faible. Nous rappelons que, dans ce
travail, nous avons choisi de résoudre les sous-problémes intervenant dans la définition des couplages faibles
acoustique et électromagnétique par des méthodes directes. Pour éviter des redites non essentielles, nous ne
discuterons donc pas de la résolution itérative des sous-problémes (5.3) et (5.4).

5.4.1 Harmoniques sphériques

Dans la sous-section 2.4.1, nous avons introduit les harmoniques sphériques scalaires de surface (¥;) jen
—1<m<l

Nous rappelons que ces fonctions sont définies sur la sphére unité de R3 de centre 0, notée S. En électroma-
gnétisme, nous avons besoin des harmoniques sphériques vectorielles de surface. Ces derniéres sont notées

(U) jent et (V) jen+ et sont définies par :
<m<l —1<m<l

m __ 1 m
[ VY,

VieN*, Y—l<m<lI, )
sY)
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La proposition suivante [88] permet de comprendre l'intérét des harmoniques sphériques vectorielles de
surface.

Proposition 5.16 (Propriétés des harmoniques sphériques vectorielles de surface).

Les fonctions (U7") et (V]*) sont précisément les fonctions propres de —Ag :
—AsU =11+ 1)U | —AgV*=1(+1)V]"
Elles forment une base orthonormale de LZ(S) et nous fournissent une base orthonormale de L*(S) :

¥™n) (U)o (V).

_1
Pour finir, la réunion des familles (UT*) et (V") constitue également une base orthogonale de H, 2 (divs, S).

5.4.2 Diagonalisation des opérateurs surfaciques

Dans cette sous-section, I' correspond & S et B désigne la boule unité ouverte de R? de centre 0.

Comme pour I’équation de Helmholtz, il est possible d’exhiber des solutions élémentaires modales du systéme
de Maxwell harmonique, soit-il posé sur B ou sur R3\.

Proposition 5.17 (Solutions élémentaires modales du systéme de Maxwell harmonique).
Soit k, Z € R.. Les champs (E1;Hy) et (Eg; Hy) définis ci-dessous :

.n(kr) (rji(kr))’

Ei = I(l+ 1)==—=Y"(6; p)e, + U (09) » Hi= (kr) V" (6; ©),

ZZ]Z
B, =k vpese) B = o (VT e, + 1O ).

satisfont le systéme de Mazwell harmonique dans B :

rotE —ikZH =0 dans B
rotH+ikZ 'E=0 "7
De méme, les champs (E1; Hy) et (Eq; He) donnés par :
hi (kr rhi(kr))’ k
By = VT Dy 0 e, + T i) = K nianvies),
hl(kr)

(rh} (kr))’

1
By =W (VP09 o = o (VI D e, + ur o).

vérifient le systéme de Mazwell harmonique dans R3\B ainsi que la condition de radiation :

{ rotE—-ikZH =0

37 —
rot H+ ihZ-'E =0 dans R°\B , ZHAe,—E= O(r2>

Preuve

La démonstration est similaire a celle de la Proposition 2.27 page 52. En outre, elle est essentiellement
calculatoire. Nous n’en donnons par conséquent que les grandes lignes. Les formules suivantes :

/
1 ra(r
rot(a(f,p)e,) = -Vsare, , rot(a(r)A(f,¢)) = @I‘Otg A0, 0)e, — MA(G, ) Aey,

r r T
dans lesquelles a et A sont des fonctions quelconques, permettent de montrer que le champ (E1; Hy), qu’il
soit défini dans B ou dans R3\B, vérifie le systtme de Maxwell harmonique. De par la symétrie de ce
systéme, il en va alors de méme pour le champ (Eq9; Hy). Enfin, les calculs justifiant que les champs (E;; H;y)
et (Eq; Ho) satisfont la condition de radiation sont similaires. Nous ne traitons donc que le cas de (E;;H;y) :

1
ZH, Ae, — Ey = —k(hi' (kr) — ih} (kr) ) U — @ (U7 + VIl +1)Y™e,).
o (%)
rooo T o (&)

r— 400

136



5.4. Cas particulier de la sphére unité

La proposition précédente est intéressante car elle permet d’obtenir un résultat de diagonalisation pour les
opérateurs intégraux surfaciques.

Proposition 5.18 (Diagonalisation des opérateurs intégraux surfaciques).

Soit k € R%.. Les (U}") et les (V{") diagonalisent les opérateurs Ty, et K. Plus précisément, nous avons :

T, U" =4,V | K,U" = kU™,
T,V ={U" | KV =—k V]
ou : . ) )
L / 7 ¢ L ’
= 2&RIk) L B=—aRnk) ko= (& R R) + GRY(K) ).

Les () et les (&) désignent respectivement les fonctions de Bessel-Ricatti et de Hankel-Ricatti d’ordre | et
sont définies comme suit :

i(x) = aji(z) ,  &(x) = xh(2).

Preuve

La preuve est similaire a celle de la Proposision 2.28 page 53.

Remarquons que l'opérateur Tj n’est pas diagonalisé au sens strict du terme par les (Ulm) et les (V}”)
Plus précisément, la matrice de T dans la base obtenue en entrelacant les (Ulm) et les (V;") :

(UTh VL UL VUL VEU % V%),

qui est bien sir infinie, est diagonale par blocs de taille 2 x 2 :

L% © o o

) o (%)

Nous expliquons a présent comment résoudre les systémes de Maxwell harmoniques intérieur et extérieur en
utilisant leurs solutions élémentaires modales.

Proposition 5.19 (Résolution modale du systéme de Maxwell harmonique intérieur).
Soit k,Z € R%. et (E;H) € H(rot, B)? tel que :

{ rotE —ikZH =0 dans B.

rotH+ikZ7'E=0

Il existe alors deuz familles (o]") jen< 5 (B™) 1en C C telles que les égalités suivantes :
—I<m<l —I<m<l

Foo ri(kr
Ex) =) Y ( l(l+1)jl(kT)Yl (9;<p)er+azmMUm(9 ©)+ 6" Jz(kT)Vm(Q;@)),

=1 m=—

oo = o5 3 (s T v, + ap O )+ e Vi 0:)).

sont vérifiées dans H(rot, B). De ld, nous en déduisons les relations données ci-dessous :

+oo 1
WE =Y 3 (aP (il + 9)VE - (00T ),

=1 m=-1

-3y (37 G + K O)VE = Ko iUy ).

=1 m=-1
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Preuve

La preuve que nous donnouns est formelle. Pour tout r €]0; 1[, nous avons (voir Proposition 5.16) :

B> (" ()Y er + B (UL + e (r) V"),

=0 m=—1
les fonctions (aj*), (b)) et (¢j*) étant données par :
ai(r) :/E(’"") yymds o bt :/E(TU)-UZ"‘ s, () :/E(ra')'Vl_m ds.
s S A

Dans un premier temps, nous remarquons que :

aQ(r) = —

1
—_— E(o ~er0'=7/ divEdx = 0.
Vdmrr? /BB(O;T) (@) Varr? S

Nous vérifions également que :
1
a*(r) = - /ro‘ -E(ro)Y, " do.
rJs
Comme x — x - E(x) satisfait ’équation de Helmholtz dans B et admet une limite finie en 0, nous en

déduisons qu’il existe (a]*) ;en+  tels que (voir preuve de la Proposition 2.29 page 54) :
—1<m<l

ﬂ’lj kr
ai"(r) = aj 7l(r )-

Le champ E étant a divergence nulle, nous avons :

VITFIH ) == [ divelBitro)ly; ™ do = 3 [ 0,(7E.(ra))¥; ™ do = 1 4L (")

S

ce calcul reposant sur I'expression en coordonnées sphériques de la divergence de E :
1
;& (r’E,(ro)) + divs[E¢(ro)] = 0.

Par conséquent, quitte a redéfinir les (o), nous obtenons :

() = ap I D2 b?”’““):a?"w'

Remarquons a présent que :
VIU+ 1) (r) = /rotS[Et(ra)]Yfm do = /ra’ -rot E(ro)Y,” " do.
S S

La fonction x — x - rot E(x) vérifie ’équation de Helmholtz dans B. De plus, elle admet une limite finie en

0. Il existe donc une famille (5]") jen+  telle que (voir preuve de la Proposition 2.29 page 54) :
—I<m<l

" (r) = Bi"jikr).

Un raisonnement similaire fournit une représentation pour H et in fine, nous avons :

Ty (arviTF D2y )er+a?WUZ”(H;w)+5Z”jz(/€7°)VZ”(9;<P)>7

I=1 m=—1
Yy (AT Ly 0l + WUW;@)+6ml<kr>vr<9;w>),
I=1 m=—1
les coefficients (o), (5]"), (7]™) et (0]") étant tels que :
ZZa I+ Dgkr)Y™ , x-rotE(x fi\/ I+ DB g (kr)Y™,
1=0 m=—1 1=0 m=—1

X - Zz'yl T+ Dgkr)Y™ , x-rotH(x ZZ\/ I+ 1)1 (kr)Y,

=0 m=—1 =0 m=—1

Les équations du systeme de Maxwell harmonique intérieur permettent alors de conclure.
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Il est intéressant de remarquer que les Propositions 5.17 et 5.19 permettent d’expliciter les valeurs propres
du systeme de Maxwell harmonique intérieur avec condition de trace tangentielle.

Proposition 5.20 (Valeurs propres du systéme de Maxwell harmonique intérieur).
Les wvaleurs propres du systéme de Maxwell harmonique intérieur avec condition de trace tangentielle sont
les zéros strictement positifs des fonctions :

R+ — R et R+ — R
ro—= () ro—= gi(r) +rj(r)

Proposition 5.21 (Résolution modale du systéme de Maxwell harmonique extérieur).

avec | € N*,

Soit k, Z € R} et (E;H) € Hyyo(rot, R*\B)? satisfaisant :

{ rotE —ikZH =0

— 1
3 — — —_
rot H 4+ ikZ—1E — 0 dans R°\B , ZHANe,—E r—Q—oo( )

2
Nous pouvons alors exhiber deuz familles (o) e+ ,(B™) 1en+  C C telles que, dans Hioe(rot, R3\B),

—1<m<l —I<m<l
nous ayons -

l

B> (ap i D lm<e;¢>er+arwUme;«a)+ﬁ?h}(kr>vme;w>>,

=1 m=—1

T 1 T !
- Ly > (v VI A E )y )erwm“‘lf‘:))Uzﬂw;so)+k2arh%<kr>v7l<e;¢>).

=1 m=—I

Par ailleurs, en prenant les traces tangentielles de ces égalités, il vient :

“+oo l
vE=Y Y (a;ﬂ(h}(k) Tkl () VI @mh}(k)vzn),

=1 m=—1
1 X :
WH= 5 Y S (8w + s (0) VP - Raphi( U )
=1 m=-1

Preuve

La démonstration est en tout point similaire a celle pour le systéme de Maxwell harmonique intérieur a ceci
preés que nous avons :

h; (rkr) . b(r) = o M , o (r) :ﬁlmhll(kr)

a*(r) = a" I+ 1)

En effet, le champ (E; H) peut étre représenté grace aux opérateurs T et KCj (voir Proposition 4.3 page
114) et il est alors possible de montrer que les fonctions x — x - E(x) et x — x - H(x) vérifient la condition
de radiation de Sommerfeld. De 14, nous obtenons :

d, . o 1 der 1
%(ral (r)) —ikra*(r) = r—)(?roo<’r2> v ike® = r—)qroo<7“2>'
|

Nous pouvons maintenant donner des résultats de diagonalisation pour les opérateurs MtE et pour 'opéra-
teur (5.18).

Proposition 5.22 (Diagonalisation des opérateurs MtE).

Soit k, Z € RY.. Les (U") et les (V") diagonalisent l'opérateur MtE extérieur :

. 1 h(k)+kh' (k) o, o
A‘+,k,ZUl = ZkZTk)lVl 5 A-’rJC,ZVl :ZkZ 1

hy (k)
hy (k) + khi' (k)

ainsi que l'opérateur MtE intérieur sous réserve qu’il soit bien défini, c’est-a-dire si k n’est pas une valeur
propre du systéme de Mazwell harmonique intérieur avec condition de trace tangentielle :

L (k) + kji(k)
ikZ  ji(k)

m
l

o (k
v A Vm—z'kZ*LU{”.

A_ urn =— - -
ks gu(k) + kg (k)
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Preuve

La preuve est similaire a celle de la Proposition 2.32 page 55.

|
Proposition 5.23 (Diagonalisation de 'opérateur racine carrée).
Soit k € R et e € R. Les fonctions (U") et (V]*) diagonalisent 'opérateur racine carrée (5.18) :
As) 2 1 (1+1)\?
<Id + k2> (Id - erotgrotg> (U* An) = <1 -z 48
1 1
Ag) 2 1 m a+1\ 2 .,
(Id + k2> (Id - erotgrot§> (V" An) = — (1 -T2 [
et il en va de méme pour ses approrimations de Padé :
Np —1\ 1 Np —1\ !
Ai As 1 m Al Bz l(l + 1) m
(RO - ; B (Id + Bik—z> ) <Id - k—?rotgrotg> (U An) = (RO - ; B (1 - k—?l(l + 1)) ) <1 T >Vl ,
Np —1\ ! Np —1\ !
A; Ag 1 . A; B; m
(Ro - ; B, (Id + Bl??) > <Id — k—?rotgrotg> (V" An) = — <R(] - ; B, <1 — k—?l(l + 1)) ) u.
Preuve
Il suffit d’utiliser les Propositions 5.15 et 5.16.
|

De par les Propositions 5.18 et 5.23, les (U}") et les (V") diagonalisent toutes les approximations des
opérateurs MtE que nous avons proposées dans ce travail. Dans la suite de cette sous-section, nous supposons
par conséquent que les (U}*) et les (V") diagonalisent les opérateurs de transmission T_ et T comme
suit :

T U=t V" T_Vr =t ,U"

Vi>1, V—-1<m<l, booopult A A

T UM =t V" , TaV =400
De plus, les nombres d’onde k4 et les impédances Z4 sont supposés étre des réels strictement positifs. Dans
la prochaine proposition, nous donnons des conditions nécessaires au caractére bien posé des sous-probléemes
(5.3) et (5.4).

Proposition 5.24 (Caractére bien posé des sous-problémes).

Si le probléme intérieur (5.3) est bien posé, les conditions suivantes sont vérifiées :
Viz 1, (k=) +k_ji(k-))ti~, + ik Z2 (k=) # 0,

(k=) + k-gi(k-)) = gi(k-)t;y # 0.

1
Vi>1
-7 ik Z_

De méme, lorsque le probléme extérieur (5.4) est bien posé, nous avons :

V> 1, ik Z7 (k) — (B (k) + kbl (ki) #0,

1
VI>1, ——(h}(ky) + ki) (k) + hi (kg #0.
Zk+Z+

Preuve

Ce résultat se démontre de la méme maniere que la Proposition 2.34 page 56.
|

Nous donnons & présent des résultats de résolution modale pour les problémes intérieur (5.3) et extérieur
(5.4).
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Proposition 5.25 (Résolution modale du probléme intérieur).

La solution du probléme intérieur (5.3) :

{ rotE—ik_Z_H=0

rotH4 ik Zz-'E—0o %msB . v H+T vy E=g,

s’exprime comme suit :

+oo 1 -
E=Y Y} (a;" 0+1 )‘”(k "y, )er+a’l’”wum( ©) + B (k_r) V0, )),

=1 m=-1

= U g r !
> (srvier 0 Dy e, + WUZ”(&@Hk%f‘jl(lﬁr)VE"(G;so)),

- ik727 =1 m=-1
ou :
“+o0 l
5= 3 o VI
=1 m=-—1
o' = 9i° "= 9 .
(k=) + kj{(k))ti~y +ik-ZZ i (k=) gz (ko) + k] (k2)) = qi(k-)t
Preuve

11 suffit d’utiliser la Proposition 5.19.

|

Proposition 5.26 (Résolution modale du probleme extérieur).
La solution du probléme extérieur (5.4) :

rotE—ik+Z+H=0 N\ B + e o 1

{ rotH + ik, Z'E = 0 dans R\B , ~H-T,vE=g , Z,HAe, —E—T_Q_OO )

est donnée ci-dessous :

g h (k+r) m m(rhll(kJrr))/ m mp 1 m
E = Z Z VI + 1) =E22Y (0 p)er + o LU 09) + B hi (ke r) VI (059) )

(k ) m(p. m (rhll (k+’l“)) m m(n.

’Lk+Z+ ;m;, <ﬁl ViE+D= Y (0;)er + i r U (05 9) + kLo hi (k4) V(0 9) ).

avec :
“+o00 l
a3 Y e arvy,
=1 m=-1
o g o i
. — !/ ? °
ik Z7 h (ky) = (B (k) + kb (Rt oz (i (ky) + kehf "(ky)) + hi (k)
Preuve
Ce résultat découle directement de la Proposition 5.21.
|

A partir des deux propositions précédentes, nous pouvons obtenir le résultat de diagonalisation suivant pour
les opérateurs de résolution.

Proposition 5.27 (Diagonalisation des opérateurs de résolution).
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Les fonctions (UT*) et (V]*) diagonalisent les opérateurs R_ et Ry :

R U™ = Jl(k*) + k/)*]l/(k)*) m
-l = 7. -/ — . —1 . l >
(jl(k;) + k/’fjl(k’,))tl’v +ik_Z~ jl(k’,)

(k=)
R_V]" = - — ; . ur,
k=)t y — a7 Uik + kg (k=)
hi(ky) + kyhi' (ky)

R, UM = - 7 - s
—(hf (k) + ki by (k) + ik Z ) ()
h}(k
R\ V" = ————— L 1+) U,
hl (k-i-)tl,U zk:+Z+ (h (k+) + k+hl (k+))
Pour finir, nous nous intéressons aux opérateurs S_, S; et S;.
Proposition 5.28 (Spectre de S;).
Les familles (U") et (V") diagonalisent les opérateurs S_ et Sy :
S UM — <1 B (Ju(k=) + ksz/(]ﬂ»(tzjv + tiv) ) m
e (k) + ko jj (b )ty +ik- 2 (ko) ) '
k)t + o) m

S-Vi= <1 T o — 2 Gk + h ) >Vl ’
(ki () + ki hi (k) By + tiy) )U
(ky) + kiohl (k) tfy +ike Z7 00 (k) )
(1 _ hi (k4 )ty + to) ) -
Wi (k)i + 7 (hf (k) + B (k) )

S U= (1+
! ( —(h}

S+V2m ==

Par conséquent, les valeurs propres de S, correspondent auxr quantités données ci-dessous :

. (k=) + k_jj (k) (t1 5 + 1y) - (P (k) + kbl (k) (by + )
(k=) + ki (k=) ty + ik—ZZ i (k=) — (i (k) + kb (k) by + ks Z0 By (ke )
. Jilk- )ty + ) - hl(k+)(tz_u +tly)
k)t = gz (ko) + kg (k) W (k) o + gz (b (k) + bl (ky))
Preuve

Cette proposition se démontre exactement de la méme maniere que la Proposition 2.38 page 57.

5.4.3 Qualité des approximations des opérateurs MtE

Dans la partie sur l'acoustique, nous avons évalué graphiquement la qualité des approximations des opé-
rateurs DtN que nous avons présentées. Plus précisément, nous avons tracé les premieres valeurs propres
de ces approximations apres leur avoir appliqué une transformation facilitant I'interprétation des résultats.
Nous adoptons naturellement la méme approche pour analyser la qualité des approximations des opérateurs
MtE que nous avons proposées dans la section précédente. Si A™} , et AT} / sont des approximations de
A_ . zetde Ay iz, k et Z étant supposés réels et strictement p0s1t1fs nous nous intéressons aux spectres
des opérateurs suivants :

1 1
51(1 + K — Z'kZTkAip’ZZ , iId - K+ ikZTkAapp (520)

+,k,Z"

En vertu des relations (voir Proposition 5.8) :
1
*Id + Kk - ZkZTkA k,Z = =0 5 §Id - Kk + ikZTkA+’k’Z = 0,
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la concentration des spectres des opérateurs (5.20) autour de 0 est un indicateur de la qualité des ap-
proximations A™} /et A’} . Remarquons que, si k n’est pas une valeur propre du systéme de Maxwell
harmonique intérieur avec condition de trace tangentielle, les égalités précédentes sont équivalentes a celles
données ci-dessous (voir Proposition 4.10 page 119) :

1 1 1 1
A pz=—T;(ZId+K . A =—— T, '(ZId-K; ),
Ty A (2 + k) tRET TRz Tk \2 b
et peuvent donc étre comprises comme des définitions des opérateurs MtE. Pour finir, nous mentionnons
que les opérateurs (5.20) peuvent étre légérement simplifiés. En effet, les opérateurs MtE ainsi que toutes

les approximations que nous en avons proposées vérifient le résultat d’échelle suivant :

1 1
Az = EA—,k,l s Ay gz = §A+,k,1,
app  _ 1 japp AZPP 1 app
—k,Z Z Tkl +,k,Z 7 kL
Les opérateurs (5.20) se réécrivent alors comme suit :
1 1
S1d+ Ky — kT A JId — Ky + kTS | (5.21)

et nous constatons en particulier que la qualité des approximations des opérateurs MtE ne dépend pas de
Z.

Les figures que nous présentons dans cette sous-section sont les analogues exacts de celles que nous avons
données dans la partie sur ’acoustique. A moins que nous ne précisions explicitement le nombre de valeurs
propres considérées, tous les tests semi-numériques/semi-analytiques présentés dans cette section ont été
réalisés en considérant les 100 premieres valeurs propres des opérateurs en jeu. Par rapport a l'acoustique,
le nombre de valeurs propres prises en compte a donc été doublé. Ce dédoublement du nombre de valeurs
propres a considérer entre I'acoustique et ’électromagnétisme est en fait incontournable. Pour justifier cela,
considérons, par exemple, les opérateurs racine carrée acoustique et électromagnétique. Les tests semi-
numériques/semi-analytiques requiérent de tronquer les spectres de ces opérateurs, qui sont rappelés ci-

dessous :
Ag)? (+1))?
Sp(([d—l— k?) ):{(1— 72 ) :lEN},
As)\ ? 1 I0+1)\* I+1)\ "2 .
Sp<<1d+k2§> (Idk2rotgrotS>('/\n)> = {(1 (kZQ )) ,<1 (k‘2 )) :leN },

a partir d’'un certain ly,x € N*. Pour que ces troncatures soient représentatives des opérateurs initiaux,
Imax doit étre suffisamment grand de sorte que les zones hyperbolique, des rayons rasants et elliptique,
respectivement caractérisées par les conditions suivantes :

E—1l+1)>0 , E-Il(l+1)~0 , kK —-I(l+1)<0,

=

soient toutes correctement représentées. De par les expressions des valeurs propres des opérateurs racine
carrée, lymax n'a par ailleurs pas de raison d’étre choisi différemment en électromagnétisme et en acous-
tique. Remarquons a présent que les opérateurs racine carrée acoustique et électromagnétique admettent
respectivement une et deux valeurs propres associées a chaque indice [. Concrétement, ce fait est a ’ori-
gine de l'inéluctabilité du dédoublement du nombre de valeurs propres a considérer pour les tests semi-
numériques/semi-analytiques en électromagnétisme.

Dans la Figure 5.1, nous montrons les valeurs propres des opérateurs (5.21) lorsque A*™? - et A%PP . corres-
g s prop. p q k.1 F k1
pondent aux approximations A™ |, A% A% L AT et A | des opérateurs MtE. Le nombre d’onde
est par ailleurs égal a 20. Les conclusions sont exactement les mémes qu’en acoustique. En tant qu’approxi-
mation de A_ ; z, A‘f,tk, 4 est de meilleure qualité que Afh 7 qui est elle-méme plus précise que A0_7 K.z
De plus, Af,k,Z approxime mieux A4, z que A'_J‘_J“Z. Enfin, A‘_“sz et Aj_q’kz approchent respectivement
A_ .z et Ay 7 avec un niveau de précision similaire.
. . . . 5q, Ny, 0, . . .
La Figure 5.2 présente le spectre transformé de I'opérateur A", 2”7 pour plusieurs paires de paramétres
p p p +kz P p p p
(Np; 8p) lorsque k = 20. Comme nous l'avions anticipé dans la sous-section 5.3.4, le fait de fixer la valeur de
0, & I permet, comme en acoustique, de rendre I'approximation (5.19) trés précise. De plus, le fait de ne
pa 3 P ) que, 199 p plus,
considérer que quatre termes dans les approximations de Padé semble demeurer suffisant en électromagné-
tisme.
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?IGURE)5.1 — Qualité des approximations Ai_“fkyz, Aiq’k’z, A(l,k,Z7 Aiq,k,z et AE)}-,k,Z des opérateurs MtE
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FIGURE 5.2 — Qualité des approximations AT’}?’[ %’9” de Popérateur MtE extérieur (k = 20)

5.4.4 Convergence du couplage faible

Nous nous assurons & présent qu’il est possible de résoudre le couplage faible (5.5) en un nombre modéré
d’itérations GMRES. Nous nous intéressons principalement au couplage faible optimisé, c’est-a-dire au cas
ol les deux opérateurs de transmission sont optimaux pour le couplage faible (5.5) :

T =—Ayp,z, , To=A4 2.

Nous rappelons que nous avons également discuté de deux autres formes du couplage faible dans la partie
sur l'acoustique, a savoir les couplages faibles semi-optimisé et non optimisé. Pour le couplage faible semi-
optimisé, seul T_ est optimal pour le couplage faible, T, étant optimal pour le probléeme extérieur. Les
deux opérateurs de transmission sont en revanche optimaux pour les sous-problémes intérieur et extérieur
dans le cas du couplage faible non optimisé. Les résultats des tests semi-numériques/semi-analytiques pour
ces variantes du couplage faible acoustique nous ont conduit a conclure que le couplage faible semi-optimisé
pouvait constituer une solution intéressante en pratique alors que le couplage faible non optimisé n’était
clairement pas viable. Dans cette sous-section, nous présenterons également quelques résultats confirmant la
pertinence pratique du couplage faible semi-optimisé en électromagnétisme. Nous ne reviendrons toutefois
pas sur le couplage faible non optimisé.

Quatre parametres interviennent dans la définition du probleme de diffraction-transmission électromagné-
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tique, a savoir k_, ky, Z_ et Z. L’étude exhaustive de I'influence de tous ces parametres sur la convergence
GMRES du couplage faible (5.5) serait fastidieuse. Pour des raisons de bri¢veté, nous proposons donc de
choisir les valeurs de k4+ et de Zi1 de sorte qu’elles soient représentatives d’une situation physique. En
pratique, le matériau constituant Q2 correspond a de lair. Il est donc naturel d’imposer :

€+ =¢€ , M+ = Ho,

les constantes € et g désignant respectivement la permittivité électrique et la perméabilité magnétique du
vide :
po =41 x 107" Hm™' | € =885x10"2 F.m™*

Remarquons que, de par ce choix, modifier la valeur de k; revient concrétement a changer la fréquence des
ondes en jeu. Nous rappelons & présent que, dans ce travail, 'objet diffractant est supposé étre composé
d’un matériau diélectrique. Nous avons par conséquent choisi d’imposer :

e =4dey , H— = Ho,

ces caractéristiques physiques étant représentatives d’un matériau diélectrique standard. De la, nous en
déduisons en particulier que :

Z_ :7 B Z+:Z0 5 k_ :2k+
Le probleme de diffraction-transmission électromagnétique n’est alors paramétré que par le nombre d’onde
extérieur k.

Les figures que nous présentons dans cette sous-section sont en tout point similaires a celles que nous avons
montrées dans la partie sur I’acoustique. Elles ont toutes été obtenues en fixant la tolérance GMRES pour
la résolution du couplage faible (5.5) & 1076,

Les Figures 5.3, 5.4, 5.5 et 5.6 regroupent les résultats que nous présentons concernant le couplage faible
optimisé. Dans les Figures 5.3, 5.4 et 5.5, les opérateurs de transmission correspondent aux approximations
AP g A A g AT, et Ay 4 des opérateurs MEE. La Figure 5.3 présente les historiques de
convergence GMRES de I operateur Id — S, lorsque k4 = 10. Les Figures 5.4 et 5.5, quant a elles, montrent
I’évolution du nombre d’itérations GMRES nécessaires a la résolution du couplage faible optimisé en fonction
du nombre d’onde extérieur et du nombre de valeurs propres considérées. Pour finir, la Figure 5.6 permet
de visualiser I'influence des parameétres N, et 0, sur la convergence GMRES du couplage faible optimisé.
Elle présente en effet les variations, induites par une augmentation de k., du nombre d’itérations GMRES
nécessaires a la résolution du couplage faible optimisé pour plusieurs paires de parameétres (N,;6,). Notons
que cette figure a été obtenue en utilisant les approximations As_q7 K.z €t Af k.7 des opérateurs MtE comme
opérateurs de transmission.

Le couplage faible semi-optimisé fait I’'objet de la Figure 5.7. Celle-ci a été produite en ayant recours aux
approximations A™ ANy 2 A z Ay et AS ;.7 des opérateurs MtE et montre la dépendance en
k4 du nombre d’itérations GMRES necessalres a la résolution du couplage faible semi-optimisé.

Les résultats présentés dans cette sous-section suggérent que le couplage faible (5.5), qu’il soit optimisé
ou semi-optimisé, est une méthode viable en pratique. En effet, pourvu que les opérateurs de transmission
soient bien choisis, le couplage faible électromagnétique peut étre résolu en un nombre relativement faible
d’itérations GMRES. Remarquons par ailleurs que, comme pour le couplage faible acoustique, les meilleures
convergences GMRES sont proposées par les approximations intégrales et de type racine carrée des opé-
rateurs MtE. En effet, avec ces approximations, le nombre d’itérations GMRES nécessaires a la résolution
du couplage faible électromagnétique est raisonnable et surtout trés peu dépendant de la fréquence et du
nombre de valeurs propres considérées.

Bien que les conclusions précédentes soient positives, nous nous devons de les nuancer quelque peu. Pour
commencer, nous mentionnons que le nombre d’itérations GMRES nécessaires a la résolution du couplage
faible est légerement plus élevé en électromagnétisme qu’en acoustique. La résolution du couplage faible
électromagnétique s’avere donc plus difficile que celle du couplage faible acoustique. Ce phénomeéne n’est
pas surprenant et s’explique par la nature vectorielle du couplage faible électromagnétique. Pour finir,
il semblerait que l'approximation (5.19) ne soit pas aussi précise, & basse fréquence, que son équivalent

acoustique lorsque N, = 4. Le fait de fixer la valeur de la rotation de branche a § reste toutefois optimal.
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5.4.5 Problemes de résonance du couplage faible

Le couplage faible électromagnétique optimisé, comme son homologue acoustique, est affecté par des pro-
blemes de résonances. Ce phénomene est illustré par la Figure 5.8. Pour ce qui est du contenu et de la
présentation, cette derniere est identique a la Figure 5.4 a ceci prés que le nombre d’onde extérieur y est
discrétisé plus finement, a savoir avec un pas de 0.01. Remarquons que, pour des raisons de lisibilité, les
marqueurs de données ont été placés comme dans la Figure 5.4, c’est-a-dire toutes les demi-unités.
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FIGURE 5.8 — Nombre d’itérations GMRES en fonction de k4 pour le couplage faible optimisé

Les résonances dont souffre le couplage faible électromagnétique optimisé s’expliquent de la méme maniére
qu’en acoustique. Concrétement, les sous-problémes intérieur (5.3) et extérieur (5.4) peuvent étre trés mal
conditionnés. Dans l'optique de préciser ce point, nous rappelons que les conditions :

(k=) + ki (b))t + ik 2 (k)

ik,IZ, (jl(k—) + k—]l/(k—)) - jl(k_)t;U

#0,
#0,

ik Z7 0 (ky) — (R (ky) + yhf ' (k) # 0,

1
ik 7

(A (ky) + kbt (ky) + b (k)

70,

sont nécessaires au caractére bien posé des sous-problémes (5.3) et (5.4) (voir Proposition 5.24). Si k_ n’est
pas une valeur propre du systeme de Maxwell harmonique intérieur avec condition de trace tangentielle, ces
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conditions se reformulent comme suit (voir Proposition 5.20) :

Ji(k-)

VIi>1, tiy+ik Z7'- . 40,
bV Ji(k=) + k_jj(k-)
L gilko) +hogiko)
>1 —
=L R e o 70
- hy (k)
VIi>1, ikyZ7 L —ty #0,
hi(ky) +kehf' (k)
1 1/
Vi1, 1 hy(ky) +kyhy (ky) iy £0.

ik Z5 hy (k)

De plus, lorsque les opérateurs T_ et T, correspondent aux opérateurs de transmission optimaux pour le
couplage faible (5.5), les quatre inégalités précédentes se résument & celles données ci-dessous :

I hi (k+) I (k=)
Vi>1, —ik,Z " AN +ik_Z7t - , 0, 5.22
- T R ) + kbl (k) Jilk=) + k_jj(k-) s (5:22)
. -/ 1 1/
Vi>1, - 1 Jl(k—).*‘ k_ji(k-) ' 1 ny (k+)‘|1‘k+hl (k+) £0. (5.23)
ik_Z_ Ji(k=) iky Zy hy (k+)

Associées I'une a l'autre, les conditions (5.22) et (5.23) constituent I’analogue électromagnétique de la condi-
tion (2.30) que nous avons donnée a la page 63 dans la partie sur I'acoustique. Le caractére bien posé des
sous-probléemes du couplage faible optimisé est donc plus contraignant en électromagnétisme qu’en acous-
tique.

Numériquement, nous avons observé que les conditions (5.22) et (5.23) peuvent ne pas étre vérifiées pour
certaines valeurs de k4. Par exemple, la condition (5.22) n’est pas vraie si k1 = 8.938 et la condition (5.23)
est fausse lorsque k. = 9.06. Ceci est illustré par la Figure 5.9 dans laquelle nous avons tracé le module des
quantités intervenant dans les conditions (5.22) et (5.23) en fonction de I pour k. = 8.938 et ky = 9.06.
Pour finir, nous mentionnons que les valeurs 8.938 et 9.06 de k4 ne sont pas arbitraires. Elles correspondent
en effet toutes les deux a des pics du nombre d’itérations GMRES dans la Figure 5.8.

Comme en acoustique, le mauvais conditionnement des opérateurs de résolution se traduit par une dégra-
dation des propriétés spectrales de I'opérateur Id — S;.. Plus précisément, si la valeur de k. est telle que les
conditions (5.22) et (5.23) ne sont quasiment plus vérifiées, une des valeurs propres de Id — S, est proche de
0. Ceci se traduit alors naturellement par une détérioration de la convergence GMRES du couplage faible
optimisé. Dans la Figure 5.10, nous présentons le spectre de 'opérateur Id — S, lorsque k. = 8.938 et
k4 = 9.06, les opérateurs de transmission correspondant aux approximations Al_“tk 75 AS_q’,% 5 et Aig k.7 des
opérateurs MtE. A titre de comparaison, nous avons également tracé le spectre de 'opérateur du couplage
faible optimisé pour ky = 9.2, cette valeur du nombre d’onde extérieur ne correspondant pas un pic du
nombre d’itérations GMRES dans la Figure 5.8.
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5.5. Conclusion

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que le concept de couplage faible n’est pas restreint a I’acoustique. Nous
avons en effet introduit un couplage faible permettant de résoudre le probleme de diffraction-transmission
électromagnétique (5.1). Ce couplage faible est construit de facon similaire & celui que nous avons proposé
dans la partie sur I'acoustique et admet alors naturellement des opérateurs de transmission optimaux.
Ces derniers ne sont toutefois pas liés a des opérateurs DtN mais a leurs équivalents électromagnétiques,
a savoir les opérateurs MtE. D’un peu de vue computationnel, ’évaluation des opérateurs MtE, comme
celle des opérateurs DtN, est cotliteuse en temps de calcul et en mémoire. Pour contourner ce probleme,
nous avons proposé des approximations des opérateurs MtE similaires a celles que nous avons introduites
pour les opérateurs DtN dans la partie sur l'acoustique, a savoir des approximations intégrales, de type
racine carrée et d’ordre zéro. Pour ce faire, nous avons notamment eu recours, comme dans la partie sur
lacoustique, aux approximations de Padé de la racine carrée. Les résultats des tests semi-numériques/semi-
analytiques que nous avons présentés pour la sphére nous ont montré que, en termes de précision, les
approximations des opérateurs MtE se classent les unes par rapport aux autres de la méme maniere que les
approximations des opérateurs DtN. Concrétement, la meilleure approximation de I'opérateur MtE intérieur
est approximation intégrale suivie de 'approximation de type racine carrée puis de I’approximation d’ordre
0. Pour l'opérateur MtE extérieur, la hiérarchisation est identique & ceci prés que cet opérateur n’admet
pas d’approximation intégrale. Nous rappelons par ailleurs que l'approximation intégrale de 'opérateur
MtE intérieur n’est valable que si 'objet diffractant est homogene. Nous avons également observé que les
parametres IV, et 0, intervenant dans les approximations de Padé des opérateurs MtE pouvaient étre choisis
de la méme manieére qu’en acoustique, a savoir :

Ny=4 , 6,=

[T

Remarquons toutefois que les approximations de Padé des opérateurs MtE semblent légerement moins
précises que les approximations de Padé des opérateurs DtN lorsque N, = 4. Pour finir, les tests semi-
numériques,/semi-analytiques que nous avons effectués pour la sphére nous ont également permis de confir-
mer la pertinence pratique du couplage faible électromagnétique optimisé. En effet, si les opérateurs de
transmission correspondent & des approximations précises des opérateurs MtE, le couplage faible (5.1) opti-
misé converge en un nombre relativement faible d’itérations GMRES, ce nombre étant par ailleurs tres peu
dépendant de la fréquence et du nombre de valeurs propres considérées. Pour ces mémes approximations des
opérateurs MtE, nous pouvons donc nous attendre a ce que, en pratique, le nombre d’itérations GMRES
nécessaires a la résolution du couplage faible électromagnétique optimisé soit quasi-indépendant de la fré-
quence et du raffinement du maillage.

Dans le prochain chapitre, nous nous intéressons a la résolution numérique du couplage faible (5.1). Nous
confirmons en particulier les conclusions des tests semi-numériques/semi-analytiques que nous avons pré-
sentés dans la section précédente. Pour finir, nous mentionnons que la discrétisation par la méthode des
éléments finis du couplage faible électromagnétique est significativement plus difficile que celle du couplage
faible acoustique. Bien que nous n’ayons pas vu apparaitre de différences majeures entre ’acoustique et
Iélectromagnétisme pour le moment, la méthode que nous proposons pour discrétiser le couplage faible
électromagnétique est fondamentalement différente de celle que nous avons utilisée pour la discrétisation du
couplage faible acoustique.
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Chapitre 6

Discrétisation et résultats numeériques
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6.1. FEléments finis et matrices associées

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la résolution numérique du probleme de diffraction-transmission :

rotE—ik_Z_H=0
{ rot H +ik_z— B —¢o 98082 (6.1a)
I‘OtE — Zk+Z+H = 0
{ rotH + ik Z,'E=0 dans 2., (6.1b)
Z HA ”’;—” —E=0(r?), (6.1c)
v E=~,E +~/Ei., (6.1d)
v, H = 'y;rH + 'yjHinC. (6.1e)

Nous commengons par expliquer comment discrétiser les couplages BEM-BEM fort :

( —(Ki_ + Kg,) ik_Z_T} +il<;+Z+Tk+) <~/;E> _ (ﬁEmC) (6.2)
—(ik—Z="Ty +iky Z7'Ty,) —(Ki_ +Kyg,) ~ H v/ Hine )’ '
et faible : N N
g Yt Hi,. + T—’Yt Einc )
Id — S, = . 6.3
( ) (g—i-) (PY:_Hinc + T+7:_Einc ( )

Nous montrons ensuite des résultats numériques confirmant la pertinence pratique du couplage faible BEM-
BEM électromagnétique optimisé. Remarquons par ailleurs que nos implémentations des couplages BEM-
BEM fort et faible fournissent les mémes résultats. Pour finir, nous mentionnons que, dans ce travail, nous
ne discutons ni de la discrétisation, ni de la résolution numérique des couplages fort et faible FEM-BEM.
Ces points n’ont en effet pas pu étre investigués au cours de cette thése pour des raisons de temps.

6.1 Eléments finis et matrices associées

Dans ce travail, nous utilisons les éléments finis de Raviart-Thomas d’ordre 0, classiquement appelés éléments
finis RT}, pour discrétiser les opérateurs intégraux surfaciques intervenant dans le couplage BEM-BEM fort
et dans les sous-problémes associés au couplage BEM-BEM faible. Notons qu’en dépit de leur dénomination,
les éléments finis RT, correspondent & des fonctions polynomiales de degré 1 par morceaux. Nous aurons
également besoin des éléments finis P, surfaciques scalaires standards a moyenne nulle, que nous appelons
plus simplement éléments finis PY surfaciques, pour discrétiser le couplage faible BEM-BEM. Pour le mo-
ment, nous ne précisons toutefois pas 'utilité de ces éléments finis. Dans cette premiere section, nous faisons
donc quelques rappels concernant les éléments finis RTy et PY surfaciques. Nous introduisons également des
matrices qui leur sont associées.

Comme dans la partie sur 'acoustique, nous avons choisi de mailler la surface de 1'objet diffractant par
des triangles. Nous continuons par ailleurs de noter N2, N? et N2 les nombres de sommets, de triangles
et d’arétes constituant le maillage de I'. Ajouté a cela, K désigne de nouveau un triangle quelconque de ce
maillage. Le triangle de référence quant a lui est toujours noté K,.. Nous rappelons que nous avons représenté
les triangles K et K, dans la Figure 3.1 page 70. Pour finir, les sommets de K sont supposés étre numérotés

de sorte que MMy A M1 M3 soit une normale sortante pour ’objet diffractant.

6.1.1 Eléments finis scalaires surfaciques et matrices associées

Les éléments finis P9 surfaciques sont construits a partir des éléments finis P, surfaciques. Ces derniers se
définissent de la méme fagon que les éléments finis P, surfaciques hiérarchiques que nous avons introduits
dans la sous-section 3.1.1. La présentation des éléments finis P, surfaciques que nous donnons dans cette
sous-section est par conséquent concise.

Les éléments finis P, élémentaires sur K, sont définis comme suit :

ek, =28 427 +4n =36 -3n+1 |, e} =28-¢ , €k =20 —n,
G%Q:—4€2_4§7)+4§ , E%T:‘lﬁﬁ , 6(1392_4772_4577“‘47%

: 1.2 3 4 : 4 5 6
Les fonctions ey , €% et ey, sont donc rattachées aux sommets de K. Les fonctions e , € et ef , quant

a elles, sont associées aux arétes de K,.. En effet, nous vérifions sans difficulté que :
Vi,j € {1;--56}, ek, (M]) =4,
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les points M}, ML et My correspondant aux milieux des arétes de K., a savoir :
M) = (0.5;0) , £ =(0.5;0.5) , & =(0;0.5).

Remarquons que la notation (e}g)ie{l;.“;ﬁ} désignait les éléments finis P, hiérarchiques élémentaires sur
K, dans la partie sur I'acoustique. Etant donné que nous n’utilisons pas les éléments finis P, surfaciques
hiérarchiques dans ce chapitre, cela ne posera pas de problemes de compréhension.

Les éléments finis P, élémentaires sur K sont naturellement définis par le biais du pull-back ¢ introduit
dans la sous-section 3.1.1 :

Vie{l;--56}, e =€y ool
Nous notons (ei)ie{l;_.i;st_FNg} les éléments finis P, surfaciques globaux. La famille (ei)ie{l;---;N§+N§} est
indexée de sorte que les (€i>ie{1;--~;N3} et les (ei)ie{N§+1;___;N§+N3} sont respectivement associés aux noeuds
et aux arétes du maillage. Concrétement, si le nceud d’indice @ € {1;---; N2} du maillage correspond au
sommet d’indice k € {1;2;3} du triangle K, nous avons :

ei\K = 6’;(.
De plus, si 'aréte d’indice i € {1;---; N2} du maillage et laréte d’indice k¥ € {1;2;3} du triangle K
coincident, nous avons :

— k+3
6NS2+Z'|K =€

Les éléments finis PY surfaciques, que nous notons (e?)ie{1;~~~;N§+N3—1}7 sont définis comme suit :

/61‘ dr’
T

Vie{l;-- N2+ N2 -1}, ed=e¢ —
/6N52+Ngdr
r

eNg-i—Ng )

et constituent une base de ’espace suivant :

{pGSpan(ei:ie{l;'--;NE—f—Nf}) :/pdf‘:()}.
r

Remarquons qu’il est possible d’expliciter les moyennes intervenant dans la définition de ces éléments finis.
En effet, nous avons :

1
Vie {1, N2}, /eidr —0 , Vie{l;;N2, /eNszr 15 ik,
r r ° 3,
K,k
la table (nf% ,) ayant été introduite dans la sous-section 3.1.1.
Donnons-nous a présent un élément p de Span(ei cie {1y N2+ Ng}) a moyenne nulle. En pratique, il

est souvent nécessaire d’exprimer les coordonnées de p dans la base (€;)icq1;-..; N24 N2} & partir de celles dans
la base (6?)16{1;4--; N24N2-1} et réciproquement. Pour ce faire, nous définissons ci-dessous deux matrices de
passage notées Pr po_, p, €t Pr p, ,po :

NI4NG
Vi € {1;"';N3 + N(f -1}, 6? = Z [PF,PgﬁPg]jieja
J=1

1 (0) 0
Pr p,po = - :
(0) 1 0
Nous vérifions alors sans difficulté que :
{ptr, =Prpop{ptre , {ptpo =Prp,_po{p}p,

les notations {p}p, et {p}po désignant les vecteurs coordonnées de p dans les bases (€;)ic(1;-;n2+ N2} €t
(eg)z‘e{l;~~;N§+Ng—1}~ Ces relations nous montrent par ailleurs que :

Pr p,—p9Pr pop, = Id.
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Par la suite, nous aurons affaire aux matrices de masse et de raideur suivantes :

JI"PZ = (/ €;€; dF) 5 Hr,pz = (/ Vrei . Vrej dF) 5
r i,j€{1;...;N2+N2} r i,j€{1;...;N2+N2}
Jrpe = ( / ede) dF) , Hppo = ( / Vrel - Vre) dF) :
r i,jE{l;...;N?-‘,—Ng—l} r i,jE{l;...;NE-‘,—Ng—l}
0 0
0 = e;e; dIl’ H 0= Vre; - Vrpe: d’
JF’PZXPQ (/1" v ) i€{1;..;N24N2} ’ I Py x Py r re e ie{1;..;N24N2}
je{1;..;N24N2 -1} je{1;..;N24N2 -1}
0 0
0 = e e; dl’ Hyp po = Vre; - Vre; dl' .
Jr.pgxp, </F i )ie{1;.4.;N§+N§—1} v xR, (/F T% " VIS i€{1;..;NZ+NG -1}
je{1;..sN2+NZ2} je{1;..;N2+NZ}

Notons que les matrices Jr po, Jr p,xpo, Ir,poxp,» Hr po, Hr p,xpo €t Hr po p, peuvent étre obtenues a
partir des matrices Jr p, et Hr p,. En effet, nous disposons des relations suivantes :

_ Pt _ mt
Jepg =PrpospdrrlPrrgsre o Hrpy o =Prpo,pHrrPrrp
JF,szPQO = JF,PQ]P)F,PE*)PQ ) Hanng = HF,PQ]P)F,P;%PW

_ pt _ mt
JF’PQOX};Q = ]PF7P2()_>P2JF,P2 ) HF,ngPz - ]PJF,PQO—)PgHRPT

Pour finir, nous mentionnons que les relations liant les matrices Ir.po, Ir pyx P9y Ir P9 sy Hr po, Hr p,x po
et Hr pyxp, aux matrices Jp p, et Hp p, sont une conséquence directe de la proposition suivante.

Proposition 6.1 (Changement de base pour les formes bilinéaires).

Soit E et F' deuz espaces vectoriels de dimensions respectives Ng et Np et L une forme bilinéaire sur £ x F.
Nous nous donnons deuz bases Bg et By, de E ainsi que deux bases Bp et By de F :

Bp = (ei)ieq1;iNs} » Be=(€)ieiney > Br=(fiieqziner 5 Br = (fieftsine}-
La matrice de L dans les bases Bg et B, notée MéExgp, est définie comme suit :
Vie{l;---;Ng}, Vje{l;---;Np}, [MgEXBF:Iij = L(e;; fj)»

et la matrice de passage de By, dans Bg, que nous notons Py By, par :

Ng

Vie{l;---;Ng}, ¢ => [Ps,p.ljics.

j=1

Nous disposons alors du résultat suivant :
L t L
MB'ExB'F = PB}EHBEMBEXBFPB}%BFﬂ

les définitions des matrices Mégxl@; et Psi 5y étant similaires a celles des matrices MgE «Br € PB B,

6.1.2 Eléments finis vectoriels surfaciques et matrices associées

Les éléments finis RTy élémentaires sur K., notés e}(T, e%(T et e%T, sont définis comme suit :

w0 %) (-0

Les degrés de liberté associés a ces éléments finis correspondent aux flux a travers les arétes de K,.. Nous
disposons en effet du résultat suivant :

Vi,j S {1; 2; 3}, / elkT . nM;M§+1 dMgM;-&-l = 5ija

r

le vecteur nyprvy | désignant la normale unitaire sortante de K, sur 'aréte MyMJ, ;. Remarquons que
7 K3
nous avons ici adopté la convention circulaire sur les indices.
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Par la suite, le plan contenant K, qui est généralement affine, est noté P 4. Pour définir les éléments finis
b ) b A
RTy élémentaires sur K, nous munissons P4 d’un systeme de coordonnées locales. Nous I'équipons plus
5 A
précisément du repére (My; €1;85), les vecteurs €; et €y étant donnés ci-dessous :

& = M;M; &, = MiM; — (M Ms - é;)é;
M| M~ (V6]

La Figure 6.1 permet de visualiser le triangle K dans le repeére (My;€;;&5). Notons que les coordonnées
dans (M;é1;€5) d'un point x de P4, que nous notons (Z; §), sont définies par la relation suivante :

x = M, + 2&; + gé,,

et vérifient par conséquent :
T=(x-Mp)-& , g=(x—-M)-eé.

M3 M3

M1 M2

FIGURE 6.1 — Le triangle K dans le systeme de coordonnées locales

Dans cette sous-section, nous aurons également besoin du plan vectoriel parallele & P4, noté Py et défini
explicitement ci-dessous :
Py = Span(éq, &3).

Remarquons que si P4 est un plan vectoriel, il coincide avec Py :

Pa="Py.
Les plans P4 et Py peuvent naturellement étre identifiés & R? grace aux bijections suivantes :

T4: RZ = Pa wv: R = Py
(Z;9) = Mi+zé +7yé (T;9) — Te& +ye
De méme, K correspond & un triangle, noté K, dans R? :
K= TZI(K ),
dont les sommets 1\7[1, 1\7[2 et 1\7[3 sont précisés ci-dessous :
M, = 721 (My) = (F1;51) M, = T (My) = (F2;92) M; = 71 (Ms) = (i3; §i3)-

Pour définir les éléments finis RTy élémentaires sur K, nous utilisons ceux sur K comme intermédiaires. Ces

. ’ 1 4 : .
derniers sont notés (ek)ie{l;m;?,} et définis par :

. i 1 i —
Vl€{1,2,3}7 eR:mD¢eKTO¢ 1,

la fonction ¢ désignant le pull-back entre K, et K :

(&) € Ky, &) = (572 573) (5)

Y2 ¥3) \m
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Etant donné que la jacobienne de ¢, notée D¢, vérifie :
det(De) = 2/K],
nous obtenons sans difficulté les relations suivantes :
el~:1(f—i‘3> 6221(@—531) 93~:1<a~3—§c2>.
K 2|K|\¥J—1Us K K| \¥ -1 K K| \Y —
Finalement, les éléments finis RTj élémentaires sur K, a savoir e}, €% et e3, sont définis par :
Vie{1;2;3}, ek =7po e}{ o TA_l,

et s’expriment plus simplement comme suit :

1 1
M(X—Mg) , e —x-M;) , ezﬁ(

1
2|K]|

ek (x — Ma).

Les éléments finis RTj globaux sont notés (e;)ic(1;...,n2} et sont associés aux arétes du maillage. Si i €
{1;---; N2}, la fonction e; est supportée par les deux triangles adjacents a I'aréte d’indice i du maillage.
Restreinte a un de ces triangles, elle coincide, au signe pres, a I’élément fini RT élémentaire associé a ce
triangle dont le flux a travers 'aréte d’indice ¢ du maillage vaut 1. Ceci peut s’exprimer plus explicitement
comme suit. L’aréte d’indice i € {1;---; N2} du maillage correspond a l'aréte d’indice k € {1;2;3} d'un
premier triangle K et & celle d’indice [ € {1;2;3} d’un second triangle L. Nous avons alors :

k !
€, = €K k€K T €L, €L,

ol ex ker,; < 0 et (ex k) est une table de signes. Il s’ensuit en particulier que les éléments finis RTj globaux
sont des fonctions dont la composante normale est continue a travers les arétes du maillage. Pour finir, il
est intéressant de remarquer que si u est une combinaison linéaire d’éléments finis RTj globaux :

Na
u = E ujej,
j=1

si A est I'aréte d’indice i € {1;---; N2} du maillage et si K est un triangle dont Paréte d’indice k € {1;2;3}
coincide avec A, nous avons :

U; = €K,k/ LI|K Ny dA,
A
le vecteur nu correspondant a la normale unitaire sortante du triangle K sur 'aréte A.

Maintenant que nous avons introduit les éléments finis R7Tj, nous définissons ci-dessous des matrices varia-
tionnelles qui leur sont associées et dont nous avons besoin dans ce travail :

Rp:(/(ei/\n)~e]—dF> , Hp:(/ei-ejdf‘> ,
r i,j5€{1;...;N2} r i,5€{1;...;N2}

Mr, p, xR = </FVrei-ej dF)ie{1;...;N§+N[;’} s Lr,poxRry = (/FVFei (ej Am) dF>iE{1;...;NS2+N§}7
jE{l;...;Ng} je{l;...;Nj}
Mr.pyxrr, = (/ereg " dF)ie{l;..;N?-&-Ni—l} o Lropgxrn, = </FVF6? (ejAm) dF> i€{1. N2+ N2 -1}
jE{l;...;NZ} je{l;”.;N(f}
Ti = ((Treire)) C Ke = ((Kresey)) .
k < +e eJ) i,5€{1;..;N2} r < ke eJ) 1,j€{1;..;N2}

Le réel k intervenant dans la définition des matrices Ty et Ky est ici supposé strictement positif. Remar-
quons que les matrices M POXRT, €t Ly, PYxRT, peuvent étre calculées a partir des matrices Mr p,xr7, €t
Ly, p,x g1, (voir Proposition 6.1) :

— pt _ 1t
Mp, poxrry = Pr po s p,Mr,pxre + Lrpoxrn, = Propo s p,Lr,pyxRTo-

Il est par ailleurs aisé de vérifier que la matrice It est symétrique et que la matrice Rr est antisymétrique :



Chapitre 6. Discrétisation et résultats numériques

Il se trouve que les matrices Ty et K sont également symétriques :
T: =T , K=K

Ce résultat est toutefois moins immédiat et il est justifié par les relations données dans la prochaine propo-
sition. Notons que ces relations sont également utiles pour assembler les matrices Ty et Kj en pratique.

Proposition 6.2 (Calcul des matrices variationnelles des opérateurs intégraux surfaciques).

1
Siu et v sont des éléments suffisamment réquliers de H, 2 (divrp,T"), nous avons :
(Tru;v) = /(Tku) An-v
r

1
= - Gr(x —y)uly) - v(x) dydx + -5
I'xI I'xI’

(Kru;v) = /F(KkU) An-v

Gr(x — y)divru(y) divpv(x) dydx,

=— VyGr(x—y) Au(y) - v(x) dydx.
I'xT

Nous apportons a présent quelques précisions concernant I’assemblage des matrices variationnelles que nous
venons d’introduire. En pratique, ces derniéres sont naturellement calculées a partir de leurs matrices élé-
mentaires. Par exemple, les coefficients des matrices I, Lr p,xr7, €t Kj sont donnés par :

/ei-ede: Z GK,keK,l/ e’;(-eleK,
r

a _: K
Ny =t
ng1=J
/ Vre; - (ej A n) dl' = Z 6}(7[/ Vrelf( . (elK A Il) dK,
r ”K,k:i K
N1 =J
/(Kkei) An-e;jdl'=— Z eK,keLJ/ / V,Gr(x —y) Aef(y) - el (x) dydx,
r N =1 LJK
n =i

la table (ng ) ayant été définie dans la sous-section 3.1.1 :
i = Licicanie,; + Lacice(nf 5 + N7).

Il apparait donc que les signes des coefficients des matrices élémentaires doivent étre corrigés avant d’assem-
bler les matrices élémentaires dans les matrices globales. Par exemple, les matrices élémentaires des matrices
Ir, Lr,p,x r1, €t K sont respectivement données, apres correction des signes de leurs coefficients, par :

DK(/ elf(~eleK) Dk (/ Vl“elzc('elK/\ndK»€ Lagy DK
K k,1e{1;2;3} K éil’;éié}}

DK(— [ [ 9Gtx =) Ak b dydx) DL,

k,le{1,2,3}

la matrice Dy étant définie ci-dessous :

6K,1 (0)
€K,2
(0) €K,3

Comme dans la partie sur I'acoustique, les matrices élémentaires sont calculées en réécrivant, grace au pull-
back, les intégrations sur K comme des intégrations sur K,. Pour ce faire, la prochaine proposition peut se
révéler particulierement utile.

Proposition 6.3 (Un résultat d’invariance par pull-back).
Soit u et v deux fonctions définies sur K et a valeurs dans Py. En définissant 0 et v sur K, par :
ﬁ:DqﬁtTgl ouoTgqo0¢ ff:DqﬁtT;l OV OTAOQD,
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6.2. Le couplage fort BEM-BEM

nous avons :

/(u/\n)~vdK:/ (@AnD) - vdK,.
K K,
Preuve

Il suffit en effet de remarquer que :

1 _
/K(ﬁ/\n)w?dKT = (iet(ng)/RD(é(—Ol é)D(th;lOUOTA'T;lOVOTAdK

= /I—((—Ol é)T;louoTA'T\;lOVOTAdk

0 1\ —1
= T, ou-Ty, ovdK
L5 g)wtens

= /K(u/\n)~vdK.
|

Pour finir, nous mentionnons que le calcul des matrices variationnelles des opérateurs intégraux surfaciques
est une tache difficile et ceci pour les mémes raisons qu’en acoustique. Dans ce travail, ces matrices ont été
assemblées grace a des codes développés par Thales.

6.2 Le couplage fort BEM-BEM

Le couplage fort BEM-BFM (6.2) se discrétise de la méme maniére que son homologue acoustique. En
approximant espace H, 2 (divp, ') comme indiqué ci-dessous :
H;%(divF,F) ~ Span(e; : i € {1;---;N2}),

sa formulation variationnelle :

v € ]y 2 (dive,T), ((ih_Z_Th_ +iks Z T, )y Hiv) — (Ki + Ki, )77 B v) = (47 Eine; v),

¥y € H; 2 (dive, ), — ((ik_Z""Ty_ +iky Z7 T )y Bsv) — (Ki + Ki, )9 Hyv) = (77 Hine: v),
se réécrit comme suit :

Vi€ {1 s N2}, ((ikoZ_Ty_ +ikyZ: Ty, )y, Hiej) — (Ki_ +Ki, )V Ere;) = (v Eincs €5),

Vje{l N2y, —{(ik—-Z7 Ty + ik  Z7 " Te, )y, Eve) — (Kio + Ki, )y Hye;) = (v Hines€;).
La version matricielle de cette formulation variationnelle discréte est donnée dans la prochaine proposition.

Proposition 6.4 (Discrétisation du couplage fort BEM-BEM).

La formulation variationnelle discréte du couplage fort BEM-BEM (6.2) s’écrit, de maniére condensée,
comme suit :

f(ik,%'ﬂ‘k_ + ik Th, ) —(Kp_ +Ki,) (Z;l{%—E}> _ ( er{’)’;rHinc} )
—(Ky,_ + Ky, ) ik- =Ty +iky Ty, {v H} Z7 Re {7 Einc}

6.3 Le couplage faible : une premiére approche

La discrétisation du couplage faible BEM-BEM électromagnétique est significativement plus complexe que
celle du couplage faible BEM-BEM acoustique. Ceci est di au fait que les inconnues g_ et g4 du cou-
plage faible BEM-BEM électromagnétique sont vectorielles alors que celles du couplage faible BEM-BEM
acoustique sont scalaires. La principale difficulté lors de la discrétisation du couplage faible BEM-BEM élec-
tromagnétique consiste a bien choisir la maniére de représenter g_ et g, au niveau discret. Si les opérateurs

de transmission sont, comme les opérateurs MtE, définis et a valeurs dans H, 2 (divr,T) :
1 1 1 1
T_:H, ?(divp,T') —» H, ?(divp,T') , T4 :H, >(divp,T') = H, 2(divp, T), (6.4)
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il est naturel d’utiliser les éléments finis RTy pour discrétiser g_ et g. En effet, les inconnues du couplage
faible BEM-BEM électromagnétique, dont les expressions sont rappelées ci-dessous :

g =vH+T vE , g, =+%H-T,+E,
_1
appartiennent alors & H, 2 (divr, ') et les éléments finis RTj sont adaptés & cet espace.

Dans cette section, nous nous intéressons au cas ou les opérateurs de transmission correspondent aux ap-
proximations d’ordre 0 des opérateurs de transmission optimaux pour le couplage faible BEM-BEM élec-
tromagnétique :
1 1
T_=-A%,, 2z, = (An) T, =A%, » =_—(An).
+.kt,Z4 Z, ’ = Z_

Ces opérateurs de transmission sont les plus simples qui soient. Ils ne satisfont toutefois pas I’hypothese
(6.4) puisque nous avons :

1

1 _1 1 1
A(l,k,,z, :H, 2 (divp,T') — H, 2 (rotr,T) Ai,k+,z+ : H, 2 (divp,T') — H, 2 (rotp, T).

Du point de vue de I'analyse fonctionnelle, ’approche consistant a utiliser les éléments finis RT, pour
discrétiser les inconnues du couplage faible BEM-BEM électromagnétique est alors litigieuse. En effet, g_

_1
et g4 n’appartiennent pas & 'espace H, ? (divp,I') mais & la somme suivante :
1 1
H, ? (divy, T') + H, ? (rotr, ). (6.5)

En termes de régularité, cette somme est un espace hybride. Ceci souléve par conséquent un certains nombre
de problemes. Les éléments finis RTy et RTy A n ne sont par exemple pas adaptés a 'espace (6.5). En effet,

_1 _1
les éléments finis RTy permettent d’approximer 1'espace H, ?(divp,T") mais pas l’espace H, 2 (rotr,T"). De
méme, en vertu de la relation :

rotp = divp(- A n),

_1 _1
les éléments finis RTy A n sont adaptés a 'espace H, 2 (rotr,I') mais pas a l'espace H, ? (divp,I'). Remar-
quons également que la somme (6.5) n’est pas directe puisque les fonctions C*°(T"), par exemple, sont a la

_1 _1
fois contenues dans H, 2 (divr,T') et dans H, 2 (rotr,T'). Il n’est donc pas possible de dissocier, car elles ne
1

sont pas bien définies, les parties H, 2 (divr,I") et H, 2 (rotr,I") d’un élément de I'espace (6.5) dans l'optique
de les discrétiser séparément par le biais des éléments finis RTy et RTy A n respectivement. En dépit des
contre-indications que nous venons d’évoquer, nous choisissons tout de méme de représenter g_ et g, au
niveau discret par les éléments finis RTy. Ceci revient alors implicitement a projeter v, E A n et 'yj E An,

_1 _1
qui sont des éléments de H, 2 (rotr,T’), sur H, 2 (divp,T).

Au niveau discret, il est alors nécessaire que I'opérateur Id — S, dont la définition est rappelée ci-dessous :

g- g- —g+—(T-+ T+)R+g+>
Id-S,: — ,
<g+> (g+ -g-+(T-+TL)R_g_

vérifie :
Id — S, : [Span(e; :i € {1;--- ;Nf})]2 — [Span(e; : i € {1;-- ';Nf})]z. (6.6)

Etant donné que les formulations intégrales permettant de résoudre les sous-problemes associés au couplage
faible BEM-BEM électromagnétique sont discrétisées via les éléments finis RTj, les versions discretes des
opérateurs de résolution sont telles que :

R.y: Span(ei cie{l;-- -;Ng}) — Span(ei cie{l;-- ,Ng})
Les opérateurs de transmission discrets doivent donc satisfaire :
T, : Span(e; : i € {1;-- ~;N§}) — Span(e; : i € {1;~-~;N3}),

pour que la condition (6.6) soit vérifiée. Les opérateurs de transmission continus étant égaux, & une constante
multiplicative pres, a Uopérateur - A n, leurs équivalents discrets vérifient toutefois naturellement :

T, : Span(ei:ie {1;---;N§}) —>Span(ei/\n:ie {1;-~-;N3}).
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La difficulté ici consiste donc a construire une forme discrete de I'opérateur - A n satisfaisant :
An:Span(e; :i € {1;---;N2}) — Span(e; : i € {1;---; N2}).

Une telle discrétisation de I'opérateur - A n peut étre obtenue trés naturellement par projection L#(T') de
lespace des éléments finis RTj A n sur celui des éléments finis RTj. Plus précisément, si u € Span(ei NS
{1;---; N2}), nous représentons u An € Span(e; An:i € {1;---;N2}) dans Span(e; : i € {1;---; N2}) par
I’élément v de Span(e; : i € {1;---; N2}) vérifiant :

Vi e {1;---; N2}, /v-ede:/(uAn)-ede,
r r

ou, de manieére équivalente :
]IF{V} = —Rr{u}.
In fine, nous aboutissons a la discrétisation suivante de I'opérateur - A n :

-An=-I"Ry.

Pour implémenter le couplage faible BEM-BEM électromagnétique, il nous reste a préciser comment discré-
tiser les formulations intégrales :

%T,‘YJE ~K, vy H—ik_Z'T), ~ E= %g 7
{ IT'YH - K, v E + ik+Z+1Tk+’Yt+H =5T g (6.8)
5T E-Ki v/ H—ik Z'Ty, v/E=—38

permettant respectivement de résoudre les sous-problemes intérieur et extérieur qui lui sont associés. Comme
1
pour la discrétisation du couplage fort BEM-BEM (6.2), 'espace H, 2 (divp,I') est approché par l'espace
des éléments finis RTy :
1
H, *(divp,T') ~ Span(e; : i € {1;---; N2}).

Les formulations variationnelles discrétes des systémes (6.7) et (6.8) s’écrivent alors respectivement comme
suit :

1

Z_ 1
r r + JT r

1 z 1
5/Zj»y;E-edeJr/(K,c;y;H)An-ejerri/f_Zi/(T,LZ;W;E)An-e]-drz—i/gma-ejdr,
T r - JT r

1

VA 1
- 'ny-ede—/(Kk+Z:1"/fE)An-eljdl“+ik+—+/(Tk+'7;"H)/\n~ede=f/g~ejdl“,
2 Jr r Z_ Jr 2 Jr

2

I'entier j parcourant 'ensemble {1;---; N2}. Pour finir, les formes matricielles de ces problémes discrets sont
données dans la prochaine proposition.

1 Z_ 1
i/Z:I,YjE-ede+/(Kk+'y;rH)/\n-ede+ik+Z—/(TMZ:l,y;rE)/\n‘ede:—/g/\n.ejdn
r r + JT r

Proposition 6.5 (Discrétisation des formulations initiales des sous-problémes).

Les formulations variationnelles discrétes des formulations intégrales permettant de résoudre les sous-problémes
associés au couplage faible BEM-BEM électromagnétique s’écrivent, sous forme matricielle, comme indiqué
ci-dessous :

(éﬂr +ik- Z T Ky ) (z;{%E}) ! (Rr{g}) |

~K_ sIe+ik-Z=Ti )\ {w HY 2 \Ir{g}
Up + ik, 5= T, Kk, (Zl{v?E}> _1 (—Rr{g}>
~K, U +iky 25T, ) \ {7 H} 2\ Ir{g} /-

Tous les tests numériques présentés dans ce chapitre ont été effectués en supposant, comme dans le chapitre
précédent, que :

€x=¢€ , f+=po , €-=4€ , p—=po.
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Pour ces tests, la finesse des maillages est quantifiée grace au nombre de points par longueur d’onde, noté
ny. Plus précisément, le pas h des maillages est donné par :

1 A

h=—min(A_, ;)= —.

ny ny
Le premier graphique de la Figure 6.2 correspond a I'historique de convergence GMRES du couplage faible
BEM-BEM électromagnétique lorsque 'objet diffractant correspond a la sphére unité et :

1 1

ki =5, ny=5 T,:—ZH;HRF , L:—Zuglmp.

Au-dessus de ce graphique, nous avons par ailleurs précisé les valeurs des erreurs relatives suivantes :

‘IFY;Efaible - "Y;Efort”L?(F) ||P)/;Hfaible - 7;Hfort||Lf(F)
¢y E = O .

17 Efort[lL2(r) 7e HtortllLz(r)

Les notations (v, Etaible; ¥ Hiaible) €t (Vs Etort; ¥, Heort) utilisées ci-dessus désignent les approximations
de (v; E;v; H), (E; H) correspondant a la solution du probléme de diffraction-transmission (6.1), respecti-
vement fournies par les couplages BEM-BEM électromagnétiques faible et fort. Remarquons que les erreurs
¢ E et €y H S€ calculent simplement puisque :

Vue Span(e; ;i€ {15 N2}),  ullezy = /(Ir{u}; {u})enz.

Avec évaluation de T4 Sans évaluation de T4

€y = 22.11% et €yu = 14.58% €y B = 5.28% et €1 = 3.31%
F I I I I I ] [ I I I I I i
107 1 EE E
N 10_1 ? E 2 1071 E E
= B 1= i i
& i 128 :
= s 173 B i
8 L 18 F .
= - g E =100} E
10| 110 .
£ | | | | | | d £ | | | | | N
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Nombre d’itérations GMRES Nombre d’itérations GMRES

FIGURE 6.2 — Historiques de convergence GMRES du couplage faible BEM-BEM électromagnétique op-
timisé lorsque les opérateurs de transmission correspondent aux approximations d’ordre 0 des opérateurs
de transmission optimaux et lorsque les inconnues g4 sont représentées par les éléments finis RTy (ky =5
et ny =5)

Les courants électrique et magnétique calculés par le couplage faible BEM-BEM électromagnétique sont
significativement différents de ceux calculés par le couplage fort BEM-BEM électromagnétique. Ceci vient
de la discrétisation de I'opérateur - A n que nous avons utilisée. D’une maniére générale, une discrétisation
de cet opérateur satisfaisant :

-An:Span(e; :i € {1;---;N2}) — Span(e; :i € {1;---; N2}),

est nécessairement associée & une perte d’information puisqu’elle approxime les éléments de I’espace Span (ei/\
n:i€ {l;---;N2}) par des éléments de D'espace Span(e; : i € {1;---; N2}). Pour illustrer ce propos, nous
montrons a présent que le couplage faible BEM-BEM électromagnétique considéré dans cette section peut
étre implémenté sans qu’il soit nécessaire d’évaluer les opérateurs de transmission, et donc 'opérateur - A n,
et qu’il donne alors des résultats bien plus précis.
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Commencgons par rappeler que les opérateurs de résolution discrets sont définis comme suit :
Vg € Span(e; :i € {1;---;N2}), R_g=~,E_,
Vg € Span(e; : i € {1;--; N7}), Ryg=~Ey,

les champs (E_; H_) € H(rot,Q_)? et (E;;H,) € Hyjoc(rot, Q4 )? satisfaisant :

{ rotE_ —ik_Z_H_=0 rot E+ — ik+Z+H+ =0

rotH_ +ik_Z"'E_=0 rot H, + ik+Z;1E+ —0 dans Q4

dans Q_ {

vwH_+T v E_=g , ~H, -T A E, =g,
b ¢ 1
Z+H+ N — —E+ - O<2)
x| r
Les opérateurs R_ et R, renvoient donc la trace tangentielle d’un champ électrique. Il est bien sir possible
de définir des opérateurs similaires, notés R_ et R, renvoyant, cette fois, la trace tangentielle d’'un champ
magnétique :
Vg € Span(ei s e {L;-- ~;N3}), R_g=~,H_,
Vg € Span(e; :i € {1;---; N2}), R,g=~H,.
Nous disposons alors des relations suivantes :
R +T R =Id , R, -T,R, =1d.

Combinées au fait que :

_ 2+
- Z_
ces relations permettent d’obtenir une expression alternative de I'opérateur Id — S :

T, T_,

Z_ Z-\PH
g +2g, - (1+Z)R.g
Id—S, : <g> o Z4 =T Zy ) TTET (6.9)

8+ g+—|—%g_— 1—|—% R g
Cette nouvelle expression de Id — S est intéressante en cela qu’elle permet d’implémenter le couplage faible
BEM-BEM électromagnétique en s’affranchissant des évaluations de I'opérateur - A n. Le second graphique
de la Figure 6.2 est I’analogue du premier a ceci pres qu’il a été obtenu a partir d’'une implémentation du
couplage faible BEM-BEM électromagnétique basée sur 'expression (6.9) de 'opérateur Id — S.. Avec cette
implémentation, les erreurs relatives €y E et €y H sont beaucoup plus faibles. Ceci confirme en particulier
que la discrétisation :
-An=-I "Ry,

de Uopérateur - An n’est pas trés précise. Notons toutefois que les deux historiques de convergence GMRES
présentés dans la Figure 6.2 sont similaires.

Etant donné qu’elle a été obtenue a partir de la relation suivante :
_Zs

T, =7

T,

Pexpression (6.9) de Popérateur Id — S, ne peut pas étre généralisée lorsque les opérateurs de transmission
sont quelconques. Par conséquent, dans I'optique d’implémenter le couplage faible BEM-BEM électroma-
gnétique pour les paires d’opérateurs de transmission suivantes :

__Asq A0

T_ = 7A+7k+7z+ 5 T+ - A—,k'_,Z_a
__AD _Asa

T =-Aiyz, » To=AT, 2,
_ 0 __ Aint

T =-Al,. 2z » T4=A%, ,

il est nécessaire de développer une méthode plus robuste permettant d’évaluer 'opérateur - A n.

Nous terminons cette section en mentionnant que deux autres approches, a savoir les éléments finis de Buffa-
Christiansen [4, 29] et la décomposition de Helmholtz proposée par Christiansen [35, 39], peuvent également
étre utilisées pour générer des discrétisations de - A n satisfaisant :

An:Span(e; :i € {1;---;N2}) — Span(e; : i € {1;---; N2}).

Nous n’en dirons toutefois pas plus a ce sujet puisque nous cherchons & éviter ce genre de discrétisations
pour les raisons déja évoquées.
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6.4 Le couplage faible via la décomposition de Helmholtz

Dans cette section, nous commencons par proposer une reformulation du couplage faible BEM-BEM élec-
tromagnétique basée sur la décomposition de Helmholtz. Nous expliquons ensuite comment implémenter
le couplage faible BEM-BEM électromagnétique a partir de cette reformulation et ceci quelles que soient
les approximations des opérateurs MtE utilisées comme opérateurs de transmission. Remarquons que si les
opérateurs T4 correspondent a des approximations de bas ordre des opérateurs MtE, la décomposition de
Helmholtz permet de surmonter les difficultés que nous avons rencontrées dans la section précédente. Elle
nous fournit plus précisément un moyen de discrétiser les inconnues du couplage faible BEM-BEM électro-
magnétique n’impliquant ni les éléments finis RTj ni les éléments finis RTy A n. Ajouté a cela, elle simplifie
grandement I’évaluation numérique de 'opérateur - A n, cette derniére ne nécessitant alors plus de disposer
de discrétisations du type :

-An:Span(e; :i € {1;---;N2}) — Span(e; : i € {1;---; N2}).

6.4.1 Reformulation du couplage faible

Nous commengons par faire quelques rappels concernant la décomposition de Helmholtz sur les espaces
H;(T), s € R. Dans cette optique, nous introduisons les espaces H*(I") & moyenne nulle :

Vs >0, HT) = {UEHS(F):/udF=O}
r

+oo
—{UGHS(I‘):QO—O ol U:Zageg dansHs(I‘)},
=0

ainsi que leurs homologues & exposant strictement négatif :

Vs >0, Hy*(T) = {u € HO*()  (us s rpnry = 0

“+00
= {u eEH M) :ap=0 ou u= Zageg dans HS(F)}.
(=0

Nous rappelons également que le laplacien scalaire surfacique sur I est inversible si il est défini comme suit :
Ar:HJP(T) - Hy(T) , seR.
Proposition 6.6 (Décomposition de Helmholtz sur les espaces Hj (T")).
Siu € Hy(T), il existe un unique couple (p;q) € Hy (T) x HyTH(T) tel que :
u=Vrp+rotrqg dans H{(T).
En outre, les potentiels p et q sont explicitement donnés par les relations suivantes :
Arp = divpu  dans H"Y(') , —Apg=rotru dans H5 H(T).

Pour finir, nous mentionnons que la décomposition de Helmholtz sur Hi(T') se résume concrétement d
légalité indiquée ci-dessous :

H:(T) = VrH (D) @ rotrHy ().

Preuve

Si u € Hi(I), il existe (a)en-, (Be)een- € CV tels que (voir Proposition 2.14 page 43) :

+00 too
u= Zage}g + Bee?  dans H(T) Z)\j+1(|a5|2 +18e[?) < +oc.
=1 =1

En définissant p et ¢ comme suit (voir Proposition 2.13 page 42) :

+o0 too
p= Z oygey  dans HSH(F) , g= Z Beee  dans H(S)H(F)a
=1 =1
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6.4. Le couplage faible via la décomposition de Helmholtz

il vient :
u = Vrp+rotrg dans H;(T).

Il reste alors a appliquer les opérateurs divr et rotr a cette relation pour obtenir :
Arp = divpu  dans Hy"Y(I') , —Arg=rotru dans H5 Y(I).
|

1
Dans cette sous-section, nous ne travaillerons qu’avec la décomposition de Helmholtz sur ’espace H, 2(T").
Nous aurons notamment recours & 'opérateur de décomposition de Helmholtz associé. Cet opérateur fait
I’objet de la prochaine proposition.

_1
Proposition 6.7 (Opérateur de décomposition de Helmholtz sur l'espace H, 2 (I")).

S ol

()

_1 1
L’opérateur de décomposition de Helmholtz, que nous notons H, est défini de H, 2(I') dans HZ (T') x H
comme suit :

1 —1
vu € H, 2(T), ’Hu=<§) ot u=Vrp+rotrq dansH, *(T).

Il s’agit d’un opérateur continu et inversible. Son inverse, noté H ', est donné par :

Sl

1
V(p;q) € HZ (T) x HZ (T), H* (Z) = Vrp + rotrg,
et il est lui aussi continu. Les restrictions suivantes de l'opérateur de décomposition de Helmholtz sont bien
définies :
_1 3 1 _1 1 3
H:H, ?(divp,T) - HZ(T) xHZ(T') , H:H, ?(rotr,I') = HZ(I') x HE ().

FElles sont par ailleurs continues et inversibles a inverse continu. Pour finir, nous disposons des égalités
sutvantes :

3 1

¢ 2(divp,T') = VrHG (T') @ rotrHg (T),
3
0

(I

H
Ht : (rotp,I‘) = VFH

Wl

(T) & rotH; ().
Preuve

La continuité de 'opérateur :
1 1 1
H:H, *(T) = Hg (') x H§ (T'),
se démontre sans difficulté en utilisant les Propositions 2.13 et 2.14 page 43. Il en va de méme pour son

inversibilité et la continuité de son inverse.

Pour prouver que la restriction :

Owlw

H H, * (divy, T) — H2 (T) x HZ (T),

_1
est bien définie, il suffit de remarquer que si u € H; ?(divr, '), nous avons (voir Proposition 5.13 page 131) :

~— 1 2 =37 SO 2 2
u= Zazez + Bee; dans H, 2 (divy,T) A (Melae|® + |Be]?) < +o0.
=1

8

~
Il
—

Le potentiel p fourni par la Proposition 6.6 :
400 )
p= Zageg dans HE (),
=1

3
est alors un élément de HE (T'). Par ailleurs, la relation :

u = Vrp+rotrg,
_1 _1
que nous savons étre vérifiée dans H, 2 (I') d’apres la Proposition 6.6, est également satisfaite dans H, 2 (divp,T")
dans le sens ou :

_1 _1
Vrp € H, 2(divp,T') , rotrq € H, *(divp,T).
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it
Ceci justifie notamment la décomposition en somme directe que nous avons donnée pour I'espace H, 2 (divr, T').
Pour finir, la continuité et I'inversibilité de I'opérateur :
it 3 1
H:H, *(divp,T') — HZ(T') x HZ (1),

ainsi que la continuité de son inverse se démontrent grace aux Propositions 2.13 page 42 et 5.13 page 131.
Ajouté a cela, I'isomorphisme suivant :

_1 _1
-An:H, ?2(divp,T') — H, ?(rotr, T),

1
permet de déduire les résultats concernant l'espace H, 2 (rotp,I") & partir de ceux portant sur l'espace
1
Ht 2 (diVF,F).
|

Dans la section précédente, nous étions limités, entre autres, par le fait que la somme :
1 1
Ht 2 (din, F) + Ht 2 (I‘Otp, F),

n’est pas directe. Il se trouve que la décomposition de Helmholtz permet de contourner ce probleme. Elle
nous fournit en effet des décompositions en somme directe des espaces de Sobolev surfaciques tangentiels
avec lesquels nous travaillons :

H, *(I') = VrH; (T) @ rotrH7 (T),
H, ? (divy, T) = VpHS (T) @ rotrHZ (T),
H, * (rotr,I') = VrHZ () & rotH ().

Grace a ces résultats, nous pouvons reformuler de maniere équivalente le couplage faible BEM-BEM électro-
magnétique continu de sorte que ses nouvelles inconnues correspondent aux décompositions de Helmholtz
de ses inconnues actuelles. La reformulation du couplage faible BEM-BEM électromagnétique continu est
présentée dans la prochaine proposition. L’obtention de cette reformulation ne présentant aucune difficulté,
nous n’en donnons pas les détails. Nous rappelons que nous avons introduit le couplage faible BEM-BEM
électromagnétique continu en supposant que les opérateurs de transmission satisfaisaient :

T_ :H, *(divp,T) = H, ?(dive,T) , Ty :H, (dive,T) — H,  (divr, ).

La reformulation du couplage faible BEM-BEM électromagnétique continu est donc donnée sous ces hypo-
theses et I'opérateur H sur lequel elle est basée doit étre compris comme suit :

1 3 1
H:H, 2 (divp,T') — HZ(T') x HZ ().
Proposition 6.8 (Reformulation du couplage faible BEM-BEM électromagnétique).

Le couplage faible BEM-BEM électromagnétique continu se réécrit comme suit :

_ QH g— - hinc + Tﬁeinc
(Id - S¥) (g+> = <—hmc+TfemC :

ot :
9- =Hg- ; 9+ =Hg+ ,
hinc = 7'["Yt-i_Hinc ) €inc = 7_[')’t—i_:Einc )
TH =HT_H' ., TR=HT H ",
g (0 S S" =1d— (T + TH)R"
m\s* 0 St =Id+ (T + TR
RM=HR_H' ., RE=HR,H .

Nous rappelons que les opérateurs de transmission optimaux pour le couplage faible BEM-BEM électroma-
gnétique initial sont donnés par :

T_ = _A+7k+,Z+ v T =A_ 2.
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Les opérateurs suivants :
H -1 H -1
T7 = -HA oz H s TE=HA_ )z H

sont alors naturellement optimaux pour le couplage faible BEM-BEM électromagnétique reformulé. En effet,
nous vérifions sans difficulté que :

TH = —HA k2, HY = SiE=0,
TH=HA_; »H "' = SH=0

Remarquons également que les spectres des opérateurs S’ et S, sont identiques en vertu de la relation

indiquée ci-dessous :
H 0 H' 0
H _
=i )s (% )

Nous pouvons donc nous attendre a ce que les convergences GMRES des couplages faibles BEM-BEM élec-
tromagnétiques initial et reformulé soient identiques.

En pratique, les opérateurs de transmission T et Tf sont de la forme :
3‘11&?223‘{_1 ou ”HAj_Ijg)ZH_l avec k,Z € RY,
les opérateurs A™P} , et AT}, correspondant & des approximations des opérateurs A_ x z et A ) z. Nous
introduisons par conséquent les notations suivantes :
H-app __ app -1 H-app __ app -1
ATz =HAZL M ALy =HAL 7 H
Nous mentionnons également qu’il est possible d’obtenir des expressions beaucoup plus simples des opéra-

H-0 H-sq H-5q,Np,0p 2 H-0 H-0 2 .
teurs ATy o, A et ALy . Pour commencer, les opérateurs A™7' /et A, sont donnés par :

NG :l 0 -—Id AP0 :_l 0 -—Id
k2T z\Id 0 o SkZ2 =T\ d 0 )

ces relations étant justifiées par la prochaine proposition.

Proposition 6.9 (L’opérateur de rotation et la décomposition de Helmholtz).

L’opérateur de rotation :
1 _1
-An:H, 2(T') - H, 2(T),

(0 -—Id
-An=H <Id 0)7—[,

Uopérateur de décomposition de Helmholtz devant étre compris comme suit :

vérifie :

_1 1 1
H:H, *(T) - HZ(T) x HZ ().
Preuve
it 1
SiueH, 2(T), il existe p,q € HZ (T) tels que :
_1
u= Vrp+rotrg dans H, 2(T).
11 suffit alors de remarquer que :

_1
uAn=—-Vpqg+rotrp dans H, 2(T").

: © AN . AH-sq H-sq ) L.
En ce qui concerne les opérateurs A" et A7, nous avons :

_1
1 0 ~(ra+48) "

AH_ZqZ -
2\ (1 %) 0 (1a+45)° 0

N
=
&
FTw
N-Q

I

\

N

1 1
L’opérateur (Id + %) ’ désigne ici I'inverse de 'opérateur (Id + %) 27 ce dernier étant effectivement

inversible puisque k. € C. Remarquons que ces expressions des opérateurs Ai{_quz et Af‘;qz découlent
directement de la proposition suivante.
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Proposition 6.10 (L’opérateur racine carrée et la décomposition de Helmholtz).

Soit k,e € R.. L’opérateur racine carrée électromagnétique :

1
Ar) -’ 1 I .
Id+ —- Id - ﬁrotprotp (-An):H, ?(divp,T) — H, 2 (divp,T),

satisfait :

o 0 (1a Ar)_%
A 1 ~(1d+ 3%
(Id + F) <Id - k2r0trr0tr> ((An)=H"' K H,
(1a+45) 0

H:H, ¥ (divy, T) — H3 (T) x H2 ().

Nl

€

DVopérateur de décomposition de Helmholtz étant défini comme suit :

Preuve

Siue H;%(divF,F), il existe (ay), (Be) € CV™ tels que :

+oo
u= Zagee + Bee? dans H, (lep,I‘)
=1

Il s’ensuit que (voir Proposition 6.7) :

u=Vrp+rotrq dans H, ?(divp,I'),

avec :
+o00 too 1
Z agep  dans HO r)y , qg= Z Beeq  dans Hg (T).
=1 =1

Etant donné que (voir Proposition 5.15 page 134) :

1
1 1
(Id + 2 AF) <Id - k?rotprotp> (uAn)

_Z ﬁ¢(1—> e%—i—ag(l—;) e’ dansHt_%(divr,F),

nous obtenons (voir Proposition 2.17 page 49) :

1 T2 1
(Id + k2AF> (Id — kezrotprotp) (uAn)

€
1

Ar\ 2 Ar\? 1
:—VF(Id-i-F) q—|—r0tp(1d+ k2> p dans Hté(divF,F).

2
Venons-en a présent aux opérateurs AH quN O ot A?: ZqZN” %» Si les conditions suivantes sont vérifiées :
) . Ae
Vie{l;---;Np}, VleN-, 1_Biﬁ #0,
Jr A A\ 7!
Vie {1;---;N,}, VfeN RO—Zé(l—Bié> £ 0,

i=1

les approximations de Padé de I'opérateur racine carrée électromagnétique sont bien définies et nous avons :

—1 -1 +oo
(Rold Z (Id + Ap) ) (Id — klzrotprotr> (- An) (Z ageé + ﬁw?)

{=1

S (S (n2) ") e (1) (e S () ) e

i=1
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Dans 'optique de ne pas alourdir la présentation, et parce que cela n’a aucune incidence sur la compréhension
de la fin de cette sous-section, nous ne précisons pas les espaces de définition des approximations de Padé de
Popérateur racine carrée électromagnétique. A partir de la relation précédente, nous montrons sans difficulté
que :

€

(ROId Z (Id + AF) _1> h (Id — kIQrotprotp) (- An)

0 (Rold z (1d+ Bigf )1)_1
H

- <Rold 2 (1d+31k2)_1>1( :

)

%) 0

lopérateur de décomposition de Helmholtz devant ici étre compris comme une généralisation de celui que

_1
nous avons introduit sur H, 2(T") :

+oo +oo +oo
1 2
H:E ey + Pee; — § azee;§ Beee |-
(=1 =1

{=1

H-s H-sq,N,,0
In fine, nous obtenons les expressions suivantes pour les opérateurs A’ qZ et A ¥ qu poe

v 1 0 (ROICZ z (1d+ B; kz)—l)—l
ATz """ = 7 _1\ 1 = )
<R0Id 2 (1d+ Bi%F) > (ra+45) 0
Ny -1\ !
w1 0 —(Rold— >0 4 (1a+ Bigy) )
A+,k,é pp T . 1 1=1
(Rold 2 (1d+ B:4y) ) (1a+ %) 0

Remarquons que 'opérateur :

—1
Ap Ar

1
. . . ’ 2, .
apparaissant dans ces relations approxime l'opérateur (I d+ %) intervenant dans les expressions des
1

opérateurs A° é\’ Ze et AT ,iv 4 % 1 est toutefois beaucoup plus direct d’approximer ’opérateur (I d+ %) ’

comme indiqué ci-dessous :

N,
AF - Ai AF
<Id+ k2> NROId;Bi<Id+B k2>

H-5q,Np,0,, H-sq,Np,0
Par conséquent, nous modifions les définitions des opérateurs A qu PP et A + ZqZ PP de sorte que :

. 0 (RoId z (1d+ B:i4y) 1>1

A’H'S%vaep P 1=
—.k,Z - _
Rold — z (1d+ B:%¥) 0
1\ 1
o1 0 (Rold 2 (1d+BW) )
A 59, = i=
+.,k,Z _

Rold — z (1d+ B4y ) 0

6.4.2 Discrétisation du couplage faible reformulé

Dans cette sous-section, nous expliquons comment discrétiser le couplage faible BEM-BEM électromagné-
tique reformulé. Pour ce faire, nous introduisons les notations suivantes :

Span(Pj) = Span(e] :i € {1;---; N2+ N2 —1}) , Span(RTp) = Span(e; :i € {1;---;N_}).
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Les inconnues du couplage faible BEM-BEM électromagnétique reformulé sont discrétisées par les éléments
finis P :
2 2
g- € [Span(Pgo)] , gy € [Span(PQO)] .

Il s’ensuit que les équivalents discrets des opérateurs de transmission, de résolution et du couplage faible
vérifient : . .
Id—S* . [Span(PQO)] — [Span(PQO)} ,

TH . [Span(PY)]* — [Span(P9)]* , T : [Span(PY)]” — [Span(PY)],
RM : [Span(PY)]> — [Span(PY)]* , R : [Span(P{)]* — [Span(PY)]”.
Remarquons que les opérateurs de résolution :
RM=HR_H' ., RY=HRH ',
doivent en pratique étre décomposés de la sorte :

5 R-HT! H 2
RM . [Span(Pgﬂ _ Span(RTg) —_— [Span(on)] ,

H oz B " 012
R [Span(PQ)} _ Span(RTO) —_— [Span(PQ)] .

En effet, les sous-problemes associés au couplage faible BEM-BEM électromagnétique reformulé sont résolus
grace aux formulations intégrales (6.7) et (6.8). Ajouté a cela, les inconnues de ces formulations intégrales
sont représentées, au niveau discret, par les éléments finis RTj.

Dans ce travail, nous proposons de discrétiser 'opérateur de décomposition de Helmholtz de la maniere
suivante : )
H: Span(RTp) — [Span(PY)]
H- L Mp po
r.poir PO X RTY ,
u — H’,f L 2 0 {u}RTo
- r,PY I',P) X RTy

la notation {u}gr, désignant le vecteur coordonnées de u dans la base (€;);c{1;...;n2} de Span (RTO). Concre-
tement, si u € Span(RTO), nous calculons les potentiels p et g de sa décomposition de Helmholtz grace aux
formulations variationnelles discretes des équations suivantes :

Arp=divru , —Arg=rotru.

Ces formulations variationnelles sont indiquées ci-dessous :
Vi {1;---; N2+ N2 — 1}, /Vpp-vpe?dr = / u- Ve drl,
r r
Vie {1;---; N2+ N2 — 1}, /qu-vpe?dr = —/u/\n~Vpe?dF,
r r
et s’écrivent, sous forme matricielle, comme suit :

HF,Pg{p}Pg = MF,ngRTO{u}RTo J HF,PQ{Q}Pg = *LF,ngRTO{u}RTo-

La notation {-}po correspond ici a I'équivalent de la notation {-}rr, pour l'espace Span(Py) et sa base

canonique, a savoir (e?) Remarquons que le rotationnel scalaire surfacique de u n’est pas une

i€{l; s NZ+NZ}
fonction. En effet, u n’est pas un élément de Span(RTo) A n mais de Span(RTo). Le rotationnel scalaire
surfacique de u doit donc étre compris sous sa forme faible :

Vie{l;--; N2+ N2 —1}, (rotru;ed) = / u - rotpel dI'.
r

Nous nous intéressons a présent a I’évaluation numérique des approximations des opérateurs MtE. En ce
qui concerne les approximations A*? et Af‘,g’ 4, cette tache ne présente aucune difficulté. En effet, les
équivalents discrets de ces opérateurs correspondent, a une constante multiplicative pres, a 'opérateur :

(27 00) - Ispn()” > [span()]”

172



6.4. Le couplage faible via la décomposition de Helmholtz

Concretement, le fait d’avoir reformulé le couplage faible BEM-BEM électromagnétique par le biais de la
décomposition de Helmholtz a rendu I’évaluation numérique de 'opérateur - A n triviale.

Pour discrétiser les approximations A" 7% Jes opérateurs MtE, il est suffisant de déter-
miner la forme discrete de 'opérateur

T Mo O o ALY
Rold — Z (Id Big) : Span(Py) — Span(Fy).

Sipe Span(Pg), nous discrétisons la relation :

N,
A Ar
g=R ZB<Id+B k2) P,

comme nous I’avons fait dans la partie sur I’acoustique, en introduisant des inconnues auxiliaires (p;);c {1
satisfaisant les formulations variationnelles discretes indiquées ci-dessous :

iNp}

B;
ViE{l;'-~;Np}, Vje{l;---;Nf—i—N(f}, /piede—k—é/Vppi~Vpede=/pede.
T e JI T

Sous forme matricielle, ces formulations variationnelles s’écrivent comme suit :

. B;
Vie{l;---; Ny, (JF,P2 - WHF,&) {pitp, = Ir.p,Pr po_p, {P}po-

Remarquons également que les (pi)ie{l;.__; N,} sont a moyenne nulle. En effet, la fonction suivante :
NZ+NZ

> e
j=1

est identiquement égale a 1 et nous avons :

N24N2 N2 +N2 N24N?2

Vie {1;--; /pl Z ejdl — kQ/VFpl Vi Y edl = / Z e;dr.
1

Jj=

La fonction ¢, dont ’expression est donnée ci-dessous :

Ny A
q=Rop—>) P
i=1 "

est donc bien a moyenne nulle. In fine, nous obtenons :
Np’op
{Q}Pg = PF,P2—>P2°]P)F7P2,]¢PF,P2°—>P2 {p}Pg’

. N,.0, o .
la matrice P, 7392 ¥, étant définie comme suit :

B -1

H-sq, H-sq,Np,0p 4
Les formes discretes des opérateurs A qZ et A + qu sont donc données par :
-1
NP70P
AH'ZCLNpaep _ l 0 - [PF,P2—>P2U]PF7P27kIPF,P20—>P2}
—k,Z A N,.0 ’
p>Yp
Pr p,—poPr ', Pr po s p, 0
-1
Np,0p
AMSUND O 71 0 - [PF,P2—>P2°PF,P2,k]P)F,PQO—>P2}
+k.Z A P IPNP’GP P ’
r, PPy Prp, i Pr po s p, 0
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Chapitre 6. Discrétisation et résultats numériques

H-int,Np,0,

our 'opérateur A’ nous proposons la discrétisation suivante :
P I t AT , la d tisat t
, 1 [ HZLMr po
A?—L-lnt,Np,Qp _ T,Po TPy x RTo Til Lt M n AH_Sq7NP79P
—.k,Z - H*f L k I,P)XRTy I',PY x RTy +.k,Z .
ikZ \ — 1, PY“T,PY x RTy

Cette derniere est toute simplement obtenue en discrétisant les relations :
u=T;'"H! (g) avec u € Span(RTy) et p,q € Span(Py),
par le biais de la formulation variationnelle discrete indiquée ci-dessous :
Vi€ {1;---; N2}, /(Tku)/\n-ejdl": —/Vrp-ejAndF—/VFq~ede.
r r r
Notons que, sous forme matricielle, cette formulation variationnelle se résume a 1’égalité :

Te{u}rn, = _L%,PSXRTO {p}py — M?,ngRTO{Q}P}

La fin de cette sous-section est consacrée a I’évaluation numérique des opérateurs :
R_H*': [Span(PQO)]2 — Span(RTo) et RyMH ' [Span(on)]2 — Span(RTo).

Pour calculer les quantités :
R_#! (5) et R+’H—1 (2) avec p,q € Span(PQO),

nous résolvons tout simplement les formulations intégrales (6.7) et (6.8), la fonction g étant donnée par :
g = Vrp +rotrg.

Si les opérateurs de transmission correspondent aux approximations de bas ordre des opérateurs optimaux
pour le couplage faible BEM-BEM électromagnétique :

H H-0 H _ AH-O0
17 __A+7k+az+ ’ T+ _A—JL,ZJ

ces formulations se discrétisent comme dans la section précédente :

1 ,
vj e {1;---;N?}, 7/7;H-ejdr—/ (Ki_ Z7'v E) An-e;dl +ik_
I T

5 ZA(Tk_7;H)An-ede

1 1
:f/Vpp~edeff/qu~(ej/\n)dF,
2 Jr 2 Jr

1 Z
Vj e {1;--- N2}, 7/Z;17;E-ejdr+/ (Kk;y;H)/\n-ede—O-ik,Zer/ (Tr_Z7'47E) An-e;dl
r I r

NV}

1 1
:f/Vpp-(ej/\n)dl“—i-f/qu-ede,
2 Jr 2 Jr

1 Z
VJ€{1,7N3}7 i/rfﬁrHejdf—-/F(KhZ:l%ﬂLE)/\ne]df+zk+Z—+/I‘(Tk+’y:rH)/\ne]dF

1 1
:f/V1~p~ejd]."ff/V1~q~(ej/\n)al]f‘7
2 Jr 2 Jr

1
vie (i iNg), g [

Z_
r r T

+
1 1
:ff/Vpp~(ejAn)dI‘ff/qu~ede‘.
2 Jr 2 Jr

Remarquons que les probléemes discrets précédents peuvent s’écrire de maniere plus condensée comme suit :

. Z _ _
<5H+1k—z+Tk Kk ) (Z+1{'yt E}RT0> 1 (LtF,ngRTU M?,PQXRR) <{P}Pg>

—Ky_ 31+ ik %ka {v: H}rr, 2 M?,PSXRTO 7L§‘,P20><RTO {a}py
L7 _

gL+ ik 77 Ty K, (Zl{'ﬁE}RTO) 1 —L} poxrr, _M?,ngRTO ({P}Pg)
_Kk+ %]I + ik %TIH {A/;'_H}RTO 2 M%’pg x RT, 7]]-‘?,1920 X RT, {Q}Pg
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6.5. Résultats numériques

Si les opérateurs de transmission sont donnés par :

H H-sq
" = 7A+J€+7Z+ ’

H _ AH-sq H __ A H-int
Ty fA_7k7727 ou TF=AT",

les formulations intégrales (6.7) et (6.8) sont résolues en compressant les matrices issues de leur discrétisa-
tion :

1 _ —

Z. H poMr poxrr, \ {77 E}rr _ . Z {7 E}rr
24 (1Lt M ) H T,P. g 0 t tTo “t L7t HJhivio
5 ( I',PY x RT T, P9 x RTp T™ (—HFE;.SLRPS e 7Z+ + ka {7{; H}RT() + 1k_ 7 Tk, ZJr

1 t t {p} po
=3 (LF,ngRTO Mr,ngRTo) <{Q}PZ’ )

-1 _
Hp poMr, pox {7 E}rny,

1 _ /A _
) {715 H}RTD + Kk:_ Zi — Zk‘,Z—']I‘k_ {”)’t H}RTU
+ +

-1
— (Lt M ) T
T,P9x RT, T, P x RT, z -
27, ( ,PYXRT, ,PYx RTo [ ] 7HF,P§H‘F»P§XRTO

1 -1 ({p}py
= _— (Lt M ) T P
QZ+< T, P9 x RT, T, P9 x RT} [T*] {a}ps )

{2 B} rr,

—1
z Hp, poMr, pox R, > {1 Elrr,
Z_

77 (L?,ngﬁn M%\,PEXRTO) T (—Hf 7

/A
L +Ki {7 HY oy + ks —=T,
r,p9 T, Py x RTp +

1 t t {r}po
=73 (Lr,ngRTO MF,ngRTD) ({Q}sz )

-1
1 t " 211 HF_VPDMF,POXRT {EYrn L Iy
27_ <]LF’P5XRT0 MF,ngRTo) [T%] _H;,ia;LFA,;ng;O (v H}rr, + Ky, 20 7 > —iky Z’]I‘;€+ {7/ H}rr,

1 t t H1—1 {P}Pg
=57 (H-‘r,P;xRT0 Mr,ngRTo) [T%] {qhpo )
Cette approche ayant été présentée en détails dans la partie sur I’acoustique, nous n’en disons pas plus a ce

sujet. Remarquons toutefois que pour les opérateurs de transmission suivants :

H o H-sq H A H-sq
" = _A+,k+,Z+ ) T+ _A—,k—,Z—’

l’assemblage des matrices compressées des formulations intégrales (6.7) et (6.8) ne nécessite pas de calculer
les décompositions LU des matrices T? et ']I‘Zf. En effet, si les opérateurs de transmission sont choisis de la
sorte, les inverses des matrices T et ']TZ;‘ sont explicitement donnés par la relation suivante :

-1

0 P plx’s p -
—|Pr o, pPr W Pr po s Py
N6,
Pr p,—poPr 5, Pr pos p, 0
-1
N0,

_ 0 _{PF,PQHPSPF’PZJgPF,PzOﬁPg]

Np79p
Pr p, s poPr 5, Pr po s p, 0

6.5 Résultats numériques

Nous commencons par montrer que le couplage faible BEM-BEM électromagnétique reformulé est effecti-
vement plus intéressant, d’un point de vue numérique, que le couplage faible BEM-BEM électromagnétique
initial. Nous rappelons que le couplage faible BEM-BEM électromagnétique initial a déja été testé dans la
section 6.3. Pour ces tests, I'objet diffractant correspondait a la sphere unité. Par ailleurs, les opérateurs

de transmission ont été choisis de sorte a coincider avec les approximations d’ordre 0 des opérateurs de
transmission optimaux :

1
T_ ( A l’l) ) T+

~ 7 =7

et les valeurs suivantes ont été données aux parametres ky et ny :

-An), (6.10)

k+ =5 5 ny = 5.
Deux formes du couplage faible BEM-BEM électromagnétique initial ont été implémentées. La premiere est

la forme générique et repose sur les discrétisations suivantes des opérateurs de transmission :

1 I
T_:fz]lrlRp : m:fz]IFlRp.
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Chapitre 6. Discrétisation et résultats numériques

Les résultats qu’elle a fourni se sont révélés peu précis. Ceci est dii au fait que les opérateurs de transmis-
sion discrets précédents représentent mal leurs homologues continus. La seconde forme du couplage faible
BEM-BEM électromagnétique initial est spécifique aux opérateurs de transmission (6.10) et consiste & rem-
placer leur évaluation numérique par une évaluation exacte. Elle ne constitue pas une solution viable pour
généraliser le couplage faible BEM-BEM électromagnétique initial a d’autres opérateurs de transmission
mais elle est intéressante en cela qu’elle permet de s’affranchir des erreurs associées a 1’évaluation numérique
des opérateurs de transmission (6.10). La seconde forme du couplage faible BEM-BEM électromagnétique
initial s’est avérée bien plus précise que la premiere et peut donc étre considérée comme le couplage faible
BEM-BEM électromagnétique initial de référence pour les opérateurs de transmission (6.10).

Les résultats des tests numériques effectués sur le couplage faible BEM-BEM électromagnétique initial ont
été regroupés dans la Figure 6.2. A titre de comparaison, nous présentons, dans la Figure 6.3, les mémes
résultats mais pour le couplage faible BEM-BEM électromagnétique reformulé, I'objet diffractant, k4, ny,
T_ et T, étant inchangés. Commencons par remarquer que la vitesse de convergence du couplage faible
BEM-BEM électromagnétique reformulé est similaire a celle du couplage faible BEM-BEM électromagné-
tique initial. L’intérét du couplage faible BEM-BEM électromagnétique reformulé réside en fait dans la
précision des résultats qu’il fournit. Plus concrétement, le couplage faible BEM-BEM électromagnétique
reformulé est aussi précis que le couplage faible BEM-BEM électromagnétique initial de référence.

e g =3.73% et e 4.5%

Ve

109

1071

1072

Résidus relatifs

10 20 30 40 50
Nombre d’itérations GMRES

o

FIGURE 6.3 — Historique de convergence GMRES du couplage faible BEM-BEM électromagnétique refor-
mulé lorsque les opérateurs de transmission correspondent aux approximations d’ordre 0 des opérateurs
de transmission optimaux (ky =5 et ny =5)

Jusqu’a la fin de cette section, nous nous intéressons exclusivement au couplage faible BEM-BEM élec-
tromagnétique reformulé. Dans 'optique d’évaluer sa robustesse vis-a-vis des montées en fréquence et des
raffinements de maillage, nous avons effectué plusieurs tests numériques. Pour ces tests, les parametres
intervenant dans les approximations de Padé ont été choisis de la sorte :

7r
Ny=4 , 0,= 5

Aucune étude exhaustive concernant I'influence des parametres IV, et 6, sur la vitesse de convergence du cou-
plage faible BEM-BEM électromagnétique reformulé n’a été réalisée. Nous avons toutefois effectué quelques
résolutions du couplage faible BEM-BEM électromagnétique reformulé pour des valeurs ciblées de N, et
de 8,. Les nombres d’itérations GMRES nécessaires a ces résolutions semblent indiquer que les valeurs des
parametres de Padé indiquées ci-dessus sont optimales en pratique.

Par la suite, pour simplifier la présentation, nous notons n;; le nombre d’itérations GMRES nécessaires a la
résolution du couplage faible BEM-BEM électromagnétique reformulé. La Figure 6.4 illustre la dépendance
de n;; en le nombre d’onde extérieur lorsque n) = 5. Dans la Figure 6.5, nous avons tracé n;; en fonction
du raffinement du maillage pour ky = 2.5. Ces deux figures sont organisées de la méme manieére que leurs
homologues présentés dans la partie sur ’acoustique. Pour les obtenir, nous avons fixé la tolérance GMRES
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4 1072, Ce choix est motivé par les résultats que nous avons obtenus en acoustique : une tolérance GMRES
de 10~* est suffisante pour correctement estimer une SES. Remarquons qu'’il y a des points manquants sur
certaines courbes des Figures 6.4 et 6.5. Les données associées a ces points n’ont pas pu étre calculées a
cause de problémes informatiques non identifiés.

Les résultats présentés dans les Figures 6.4 et 6.5 sont similaires & ceux que nous avons obtenus en acoustique.
Les paires d’opérateurs de transmission les plus intéressantes sont les suivantes :

(AT A7) (AFE A7), (6.11)

Elles permettent en effet de minimiser la dépendance de ny; en la fréquence. Lorsque la fréquence est élevée,
les paires d’opérateurs de transmission (6.11) proposent des vitesses de convergence similaires. A basse
fréquence en revanche, la paire :
(AT A7),

est légerement plus performante. Les raisons de ce phénomene ont déja été présentées dans la partie sur
Pacoustique. Nous ne reviendrons donc pas sur ce point. Avec les paires d’opérateurs de transmission (6.11),
ni est par ailleurs quasiment indépendant du raffinement du maillage. Remarquons que cela n’était pas le
cas en acoustique pour la paire d’opérateurs de transmission :

(A3 A0).

Pour résoudre des problemes a haute fréquence, il peut donc étre intéressant d’implémenter le couplage
faible BEM-BEM électromagnétique a partir de la paire d’opérateurs de transmission :

(AT A0,

et non a partir de la paire :
(AFFs9; ATy,

Cela permettrait en effet de réduire le cotit computationnel d’une itération de la procédure GMRES.

Les paires d’opérateurs de transmission :

(AFEO AT (A0 A7),

ne doivent pas étre considérées en pratique car elles engendrent une dépendance significative de ny; en la
fréquence.

Nous terminons cette section en discutant des résultats obtenus pour les paires d’opérateurs de transmission :

(Az—sq;Atl—int) , (A?J-F[—O;A”r'j-int>. (6.12)
La Figure 6.4 peut laisser penser que I’approximation intégrale de I'opérateur MtE intérieur est trés grossiere.
Dans cette figure, les courbes associées aux paires d’opérateurs de transmission (6.12) stagnent en effet au
nombre maximum d’itérations que nous avons autorisées pour la procédure GMRES, a savoir 50. La Figure
6.5 suggere toutefois que I'approximation intégrale de l'opérateur MtE intérieur n’est grossiére que si le
maillage n’est pas suffisamment fin. En effet, la performance des paires d’opérateurs de transmission (6.12)
s’améliore lorsque le nombre de points par longueur d’onde augmente. Remarquons par ailleurs que, si le
nombre de points par longueur d’onde est assez élevé, la paire d’opérateurs de transmission :

(ATF59; ANty

permet de faire converger le couplage faible BEM-BEM électromagnétique reformulé plus rapidement que
la paire :
(ATF59; A5y,

Quoi qu'il en soit, il est probablement préférable, pour des questions de robustesse, de se limiter & utiliser
les paires (6.11) pour implémenter le couplage faible BEM-BEM électromagnétique reformulé. Pour finir,
nous mentionnons que les paires d’opérateurs de transmission (6.12) exhibent un comportement surprenant
dans le graphique de la Figure 6.4 associé a la sphere. D’une maniere générale, les vitesses de convergence
proposées par ces paires d’opérateurs de transmission sont tres faibles lorsque ny = 5. Dans le cas de la
sphere, les paires (6.12) font toutefois converger rapidement le couplage faible BEM-BEM électromagnétique
reformulé pour certaines valeurs du nombre d’onde extérieur alors que ny) = 5. Ce phénomene est étonnant
et nous en ignorons les causes.
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Nombre d’itérations GMRES

Nombre d’itérations GMRES

FIGURE 6.4 — Nombre d’itérations GMRES pour le
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FIGURE 6.5 — Nombre d’itérations GMRES pour le couplage faible BEM-BEM électromagnétique refor-
mulé en fonction du raffinement du maillage
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6.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes tout d’abord penchés sur la discrétisation du couplage faible BEM-
BEM électromagnétique. Cette tache s’est révélée bien plus difficile qu’en acoustique. La discrétisation des
inconnues du couplage faible BEM-BEM électromagnétique et ’évaluation numérique de 'opérateur de ro-
tation - A n sont en effet particulierement délicates. L’approche consistant a représenter, au niveau discret,
les inconnues du couplage faible BEM-BEM électromagnétique par les éléments finis RTy semble a priori
naturelle. Nous avons toutefois expliqué qu’elle n’est pas satisfaisante du point de vue de ’analyse fonc-
tionnelle. Nous en rappelons brievement les raisons. Lorsque les opérateurs de transmission correspondent
a des approximations de bas ordre d’opérateurs MtE, les inconnues du couplage faible BEM-BEM électro-

1
magnétique ne sont pas des éléments de H, ?(divp,I'). Ajouté a cela, pour un tel choix des opérateurs de
transmission, le fait de discrétiser les inconnues du couplage faible BEM-BEM électromagnétique par les
éléments finis RTy impose de disposer d’une version discrete de 'opérateur de rotation vérifiant :

-An:Span(e; :i € {1;---; N2}) — Span(e; : i € {1;---; N2}).

Une discrétisation de l'opérateur de rotation de cette forme n’est toutefois pas satisfaisante puisque, de
maniére exacte, nous avons :

-/\n:Span(ei:i€{1;~~~;]\7§}) —>Span(ei/\n:i€{1;---;Na2}).

En dépit des contre-indications mentionnées ci-dessus, nous avons tout de méme implémenté le couplage
faible BEM-BEM électromagnétique en discrétisant ses inconnues grace aux éléments finis RTj. Des tests
numériques ont alors montré que cette approche n’est pas optimale en termes de précision principalement.
Pour pallier ce probleme, nous avons reformulé le couplage faible BEM-BEM électromagnétique via la décom-
position de Helmholtz. Cette reformulation est particulierement intéressante car elle simplifie grandement
la représentation au niveau discret des inconnues du couplage faible BEM-BEM électromagnétique ainsi
que I’évaluation de 'opérateur de rotation. Elle permet par ailleurs de pallier les problémes de précision du
couplage faible BEM-BEM électromagnétique initial.

Dans un second temps, des tests de performance nous ont permis de conclure que le couplage faible BEM-
BEM électromagnétique reformulé doit étre implémenté a partir des paires d’opérateurs de transmission
suivantes :
(ASH A% (AT AY).

Avec ces paires, le nombre d’itérations GMRES nécessaires a la résolution du couplage faible BEM-BEM
électromagnétique reformulé dépend en effet faiblement de la fréquence. Il est également quasi-indépendant
du raffinement du maillage. A basse fréquence, la paire (A%*; A?) conduit & des vitesses de convergence
légerement supérieures a celles proposées par la paire (Aiq; AY). Lorsque la fréquence est élevée en revanche,
les performances de ces deux paires sont similaires. Pour la résolution de problémes a haute fréquence, il n’est
donc pas nécessaire d’implémenter le couplage faible BEM-BEM électromagnétique reformulé en utilisant
la paire (A%1; A™), le faire & partir de la paire (AS"; A%) étant suffisant. D’un point de vue computationnel,
ceci est particulierement intéressant. En effet, implémenter le couplage faible BEM-BEM électromagnétique
reformulé en ayant recours & la paire (A3; A%) et non a la paire (A%} A*?) permet de réduire le cofit
d’une itération GMRES. Pour finir, nous rappelons que nous avons effectué les tests de performance sur
le couplage faible BEM-BEM électromagnétique reformulé en ayant choisi les parametres de Padé comme
indiqué ci-dessous :

Np:4 B Qp:§

Bien que l'influence de ces parameétres sur la vitesse de convergence du couplage faible BEM-BEM électro-
magnétique reformulé n’ait pas été étudiée de maniere exhaustive, quelques tests rapides nous ont montré
que ce choix est optimal en pratique.
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Dans la premiére partie de cette these, nous nous sommes intéressés a un probleme de diffraction-transmission
harmonique, tridimensionnel et acoustique pour lequel I'objet diffractant peut étre inhomogeéne. Nous avons
tout d’abord présenté des méthodes de résolution classiques pour ce probléme. Ces méthodes, qualifiées de
couplages forts, sont caractérisées par le fait qu’elles combinent au sein d’une méme formulation les équations
associées aux domaines intérieur et extérieur du probleéme de diffraction-transmission. Le premier couplage
fort que nous avons introduit est de type BEM-BEM. Cela signifie concrétement qu’il est exclusivement
construit a partir d’équations intégrales surfaciques. Il ne peut donc étre utilisé pour résoudre le probleme
de diffraction-transmission que si I’objet diffractant est homogeéne. Dans un second temps, nous avons pré-
senté un couplage fort de type FEM-BEM. Nous rappelons que les couplages forts FEM-BEM sont obtenus
a partir d’équations intégrales surfaciques et d’une formulation variationnelle volumique respectivement as-
sociées aux parties extérieure et intérieure du probleme de diffraction-transmission. Ils permettent donc de
résoudre le probleme de diffraction-transmission que ’objet diffractant soit homogene ou non.

Nous avons ensuite expliqué que certains couplages forts BEM-BEM et que les couplages forts FEM-BEM
dans leur ensemble, bien que classiques, n’étaient pas adaptés a la résolution du probleme de diffraction-
transmission lorsque la fréquence est tres élevée. Nous en rappelons ici les raisons de maniére trés succincte.
La discrétisation des couplages forts BEM-BEM par la méthode des éléments finis surfaciques génere des
systémes complexes, pleins et de grande taille. En pratique, ces systemes doivent étre compressés et résolus
de maniere itérative pour des raisons de besoins en mémoire et de temps de calcul. La résolution itéra-
tive ne constitue toutefois pas une approche viable pour tous les couplages forts BEM-BEM. En effet, la
convergence des méthodes itératives peut étre tres lente pour certains de ces couplages. Les systémes issus
de la discrétisation des couplages forts FEM-BEM sont également complexes et de grande taille. Ils sont
en revanche constitués a la fois de parties pleines et de parties creuses. Leur résolution doit aussi étre faite
de maniére itérative, encore une fois pour des questions de mémoire et de temps de calcul. Les méthodes
itératives convergent toutefois trés lentement lorsqu’elles sont utilisées pour résoudre des couplages forts
FEM-BEM. Il n’existe par ailleurs pas de préconditionneurs robustes permettant de pallier ce probleme.
Pour finir, il serait intéressant d’implémenter les couplages forts FEM-BEM en combinant les méthodes de
compression et les méthodes de décomposition de domaine. Il n’y a toutefois aucune approche clairement
définie a ce jour permettant d’arriver a cette fin.

Dans l'optique de contourner les limitations des couplages forts BEM-BEM et FEM-BEM, nous avons pro-
posé un couplage faible, pouvant étre aussi bien de type BEM-BEM que de type FEM-BEM, permettant de
résoudre le probleme de diffraction-transmission. Ce couplage faible correspond concrétement a une méthode
de décomposition de domaine itérant entre I'objet diffractant et le milieu extérieur. Il ne s’agit toutefois pas
d’une méthode de décomposition de domaine au sens classique du terme. En effet, le couplage faible est
avant tout une reformulation équivalente du probleme de diffraction-transmission. Cette reformulation ne
peut étre résolue efficacement que de maniere itérative. De par sa grande robustesse, nous avons choisi de
recourir a la procédure GMRES pour résoudre le couplage faible. Notons toutefois que le couplage faible
peut également étre résolu par le biais de méthodes de point fixe. Cette approche est par ailleurs équivalente
a des algorithmes de décomposition de domaine standard.

Dans ce travail, nous avons choisi de résoudre les sous-problémes associés au couplage faible de maniere
directe. Des formulations pour la résolution des sous-problémes appropriées & cette approche ont donc été
proposées. A titre informatif, nous avons toutefois expliqué comment préconditionner, au niveau continu, les
formulations basées sur des équations intégrales surfaciques de sorte a les rendre adaptées a une résolution
itérative.

Nous avons montré qu’il existe des opérateurs de transmission optimaux pour le couplage faible. Ces opé-
rateurs permettent d’échanger de I'information de la meilleure fagon possible entre 1'objet diffractant et le
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milieu extérieur. De maniere plus rigoureuse, les opérateurs de transmission optimaux réduisent ’opérateur
du couplage faible & I’identité rendant ainsi la résolution du couplage faible triviale. D’un point de vue pra-
tique, les opérateurs de transmission optimaux présentent le gros défaut de correspondre a des opérateurs
DtN. Les temps de calcul et les besoins en mémoire nécessaires a 1’évaluation numérique des opérateurs DtN
étant particulierement importants, ceci constitue une limitation sérieuse. Pour pallier ce probleme, nous
avons proposé d’utiliser comme opérateurs de transmission des approximations des opérateurs DtN dont
I’évaluation requiert beaucoup moins de ressources. Dans un premier temps, nous avons expliqué comment
introduire, a partir de raisonnements microlocaux, des approximations de type racine carrée des opéra-
teurs DtN associés a I'objet diffractant et au milieu extérieur. Des approximations d’ordre 0 des opérateurs
DtN ont ensuite été déduites des approximations de type racine carrée. Dans l'optique de mieux prendre
en compte sa nature non locale, nous avons également proposé une approximation intégrale de 1'opéra-
teur DtN associé a l’objet diffractant. Cette derniere est construite a partir de l'inverse de 'opérateur de
simple couche surfacique et de 'approximation de type racine carrée de l'opérateur DtN associé au milieu
extérieur. Enfin, nous avons présenté les approximations de Padé de 'opérateur racine carrée intervenant
dans les approximations des opérateurs DtN. Nous rappelons que ces approximations de Padé permettent
de réduire le coflit en mémoire et en temps de calcul de I’évaluation numérique des opérateurs de transmission.

Les premiers tests numériques que nous avons effectués, qui étaient en réalité semi-numériques/semi-analytiques,
concernaient la sphére unité homogene. Ces tests reposaient sur les expressions analytiques des valeurs
propres de l'opérateur du couplage faible, des opérateurs DtN et des approximations des opérateurs DtN.
Ils ont tout d’abord permis d’évaluer la qualité des approximations des opérateurs DtN présentées dans ce
travail. Nous avons par exemple constaté que les approximations de type racine carrée sont plus précises
que les approximations d’ordre 0. Nous avons également observé que l'opérateur DtN intérieur est mieux
approché par son approximation intégrale que par son approximation de type racine carrée. Ajouté a cela, les
approximations intégrale de 'opérateur DtN intérieur et de type racine carrée de 'opérateur DtN extérieur
se sont révélées approximer les opérateurs DtN intérieur et extérieur respectivement avec le méme niveau de
précision. Grace aux tests semi-numériques/semi-analytiques, les valeurs a donner aux parametres interve-
nant dans les approximations de Padé des opérateurs DtN ont ensuite pu étre déterminées. Nous avons en
effet constaté qu’il est suffisant de ne considérer que quatre termes dans les approximations de Padé et que
la rotation de branche doit étre de 90 degrés. Par la suite, les tests semi-numériques/semi-analytiques ont
apporté la premiére preuve concrete de la pertinence pratique du couplage faible. Pour finir, ils ont montré
que le couplage faible souffre de problémes de résonance.

Apres avoir présenté les résultats des tests semi-numériques/semi-analytiques, nous avons expliqué comment
discrétiser le couplage faible, qu’il soit de type BEM-BEM ou de type FEM-BEM. De maniére tres concise,
les opérateurs de transmission et les équations intégrales ont été discrétisés en utilisant les éléments finis
P;. Pour les formulations variationnelles volumiques en revanche, nous avons eu recours, pour des questions
de précision, aux éléments finis P,. Concernant I'implémentation pratique du couplage faible, nous avons
expliqué qu’il pouvait étre intéressant de compresser les matrices issues de la discrétisation des formulations
intégrales permettant de résoudre les sous-problemes. La compression de ces matrices consiste concréete-
ment a éliminer les inconnues auxiliaires qu’il est nécessaire d’introduire pour discrétiser les opérateurs de
transmission. Pour finir, nous rappelons que nous avons validé nos implémentations des couplages faibles
BEM-BEM et FEM-BEM en programmant également les couplages forts BEM-BEM et FEM-BEM.

A la fin de la partie sur l'acoustique, nous avons testé numériquement les couplages faibles BEM-BEM et
FEM-BEM. 1l en est ressorti que ces couplages doivent étre construits a partir des approximations de type
racine carrée des opérateurs DtN associés a 1’objet diffractant et au milieu extérieur. Ce choix des opérateurs
de transmission est le plus intéressant en cela qu’il permet de garantir la plus faible dépendance du nombre
d’itérations GMRES nécessaires a la résolution du couplage faible en le nombre d’onde et le pas du maillage.

Dans un second temps, nous nous sommes penchés sur la résolution numérique d’un probleme de diffraction-
transmission électromagnétique. Ce probleme étant ’analogue exact de celui considéré en acoustique, nous
avons procédé, dans la seconde partie de cette these, de la méme maniére que dans la premiére. Pour
commencer, deux couplages forts, un de type BEM-BEM et un autre de type FEM-BEM, permettant de
résoudre le probléeme de diffraction-transmission électromagnétique ont été présentés. Ces couplages forts
correspondent aux équivalents électromagnétiques de ceux introduits dans la partie sur I'acoustique. Nous
avons ensuite proposé un couplage faible électromagnétique, similaire au couplage faible acoustique, adapté
a la résolution du probléeme de diffraction-transmission électromagnétique. Dans 1'optique de résoudre les
sous-problémes associés au couplage faible électromagnétique, les formulations adoptées pour la résolution
des sous-problémes du couplage faible acoustique ont alors été transposées a 1’électromagnétisme.
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Nous avons montré que le couplage faible électromagnétique admet, comme le couplage faible acoustique,
des opérateurs de transmission optimaux. Ceux-ci ne sont toutefois pas liés a des opérateurs DtN mais a
des opérateurs MtE. L’évaluation numérique des opérateurs MtE, comme celle des opérateurs DtN, requiert
des ressources en temps de calcul et en mémoire importantes. Pour pallier ce probleme, nous avons choisi de
procéder de la méme maniere que pour le couplage faible acoustique, c’est-a-dire d’utiliser des approxima-
tions des opérateurs MtE comme opérateurs de transmission. Nous avons alors présenté des approximations
des opérateurs MtE du méme type que celles introduites pour les opérateurs DtN.

Des tests semi-numériques/semi-analytiques ont également été menés dans la partie sur ’électromagnétisme.
Ils ont tout d’abord permis de constater que les approximations des opérateurs DtN et MtE présentées dans
ce travail se hiérarchisent, en termes de précision, de la méme maniére. Ils ont aussi montré que les parametres
intervenant dans les approximations de Padé des opérateurs racine carrée peuvent avoir les mémes valeurs
en acoustique et en électromagnétisme. Pour finir, grice aux tests semi-numériques/semi-analytiques, nous
avons pu observer que le couplage faible électromagnétique souffre, comme le couplage faible acoustique, de
probléemes de résonance.

Pour des questions de temps, seul le couplage faible électromagnétique de type BEM-BEM a été implé-
menté numériquement pendant cette these. Sa discrétisation s’est par ailleurs révélée particulierement dé-
licate. Lorsque nous avons cherché a discrétiser le couplage faible électromagnétique, nous avons en effet
été confrontés a deux difficultés majeures, a savoir la représentation de ses inconnues au niveau discret et
I’évaluation numérique de 'opérateur de rotation - A n. Dans ce travail, il a notamment été expliqué en
détails pourquoi il est préférable de ne pas discrétiser les inconnues du couplage faible électromagnétique
par le biais des éléments finis RTjy. Pour contourner ce probléme, nous avons reformulé le couplage faible
électromagnétique grace a la décomposition de Helmholtz. Cette reformulation est intéressante en cela qu’elle
simplifie grandement la représentation des inconnues du couplage faible électromagnétique au niveau discret
ainsi que I’évaluation numérique de l'opérateur de rotation. Enfin, des tests numériques ont montré que,
d’une maniere générale, le couplage faible électromagnétique doit étre implémenté, comme le couplage faible
acoustique et pour les mémes raisons, a partir des approximations de type racine carrée des opérateurs MtE.
Pour la résolution de problemes a haute fréquence, il n’est toutefois pas nécessaire d’avoir recours a 'ap-
proximation de type racine carrée de 'opérateur MtE associé a I'objet diffractant. Cette derniére peut en fait
étre remplacée par son homologue d’ordre 0 sans que les performances du couplage faible électromagnétique
n’en soient affectées pour autant. Ceci est particulierement intéressant d’un point de vue computationnel.
En effet, 'utilisation de I'approximation d’ordre 0 de 'opérateur MtE associé a l'objet diffractant permet
de réduire le cotlit d’une itération de la procédure GMRES.

Pour finir, nous présentons quelques perspectives de recherche s’inscrivant dans la continuité de cette these.
Il serait tout d’abord intéressant d’implémenter le couplage faible FEM-BEM électromagnétique afin de
tester sa robustesse vis-a-vis des montées en fréquence et des raffinements de maillage. Ensuite, 'utilisation,
comme opérateurs de transmission, des approximations de type racine carrée des opérateurs DtN en cours
de développement pour les polyedres (Modave, Geuzaine, Antoine) pourrait étre explorée. Si cette approche
se révélait fructueuse, il serait alors naturel de chercher a I’étendre a 1’électromagnétisme. Il est par ailleurs
raisonnable de penser que les nouvelles approximations de type racine carrée des opérateurs DtN exté-
rieurs associés aux objets diffractant polyédriques permettent d’améliorer la précision des approximations
intégrales des opérateurs DtN intérieurs correspondant. Nous rappelons a présent que les approximations
intégrales des opérateurs DtN et MtE intérieurs ne sont pas bien définies lorsque les opérateurs de simple
couche surfaciques acoustique et électromagnétique ne sont pas inversibles. Le fait de régulariser ces opéra-
teurs pourrait permettre de contourner ce probléeme. Se pose alors la question du choix et de 'optimisation
de la régularisation de sorte a obtenir les meilleures approximations possibles. Nous avons mentionné que
les couplages faibles proposés dans ce travail souffrent de problémes de résonance. Il serait donc intéressant
de savoir si il est possible de remédier & ces probléemes.

En vue d’une industrialisation, les couplages faibles doivent étre implémentés de maniére optimisée et paral-
lélisée. Cela permettrait en particulier d’évaluer plus précisément les potentiels de ces méthodes en termes
de temps de calcul. Les formulations variationnelles volumiques doivent notamment étre résolues par des al-
gorithmes de décomposition de domaine. Pour résoudre les équations intégrales surfaciques a présent, il faut
procéder de maniere itérative et avoir recours aux méthodes de compression. Dans ce travail, nous n’avons
proposé, pour la résolution de chaque sous-probléme, qu'une seule formulation par équations intégrales
surfaciques. D’autres formulations, potentiellement plus avantageuses d’un point de vue computationnel,
pourraient toutefois étre développées. Il serait également intéressant de réaliser des tests de performance
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sur les versions semi-optimisées des couplages faibles FEM-BEM. Pour ces couplages faibles, nous rappe-
lons que 'opérateur de transmission extérieur est optimal pour la résolution itérative des sous-probléemes
extérieurs. Ceci est d’autant plus intéressant que nous avons constaté, grace aux tests semi-numériques/semi-
analytiques, que les vitesses de convergence des couplages faibles semi-optimisés étaient, certes un peu moins
bonnes, mais proches de celles des couplages faibles optimisés. Pour des questions de précision, il faudrait
implémenter les couplages faibles de sorte a pouvoir augmenter, au besoin, l'ordre des éléments finis volu-
miques et surfaciques utilisés. Cela permettrait notamment de contrer les phénomeénes de pollution et de
dispersion numérique lors de montées en fréquence.

D’un point de vue applicatif, il est essentiel que les couplages faibles puissent traiter des objets diffractant
composés aussi bien de parties pénétrables que de parties non pénétrables. Les couplages faibles que nous
avons proposés dans ce travail s’étendent immédiatement aux objets diffractant dont les matériaux en
contact avec le milieu extérieur sont exclusivement pénétrables. Avec ces couplages faibles, il est également
possible de traiter les objets diffractant dont certains des matériaux en contact avec le milieu extérieur sont
non pénétrables. Il suffit en effet de redéfinir les objets diffractant en les entourant d’une fine couche du
matériau constituant le milieu extérieur. Cette approche n’est toutefois pas optimale. Il serait en effet plus
intéressant, d’un point de vue computationnel, d’utiliser les interfaces entre le milieu extérieur et les parties
pénétrables de 'objet diffractant comme surface d’échange au cours de 'algorithme de décomposition de
domaine. Ces interfaces correspondent cependant a des surfaces ouvertes, ce qui souléve un certain nombre
de questions auxquelles nous n’avons pas été confrontés dans ce travail. Comment évaluer numériquement
les approximations de Padé des opérateurs racine carrée acoustique et électromagnétique sur des surfaces
ouvertes 7 En particulier, quelles conditions les inconnues auxiliaires doivent-elles vérifier sur le bord de ces
surfaces ouvertes 7 Ajouté a cela, comment calculer numériquement des décompositions de Helmholtz sur des
surfaces ouvertes ? Pour conclure, nous mentionnons qu’il serait intéressant d’étendre les couplages faibles
FEM-BEM proposés dans ce travail au cas d’objets diffractant anisotropes.
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Annexe A

Espaces de Sobolev surfaciques

Dans cette annexe, nous présentons une maniére de définir les espaces H*(I') et Hi(I'), s € R, lorsque
T' est C*°. Pour simplifier quelque peu la présentation, nous supposons que I' est une surface connexe et
simplement connexe. Si I n’est pas connexe ou pas simplement connexe, des définitions similaires des espaces
H?(T") et H{ (") peuvent également étre données [88].

A.1 Espaces de Sobolev surfaciques scalaires
Nous commengcons par mentionner qu’il existe une base orthonormale de L*(T'), notée (e;)¢en, vérifiant [88] :

ee € R pp. (ez) C H(VF,F) ,  —Arep = Mep ()\g) CRy , N E—> +00. (Al)

—+o0

Le laplacien scalaire surfacique doit ici étre compris au sens faible que nous avons introduit dans la sous-
section 2.3.1. Nous rappelons que I'orthonormalité de la famille (e;) dans L?(T) se traduit par la condition
suivante :

Vf, keN, <€Z§€k>L2(r) = Oyk-

Le fait que les (e;) forment une base de L*(T') signifie, quant & lui, que pour tout u € L?(T), il existe une

unique suite (o) € CY telle que :
+oo

U= Zageg dans L*(T).
£=0

Remarquons par ailleurs qu’il est aisé d’expliciter la suite (ay) :
VLEN, oy = (ujer)r2ry,

et que cette derniere est de carré sommable :

+oo
> loel® = [lullZer)-
£=0

En exploitant les propriétés (A.1), il est possible de montrer que la famille (es) est également une base,
orthogonale cette fois, de H(Vp,T"). Plus précisément, nous avons :

V[, keN, <€z; ek>H(VF7p) = (1 + )\g)é@k.

De plus, si u € H(Vp,T), il existe une unique suite (ay) € CV telle que :

+oo
U= Zageg dans H(Vp,T),
£=0

qui est alors donnée par :
VLeEN, oy = (ujen)r2(r)-

Remarquons par ailleurs que la somme suivante est finie :

—+o00

S Al = Julfiwr-
=0
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Cette condition de sommabilité sur la suite (ay) caractérise en fait I'espace H(Vr,T'). Nous disposons en
effet du résultat suivant :

+oo +oo
Vu e L2T), weH(VpD) < Z(l + Al < 400 ot u= Zageg dans L*(I").
=0 =0

La caractérisation précédente de H(Vp,T') est intéressante en cela qu’elle permet de comprendre les défini-
tions des espaces H*(T") que nous donnons dans cette section. Ce point est précisé un peu plus loin.

Soit s un réel strictement positif. L'espace H*(I") est défini comme suit :

+00 too
H*(T) = {u cL*T): Z(l +A)¥|agf* < +oo ot u= Zageg dans LZ(I‘)}.

=0 £=0

Muni du produit scalaire suivant, H*(T") est un espace de Hilbert :
+o0o L “+o0 +o00

Vu,v € H(T'),  (u;v)ps(r) = Z(l +Xe)’aefe on u= Zageg, v= Z,Bgeg dans L2(T).

=0 =0 =0

Ajouté a cela, les (es) constituent une base orthogonale de H*(I"). Remarquons notamment que :

Ve keN,  (eser)msr) = (14 X))k

Enfin, si u € H*(T) et si (ay) € CY est I'unique suite telle que :

+o00
u= Zozgeg dans H*(T),
=0
nous avons :
+oo
VEEN, ap=(uedizry > (14 X)ael® = |[uflfe ) < +oo.
=0

Les définitions de 1’espace H*(T') et de son produit scalaire sont également valables si s est nul et nous
constatons que :

HOT) =L4T) , (5m0 = ()2
De méme, nous vérifions sans difficulté que :

HYT) =H(Vr,D) . (59m = (5)uwen-

Les espaces H*(T') peuvent donc étre compris comme des généralisations des espaces L*(T) et H(Vrp,T).
Pour finir, nous mentionnons le résultat suivant :

sg>s8 >0 = H2T)cCcH ),
I’injection linéaire correspondante étant par ailleurs continue :

ez (mysae )y - H2() — HY(D)
U — U ’

L’espace H™*(T") est défini comme ’ensemble des formes linéaires continues sur H*(T"). Equipé de la norme
standard pour les applications linéaires continues :

Vue H (D), fullu—smy = sup  [{u;0)g—ryxne )]

[lv]|ms (my=1

lespace H™*(T") est un espace de Banach. Il s’agit de plus d’un espace de Hilbert puisque la norme sur
H™%(T") est engendrée par le produit scalaire suivant :

VU,U c HiS(F), <’LL;’U>H—5(F) = <7—_1(U);T—1(u)>HS(F)7
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A.2. Espaces de Sobolev surfaciques vectoriels

Popérateur 7 correspondant & I'isométrie bijective anti-linéaire naturelle entre H*(T') et H™*(T") fournie par
le théoreme de Riesz :

%
u = 7(w): H@) — C
v = (v u)Es ()

L’espace L(T) est injecté dans H™*(T") par le biais de I'application continue et linéaire suivante :
e LAT) —  H (D)
u — LL2_>H—S('LL) : HS(F) — C
v = <’U;E>L2(F)
La famille (tp2_,55-+(er)), dont les éléments sont abusivement mais classiquement notés (ez), est alors une
base orthogonale de H™*(T"). Notons que les normes des (e;) dans H™*(T") sont données par la relation

suivante :

Ve k€N, (erer)u—-sry = (1+ Xe) *6e.

De plus, si u € H™*(T'), 'unique suite (ay) € CN telle que :

+oo
u = Zageg dans H™*(T"),
=0
vérifie : .
VEEN, ar=(uiedu-smxmr) - D (1+A) |l = [[ullfe ) < +o00.
=0

Enfin, nous remarquons sans difficulté que si so > s; > 0, H **(T") s’injecte contintiment dans H™**(T),
Iinjection linéaire sous-jacente étant donnée ci-dessous :

ieeomes s HT9(D) = H%2(D)
u = lpessp-se (u) 2 H2(T) — C
—

v <U;U>H*51(F)><HSI(F)

A.2 Espaces de Sobolev surfaciques vectoriels

La construction des espaces Hj(T") est similaire & celle des espaces H*(T"). Elle repose sur le fait que la
concaténation des familles (e})sen et (€7)pen+ définies ci-dessous :

VI eN*, e} =Vre, , YLEN*, e} =rotre,
est une base orthogonale de L?(T") [88]. Concrétement, nous avons :
VO kEeN*,  (ejep)rzm) = (ef;ef)Lar) = b, VL k€N, (ej;ei)z(r) = 0.

De plus, si u € LZ(T), il existe deux suites (ay), (8¢) € CY telles que :

+oo
u= Z ae} + Bee;  dans L7(T).
=1

Ces suites peuvent bien sir s’expliciter :
VEeN*, ar=Awepr , YEN, Bo=X"(wef)rr),
et elles vérifient par ailleurs :

+oo
> Ae(joel® +18) = [allgs ) < +oo.
=1

Notons que nous avons exclu Vreq et rotreg des familles (e%)geN* et (e%)geN* parce qu’ils sont nuls. En
effet, la fonction e est constante [88] :

M=0 |, 60:‘F|_%.
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Annexe A. Espaces de Sobolev surfaciques

Si s > 0, 'espace H(T") est défini par :

+00 +oo
H;(T) = {u LI() : D AT (Jarl +1Be*) < +o0 oht u=) aye; + e} dans Lf(r)}.
=1 =1

Il jouit naturellement d’une structure d’espace de Hilbert, son produit scalaire étant donné ci-dessous pour
u,v e H}(T) :

+o00
(wv)m:r) = ZAéH (Ozeag + ﬁ/ﬂe> o u= Zaeez + Bee, v= Zaeee + Bpe;  dans Li(D).

= (=1

La concaténation des familles (e})sen- et (e7) est alors une base orthogonale de Hj(T'). Nous disposons

en effet des relations suivantes :

LeN*

W, ke N*, <e};e,1€>Hf(p) (eé,ek>H< = )\S—H(;pk R Vf, k€ N*, <e%;ei>Hf(p) =0.

Ajouté a cela, si u € H;(T"), nous avons :

+oo
u= Z aej + Bee;  dans H(T),
=1
les suites (ag), (B¢) € CN" vérifiant :
VLN, ar=M(wepry , YEN, Br=X"(wef)rr),
+oo
SN (el +18e) = [[ullfg: () < +oo-
=1

Nous mentionnons & présent que opérateur - A n est continu et isométrique de H$(T') dans lui-méme. Pour
finir, si $1 et s2 sont des réels positifs tels que so > s1, Hi?(T') est un sous-espace de H;*(T") et 'injection
linéaire suivante est continue :
tpezysuiry - HPE(D) — HY(T)
u — u

L’espace H; °(I") correspond & I’ensemble des formes linéaires continues sur Hf (I') muni de la norme classique
pour les applications linéaires continues. Comme pour 'espace H™*(T'), il est possible de montrer que cette
norme est engendrée par un produit scalaire défini & partir de 'isométrie bijective anti-linéaire naturelle
entre H;(T') et H; *(T") que nous notons 7. L’espace H; *(T) est donc un espace de Hilbert. L’espace L7 (T")
est injecté dans H; *(T") grice a l'injection continue et linéaire donnée ci-dessous :

brzm;s L}T) — H;*(I)
u = LL$—>H;S(U)1 H;(I)

_>
A% — ;ua

La concaténation des familles (e)sen~ et (e7) sen- constitue alors une base orthogonale de H; *(I"). Plus

explicitement, les relations suivantes sont vérifiées :
Ve ke N*, (efiep)y Ho* (1) = = (e}; el )y Ho*(I) = A 5o, VK €N <e};eﬁ>Ht_S(F) = 0.

En outre, tout élément u de H; °(T") peut s’écrire comme suit :

400
u= Zozge} + Bee;  dans H; *(T),
=1

les suites (), (B¢) € CN étant définies par :
VEEN, = )‘21<U;e%>H;5(F)fo(F) , YEEN, Be= N e¢> *(0) xH3 (T)?

et vérifiant :

ZA”“ (el +18e*) = Ilullfy—+ oy < +o0.
(=1
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A.3. Précisions sur les opérateurs différentiels surfaciques

Il est également possible de définir I'opérateur - A n sur H; *(I') comme suit :
Yue H ('), WeH{T), (uAmn; V>H:S(F)XH§(F) =(v;it ' (u) A n>H:(F),

soit, de maniere plus condensée :
‘An=To(-An)or L.

L’opérateur - A n est alors continu et isométrique de H; °(T") dans lui-méme. Pour finir, si s et sy sont

des réels strictement positifs vérifiant so > s1, nous pouvons injecter H; *' de maniére continue dans H; *
grace a l'application linéaire donnée ci-dessous :

L H () — H; (I
u B g g (W) HPE(D) — C

Ht
v = (u;v)

H, ' H, 2
H; °1 (D) xH: (I

A.3 Précisions sur les opérateurs différentiels surfaciques

Dans la sous-section 2.3.1, nous avons défini les opérateurs Vr, divr, rotr et rotr sur les espaces H*(T') et
H;(T) :

Ve cBTYD) - HI(D) ,  divp: HYTYD) — H5(D),

rotr : H"(T) - H(T') , rotp : HiTH(T) — H¥(I),
et nous avons affirmé que ces opérateurs généralisaient les notions de gradient, de divergence, de rotationnel

vectoriel et de rotationnel scalaire surfaciques faibles. Les résultats que nous donnons ci-dessous précisent
ce propos :

Yu e LA(T), weH(Vp,T) & Iveli), Viu = LL$_>H;1(V) dans H; *(T),
Yue L2(), uecH,(divp,I) < 3Ivel?T), divru=2,q-1(v) dans H (),
Vu € L2(T), wue€H(rotr,I') & 3JveLil), rotru= tpem; (v) dans H; YT,
Yue L2(T), ucH(rotr,I') & 3Jvel?I), rotru =i ,y-1(v) dans H (),

Yu € H(Vr,T), Vru =tz g (Vru)  dans H (D),
Vu € Hy(divp, '), divra = ¢z -1 (diveu)  dans H™H(D),
Vu € H(rotp,I'), rotru= ARl (rotru) dans H; '(T),

Vu € Hy(rotp,T'), rotpu = tp2 -1 (rotru)  dans H ().
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Résumé

Dans cette these, nous proposons de nouvelles méthodes permettant de résoudre numériquement des pro-
blemes de diffraction harmoniques et tridimensionnels, aussi bien acoustiques qu’électromagnétiques, pour
lesquels 'objet diffractant est pénétrable et inhomogene. La résolution de tels problémes est centrale pour
des calculs de surfaces équivalentes sonar et radar (SES et SER). Elle est toutefois connue pour étre diffi-
cile car elle requiert de discrétiser des équations aux dérivées partielles posées dans un domaine extérieur.
Etant infini, ce domaine ne peut pas étre maillé en vue d’une résolution par la méthode des éléments finis
volumiques. Deux approches classiques permettent de contourner cette difficulté. La premiere consiste a
tronquer le domaine extérieur et rend alors possible une résolution par la méthode des éléments finis volu-
miques. Etant donné qu’elles approximent les probléemes de diffraction au niveau continu, les méthodes de
troncature de domaine peuvent toutefois manquer de précision pour des calculs de SES et de SER. Les pro-
blémes de diffraction harmoniques, pénétrables et inhomogenes peuvent également étre résolus en couplant
une formulation variationnelle volumique associée a ’objet diffractant et des équations intégrales surfaciques
rattachées au domaine extérieur. Nous parlons de couplages FEM-BEM (Finite Element Method-Boundary
Element Method). L’intérét de cette approche réside dans le fait qu’elle est exacte au niveau continu. Les
couplages FEM-BEM classiques sont dits forts car ils couplent la formulation variationnelle volumique et
les équations intégrales surfaciques au sein d’'une méme formulation. Ils ne sont toutefois pas adaptés a la
résolution de problémes a haute fréquence. Pour pallier cette limitation, d’autres couplages FEM-BEM, dits
faibles, ont été proposés. Ils correspondent concretement a des algorithmes de décomposition de domaine
itérant entre I'objet diffractant et le domaine extérieur. Dans cette thése, nous introduisons de nouveaux
couplages faibles FEM-BEM acoustiques et électromagnétiques basés sur des approximations de Padé récem-
ment développées pour les opérateurs Dirichlet-to-Neumann et Magnetic-to-Electric. Le nombre d’itérations
nécessaires a la résolution de ces couplages ne dépend que faiblement de la fréquence et du raffinement du
maillage. Les couplages faibles FEM-BEM que nous proposons sont donc adaptés pour des calculs précis de
SES et de SER a haute fréquence.

Mots-clés: Acoustique, Electromagnétisme, Diffraction harmonique, Eléments finis volumiques, Equations
intégrales surfaciques, Décomposition de domaine.

Abstract

In this doctoral dissertation, we propose new methods for solving acoustic and electromagnetic three-
dimensional harmonic scattering problems for which the scatterer is penetrable and inhomogeneous. The
resolution of such problems is key in the computation of sonar and radar cross sections (SCS and RCS).
However, this task is known to be difficult because it requires discretizing partial differential equations set in
an exterior domain. Being unbounded, this domain cannot be meshed thus hindering a volume finite element
resolution. There are two standard approaches to overcome this difficulty. The first one consists in truncating
the exterior domain and renders possible a volume finite element resolution. Given that they approximate
the scattering problems at the continuous level, truncation methods may however not be accurate enough for
SCS and RCS computations. Inhomogeneous penetrable harmonic scattering problems can also be solved by
coupling a volume variational formulation associated with the scatterer and surface integral equations related
to the exterior domain. This approach is known as FEM-BEM coupling (Finite Element Method-Boundary
Element Method). It is of great interest because it is exact at the continuous level. Classical FEM-BEM
couplings are qualified as strong because they couple the volume variational formulation and the surface
integral equations within one unique formulation. They are however not suited for solving high-frequency
problems. To remedy this drawback, other FEM-BEM couplings, said to be weak, have been proposed. These
couplings are actually domain decomposition algorithms iterating between the scatterer and the exterior
domain. In this thesis, we introduce new acoustic and electromagnetic weak FEM-BEM couplings based on
recently developed Padé approximations of Dirichlet-to-Neumann and Magnetic-to-Electric operators. The
number of iterations required to solve these couplings is only slightly dependent on the frequency and the
mesh refinement. The weak FEM-BEM couplings that we propose are therefore suited to accurate SCS and
RCS computations at high frequencies.

Keywords: Acoustics, Electromagnetics, Harmonic scattering, Volume finite elements, Surface integral
equations, Domain decomposition.



