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CHAPITRE VI.

SYSTEMES USUELS A NOEUDS PSEUDO-FIXES

Ces systémes ne sont pas & noeuds fixes par suite des liaisomns, Dans un
cas de sollicitation quelconque, les équations aux noeuds coéntiennent des in-
commues ¥ , Mais dans certains cas de sollicitations symétriques, les ¥
s'annulent et les équations sont identiques & celles de systémes & noeuds fixes,
On peut donc appliquer les propriétés de ces systémes, donc celle des foyers
notamment, ce qui facilite éventuellement la résolution des systémes, Souvent
aussi, par raison de symétrie, le nombre des inconnues est réduit de moitié

ou a peu preés; les équations se résolvent alors treés rapidement,

CADRES SYMETRIQUES SOUMIS A PRESSION INTERNE OU EXTERNE UNIFORWME.

Ce sont des parois de réservoirs, silos, enceintes, etc... Considérons
le cadre rectangulaire de dimensions a et b . Par raison de symétrie
¢1=¢3=_¢2=—¢4 ¥=20
b Au noeud 2 , on a :
1 2
- 2EP,(29,+9,) -2EP (29, + ¢y
= - f% (b2 - &2) (pression interne)
d'ou
a ¢_ P b2_a2
2 24 E " P, + Py
d'ou
4 3
M1—M2=M3-—M4
p.b2
—ZEPb¢1+ 12
_ D Pab? 4+ Py.a?
12 P, + P,
2
Si la cellule est carrée : a="> ; P, =P, ; M= B?%— ; g =0

Dans un cadre polygonal régulier par exemple hexagonal, tous les angles
¢ sont nuls, donc tous les moments aux angles égaux a p.12 /12,

Considérons ensuite deux cellules rectangulaires contigiles ayant le pe-
tit c6té a commun et soumis & pression interne uniforme, Par raison de symé-
trie, la paroi interne ne peut &tre fléchie et il est indifféremnt qu'elle soit
articulée ou encastrée,

Done,
9, = ¢,,= 0 et 9, =9, = -9, = -9,
Au noeud 1 :

- 2E.P,.9, - 2E.P,.2 ¢, = - 11'12- (a2 - b2)
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done - D (b2 _ az)
94 24 E " P, + 2 B
dl'olu 2 2 2
= = = = M_B Pa'b + 2 Pb'a
My=M,=MNy=M,=4BP.g,+ S5 =45. 555,
2 2
- _ . p (Pa+ 3Pb).b° - Pp.a
Uo = Mor=+ 75 . P, + 2 Py

L'effort normal dans la cloison est

- _ P.b MO'M1
N = 2 [ 5+ 3 ]
- _b.(b? - a?) Py
N=-pb 2o “ P,y 20D
Si les deux cellules sont carrées et identiques a=b et P, =P,
d'O'tl 2
9, =0 M, = M, =+ B2 et N = - p.b

Les résultats sont les mémes si on accole un nombre gquelconque de cellu-
les carrées,

Si 1l'on accole deux cellules hexagonales soumises & pression interne uni-
forme, par raison de symétrie, tous les ¢ sont nuls et tous les moments aux

1 b 0 b 2
o
° ‘91/2 PR
1 N [ 1\/25300
a a a g = - p.1,
b b
4 v 3
2
angles valent - Ri%— la paroi commune n'étant pas fléchie.
L'effort normal dans la paroi commune est N = —-!%; p.l = - p,1', Tou-

tes les parois-subissent d'ailleurs la méme extension. Rien n'est changé au
résultat si l'on considére un nombre quelconque de cellules accolées, Puis-
qu'aux angles d'une cellule polygonale, les ¢ sont nuls, il en résulte que
des cellules sous pression n'influencent pas les cellules accolées qui se
trouveraient sans pression, Il n'en est pas de méme si la forme de la cellule
n'est plus régulidre (rectangle etc...).

On peut étudier de méme plusieurs cellules rectangulaires accolées, etc...

PORTIQUE SIMPLE CHARGE SYMETRIQUEMENT.

Ce type d'ouvrage convient pour les passages inférieurs ou supérieurs,
la sollicitation du poids mort du tablier et de la voie et celle de la pous-
sée des terres sur les pieds-droits, donc @ =@ = 0
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a) surcharge uniforme p de la travée

.

{ m Par raison de symétrie,  ~
2
1 9 = -9
T Donc, au noeud 1 :
22
h - 2E.P.2 9, - 2E.P.p, = - =
d'ou
1. - p.1? - p.12
4 b Y172 E(e P, + P;) 2 EB.P,.(2+0)
‘en posant Pq
=7,
p.12 p. 12

My = -4 EB.0,= - g5 oy = Mo o=Ms= 32+ 0
= -P_'i —-'§ 12[_1__ '12
Vo =V =55 H=-s -7 *T s+

e o e - - ——— - — ———————

des pressions horizontales.

Au noeud 1, on a :

— po‘hz w.h3
- 2EP.2 9, - 2 E.P1.§01 =3 * T30
' \
! 2 dow L% o, @b
1 ] 17 12 E.Ph.(.? + Q)| 2 5
Donc
Po-hz w.h3

M, = 2 E.P, .9, - 15 T

Po.h? 3 +0 8+ 30 whd

12 " 2 + 9@ 2+ ¢ * 60

M, = 2 E.P .9, -
I
_ _ bg.h? Q  wh3 Q
- 12 2+ 09 30 2 +9
Les réactions horizontales & la base sont :
_ M1 - Mg  DPo.h  wh? Do.h wh?2 8 + ¢
Ho=to vt =3 =2+ 3 *T(2+90)" 8 " Z+0
La compression normale dans la poutre supérieure est :
Po.h w.h? DPo.h wh 8 +9
N = + - - 3 .
2 6 4 (2 + Q) 60 2 +0

¢) Portique articulé,- L'articulation ou 1l'encastrement partiel des béquilles
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peut exercer pour les petits ouvrages. Mais on peut aussi assimiler & ce dis-

positif les aqueducs en béton armé couverts d'une dalle maintenant les parois
latérales & écartement, qui constituent en somme un portique articulé renversé.

Ona ¢ =- gg, donc en cas de surcharge uniforme de fond

3 - _p1
-2EP .59, -2EP.p = -

12
(A ,l//\r

0 = p. 12
1T IEEP,.(3+20)

2

.1 .1
M1=-3E.Ph.¢1=—4 5+ 20 ;MO=O;VO=V3=BE';

H._ Ptlz
"4 (3+29).h
Pour la poussée des terres ou de l'eauon a : M, =0 et M4, =M,
__b My 1 28,46, 1 M
9= " 8.5 3 ~E.B’ 6 TEPC T
3 Po.h?2 whd  whd
(2o+3).M1=-o.(2¢b+¢a)=_Q,[ 2B, 22, 30]
_Poh? Q w.h3 2 9

M1=

4 " 3+29 15 3+ 20
Les réactions horizontales aux appuis sont :

H _po-h w.hz _‘Po.h 9 —w.hz 2Q
o= T2 * 76 4 "3+2¢ 15 *B3+z2o

La compression normale de la dalle du radier est :
Poh wh? p.h Q w e 2 9
N = + + . + B -
2 3 4 3+ 20 15 3+ 209
En cas de disposition inverse du trapéze des pressions :

Po.h? Q w.h3 70
4 *3+R2¢ 60 "3+20

M1=“
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3. - CADRE RECTANGULAIRE CHARGE SYMETRIQUEMENT.

Ce systéme se rencontre fréquemment dans les constructions. Il est fréquem-
ment appliqué pour les agqueducs, les souterrains et certains rassages inférieurs
ou supérieurs en terrain compressible, C'est ce genre d'application que nous

envisagerons particuliérement,

p Supposons d'abord qu'il y ait des ap-
] WW (M puis sous les parois latérales, ce qui se-
- rait le cas d'un aqueduc sur palédes ou fon-
dé sur pieux., Considérons une charge verti-
cale uniforme compléte p sur la poutre
supérieure., Par raison de symétrie,

(00 :‘""(oou et @1 = P9
Done
. . b1
- 2ER (29 +9,) - 2EPLg = - 55
2 E.P(2 ¢, + ¢9) + 2E.Pj.p, =0
d'ol P 12
9, =-(2+0).0, et 0,-(2+0) + 0, =575 3,
done _ p.12 ] _ p.12(2 +0)
Y T THmEP,. B+o) 1+’ Y1TUEP(5+ o).(17 0
B . p.X? (3 +20)
M,=-2EPF.(2¢,+9)=-55 . 3+ 20).(1L + 9
B _p.P Q
M, =2 E‘Ph°(2 $o * (01) T12 " (3+ 9.(1+ 9

Réactions verticales : Vo = Vo= Eéi

La poutre supérieure subit une compression, la poutre inférieure une ex-
tension, dont la grandeur commune est

- .12
Y=+ orx

Si la poutre inférieure est chargée, les mémes expressions que ci-dessus
sont applicables, Il n'y a qu'd permuter les indices 1 et O et & tenir compte
du sens des forces pour les signes des moments et réactions.

Si le dalot est appuyé sur toute la surface du radier notamment, en te-
nant compte éventuellement du poids, 1la poutre inférieure est chargée d'une
cherge p; dirigée de bas en haut et l'on a :

_ pi. 2.0 _ pp.12.(3 + 2 o

U VI CRFNC) B ) Yo = -2 3+ 9.(L+ Q) ste...

Si la poutre supérieure supporte en son milieu une charge isolée P
(esg}eu), il suffit dans les formules précédentes, de substituer P,1/8 &
P.l 12.

D°n°M: _ _PB.1 (3 +29) . y - Bl o
1 8 " (3+9.(1+9" =8 G+l
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On peut envisager de méme, le cas de
deux charges verticales symétriques, Ce
sont les principaux cas de sollicitation
de constructions enterrées de ce genre, en
¥y ajoutant les effets des poussées des
terres et de l'eau sur les parois latéra-
les, envisagés ci-aprés. La pression hori-
zontale répartie est : P, + WY
- R E.R (29, + 9,) - 2E.E .9,

_ Do.? w, h3

. 12t 730

p,.k2 @B
2E.R .(2¢9, +9) +2EP .9 =5+ 5

ou
1 Po . b2 w. 1B
9o + (2 +0)0y = -553 -G+ T557)
1 Po.P2 wI
2 B. P, G+ )
_ 1 Dg . b2 wh? 8 + 30
% = ZER(1+9 | 12 Y760 * 3+
Pc,.h2 w 13 7+ 209
Q) [ 12 " 780 ' 3+
¢ [p,.h° wh 7+ 207
TT+o |12 *Y780 * T340 J
Q Po.hz w. 3 8 + 3 0
+ro | 12 *T760 ' B3 +o

(2 + Q)-¢° + @,

dtou

I

1
1= "TET (1

+

My, = M,

MO =M°|= - 2E.P1.¢° = - 1

2 E.B .9,

La compression du toit est :
_Poh wh2 My -M,  DPo.h wk® wk 9.(1 +9)

Hy ==%-+7% B T2 *7e 60 * (3 +9)

La compression du radier est :

_Po.h w.X @k (1+9)0
Ho =3~ +2 " *760 ' (3+9)

4.- CADRE RECTANGULAIRE DQUBLE (Tubes jumelés).
La paroi de refend est assemblée rigidement avec le radier et le toit.

.¢1=‘¢1, (] =-¢' et ¢2=¢2‘=O
Done au noeud O :
2 E.p,.(2¢, + 9,) + 2 E.P.2¢ =0;

au noeud 1 :
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=2E.P,(2 ¢y + 9,) - 2E.B .2 g, = - %
b donc
9, =-2(1+9).g
1 2 " et 12
2¢,(1+9) + g, EZEE'?‘
1
d'olu _ . p. 12
Py 24 E.R (3 +20).(L +29)
o = 'p.12(1 + o)
L 1 T 1R EP,.(T+ 29).(T+29)
0 2! " Dron
Mo=—4E.P1.¢°
_ p.12.9
"6(3+20).(1+2 0
_ _ _p.» (3 + 4 9)
My = -2ER.(2¢g +9,)=-55 " (G+29.(L+209)
- = - 2 pP 2 (1 +9).9 '
M,y =Myyv= = 2 E.Pj. gy 15 = 12 |(T+29.(t+29

p, ¥ 6 02 + 10 0 + 3
12 (3 +29).(1+209)

MZ?.'.: M2'2= 0 H M2'0= Mznof-’- + 2 E.P1-¢o

p.1? Q
12 " (3 +29).(1 + 2 9)

Réactions verticales :

Vv, =7, = Rl Mpq-M _p.1 p.l 140
! "Toe ) 5 " (3+20.(1L+20)
_ p.1 4 62 + 70 + 2
2 " (3+209).(L+209)
Vv, = o |RL, Rl 1+ 0 _ 4 02+ 9 o + 4
2 - 2 2 " (3+2¢).(L+209)]|" (3 +209.(1+29)
Vv =v .= ¥aro- Mo p.l 0
o = To'” 1 B 4 " (3+2¢9).(1 +209)

p.1 Q ,
2 " (3+29.(1+209)

Les réactions verticales totales sont :

= R.= _ b1 8 02 + 15 Q + 4
sRoa=V - % = B 2012 0)

_ _p.l 8 92 + 17 9 + 8
Bor=% - V=" - 37200, (L729)

fondation sur pieux battus sous les parois latérales et de refend.

Ty =

R

o

Il s'exerce dans le toit une compression longitudinale égale & la trac-
tion horizontale du radier, dont 1l'expression connue est :
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My - M, p.2? 1
h T 4h " (3 4+ 29)

On peut étudier de méme les effets de deux charges concentrées P agis-
sant au milieu des travées du toit. Il suffit de substituer dans les formules
précédentes des M et de N, P.1/8 & p. 12/12 (charges d'essieux).

Les formules des V et R se modifient complétement

N=H-= -

V__P 3+ 130 + 8 @2 V—P 8 02 + 190 + 9
1_4'(3+2Q)(1+20)’ 2 - (3+209).(1L+209)
v - _3F U - B3P

0o = 8'(3+2o)(1+2o) 2'*4°ZT5+2Q)(1+2Q)
R‘g 6 + 29 Q0 + 16 02 R P 16 02 + 35 ¢ + 18
c 8 B+ 20).(1+20) "' 2" 1 (B+20).(L+20)

Enfin, si les actions extérieures agissent sur le radier (réaction du
sol de fondation) il suffit de permuter les indices ' daens les formules pré-
cédentes, en tenant compte du sens des forces pour les signes des moments,
etec...

b) Poussée symétrique des terres sur les parois extérieures : p = D, +w.y

———— - o ——— - ———— e = —— —— — ———— —_ = ———— —— ——— ———— ———_t———— ——— o ———

- 2E.P(Rgp, +9,) - 4 EP.g,

2 1 :P°'h2 +U)-h3
i2 30
2E.R(29, +9,) + 4 EP.g
Do.h?  w.hd
- T12 T 720
E— ou
pr Y 9, + 2 (1 +20).9
R
T T 2 E.P, 30
1 Do.12 w, h3
2(1*Q)~¢°+¢1=2EP(°12+30)
d'ou _ 1 Po,.h?2  whd3 4 + 3¢
¢0"2EP,,(1+2Q)‘_ "B 3+ 29
Po.h?  w.hd 7+ 407 -
¢1"_2EPh(1+20)[ +60'3+20J P2 = P = O
_ _ 20 Po.hz w.}f 4+3Q
MO—-4E'P1.¢°_-1+2Q[12 50 ’3+2Q
= 29 [pe.k?  wh 7 4+ 407
M, =4 E.Pl.§0.1 T+ 20 [ 12 60 "3+ 29
| o o . My 9 [Ro.B @l 7449
M,,, = My,=0; Mz1“M21"’?2"1+§Q£12 * 0 3+ 29
oo M, _ 0 P, - b W, h + 3
2r0= Ha10® = 3T =T 2o 12 T 730 "3+ 29

. : ‘h B2 My - I b w.h? w.h?
Compressmndut01t:H1=P° L 1h e - oo, T - - TT 2o




Compression du radier :

_Ppoh wh2 M, -M, p,.h  wh? wh? Q
H, = 3 + 3 + o = 5 * T8 + ) 5+ 32 Q)
Compression des parois latérales

v, = Moa= My Q Po.k? whd 7449

1 1 (I+2¢).1| 2 20 " 3+ 20
V. = - 29 Po.h2 wk® 7 4+ 49

2= "[T+2¢).1| 2 *720 "3+ 20
v = Moo~ M, = Q Po~h2 w.h3 4 + 39

o % 1 (1+20.1| ¢ *710 "3+29

V. = 2Q P.,.h? whd 4 4+ 39
2T "1+ 29).1 g TT10 "FT+2o0

Il y a donec en O et O' des réactions verticales négatives

_ _ w.hd Q
Bo=Vy - Ve=-361 3720

En 2', il y a une réaction verticale positive

_ wh? Q
2" 101" 3+20

Pour que le systeme puisse &tre calculé comme ci-dessus, c'est-a-dire
pour que les déplacements des noeuds soient nuls, il faut que les liaisons
(fondations) et les charges extérieures soient telles que les réactions ver-
ticales ci-dessus déterminées soient réalisées, c'est-a-dire que les angles
0 et 0' soient empéchés de se soulever.

R

On pourrait étudier de méme le triple et le quadruple tube de construc-
tions fréquentes et qui se résolvent toutes deux par des systeémes de 4 équa-
tions, car par suite de la symétrie, il n'y a que quatre inconnues ¢ ., La
résolution ne présente pas de difficultés si l'on opére au moyen de tables
numériques, mais des expressions algébriques générales, analogues a celles
du cas précédent examiné, seraient trés complexes.

Par approximation, si le radier est relativement trés rigide, ou par exem-
ple fondé sur pieux, on peut simplifier le calcul en supposant les parois to-
talement ou partiellement encastrées & la base, L'erreur commise pour le cal-
cul des parois de refend est faible, elle =2st plus considérable pour les parois
extrémes, & noins que le radier ne soit prolongé par des empattements rigides.

CADRE RECTANGULAIRE ENTRETOISE.

Ce systéme peut aussi se rencontrer dans de multiples applications
réservoirs, silos, enceintes, souterrains, aqueducs, etc... Les entretoises
constituées par des colonnes ou tirants ou par des parois sont supposées in-
finiment rigides, mais articulées a leurs extrémités aux longs c6tés du cadre,

Examinons le cadre a 2 entretoises délimitant trois compartiments égaux
et supposons le toit uniformément chargé. Il y a symétrie par rapport a l'axe
vertical médian.
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On a :
o (noeud 2)
A AR Nﬂl - 2EP (94429, - 2BPRLyg, =0
1 2 ‘ (noeud 1)
-2 E.Ph(?, Py + g)o) -2 E.PI(E P4+ ¢2)
' __ p.1?
= 12
(noeud 0)
0 3 .
A - 2 E.P1(2.9,+ 95) - 2 E.P, (2 ¢+ p)=0
(noeud 3)
- 2 E.Pl.¢3 -2 E'Pl(2¢3 + §00) =0
p . +39, =0 g + 3¢9, =0
.12 A
0, +2(1+0).0,+ 0.0, =555 3 2(1+0).0 +9 +0.9,=0
Eliminons ¢ et ¢,
_ _ _Dp.22 : _
(6+5¢)p +3 g, = 55 E.F, 3g,+ (6+509).9, =0
dfou
_ om0 6 + 50 . _ p.1? 1
%2 = "2 Ep " 0+59.3+59)° % 855, "(9+5¢).(3+5 0
- p.12(6 + 5 9) : _ 3 p,1°
91" "8E.P(3+59.(3+509 ° Y = "B E.B(9+50).(8+50)

Le systéme est donc trés aisément résolu, beaucoup plus facilement notam-
ment que par les équations des trois moments.

Les moments sont faciles & déterminer :

_ 5 0.p.l%. ) _ p.12(9 + 10 o)
U, = 2 E.P (29 +¢,) "T(3+50).(3+5¢) 17 " T(6+5¢).(3+50)

= 2 E, _p.12 _ p.12(1092%+ 229 + 9)
M,=2EP.g, 127~ "4 (9 +59).(3+59)
p.1l2 Q
¢ " (9+509).(3+509)

Les actions longitudinales dans le toit et dams le radier, égales et de
sens inverses ont pour valeur :

M,= -2 E.Pl.(o3 = -

_ _ M1"Mo_3P.12 1
N=H=-(5=93% -375%

En cas d'une charge concentrée P au milieu de chaque travée,il suffit dans
les formules précédentes de substituer P.1/8 & p.l12/12 .

Réactions verticales :

v =Rl Mz -M p.l p.l 0.(6 + 5 ¢)

1 2 1 T2 2 (9 +5 0).(3+5 9)
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_ p:l 9.(6 + 5 9)
Vo =p.1+ 55 (9 +59).(3+5¢9)
V = - V. = - M, - M3 _ _ bl S Q
o =~ V3 = 1 "2 '[8+509.(3+50)
Donc 1 1
Ro = Vq -V, = 8= - By '9+05q’

p.1 Q
2 "9 +5 ¢
Lorsque la sollicitation est produite par trois charges concentrées P
agissant au milieu des travées, les expression V et R se modifient en rem-
plagant p.1l/2 par P/2 et, dans les termes correctifs provenant des M ,
Ll _3p
2 47
On peut étudier de méme l'effet d'une surcharge symétrique de la travée
centrale seule, ou des deux travées extrémes.

R3=V -V, =p.1 +

Si les charges agissent sur le radier, il suffit dans les formules précé-
dentes de permuter 1 et O et 2 et 3.

Enfin, nous examinerons encore les effets de la poussée symétrique des
terres sur les parois extrémes,

b= po + w'y

2
Les équations sont :
9+ 39,=
¢o+3¢3=
s g, +2(1+9)g + 0.9,
a _ DPo.h?2  wh3
Y 30
_ Po.h?  w.h3
2 (1 + Q)-¢L + 9+ 0.9, =T+ 755
B 1 [Po.h? whd® 21+ 1007 . _ )
¢2_2E.Ph(3+5o)l_12 T80 ' 9 +50 ' 9= - 59,
_ 1 Po.h? wh® 8+ 507 . _
‘”s”zE.P,.,(3+5o)[12 720 "9 +50 |’ Po=-393
5 ¢ p,.h?  w.h3 21 + 10 ¢
M1=2E°P1(2¢1+¢z>='1°E*P1'¢z=’5+5Q[iz *760 * 9 +59
- _ _ 50 [po.h® wh® 84+ 59
M, = - 2 E.P(2¢_+ 9;) =10 E.Pj.9; = - 5 50 [ 12 * 20 '3+ 5¢
M, M

Réactions horizontales :

_ Pg.h  w.h? M4 -M, po.h  wh? w.h?,0
Ho ==+ =5+ 71 2 *T3 *T2(9+5 9
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' H .o Re:k  @hZ w.h2.9
17772 778 12 (9 + 5 ¢)
Réactions verticales
6 M 6 M,
Vp=-gT = -V Vo=-g1T =-71;
_ 6 (M, - M) 6 (M4 - M) - w,h3.0
=Va-Ye =75 <0 Rs= 51 "101.(5+50) "

Méme remarque que précédemment au sujet de ces réactions.

OBSERVATION GENERALE. On étudierait facilement les effets des couples symétri-
ques produits par des encorbellements, empattements ou consoles symétriques,
que l'on rencontre fréquemment dans la comstruction et qui son souvent avan--
tageux pour améliorer la sollicitation des piliers d'angle par équilibrage ou
pour augmenter le degré d'encastrement aux montants extérieurs.

HekokokskokokokokfeokokokkokFk

CHAPITRE VII.

SYSTEMES A NOEUDS MOBILES.

Dans ces gysteéemes, les dispositions relatives des appuis fixes et des
barres sont telles que, malgré l'hypothése de 1l'invariabilité de longueur des
barres, les effets des forces quelconques peuvent produire des déplacements
des noeuds et, par conséquent, des rotations des axes idéaux des barres, Par
conséquent, les équations aux noeuds contiendront des inconnues ¥ et seront
en général :

2 b p— M
M, = 2 E.P, [2 (9= V) + (g, - WO] R (—7— b N E)
2o, - op
Mb=-zEP[<¢a-m+z<¢b-m]-z(———-—'-)
Les formules des rotations des noeuds sont :
_ 1 M My 1 b
v.=¥+51 G+ 157
_ A Me Mpy 1 oy
9 =¥-57&+3) -1 851
Enfin, rappelons que
M, - M,
M=m+ Mg+ T
My - M

Rappelons encore que pour le calcul des lignes d'influence, nous nous
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:gommes servis des formules :

2by - P
o (gl - g, o (Bdoa doy g
doy _ Bar 2 Py Mo _ 2 0.+ B
12 6 12 6
Enfin, Mp - M 6 _E.P Hoa~ b
1 2= - l. [(¢a - }D‘) + (¢b - W)] - 2 33 °
Les réactions normales aux extrémités sont : '
My, -M M, - M
R, =T, =1, + —iLI——i s R, = - T, = - t, - _JLET——E

o o+ b
M“Mb:zE.P.(gpa.%)-2—-1-—9_2EP(¢3-%)-(¢a+¢b)

Mg - My = 6 E 6 E.P b, - Py
-—a—i-——___ (2? ¢a_¢b)_-—a—-1._

D'une manidre générale, les avantages de l'emploi des premiéres dquations,
qui considérent les ¢ comme inconnues, subsistent entiérement. Ils apparais-
sent particulierement dans la résolution des cas complexes par la superposi-
tion de deux solutions correspondant l'une aux effets des forces extérieures
sur le systéme dont les noeuds sont supposés fixes, l'autre au déplacement des
noeuds en absence des forces extérieures (autres que des actions fictives aux

noeuds).

Mais cette méthode générale est évincée par la résolution directe des
équations pour les systémes simples & petit nombre d'inconnues. Lorsqu'un
certain nombre 4'inconnues dépendent d'appuis terminaux & rotule ou & glissieé-
res, il est plus avantageux de choisir les moments comme inconnues, puisqu'un
certain nombre d'entre elles disparaissent, étant nulles,

Mais méme lorsqu'il y a des encastrements, cette méthode est encore sou-
vent la plus avantageuse pour la résolution directe.

Enfin, le théoréme de Ménabréa convient aussi lorsque le degré d'hyper-
staticité est petit.

Les cas simples étant assez fréquents en pratique, nous en étudierons un
certain nombre, par gradation de difficulté et par diverses méthodes, tant
dans un but didactique que pratique.

SEMT -PORTIQUE SANS POUSSEE.

On peut supprimer la poussée d'un semi-portique en gonstituant un des ap-
puis d'une glissiére, par exemple celui du dessus.

Nous examinerons, du point de vue didactique, le cas théorique de 1l'ar-
ticulation de pied de la béquille.Sous l'effet des charges verticales H = 0
et M, = M, =M, = O selon les hypothéses de base, Le systome est isostatique
et se calcule comme une poutre sur deux appuis. La poutre fléchit et prend au
point 1 une inclinaison ¢,> 0 . la béquille ne fléchit pas, puisque M = O
partout, mais elle prend une inclinaison ¥ = ¢, . Si une force horizontale F
agit au sommet 1 selon l'axe de la poutre, on.a :



1
M, _ E.h(1 + o)
, W—SEP (1 +9) 5 E.P
/ avec L
J 3
Q= Ph
Le déplacement horizontal de 1l'appui supé-
rieur est )
F.he. (1+o)
k¥ = SEPI a

Le théoréme de Castigliano donne le méme résultat

_ifu oar, F F b3  h21
a"E.fI‘ [I ydy*j 12"‘1"] E[51h+311]
- h2§1+92

3 E.P,

Pratiquement, ce systéme ne peut convenir & cause des déplacements hori-

zontaux importants qui faussent les hypothéses de base : les déformations

de la béquille influent sur les moments de flexion. Pour les réduire, il faut

encastrer la bégquille au pied. On a alors 9, = 0 . Supposons qu'une charge
verticale circule sur la poutre.

Au noeud 0 - 1M, My
¢0—W+E.Ph(3 +g) =0
1 M. 1 M 1 o
ku zoeud 1 0=V 55 %+ =55 31 EL
Enfin,
M. -
H== h.M° =0 d'ou M, = M,
1 2
done vo 1N,
,_iﬁ, E.P, 2
R0 et 3 ‘MD
M, = - o 2D
° 1 +39 12
20, + Dy
= - = 1
e 2 (1L + 309 U
En cas de surcharge uniforme complete

0
i .12
Mp=05 Mo =My =-57T,39) !

v = p.12 et a=¥.h

6 E.7,.(L+309) :
v, = Rl M, - My p,l . p.1 p.1.(5 + 12 0)
L 1 2 8 (1 + 3 9) 8 (1 + 3 9)
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V__p.l p.1l _31p.1.(1 +4 0
2 T 72 8(1+39) 8 (1 + 39)

Si l'on avait pris les rotations comme inconnues, on auralt eu le systéme
d'équations ¢, =0

- 2,E.Ph[2 (¢1 -9 - yﬂ -2 E.P&[Z P, o+ ¢2] =-9,

2EP.(Rg,+9,)=-90,
M“,_Mo:O ou ¢, -2¥=0 d'od ¢ =2¥ d'ou
]
.
V(1L +409)+ 0.9,= -3 E.P,
Sy

R oY+ 2099, =~

TE.F, -

La résolution du systeme conduirait évidemment au méme résultat que ci-
dessus, mais d'une maniére moins simple, Par contre, comme le systéme est sim-
plement hyperstatique, le théoreme de Ménabréa résoud le probléme d'une manié-
re plus simple en principe, en choisissant V, comme inconnue par exemple et
en dcrivant que h a N

M
IETT,,' v, JE T, a,* =0
© )

On obtient ainsi 1l'équation de V, qui est un élément de second plan,
Sa ligne d'influence doit se calculer par points. Il faut ensuite en déduire
par le calcul les lignes d'influence des éléments principaux. L'application
du théoréme de Ménabréa ne parait donc pas préférable & la résolution treés
simple par le premier systeéme d'équations ci-dessus, qui posséde en outre
l'avantage de renseigner sur la déformation de la construction,

Lorsqu'une force horizontale F agit suivant l'axe de la poutre, on a :
M‘I"Mo
h

On peut se servir de 1l'un ou de l'autre systéme d'équations., Prenons le
dernier qui s'éerit :

H=TF ou =F

(29, -3%) +0.(29, +9,)=0,; 29, +9, =0 d'ou ¢2=—%1
Donc
_ 4 + 39 _ 3 ¥ _ 6y
V'="-9, 3 et 9T -Ti o 172+ 30
_My -M, 6 E.P, 12 B.Pp 1 + 30 .
Pe—mg—==-"g (g -2 =92 Vi 50
v = F.h.(4 + 3 0)
0 12 E.Ph.(l + 30)
one
_ . _ _ _ 18 E.P1.¥ 30.F.h
M,=0; M, =2 E.Pl(z P, * ¢2) =3 E.Pl.;o1 =% +30 " 2(L+30)
_ o _ . 2+ 30 -2+ 3Q
MO-ZE.PH(—61”+¢1)—~6E.Ph.174+50— 5o <
Done %ﬁ = :—23139—2 . Cette relation et celle de Z ==-0,5 correspondent
1

a la propriété de foyers de déplacement, analogue a celle des points neutres
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et qui s'exprime comme suit :

Dans une construction continue qui ne subit pas d'autre sollicitation
que la rotation d'une barre, les moments aux extrémités des barres sont entre
eux dans des rapports constants - f .,

Il en est de méme des rotations des extrémités des barres.

Pour celles qui ne subissent pas de rotation d'ensemble, on remarque que

M
5y %2 - .3 correspond =2 =-f avec la relation
L T
£ == 2.1 + 1 ot j == 2 f + 1
-j+ 2 -f 4+ 2

Pour ces barres, qui ne subissent que des tramslations, il y a donc quel-
que analogie entre les foyers de déplacement et les foyers fixes, mais, en
général, 1'équation de récurrence n'est pas applicable aux noeuds, parce que
certaines barres qui y aboutissent subissent des rotations, Si cela n'est pas,
1'équation de récurrence est applicable et les foyers de déplacement et les
foyers fixes sont confondus pour ces barres. Donc

(2 + 3 0).F.h

o = =3 (T +50)
Les réactions verticales sont égales et de sens contraires,elles valent:
_ ooy 3 0.F.h
Vo=-Vo=-T =-31+30.1 ,
La translation de l'appui & glissiére est a =¥%.h = F.he(4 + 5 o)

12 E.5, (L + 3 9)

POUTRE A ARBALETRIERS ET ENTRAIT ARTICULE.

Le systéme est extérieurement isosta-
tique M, = M, = 0 , Le plus simple
est donc de prendre comme inconnue Mg,
Lorsque l'entrait s'allonge, les 2
barres 01 et 12 subissent, en ver-
tu des liaisons, des rotations égales
et de sens contraires, puisque le
triangle 012 reste isocele,

é 1 %igé L'équation générale au noeud 1
: : est
_ R R 1 My o1 dy
2, =Y-535-3 "3 51-"¥Y*FEFP*T % *il
ou wo L M1, _1 Jo, + fo,
=E P 3 YZ2E.DP" b2

A des rotations ¥ des arbalétriers correspond un allongement de 1l'en-
trait égal & 2 ¥Y.b.sina ; comme sa longueur est 2 b.cosa , la dilatation
est Y,tga . Si £’ est la section de l'entrait et E' son module d'élasti-
cité, l'effort dans l'entrait est H = Q’.E'.¥.tga , car

2 b.¥.sing = ———=
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Dés lors
M1 = (M1)o - H.h
(M1), étant le moment résultant des charges extérieures pour la poutre 012
sans entrait reposamt sur 2 appuis simples. On a ainsi 2 relations entre M
et ¥ qui résolvent le probléme. .

Supposons, par exemple, une surcharge uniforme compléte p par métre

courant horizontal, 2
My = B'_L _ E'.Q’.D.W‘.tga

8
Or M 2 2 ' .Q’ 2
W=¥L.—3+ 1 .EJ;; u =pJ _E'. .higl_i+gd

E.P" 3 2 E,P° 48 1 8 E.P 3 96

En posant E.P RS

E'.S2 .h.tga ~ ! \wp
on @ g o B2 126 -1 il

1 32 ' 36+1 Ny Ybsina
d'ou g - (M“lg ~ M1 _ 5 p. 12
h 32 (1L +30).h
. 1 . .12 .

Si 8 = 15 M,=0; si 6=0, M, =- 235— (voir page ).

PORTIQUE A DEUX ROTULES.

Le systéme est simplement hyperstatique et se résoud donc facilement par
le théoréme de Ménabréa. On peut d'ailleurs y appliquer la théorie de l'arc &
2 rotules et obtenir facilement la ligne d'influence de la poussée H , qui
est 1l'élastique des fléches verticales de la poutre supérieure sous l'effet
d'une force horizontale égale & l'unité appliquée & l'une des rotules supposée

rendue .libre dans le sens horizontal.

Le moment sollicitant la poutre étant constant, 1l'élastique est effecti-
vement un arc de cercle et approximativement un arc symétrique de parabole du
second degré & axe vertical, dont 1l'échelle se détermine facilement, notamment
d'aprés les formules qui suivent, Si 1'on prend les moments comme inconnues,
la méthode de rotations des noeuds permet de résoudre facilement le probléme
Par les lignes d'influence. On a toujours M, =Mz = O .

Considérons les effets des charges
3' verticales sur la poutre.

1
[ 4
1 Comme il ne s'exerce pas de force ho-
rizontale suivant cette poutre :

M, - M4 Mz - My M, - M9
h - h - h
d'ou

=0

M, =M,

. Ceci suppose les béquilles de méme hauteur.
06 b3 En cas de hauteur inégale,

Mp _ My
hz_h‘l ¢
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Si les béquilles sont de méme hauteur, elles tournent toutes deux d'un angle
¥ , En cas de hauteur inégale comme les déplacements horizontaux des sommets

1 et 2 sont égaux, v b
_ 1 = =2
Fq.h1 = y2~hz et ¥, =&,

La poutre ne subit aucune rotation.
Il reste donc 2 équations aux moeuds (1) et (2) qui, compte tenu des éga-
lités précédentes, s'écrivent : : ’
_ 1 M1__1 M, 1 28, + 9,
v.=¥-F3- 3 E5 2 *ER 6
1 1\% A N NI | Jgal

2= "EFR - 2 TEPB 8 E.E, °

d'ol
6 E.P,.¥=(3+2¢)M,+ (28, +0,)

- 6 E.P, W=(3+2Q)M1+(¢a+2¢b)
d'ou (¢+¢b) 1-x

_ . _ i -x _ X
My "T 3+ 2 o) =% V=515 Y, =3

2
En cas de surcharge uniforme compléte, M, =M, = - 703 ;12 5

Cherchons ensuite les lignes d'influence des effets d'une charge horizontale
sur une béquille

6 E.P,.¥=2 (L + 9).M, + M, + Q.(QL + 2 ¢b)
-6 E.P.¥=M + 2 (1+9).M,

d'on
_ Q-(¢a+2¢b)
My + M = - 3+20
D'autre part, 1'équilibre horizontal de la poutre exige que
M M s
% - iﬁ = - Tf , d'ou M, - M, =
DoncM _ ¥ _ 9. (8. + 2 &) Moo ¥ _ 98 +20)
172 2 (3+209) 2 2 2 (3 + 20)
M M
v1=-v2_-‘{, H, =32 ; Hy, = 1+ 32
En cas de surcharge verticale uniforme compléte p , on a
M. = X2 _ __9.p.h2 X 3(2+90). o _ _p.h2(6+5 9
LI 8(3+2¢9) 8 " 3+20 ' 2 - 8 (3 +209)
= - - _ b.h2 _ _Dph.(6+509), _ D.h.(18 + 11 )
Vo =-V, = ; Hy 8 (5 + 20) Ho 8 (372 0)
5'il n'y a pas de force agissant sur les barres, mais uniquement aux
noeuds, on voit que My + M,=0, M, = - M2 .

Le foyer de translation est au milieu de la poutre.

S'il s'agit d'une force horlzontale F agissant suivant 1l'axe de la pou-
tre, My - M,=F,h , done =%4Fh, M,=-%Fh,.
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2 Dans le cas le plus général des béquil-
les inégales, les équations les plus géné-
rales s'écrivent :

6 E.P.¥V, =2 (L+ )My +My+.....
"6E.P1.y2=M1+2(1+ 02).M2+ o0 oo

M M
- -2 _ = -
(t'h1 ch) +.h2 h1 =0 et
03 ¥.hy = ¥.h,
0d I1 en résulte que si les forces agissent
aux noeuds

1\_[[_1__2(14- 01).hq + hp
§til s'agit d'une force horizontale F agissant suivant 1l'axe de la poutre

p o _ M
by Tk,

PORTIQUE ENCASTRE.

Ce systéme, déja plus complexe, peut se résoudre de diverses maonidres

1°) par le théoréme de Ménabréa; il y a 3 inconnues et les calculs sont
longs.

2°) par les équations de rotation des noeuds, en considérant comme incon-
nues les M et les ¥ ; il y a 5 inconnues, cependant 1l'élimination et la so-
lution ne présentent pas de grandes difficultés.

3°) Par la méme voie en prenant comme inconnues 9y % et ¥ car
g =0 et @y=0. Il n'y a plus que 3 inconnues, mais la solution n'est
pas sensiblement plus simple que par la méthode précédente.

4°) par le principe de la superposition, qui donne la méthode la plus
simple, Nous l'emploierons ci-aprés, & titre de premiére application intuiti-

ve,

Nous étudions d'abord les effets d'une

i 1 N ) force horizontale F agissant suivant 12
,»\} ka\ et que nous considérons comme positive de
1 vers 2. Les équations sont :
gt;) = @, = 0
h | -2 E.Ph[2(§01- ?) - .W] - 2 B.P)(29,49,) = O
- 2 E.P[20,+90,] - 2 E.B, [2(9,-® - ¥] =0
0
T Wj%— 2o (L +9Q) +0.9,=387
09, +29,(L+9) =37
d'olu 3w
' =% T273 Q
Done, My =-M, et M, = - M, , ce qui correspond a4 la propriété des foyers

de déplacement, Donc
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M3"M°+M1-M2~2M1‘Mo

F= h = h
F.h=4E-P[5o.¢,+2?~(¢ -3!')] 4EP[(3Q 1).¢1+31V]
- 12 E.B, W(1+:2-Ji——-)_12}3p 117——9—3, V= 12E2P+(2g+—ﬂi‘.h
M, =-U3=-2ER,(¥-g)=-6ER(1szrigs).V
ennrdiil. Enfecy

: _ _ 3 F.h.
My = -M, =6 E.P1.§01 =6 E.Ph.o.go1 = Z_Y_G_Q_T-QTF

Cherchons maintenant par la méthode de superposition les lignes d'influen-
ce des effets des charges verticales circulant sur la poutre,

Considérons tout d'abord le systeéme comme étant & noeuds fixes, Ious en
affectons les éléments de 1l'indice '. En vertu du chapitre antéprécédent :

M! - M
o= -ty My= 5 A =05 Gy 3205
2 =TT

1 0.9 ]
(1’212)(12551-,1‘95) 1+<2[2(1L+(?)+¢‘A

1— 1-1212 - 2
L - o)z

-2 [Q.@b + 2 (1 + Q_).@a]

=
l

- . - - & . - _ 4
ST (R+30.(27 Q) P M= mw iy M= - w
oo -233).(1.8, + &) 2 (0.0, + 2 (1 +0).6.]
2 1 - i,.1% (2+39).(2+9)

On en déduit que la réaction totale horizontale suivant 1-2, coumptée po-
sitivement de 2 vers 1 est :

M' - M' M' _ Mz' 3 M' - M! 5 (@ -Q )
I 1 _ 3 -2 2 _ 1 1 o1 ST
Hy, =—=% h 2 1 dlou  Hi =z + 35 0).b

Pour réaliser la sollicitation réelle, nous devons superposer & la solli-
citation précédente, l'effet d'une force horizontale F = H], (d'aprés les
conventions de sens adoptées). En affectant les éléments correspondants de
1'indice " , on a

_5(¢a'¢b)'(30+1)- M"——M"— 9O(¢a“¢b)
T T 2(2+39).(69+1)’ T 2(2+30).(60 + 1)

et par conséquent, dans le systéme réel a noeuds mobiles

M, =M + M) ; M.,—M'+M'1'; M2=M£+M'2'; M3=M:;+M'3'
On peut, par les expressions précédentes, obtenir des formules explicites
en fonction de 9,, &, et ¢ .

On obtient :
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$a(B5 0 - 1) + $p(7 0 + 3) . $.(4 + 13 0).+ 11 0. &

My =~ "5 (60 .(E+0) e L G A G
Par. symétrie :
11 0.9 + (4 + 13 9). P . w =70+ 3) s + (50 -1).8
i, = 260+ 1).(2+0) ' 3= 2(6o+ 1).(2+ o)
La poussée horizontale aux pieds des béquilles est :
JIy - M oM MY -Mp 3 M My oMy 5 (G + O)
Ho=HB=—"F " ""1% *~®m ~“2'%*' " ®m =~ T(2+0).b
l1-x M - 1-x 9 -9 _x _%:-9%
VWEST ot T T ST 1 tBoasil V2=1-%Fos1

Le cas de surcharge uniforme compléte p donne :

- L2 -, = 2 SR 1
M°=M3_12 2 +9)"° M1-M2—-Wh7’ H°'H3——4(2+Q).h

_ _ b1
V.=V, =55

Nous pouvons étudier de méme les lignes d'influence des effets d'une for-
ce horizontale sur une des béquilles,

Considérons d'abord le systéme & noeuds fixes.

. N — Sy 2 (1 + o)

iy =0 i3 =0 I Gy I G N Cary)
o (A -24).(i1.8 + ) 2 (1 +9)
w=- 1-i,.4 “’[(2+30)-(2+Q7 b+ ¢°‘]
oo 2 -2i)).(5.% + &) 0.(4 +39)

17 1 -4 .4 T (2+39).(2+9) 7"

- - . —2 = 20
M'Z"—k?!'M;__4+3QM"I—(2+C'JQ).(2+Q)¢5

- _ 4 - - Q
L=t - Ei3o.cr0) B

La réaction totale suivant 1-2 est
g =L My - M) My -M oy M, - M 3 M
12—. - . -

h* ™ 1 B "h*T n *Z-°%1
H' _ XY _ (2 + 3 Q)'¢L (3 Q - 1)'¢b
12 h (2 +39).h
Nous devons superposer & ces résultats ceux de la sollicitation par une
force horizontale (2
gy (2+38309).% - (30 -1).8
F=Hyp=Y (2+ 3 0).1

dtol M M 39+ 1 30 -1
gz—g=-2(60+1;[3—¢a+2+3g)¢b]

3 3 0-1
My = -0 =3 6o + 1 '[y—£53+-2——§3—9¢b]

Done
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w o+ MY 5 My o= MY+ MY M, = MY o+ MY M, = MY oe MY

M, = 2 3 3 3
M, ~ Mq h - M, -M My, - M
V1='Vz’="&_1""";H°= hy* ho;H3='(1‘Ho)=’%+—1‘E‘£
En cas de surcharge uniforme compléte :
. _ _ R.E? 6 + 10 9 + 3 02 v o= o R:B% 9 (30 4+ 1).(2 0+ 1)
My = 12 " (2+230).(2 +0) '’ ° 12 " 2(60 + 1).(2 + 30)
M o= - RB2 3002 + 73 g 4 15
o = 12 " 2(2+0).(6 0+ 1)
M,___p.h2 0.(4 + 3 0) ) M":P'h2 27 9.(2go + 1)
1 12 " (2 +309).(B+0)"’ 1 12 " 2 (6¢ + 1).(2 + 3 9)
A = p.h? (6 0 + 23).0
1T 12 2 (2+9).(6o + 1)
_ p.w 2 0 o - _ _ p.h? 2. (18 o + 25)
My =1 " B+30).(+o @ MW=-W; U= -5 5057 (60r 1)
_ p.h? 0 . W owm - _ p.h? 18 ¢+ 35 0 + 9
My =-"% - (Fr30).(roy Ws=-Uo; Mg=S5= . 575, 0). (6o + 1)

2 2
V. o= -V, = - R __leo DB
1 2 121" 60+ 1 (6 ¢ + 1).1

p.h N .h 29 +5 _p.h 13 + 60

H = p.h 3+ 20
o 2 8 * 2+9 8 * 2+¢ ?

H1=

5.- CADRE RECTANGULAIRE FERME,

Nous le supposerons symétrique et reposant en 0O et 3 sur des appuis
tels que le systéme soit extérieurement isostatique. Comme la propriété des
foyers fixes n'existe pas dans un tel ca-
dre fermé, la méthode par superposition est
1 2 assez longue, elle ne convient pas pour
1'établissement des formules algébriques.

Par contre, on pourrait s'en servir
dans un cas concret, en utilisant les coef-
ficients numériques. Cette méthode convien-
drait, par exemple, pour le calcul d'un ca-
dre non symétrique au point de vue de la
0 3 rigidité; on pourrait simplifier le calcul

7777  en négligeant certains termes trds petits
(voir chapitre V, 4¢ section), Pour le cas
du cadre symétrique, fréquent en construc-
tion, nous procéderons par résolution di-
recte des équations, en prenant les M comme inconnues., Avec ¥ , cela fait
done 5 inconnues.

Lorsque les actions sollicitantes se réduisent & une force horizontale
F agissant suivant 1-2, il est évident, par raison de symétrie, que 9, =%
=¢2=¢3 et M1=M3=—M03~M2

On pourrait d'ailleurs vérifier ce résultat par les équations connues
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- M, + My Mz - M,
h * h
Cherchons les lignes d'influence spécifiques pour une force verticale

circulant sur la poutre supérieure. En prenant les moments comme inconnues,
les équations s'éerivent :

F =

F.h
o= -7

- (M Mg} 1 - -]
%*‘”*E.Ph["zf*‘s]“‘E.Pl ?*6]
o=t Mo Myt Tl My 1 & %a + %
$ = E.P, |6 73 E.F, |3 "6 |"ER 6
R S P Y 1 O + 2 & _ 1R X
%2 = E.Pl[s*a]“EPl 6 =V+55 G %)
_ ) 1 M My 1 My Mo
9= 7 - 55,6 * 7 _E.Pl(s + %)
M, - My =Mz -1
Ces équations se simplifient comme suit :
6 E.PI.W-: - 2 (l + Q)'MO - Q.M1 - M3 (1)
6 E.P).¥=-M; -2 (1 + 9)M, -l - (8, + 28) (3)
6 . .¥= oM, + 2 (L +09).M, + M, + (2D , + 3. ) (2)
6 E.P;.¥V =M, + 2 (1 + ¢).M; + 9.1, (4)
(2) - (1) (39 +2).(My + My) + (M, + M) = - (RP, + &)
(4) - (3) Mo+ M + (3¢ + 2).(M2 +M3) = - (&, + 2¢b)
Dome g - .B80% +3(20+1) & . 3(20+1).0 +3 0D
1T e 3(o+1).(8g +1) 7 7277377 3(¢+ 1).(3¢ + 1)
(4) - (1) - (2) - (3) (0 +3).(Mg-My +M; -N) =23 (g + &)
Done 3 (8, + %)
My - My =My - My = e
Done g oo 899 +3(20+1).8 3 (% +&)
o = 6 (o+ 1).(30+ 1) "7 (0+3)
M —3Q.¢a+3(20+1).¢b_3(¢&+¢b)
17 6 (0 +1).(3¢+ 1) 4 (¢ + 3)
M__3(ZQ+1).¢a+3q.¢b_3(¢a+¢b)
C 6 (0 + 1).(3¢9 + 1) 4 (¢ + 3)
M __5(2@+1).95a+30.i5b 3 (P + B)
3 8 (0+ 1).(30+1) T 2 +3)

En cas de surcharge uniforme complete

_ _ p.lz.Q
Mo =Ms = 7575 3 3).(0+ 1)
12
M1:M2=_ pﬂ"‘(s"'zo)

12 (0 + 3).(0 + 1)
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Nous chercherons de méme les lignes d'influences pour une charge horizon—
tale agissant sur une des béquilles,

Les équations deviennent :

6 E.P.¥V=-2(1+0) M, ~0My-M -0.(26, +6,) (1)
6 E.P1.¥= @M, + 2 (1 + ¢).M, + M, + Q.(@a + 2 515b) (2)
6 E.P).¥=1-M, -2 (1+0)M, - ol (3)
6 E.P;.¥=M, + 2 (1+¢)M + oM, (4)
(M, -M,y) - (M3-M,) =-y (5)
(2) - (1) (SQ+2).(M°+M1)+(M2+M3)=—ZQ.(£56+95b)
(4) - (3) My, + M + (3¢ +2).(M, +M;) =0
_ (89 +2)0.(8a + &) | L 9.(%, - %)
o+ My = - Sy G D 0 Rt T G Be D)
(9, - &,
(4) - (1) - (2 - 3) My -M,+ M -M, = 2_£(%—T—372
M, - My - (U3 -1,) = -3
(B - @) Py - &,)
i A2 o B ny -y = v g
Done Moo= T, Q- (% - %) 9.(30 +2).(8, + &)
° 4 4(Q+3) 2(Q+i).(5Q+1)
g - _ 2B -9%) 0.(3¢ +2).(8,+9,)
154772 (9« 3) 2(0+ 1).(3¢ + 1)

79 (B - 0)  9.(9, + 0,)
4 4 (0 +3) " 2(¢+1).(3¢ + 1)

Y, 9.(% - 9,) 0-@, + %)
M3—4+ 4 (o+ 3) +2(Q+1)au(3o+1)

En cas de surcharge uniforme compléte

MZ:‘

¥ = . X p.b? 0.(30 +2) . p.R.(15 02 + 16 ¢ + 3)
° - 8 12 " (¢ + 1).(3 0 + 1) 24 (3¢9 + 1).(¢o + 1)
M _ bk p.h? 0.(3 ¢ + 2) _Dp.h2(302+8 9 + 3)
1 8 12 ° (9 + 1).(3 0 + 1) 24 (3 0+ 1).(0+ 1)
M, = . B2  p.h2 Q _ _ Db.h2(9 02 + 10 ¢ + 3)
2= T Tt o+ 1).(B0 + 1) T 24 (3¢ + 1).(o + 1)
M. = R:h2 . p.h? 0 _D.h2.(9 02 + 14 ¢ + 3)
3% 78 12 " (0+ 1.(39 + 1) 2¢ (39 + 1).(0 + 1)

Si les charges agissent sur la poutre inférieure ou sur le montant de
droite, il n'y a qu'ad permuter les indices dans les formules précédentes, Il
arrive notamment que le cadre ne repose pas sur 2 appuis disposés sous les
montants en O et 3 , mais bien sur toute 1l'étendue de la barre O3 ., En
supposant la pression du sol uniforme, les formules précédentes permettent de
déduire les moments qui en résultcnt. En cas de charge dissymétrigue, il fau-
drait toutefois envisager la pression du sol répartie suivant la loi de trapéze.
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Si le radier est trés rigide et posséde un empattement, on peut supposer
les montants encastrés a la base et calculer le cadre comme un portique.

6.- PORTIQUE MULTIPLE.

La complexité de cette construction augmente avec le nombre des montants
mais la méthode de superposition permet en tous cas de résoudre le probléme
eu moyen de calculs simples.

Pour obtenir les lignes d'influence des effets des forces verticales,
on opérera comme suit. En supposant les noeuds fixés fictivement, nous pouvons
tros simplement, par la méthode du chapitre antéprécédent, écrire les formules
de tous les moments aux noeuds en fonction de QL et QJ correspondant & la
travée chargée, Ces moments ne dépendent au surplus que de constantes focales,
que nous pouvons facilement connaftre d'apreés les conditions d'appuis des ex-
trémités et des béquilles et les raideurs relatives des barres, Dans le porti-
que & noeuds mobiles, les travées d'extrémités ne reposent pas sur des appuis
simples, comme dans le portique & noeuds fixes, mais sur des béquilles d'extré-
mité, circonstance qui ne modifie d'ailleurs en riemn le principe du calcul.
On obtient dome ainsi M} 4, ., M4, , Mpo g o My g o Moy, My, MG 4, M
puis Mo nops M) Mipq npqs Myyq s ete...
Il en résulte qu'il s'exerce,
suivant l'horizontale de la poutre,

f n=1 } t n+1 une réaction totale fictive :
-] M'i - M 'N 1+ M.!
= —— —-.—Q- —nN-
Z’q: X 3 z S e ]

€ étant le degré d'encastrement de
la béquille considérée, Si ce degré
est uniforme et si h est constant

1 + ¢
2 h

Observons que dans cette somme,
T T T si la ne t?avée est chargée, les ter-
N=1 N N+1 mes prédominants sont M;_1N_1 et
M!y qui sont de signe contraire,
puis Mip n.z et Miyq nyq  qui sont
déja sensiblement plus petits et de signe contraire., Les autres termes pour-
ront en général étre négligés et l'on remarque que J H) sera généralement
modéré et nul en tout cas de sollicitation symétrique.

Z'H:‘l:—

'
ZM)

Etudions maintenant les effets d'une force horizontale F agissant sui-
vant la poutre du portique & noeuds mobiles. Les bégquilles s'inclinent, la
poutre reste horizontale. Si les béquilles ont méme hauteur, tous les angles
¥ correspondants sont égaux. Au noeud (n - 1) mnous avons

Mpg n2 + Mgyt - Mypqy =0
Si nous considérons une travée centrale d'un portique & grand nombre de
travées, nous pouvons admettre que @, = Constante et ¢, = Cte. Dés lors,
la relation précédente s'derit :

-2P.3¢9, ~-2P .(2¢ +¢N—3W)-2P1.3¢n=o
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R (3¢ +1).9, +gy -3¥=0
Supposons d'abord les béquilles & rotules, My = O .

nc
Do 29, +9 -3¥=0
d'ol 12 _ 60 + 1
Pn=Tg 71 WETow1? = (69 + 1.0,
12E.&.Q.Y’
M, = -2EE .(Rg, +¢, -39¥) = o+ 1
Observons Qque
_ _ 20 v _ 409 _ _
oy~ ¥=goT? et 6, ~¥=-goi V= 2 (9, -¥)

Donc nous pouvons eonsidérer la sollicitation de la bégquille comme résul-
tant de la superposition :
1°) d'une rotation ¥ autour de N sans moment :
J — J -— ' - | I
gy =¥ qon-lV MYy=M =0
20) d'une flexion sans déplacement des extrémités

" 29 W; {p;':__ﬁ_g_y?; M;\'j:o; M:=—2E-Ph(2¢,;'+;ol:l'>

PN Lo + 1 29 + 1
_ 12 E.Py.0.¥
et 1'on constate que 40+ 1
M =M 4+ M"

— ! n . = ¢! "o . - M n .
GNPy Oy g =@+ MN MN+MN, "
Examinons ensuite le cas des béquilles encastrées, @, =0

I1 en résulte que

_ 3 v _ _ - - 6o + 1
00 = TTES T et M, =2ER(g -5¥ =-3EE.Vieig

6 N My 6 + 1
Mn=5E‘Ph'W3_T?_9_,__£ ‘ d'ou E:-—%Q_'

Nous pouvons encore considérer la sollicitation comme résultant de la
superposition de 2 autres.

1°) une inclinaison de la barre encastrée en N sous l'effet d'un moment
constant

oy=0; ¢ -3¥=-(29 -37) d'ol p! = 2¥
My =M =2 E.Ph.(go': -3Y) =-2 E.Ph.?P
2°) une flexion sans déplacement des extrémités
__ _E.Pn.¥ . _2E.B.V.(12 9 + 1) | wy
M"N“"—_—50+1(120+1)’ MY = 30+ 1 H ﬁ‘g—-ﬁ'
I1 en résulte que :
My V.(12 9+ 1)
" o_ no_ =N _
oy = 0 0= - TE.B 2 (3¢ +1)

On constate que, en effet :

Oy = oL+ gl 5 @.= @b+l 5 M, o= MY e MY My = MYy o+ MY
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Pour l'encastrement imparfait, la situation est plus complexe . Mais
i'aprés ce qui précéde, on remarque que, d'aprés les propriétés générales des
parres fléchies sans déplacement des extrémités et non chargées

.. -e) - -t - &
oN = - Y ¢: ou encore ¢s = -3 E.P,.¢ Yy
2

Si la barre est inclinée d'un angle ¥ sous l'effet d'un certain moment

MY, , on a
2o+l -3V=-(p+2¢ -39

3(gg +9)=6V; o+l =27
et la déformation d'encastrement ne dépendant que du moment en ce point
1 - ¢
1 o L ee———— ]
PN =" FED.e
I1 en résulte donc que :
—,__L—_.E._M
Py = 3.E.P,.e N

d'ou les 2 relations
2 (39 +1).9, +9, -3 ¥=0

_3_.&.:_. 3‘(}7‘)

~T -5 %, =29 + ¢

n
_ y~£6 ¢ +1).(1 -¢€) .
49 +1 - 6.9 !

4 - ¢ _ .
(on+2(l~8§ goN”BW-—O d.'OU. ¢N

0 = V. (2 + €) .

hn - 2(40 +1-¢€.9)"°

Si 1l'on fait € = 0 , on retrouve les valeurs précédemment établies pour
le cas du simple appui; si l'on fait & = 1 , on retrouve les formules établies
pour le cas de l'encastrement parfait.

1 -¢
(60 +1) T555% %

Y

Donc la formule générale de l'encastrement partiel est :

& l'extrémité de gauche; & l'extrémité de droite elle change de signe, Donc

_ 3EP,.e¥.(69 + 1) u =8 E.P,.%0,(2 +e) My _ 60 + 1).¢
Uy = - 40 +1 - ¢€.9 ! n- 409 +1 - ¢€.9 Y M,T T2 ¢ (2 + e

On peut déterminer le degré d'encastrement au point =n par la relation :

My 3 E.P.g' _ 191 - 40
¢n-—7fjj;--4o.5E.% d'ou € =To +1

Ce degré d'encastrement est indépendant de ¢ , il ne dépend que de ¢.
Dans le méme systéme & noeuds fixes, on trouve :

e' _ 409 143 " 4 0
1-¢ 2-0,6¢ d'ou =T o+2-05¢

€' étant le degré d'encastrement des tétes de colonmes,
e le degré d'encastrement des extrémités des poutres (voir précéd.)

L'encastrement des noeuds d'un systéme varie donc suivant que le systéme
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est & noeuds fixes ou mobiles, mais d'une maniere d'autant moins sensible que
est plus grand. En toute hypothése, le degré d'encastrement des pieds des
‘solonnes joue un trés faible réle. L'équation d'équilibre de tramslation s'é-

erit : F—Z’M"—MN
- h

Seulement les valeurs précédentes de M, et My -se modifient vers les
béquilles d'extrémités, d'une maniére qui dépend des conditions d'appuis. Nous
allons rechercher les corrections & appliquer dans le cas le plus général d'un
degré d'encastrement ¢ .

Nous supposerons d'abord que l'appui d'extrémité soit conmstitué par une
péquille O, . Nous admettrons que, & partir de la 3¢ béquille, II, , la sol-
licitation moyenne soit réalisée.

Done
0 1 2
1 - ¢ .
%o = " FTE.5.c Mo
S SR
91 " TE.P..s o
_¥(6 0+ 1).(1 - &)
41T Tto+1-c0
o */7/7]/7,7/; Mo % Y o, My op_
0 I 11 My ~ oy ° My v T MN T gy
Au noeud 0 —E‘,E,Ph(go0 + 29, -3¥ -2EB(2g, + ¢9,) =0
Au noeud 1 - 2 E°Pl(2 9, + goo) ~-REP(Rg, + 9, -39 -2EPR(2¢g+g) =0
Enfin, aux pieds des béquilles :
3 E.Py.¢ )
M, = - 1_'—8-¢0=2.E.Ph(2¢0+§0°—337)
et
3E.Pne
MI=~__T_——3-¢1:2E'Ph(2¢I+¢1 -3 7)
Aprés transformation
Q.¢°+2(29+1).¢1+¢I+Q.(on~3Yf=O (1)
9o+ 2oL+ 09 +0.p, -3¥=0 (2)
¢0 —i—-:_e +§00—3W=O (3)
€
7% .2_—‘_2..+g0 _3?‘:0 (4)
1 1 -c¢ 1
De (3) et (4), on déduit :
= l-e . - i} _l-e
9%, =(3¥-9) 355 9, =B Y¥-90) 3755

Remplagant dans (1) et (2), on obtient, aprés groupement

9 1 - ¢ ¢ 3 1 - ¢
2o e & _uI - — & -
Q¢n+[4q+2 2—0,5@];0“ go(l 2_0’5,5)+<p 0



5:[2+20"2.1_6,855]+%"%(1 216,658) 0
P A v Il el e el e
on ¢ - (4or2-5= o) (B 20 -3 - 55 %
) '%9(1—2—%—6’-@5—8)-(2+20-238;6)'[340{(1“3-1-6.859""]
bn 0%~ (4 o+2~2—f6,—§-—€)-(2+2¢—2fa,§e)

on en déduit
3Y - 9 1 -¢ O _ %o (2¥ - 9 1-e
9o o Lo (m——=2) (1 - 5==s—) ; L= (L - et
ra T UrEese) gty T e os e
Le développement de ces expression sous leur forme la plus générale est
tres complexe; il est préférable de les calculer pour des valeurs concreétes
dge ¢ etde ¢ .

Ainsi, pour ¢ 1 et € =0 (articulation) £ 5, Ly = v )

¢h gpn:
On _ 35_ . Qo _ 139, @, 61, @1 _ _6_
= =1 - = = =1+
Oy 511’ ¢, %7 e, 73’ Py 511
Pour ¢=1, € =1, on trouve :
vy 8 4 20
o _ ¥ _ Lo 4L . 91 _ 20

9, ;-¢n—3;(o0=¢N:O;¢n 23 ' g, g3 9179 =0

On voit que, méme dans le cas assez défavorable ¢ = 1 , les valeurs
moyennes des rotations sont déja approximativement atteintes des la 22 béquil-
le, l'erreur commise en supposant qu'elles se réalisent & partir de la 3@ est
done insignifiante. L'erreur sera d'autant plus faible que ¢ est plus grand;
or ¢ est généralement supérieur a 1.

Les corrections seront différentes si 1l'appui extréme n'est pas constitué
per une béquille, Ce doit étre nécessairement dans ee cas un appui simple &
dilatation, sinon nous aurions une construction & noeuds fixes. Nous admettrons

encore que les valeurs moyennes des rota-

0 1 2 3 tions soient atteintes dés la 32 béquille,
vz R ' ' Les équations s'éerivent

M, = 2 E.P,.(2 9 + 9) =0
Au noeud 1 :
- 2EP(2p;+ 9) -2EP (2o, + 9, -37Y)
- 2EP (2 g, + g02) =0

T vz A
I II II1I Au noeud 2 :

-REP (29, + ) -2EF (2 9,+ ¢.-3Y¥) -2EP|(2 p,+9) =0

En I ;olg——l—_?-’-%—g+ (01—517:0 (1)

2 - 0,5 ¢ _
Ba 11 Y5 1T -6 tP-3¥=0 (2)
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on peut écrire les 3 premiéres équations en éliminant @,
(4+7Q).¢1+29;¢2+2¢I-6W=O (3)
¢1.o+2(o+2).¢2 f oty -3¥=0 (4)

En tirent de (1) et (2) les valeurs de @, et 9 p on élimine ces inconnues

2 (1 -¢

¢1(4+7Q)+20.¢2+2_ (3¥-9)-6¥=0

9.9, * 2 (¢ + 2).¢2 + 0.0+
Aprés gimplification

¢1.[4 (3+79) -7 e.o] +20.(4 -¢).9,

0.(4 - €).gy + 2 §02.[4Q + 7 - e (0 + 1)]

6 V.(2 +¢)
3¥.(2+6e) -4~ ¢y

I

d:Ol‘l 4 -
. 6(2+e)('0—[2(20+7)—e.(2+o)_]+2¢2.(4-e)2
-__1= n ..
9, 2[4 (3+79) -7 8.0].[4(,) + 7 -¢e.(0+ 1)]—202(4-3)2
z | ]
9 3(2+e)-¢-h- 4 (3+5 ¢ -5¢€.9-0.(4-6).]4(3+70) -7c%¢.0
0, 214 (3+79)-7¢€0][40+7-¢e.(0+1)]-2¢2.(4 -¢)2
oy (B0 +1).(4-¢) 9 97 g’
_2U= 2 + & (31”_?2_)23
oy (8 0+1).(4-¢) g ¢ g
- - Y. W_ . @1_ 131 g, _ 100
Pour ¢ =1 et e—O,¢n—5,¢h_’7,¢n_106,¢n_106
ﬁ~1_-—25-— . ...-.,»:.!:—1_‘_ 6
oy~ T 14 x 108 oy 14 x 106
_ _ Y 8. ¢ _ 4L . @ _ 61 .
Pour ¢ =1 et 8—1,2‘0‘;\'—3, ¢n—3§, ¢n_64,
9 =9 =0 Op= 9y =0
Nous pouvons conclure comme dans le cas précédent, méme plus formellement
encore,
Dans un montent d'extrémité Aa : M - M, = - 6 E.P (¢, + p,- 2 V)
Dans un montant central =N : M, - My =-6EPR(g, +py-2¥)
Done N Yo + Pp - RV
Ma'MA"(Mn’MN) ¢n+¢N_21V
o Py (89 +1).(1 -€) 2¥
_ D n oN ° 1+ 0,5 ¢ D
= (M, - M) L. (60 +1).(1-¢ 2F
) 1% 0,0 ¢ P

M, - M, = K,(M, -M)
Donc, s'il y a m béquilles, on écrira :

Mh-]wN
F=-—E~—[m—4+2(K1

P 5]
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pans le cas ol les appuis d'extrémités sont des béquilles
= = - 113 - S

1) pour ¢ =1 et e=0, K =%, K =1+ 153
38,6 _, 27

73T 73T 73

Si m est assez grand, l'erreur commise en supposant K, = K4 = 1 est
faible. Pour m =4 , l'erreur est de 27/265 par excés, Pour m =8 , l'er-
reur est 27/557.

C
aon 2 (K, + K,) = 4

4 . - %4 . o -9 __ . - 90
2) o=1, e=1; Ko=1-g3==m i K= 1+ oo 2(K + Kq) = 4 - 555

s 90 20
= ! —_— =
pour m = 4 , l'erreur par exces est 1106 @ Pour =m = 8 elle est 5595 °

Dans le cas ou il y a des travées en surplomb des béquilles extrémes,
munies d'appuis de dilatation & leurs extrémités, on a :

25 6
1) pour ¢ =1, =0, K =1-7—"5i % =1+73108
19
27 9 45
£) pour ¢ =1, e =1, K":i—l.‘Tl—G_; K2=1+§3§;2(K1+K2)=4—ﬁ

done finalement
,.Mn 6 + 1).¢
F=3 [1 Y2 o0.(2 + 85]'(m‘ &)

m étant le nombre des béquilles,

£ un terme de correction, gémnéralement < 0,3, d'autant plus petit que ¢
est plus grand et gque l'on peut négliger si m est assez grand ou bien en
premiére approximation,

Ayant déterminé pour la construction & noeuds fictivement fixés

sE = - X8 puy
on superpose a cette premiére sollicitation l'effet d'une force
F = SH!
d'ol on déduit F.h

Uy = 60+ 1).0]

+ , €

(m - 9'“ Y2 o.(8 + e5]
et de la, M} , etc...

Par superposition, on obtient alors M, = M} + MY} , M, = M} + M , etc.

Observons que F = JH! pouvait aussi se déduire de la ligne d'influen-
ce de L H! tracée d'aprés le théoreme de Maxwell (voir p. ) Cette élas-
tique doit se tracer d'aprés la théorie ci-dessus exposée de l'effet d'une
force horizontale. On voit qu'elle est trés simple & tracer; elle est la mé-
me dans presque toutes les trovées, sauf aux extrémités.

En conclusion, un portique rigide, & grand nombre de béquilles, a noeuds
mobiles ne subit que de faibles rotations ¥ sous l'effet de surcharges ver-
ticales et peut en avant-projet, étre approximativement calculé comme s'il
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stait 3 noguds fixes. Une corregt%og est utile si les colonnes sont trés peu
rigides. Si les mon?ants d'extremlte’sogt plus rigides que les autres, ce qui
ost désirable, car ils sogt plug fatigués, on peut trés approximativement con-
gidérer le systeme comme étant a noeuds fixes.

‘Pour les lignes d'influence des effets des charges horizontales éventuel-
les, sur %es montants extrémes, on opere par superposition exactement de la
méme maniére que pour les charges verticales, On peut envisager que F se ré-
duit sensiblement & la réaction horizontale

_ My - M}
B = -y - B

de la béquille considérée.

.- CADRES MULTIPLES.

Considérons une construction formée d'une série de cadres rectangulaires
accolés et comprenant 2 membrures horizontales et une série des montants ver-
ticaux équidistants. Si les 2 membrures sont identiques et si une force hori-
zontale agit suivant l'une des membrures, il est évident gque la flexion des
montants est symétrique par rapport & leur milieu. Il y a donc un point d'in-
flexion au milieu de chaque montant et on peut étudier la construction comme
formée de 2 portiques continus opposés, articulés aux points d'inflexion des
montants.

Si les moments d'inertie des membrures sont différents, les points d'in-
flexion se déplacent et se rapprochent de la membrure la plus faible, Supposons
les cadres égaux, les membrures constantes et les piliers uniformes, Le nombre
de cadres est supposé assez grand pour que la flexion de tous les montants
soit identique, Au noeud supérieur :

-2EP,.39,~-2EP(2¢, +9,-3Y%) -2EP,.3¢9=0
ne ou 2(3@8 +1).§0s+g0i..—..’5¥f

de méme ¢, + 2 {3 ¢, + 1).9, =3 ¥

d'ou

En rapprochant de la formule des portiques
a4 béquilles imparfaitement encastrées
Pn _ 1+ 0,5 ¢
oy~ (89 + 1).(L - ¢)
_on voit qu'au point de vue du calcul, tout se passe comme si on substi-
tuait & la membrure inférieure un degré d'encastrement tel que

nj

2 (1 -¢) 1 g, = 22

I 2+ ¢ 6o + 1 ot
1 en résulte que My  209.(2 + €) _ 9 89 +1
M; - " (69, + L).e T 9 T 6o, + 1

En fait, cette assimilation est exacte, mais risque de préter & confusion.
Car substituer & la continuité en n; un encastrement suppose tous les appuis
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ipdépendants les uns des autres, ne réagissant pas l'un sur l'autre, alors
3:16 au contraire les rotatiPns aux noeuds ny -réagissent sur celles des
poeuds voisins,.de méme qu'a la membrure supérieure, Il n'y a d: ailleurs pas
de raison d'envisager un encastrement plutét en i qu'en s , & moins que

1a membrure inférieure ne soit trés rigide. Si° ¢; = oo , l'hypothése d'en-
captrement parfait est exacte. D'autre part, comme nous l'avons vu, le degré
d'encastrement superieur est L 4 9

S

T4, + 1
On peut d'ailleurs obtenir cette formule directement en résolvant le
gysteme de ‘2 équations en fonction de V.

_ V(601 + 1) , o = V. (696 + 1)
%" 12 q,.0, + 4 (9, *9;) + 1’ I 7 12 05.09p + 4 (95 + ) + 1

v .
si 91 = % 0= 9= 55T

et en déterminant ensuite M, et IM; en
1g 2, fonction de ¥ .

Toutefois, ce rapport n'est pas exact
aux montants d'extrémité.Nous admettrons
qu'il soit trés approximativement réalisé

1 2, a4 partir des seconds montants d'extrémités,
Dans ces conditions, au premier sommet
supérieur :

- 2EP (2 ¢y + ¢! -3¥) -2EPR(2¢9+q)=0
2 (g + 1).9! +9} =3 V- Q-9
oL+ 2 (Q‘ + 1)-§0; =5W“Qi-¢|

d'ou 0 o
3(29,+ 1) -2 (g, + 1).Qs?s'+ 0 T

ou

De méue

2
14 4 9.9, +4 9, +4 9 +3
ﬁ_S(Zos+1)—2(os+1).o,-%‘+os-%s
12 4Qt.Qs+4QI+4QS+5
2 @
o, 3o +1) -2(q + V.o Fro G
: =
I 3(20,+1) -2(0, + 1.0, F+ o £
1 !
g__2%+-‘wl"3
up o gs 2 0,
N

Aprés développement, on trouve

My 9 48 9,.9 + 44 0,.9; 24 @2
MY 7 o T 480,.0, + 44 9,.0; + 24 92
ML o (3o +1).(1695.9;+ 8 ¢
T "9 (2o, + 1).(16 0.. 0, + 8 0,

+

20Q; + 8¢9, + 3
209, + 8¢9y + 3

801 + 4) + 4 05.0;] - 1
8o +4) +40,.0,-1

+

ou

+|+ +]+
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Le terme 409, .9; - 1 est négligeable, de telle sorte que, trés approxi-

pativement : ML Qs 3 9p +1
MI™ @i " 309 +1

Ces dernidres valeurs sont généralement peu différentes 4e celles des rap-
Ports ¢5 /¢' et MS/M‘ ° ’

Par exemple, pour ¢, =1 et ¢; =2
. M 13
%=%.;;’.=o,352; & = 0,189 ; %:—:%:1,86'; = - 1= - 0,95,
Hauteur du point d'inflcexion : yi= —%L— = 0,517 h
! 491 _ . oo . @s _ 491 My 1253
%% = 551 © 0,577 ; T = 0,374 ; ¢; = 318 = 1,54 ; - Ti58 = 0,88
u* 7
Oon voit que trés approximativement == = - 5
I
. ' . h
Hauteur du point d'inflexion : Yi =188 = 0,532 h
3

Donc, pour un calcul approximatif oud'avant projet,pour toutes les char-
ges aux noeuds, on commettra une trés faible erreur en admettant que les points
d'inflexion de tous les montants sont au méme niveau, ce qui permet de divi-
ser le cadre continu en 2 portiques articulés.On voit aussi que le niveau des
points d'inflexion est toujours trés voisin de la mi-hauteur des montants.

La petite différence constatée ci-dessus pour les montants extrémes par
rapport aux montants courants serait atténuée si les 2 membrures se prolon-
geaient en dega du montant d'extrémité,les appuis extrémes étant des appuis
simples & dilatation.

Tous les montants y compris les extrémes sont alors placés dans des condi-
tions d'encastrement quasi identiques.

Enfin, observons que l'on pourrait aussi calculer le cadre comme un por-
tique 3 béquilles encastrées (puisque le degré d'encastrement est

_ 40; _ 1 _ o4 . 1

C1 T +1°7 T =1-1 0; st 01~ %
i T
I

Mais ceci seulement au point de vue du calcul sous l'effet des ¥ , car
la notion d'encastrement est lide au mode d'appui ainsi que nous 1l'avons mone
tré, & moins que la membrure inférieure ne soit trés rigide., Comme ¢; est
généralement > 1 , on voit que ¢ est trés voisin de 1 . Ainsi pour
Q'=5) 850,95.

Toutefois, pour conserver ce méme degré d'encastrement au pied du montant
extréme, il faut que la membrure inférieure soit prolongée en forme d'empatte-
ment assez long.

Pour les cadres étagés, il n'y aura pas de difficulté & diviser le syste-
e en une superposition de portiques multiples & montants croisés par rapport
& la membrure, les extrémités des montants étant articulés suivant les 2 lignes
de points d'inflexion situées aux milieux des étages. On peut de la sorte étu-
dier les effets d'une force horizontale F agissant suivant une membrure. Si
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1es montants sont nombreux, les effets se{ogt‘réduits et cela Q'aut§nt pl?s
qu'il y aura plus de noeuds rigides. En genéral, les constructions a porquues
ou cadres multiples, si elles ne sont pas a noeuds fixes peuvent &tre tres ap-
proximativement considérées comme telles. En tous cas, on cal?u%eya comme SysS-
tome de base celui & noeuds fixes. La correction due 4 la mobilité des noeuds
ge fera par superposition. Il r'y a pas de difficultés de principe,seulement
un travail de calcul assez long.

ACTIONS HORIZONTALES LONGITUDINALES SUR LES CONSTRUCTIONS CONTINUES. (freinage)

On peut ramener ces actions & une force horizontale agissant suivant les
poutres, dont les effets sont connus lorsque le systéme n'est pas & appuis
fixes, plus un moment incident & l'aplomb du point d'action. Nous avons vu
comment les lignes d'influence des effets des charges verticales permettent,
par leurs dérivées, de déterminer les effets de tels moments.

kstskskokskskskskkkskokkok

CHAPITRE VIII.

SYSTEMES A NOEUDS FIXES.

Lorsque les appuis de ces systémes sont librement dilatables, une varia-
tion uniforme de température ne produit pas de contraintes, sous réserve des
résistances de frottement des appuis. C'est le cas d'une poutre continue dont
tous les appuis sauf 1 seraieunt pourvus de dispositifs de dilatation. Mais si
les variations de température de la poutre sont diverses a la partie inférieu-
re et & la partie supérieure, nous savons qu’'il en résulte une flexion. De mé-
me, un cadre triangulaire rigide, extérieurement isostatique, ne subit pas de
contraintes sous l'effet d'une variction uniforme de température, mais bien
si les arbalétriers prennea. une températuvre différente de celle de l'entrait.

La libre dilatation des portigues continus en béton armé n'est guére réa-
lisable; elle exigerait que les pieds des béquilles fussent établis sur des
appuis & dilatation ou, mieux, que les béquilles méme constituassent des ba-
lanciers,ce qui revient & les articuler au pied et i la téte et & supprimer la
rigidité des angles. Fréquente en charpente métallique, cette disposition ne
l'est gudre en béton armé. Si dans une telle construction, les appuis extrémes
sont fixes, les variations de temrérature vont donner naissance & des tensions
internes dans la poutre, qui peuvent 8tre importantes et exercer  des efforts
considérables sur les appuis, La grandeur de ces efforts, d'expression

.E.6t. {2, est proportionnelle & 1'élévation de température et & la section
de la pidce, elle ne dépend pas de sa longueur. Ceci implique une température
et une élévation de températurs uniformes des divers éléments, C'est 1la une
hypothése simplificatrice irréalisable. En fait, les variations de température
seront surtout superficielles et décroitront en profondeur. Dans une membrure
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de pont, elles seront plus grandes dems la partie supérieure éngolég que dans
1a partie inférieure., On pourrait envisager les effets d'une élévation de tem-
grature inégale, introduisant un ¢ouple de flexion_thermlque constan@, de la
nbme maniére que pour les poutres continues, Mais si les gfforts ne depen@ent
pas de la longueur de la piéce, la dilatation qui donne 1}eu aux déformations
ot fissures éventuellement visibles, est proportionnelle a la longgeur. Pour
gviter des désordres, il faut veiller 2 permettrg aux effets thermiques de se
gévelopper sans contraintes excessives et sans déformations permenentes ou
ruptures. Pour les portiques, cela gevient a rendre }es appuis d'extrémiteé ;1—
prement dilatables - réellement ou élastiquement -, & rendre les montants as-
gez flexibles pour que les dilatations thermiques n'y produisent pas de mo-
ments élevés, tant aux extrémités que dans la partie centrale, enfin de pr?voir
des joints de dilatation dans les constructions assez longues, ou encore, a
gubstituer des arcs courbes ou polygonaux aux travées droites. Dans ce dernier
cas, les appuis extré&mes peuvent &tre fixes.

D'aprés cela, on voit que la considération des effets thermiques ne per-
met pas,en général, de réaliser des constructions & noeuds fixes, Cela n'enlée-
ve rien & la commodité de la conception du systéme i noeuds fixes fictifs pour
1'exécution des calculs., D'ailleurs la mobilité des noeuds n'a de raison d'étre
qJ37ies effets thermiques. Lorsque ceux-ci sont insensibles, tels que dams les
constructions enterrées, la fixité réelle des noeuds est sans inconvénients.

L'étude des effets thermiques dans les constructions & noeuds fixes se
réduit donc & celle d'un certain nombre de cas particuliers tels que les semi-
portiques, poutres & arbalétriers, arc-boutés ou & entrait, ete... A titre
d'exemple nous étudierons la poutre arc-boutée symétrique, les extrémités ayant
un degré d'encastrement ¢ . En cas d'élévation de température, les 2 barres

tournent d'angles égaux et de signes contraires

_dt.l1
V=3
En effet, l'allongement de chaque arba-
rd . 6tol N
létrier est 5 oo5q ! auquel correspond
un angle v - 6t.1 .1
~ 2 cosa.tga 2 cosa
Par raison de symétrie
% =05 9, =-9, ;7 M =
Au noeud s
1 M M
0,=0=-V-5573 (T +3)
1 - 1 M M
funoeud s i g, = -gppsk c- Vg (F )
Done 2M, + M, = - 6 E.P.V MS+-2--€-M-3-=6E.P.1V
doh  w, = -EEEgppy u, = L EL 0
S@ e =0 éarticulation en a et bg My =0, My = - 3 E.P.Y
81 ¢ = 1 (encastrement en a et b M, =6E.P.Y, Mgq=-6E.P.¥

(POints d'inflexion au milieu
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Supposons que les appuis en a et b soient remplacés par un entrait
rigide sur appuis simples. L'équation au noeud s ne change pas :

2 Ms + My = - 6 E.P.V
Au noeud a elle devient :
1M M. o 1 u,
‘W*zE.P(s“s)“’ZE.Pl'z |
ou ;
M, + Ma-(é—%‘g—é> = 6 E.P. V¥V avec o = %}

Donc en cas de variation de température
des arbalétriers par rapport & l'entrait, tout
se passe au point de vue du calcul des effets
thermiques, comme si l'on avait des arbalétriers

imparfaitement encastrés tels que

2_49+3 , a'od e = 4o
€ 2 9 40 + 3

2 + 1 .
My -:?,_-(QLTI’GE'P'W'
Q

6 E.P. Y

T 9+ 1
La poussée thermique suivant ab a pour expression :

2 (M, - M) M, - M
= T 1.sina cosa = h

Hab

Elle agit suivant ab lorsqu'il y a articulation en a et b . En cas
d'encastrement parfait, l'alignement de la poussée est & hauteur h/2 au-
dessus de ab , au niveau du centre élastique. Dans le cas du cadre fermé,

c'est & la hauteur %}%g;é%r au dessus de ab . En cas d'encastrement impar-
hx § ¢

. ‘ ' .
fait de degré & c'est au niveau T(1+2a) "

2.~ Systémes & noeuds mobiles.

Les dilatations connues des barres entrainent des déformations de la
construction, définies par des rotations ¥ des barres. Ces rotations sont
déterminables en vertu des propriétés géométriques du schéma de la construc-
tion et des conditions d'appuis. On peut donc écrire toutes les équations aux
noeuds, dont les seconds membres ne contiennent que les quantités ¥ connues,
puisqu'il n'y a pas de forces extérieures ni de moments extérieurs. On résout
le systéme de ces équations soit directement, soit d'aprés le principe de su-
perposition. Nous examinerons d'abord & titre d'exemple, le portique simple,
lmparfaitement encastré. Par suite de la dilatation de la poutre, les béquil-
les prennent des inclinaisons inverses, égales en valeur absolue &

ot.1l
2 h

Par raison de symétrie : ¢ = - ¢, ; @, = - ¢,; M, =Mz et M, =M,

V=
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Done, au nosud 0 :

v 2| ' 1-¢ 1M, My
i I me  eteeee—— = tm— —-1 -
[ % =" FTER .l E.P,,(s +g) - ¥
- L My Moy 1 My
i v, = - ¥-535 3 +6)"E.P1' 2
H D'ou
2o , u, = 6 E.P, .V
4o 3
W/ D0, 78w
Mo+§—"<'-;-2—Q-M1=-6E.Ph.P‘
Done 18 e.(1 + ¢) .E.Pn.¥ y __6(2+¢).0.EPp.¥
°7 2(3+29) ~¢€.9 1 - 2 (3+20) - €.0

En cas d'articulation
6 E'Ph -Q,oy 3 E-dtuIl

=0, Mo =0, M1=-TF3vz9 "B (GB+2q)
_ _ 3 E.ot.Iy
T h2.(3 + 20)
En cas d'encastrement :

La poussée est H et agit suivant 03

6 E-Pho?o(l + Q) 6 E-Ph.?p‘.Q
MD = ; M1 = - ——T
2 +9 ( ) 2+ 9
, _6EPh.V(1l+20 L, s 1+0
La poussée H = (2 +0).b et agit a la hauteur h T+ 20

niveau du centre élastique.
En cas d'encastrement imparfait, l'alignement de la poussée est a la

hauteur 2x5€.(1+91 H_6E.P.|,.3F 3 +4 .0+ 20
3€ +20 +4€.0 R G A

Considérons ensuite une poutre & 4 travées 0, 1, 2, 3, 4 et 3 béquil-
les I, IT et III. Les appuis O et 4 sont a dilatation. En cas d'éléva-
tion ou d'abaissement de température,

par raison de symétrie,

2 3
Q 1 ?) goIII'—'O’ ¢2=¢II=O’
0 ot.1
A T w NI
¢1=-¢39 ¢°=-§04

Les moments sont égaux deux a deux.
Il n'y a que 2 inconnues p, et ¢, .

Au noeud O :

M, =0=2E.P :
A ° 1(2 g+ 0)
i 11 111 A

Aunoeud 1 : - 2 E.P|(2 g, -%1-) -2E.B(2¢, +3¥ -2EP .29, =0

6 v 3 ¥
or(7g +4) =-6¥; 0= ForE Yo TTevd
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I1 est dés lors facile de calculer les moments. On résout de méme, au
moyen de 2 inconnues, le portique & trois travées et 4 béquilles et celui a
4 travées et 5 montants.

Comme les effets thermiques sont d'autant plus considérables qu'il y a
plus de travées sans joints de dilatation,les constructions importantes comp-
teront rarement un plus grand nombre de travées que ci-dessus. Donc, en géné-
ral, on pourra pratiquement procéder a la résolution direct? des équations.

Si 1l'on avait exceptionnellement un grand nombre de montants (par exem-
ple plateforme monolithe ou tablier sur un grand nombre de montants flexibles
peu distants) la méthode de superposition peut s'appliquer simplement comme

suit.

Les dilatations étant connues, on peut déterminer les ¥ de tous les
montants. On peut dés lors écrire les équations en tous les noeuds, en pre-
nant les ¥ comme inconnues. En général, le nombre des équations est réduit
par raison de symétrie.

On considére le systéme d'équations comme formé de la superposition de
tous les systémes gque l'on peut écrire en considérant successivement et iso-
lément les ¥ des divers montants. Chacun de ces systémes est celui de la
construction a noeuds fixes fictifs dont la béquille correspondante serait
fictivement chargée de telle sorte que

Jo, = 12.E.P.¥ do,= - 12.E.P.¥

Par la propriété des foyers, la résolution de chaque systéme est immé-
diate. On superpose ensuite les résultats de tous les systémes. Comme il a
été observé déji, cette méthode s'applique de préférence aux calculs numéri-
ques et exige une grande attention quant aux signes. Les résultats seront
systématiquement notés dans les tableaux. Le calcul se simplifiera du fait
qu'on pourra négliger certaines valeurs trés faibles des moments aux noeuds
les plus €éloignés de la béquille considérée.

On se rend bien compte de la croissance continue des déformations et des
effets thermiques vers les extrémités dans de longs portiques multiples, ce
qui montre la nécessité d'intercaler des joints de dilatation. Si les varia-
tions de température sont suffisamment atténuées pour que les joints de di-
latation soient peu utiles, au moins faut-il réserver en cours de bétonnage
des joints de retrait, quitte & les bétonner aprés coup si l'on veut bénéfi-
cier complétement des effets de la continuité.

CADRES FERMES.

Les cadres fermés méritent une mention particuliére, car leurs appuis
Peuvent permettre leur libre dilatation d'ensemble. Une variation uniforme

de température n'entrailne aucune flexion ni contrainte. Mais une différenciation

de température des barres produit des flexions. Nous avons examiné déja

le cas du cadre triangulaire. Nous examinerons ensuite le cadre rectangulai-
re, dont nous supposerons le long coté supérieur de température variable.
Par raison de symétrie : P, == @,y @.=-@z, My =My, M =1, .

Au noeud 1 comme pour le portique simple

M°+-3—+-Q—2—-Qim[1 =-6E.R .V
8
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Par raison de symétrie au noeud 0O

oo % By 5—+7?—3‘-M0+M1=6E.Ph.w
i / i

En comparant ces équations a
celles du portique, on voit gqu'elles
sont les mémes que si les béquilles
/ étaient encastrées au pied,d'un de-
/ gré tel que ‘

; 0 Qi '3
Y000 §_5+20] - ZQI
e~ 9 & =TTz ()

ceci au point de vue du calcul des effets thermiques.

Dés lors
p .18 E.Pp.V.(1 + s ).0 .oy . .18 EPRF.(1+ 05).0

o= (3 +29;).(3+2¢9,) -09,.9 "’ 1 (3 +20).(3+205) - 9,.9,
On en déduit la valeur de la poussée thermique
MO-M{
H==—5

dont la ligne d'action, suivant l'alignement des points d'inflexion des mo-
ments est & hauteur h.(1 + 0s). 0

Q *+ 9, +209,.9
On peut opérer de méme pour des cadres multiples. Si le radier est trés
rigide, on obtiendra des résultats assez approximatifs en supposant les mon-
tants encastrés au pied. On peut d'ailleurs déterminer facilement le degré

d'encastrement par comparaison avec les équations des portiques & montants
imparfaitement encastrés.

koK kR kok Kook kkskkk

.

(*) Dans le cas de sollicitatlon, on a

2 .
gy - 200
1+ 2 pj
En effet, dans le portique encastrd d'C au pled, les équatlons sont :
2 (pq = ¥) +9 =V +3pipq =0 w1.(2+3p) +p,=3Y
_ 3 E.E.Phapg . 3 £
ra—s 2E.Ph.(2xP°+\P1-3\P) ou [ +\P°(2+2————(1-£))=3'{
Pour le cadre fermé, la premlére équatlon nechange pas et la deuxiame devlient
€ 2 pj
+ 9 .(2+3p:)=3Y dloli ——d——"u o t - —SPi
P ¥ o pi) M oy B A I
(cela provient de ce que 1\, =04 ). Pour les effets thermlques,
2
L t 3 -
A o © i 3+ 2 pj
Lorsqu'i| y a des rotations des diverses barres, le degré d'encastrement varie donc avec les

rotations relatives des barres.
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CHAPITRE IX.

——— o ==
==S=SSS======

- e e o o v o o e = A = = o=y =
g e g e s e

GENERALITES.

Les arcs continus sont formés d'une succession d'arcs a retombées soli-
daires, établies sur des appuis mobiles ou élastiques. Il existe des arcs &
travées multiples a appuis mobiles, tels que le pont du Commerce a Liége, qui a
deux travées métalliques en arc avec rotules extrémes et appui mobile cen-
tral. On peut concevoir de tels systémes en béton armé. Cependant, le plus
souvent, les appuis sont élastiques : c'est le cas notamment des viaducs a
piles élevées.

Nous pouvons assimiler aux arcs courbes les arcs polygonaux & nombre
quelconque de cdtés.

La caractéristique de ces systémes, est que si les retombées ne sont pas
relides par des entraits rigides, les déplacements horizontaux de ces retom-
bées sont différents. Donc, le fait que les appuis extrémes d'un viaduc a
piles élevées sont fixes, ne suffit pas pour rendre les appuis intermédiaires
fixes également. Les arcs continus sont done toujours des systémes i noeuds
mobiles selen notre terminologie.

Dans les grands viaducs, on intercale parfois de distance en distance
des piles trés rigides, dites piles culées, que l'on suppose indéformables
et qui multiplient les appuis fixes. Ces dispositifs coliteux sont inutiles
au point de vue de la stabilité en service; ils peuvent présenter des avan-
tages pour la construction, par réduction du nombre de cintres. Actuellement,
ils ne sont plus guére employés.Au point de vue du calcul, ils sont également
peu intéressants. Par suite de 1l'élasticité des arcs, les déplacements hori-
zontaux des retombées s'atténuent rapidement & partir de leur origine. J'ai
indiqué dans le cours de Ponts en magonnerie que M. H. Lossier avait proposé
d'aprés cette observation, de calculer comme suit les viaducs & piles élevées.
On les suppose formés de groupes de 3 arcs continus a appuis extrémes indé-
formables, les appuis intermédiaires étant élastiques au point de vue des
déformations horizontales. Cette méthode ne s'appliquerait d'ailleurs selon
son auteur qu'en cas de surcharge uniforme compléte de la travée centrale,
qui est un cas de symétrie. Elle n'était basée que sur l'examen de quelques
cas concrets (voir le Génie Civil du 15 Aolit 1908). Nous étudierons comment
elle peut &tre généralisée et dans quelles conditions.

Comme dans les constructions continues & piéces droites, nous négligerons
les effets normaux et tranchants dans les piles et également dans les arcs,
gqui sont le plus souvent en plein cintre. Pour les arcs trés subaissés, nous
tiendrons compte éventuellement des N .

ARCS A APPUIS FIXES ELASTIQUES.

Considérons un arc AB dont nous supposons les extrémités fixes dans
l'espace, sauf au point de vue des rotations. Supposons qu'il s'exerce en ces
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It points des moments M, et
Mg auxquels s'appliquent
les conventions de signe

(] habituelles. L'arc est sy-

N . métrique. Nous prenons 1'

appui A comme origine des

coordonnées.

Hy + H =0
V, + Vg =0 ;
MA"'VA']‘“MB:O
'\
T L M-
A 1
vazilﬁ_;i‘[_a.
Il n'y a qu'une inconnue H déterminée par g% =0
1
M N _
j(E.I' + g g ds = 0
(]
Or - A
M, - dM
M=M +V,.x -Hy =N, - —A—E—yh'x - Hy ; m=Y
N = H.cosw + VA.sinwzH.cosw-MA—'l-.—]\'-qﬂ-sinw.i; %:cosw

Donc

1
1
-jﬁxf [MA - M—A—-—;_.aM x - H.y].ds * jw.ds
. [

E.Q
M, - M
-€¥7§fﬁg cosw.sinw.ds

! 1 a1 1
3 - 2 - .
0=-MAJIf.‘1_9+MAlMajx.yds+HJzI ds - Xa Mejsmwbcoswds
-} ] o

I 1
o
1
+ H J‘E%giﬁ ds
]

Done 1

MAJO% ds - U—I ds j cos. 5““” ds

H =
lx_ ds J'lcos’c‘w ds

(9]

Le dénominateur n'est°pas autre chose que le déplacement spécifique
E.la, utilisé pour la détermination de la poussée de l'arc & 2 rotules; on
peut l'obtenlr par voie graphique. On peut simplifier le calcul des intégra-
les en reportant l'origine au centre élastique des coordonnées

QI:ds
Y, = o

Ids
SI

On a alors : °

Xy =

of
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M:MA-MA——I—E‘B-(I'+%)-H.(3I'+YO)

1/2 +1/2
u, .Y fvdf - B [Y ,! ]ngs ]
>
et H +z'ds cos W gq

J.*%L ds Yzj
1/2 -1/2 -1/2

Car, en effet, par raison de symétrie ;
+1f2 +1/? f+1/2 , +1/2
y"'ds'-‘O; j ds = 0 ; —fx-ds.:O; -g_________cosa;?s:.nwd 0.

T
1/2 =1/2

. -1/2 J-l/z
I1 n'y a done & calculer que

sv2, ° v -1/2 e v
Trasse [T, [ eogugg .o coguy,
1/2 [) -1/2 [
Donc 1/2
Y [ ds
tlo I (L, + Ug) = K. (M, + M)
*Wx__ Yz"ﬂ"? ds Y2 costw d A 8/ = B\ 8
B R 2
-2 2R 12

Déterminons maintenant les déplacements angulalres des appuis. D'apreés
les formules de Bresse, nous avons au point B qui est fixe :

A8 =-¢A.l+§M-'-—%—:%—JE)-ds=O
en négligeant les effets de N ] °
1 M

Oy = Ij;i:‘.f (2 - x).2s
De m8me 1 ol n

P = —-i-j-E.—fx.dS
Or My - M ° l -x X

M=M, - —-—-Elx - K.(My + Mg).y = Mp.( — - K.y) + Ma.(-l— - K.y)

Done
¢A = . MA J (

-E- (a.M, + b.Mb)

1
-Ey).(1-x) Pl J(% -E3).(1 - x) %é]

Donc, de méme, par raison de symétrie,
1
ng = - .E- (a.Mb + b.Ma)

En effet : 1

1 rl 1
jx.y.ds = Iy.(l - x).ds et J (1 - x)2.ds =J-x2.ds

[+] ]
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pour l'arc symétrique.
déduit de ces équations :

a.M, + b.My = E.g,
b.M, + 8.Mp = - E.g,
d'ou " _E(a.g, +b.0) | - - E(bﬂa+a.¢b)
& a2 - b2 ’ 8~ - b€

Ces formules constituent la généralisation de celle qui a été établie
pour les pieces droites.

CAS DE L'ARC PARABOLIQUE.

Soit un arc parabolique de fléche f et d'ouverture 1 , de section ré-
duite constante et de moment d'inertie réduit constant. On a

+
y\ 1%.5_ fdx
8
c EAa =75 - (1+k)
15 I 1,25 e 2
k=% g7~ %)
o LA B +..X Dpour une section rectangulaire (voir Cours
de Ponts en magonnerie). Enfin
1 2
Yo =3f .
2. 1
| 5 P31, ) 5 )
DonCK = §—- f2¢1 (1 k) = 8 f.(i . k) ' H = k.(MA + MB)
15 ° I, *
1 1 1
N O U (SRS R TN (AR S B
1.1, EETI )T TR )* : 1.5, 3
12
1 = ——
6 I
1 1 2 1 f.2 o
-ﬂjy.(l-x).d.x:-l-;—.gf.l—é=3h
o
Done 2 2
1 I f.l X f.X
“’A*l.EIc[MA(s“ks)*MB("é"k 3)]
SR Y 5 1
513 ) -m o T M+ M)
De m@me :
oot Ay, Y 5 1
‘”B"El(a 3)+24(1+H‘E.IC(MA+M9)

A la limite, lorsque f = 0 et k = oo on retrouve la formule des pidces
droites de section constante.

Donc, en posant P, = T

1 5 1 T 5
55 % (1+ 55 —SPQ[1-8(1+k5]

a='
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1 5

1
b-a—lz[a-—(———;s 1+k]

4.- CAS DE L'ARC CIRCULAIRE.

L'arc circulaire est généralement a
Y grande ouverture, méme en plein cintre,
et de seftion constant_gd

fI ds )i o (cosw - sinw) dw
Y, = Qf = =2 ¥
- [+
5113 RJ‘dw
3 R.’sd R.si
.sing .sina
o B X =-T-—R.cosa=—%—-(R-f)
R
>¢/' Pour le plein cintre, a =m/2 et R = f;
Y, = £8 - 0,6366 R .

/)

Donc, le centre élastique est sensiblement & la méme hauteur que pour l'arec
parabolique.

Nous n' env1sagerons que les arcs circulaires de section constante rela-
tivement minces et & grande ouverture (a > 45°). On pourra alors négliger
lteffet de N . On trouve

+O(
E.Aay = jl— ds = —j (cosw - sinw)® .dw = I (¢ - 3 sina.cosa + 2 a.coxa)
o

Pour o
R3 /] R R
a—z, EAH-I 5 choszwdw_b(aq-smacosa) 50
(o]
: 1/2 o« /2
Enfin ds R - @R i oz is _ZR
1 I "1 B T2 I "2
Q Q (=]
Donc 2R =R
k = ;zz _72z 1 = .77,'2R pour le plein cintre
T "2
] ol -1
D'autre part, Tj'-f J x2.ds = -1—1-:-[- R3.(sina + sinw)2.dw
o Ve
B[ . w singw]™®
=17 _w.sn?a: - 2 sing.cosw+ 3 - =5 ] )
O RT o sin2a
=13 _a.(1+291n a) - 5 ] |
1l = R.si
Pour le plein cintre 1 2 ( 2 R.sind)
1 _3n R (1 = 2 R)
1.1 Y § -
g

o
1 1 !
ﬁfx.(l - x).ds = T [lj‘ ».ds - xz.ds] =
[
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1
[ J‘Rz (sina + sinw).dw - sz.ds]
o

1.1

1
A j x.(1 - x).ds
-0

= -i—l—f [l R? .2 a.sina - R® [ (1 + 2 sinta) 51n2aj]
_ B3 sin2a
--1-'-:-[-[ (2sm?a-1)+-—-——2}

Pour le plein cintre

1
Jz 1 T R?
a et l=2R;lex(l-x)ds—-—-f
1 o

%jy.(l - x).ds

Q

f(cosw - cosa).(sina - sinw).dw

R3
"1"’
+a . +o
% [slna fcosw dw - icosw.sinw.dw _ sinzg .[dw

2
o( o

+ K
+ cosaj sinw.dw
- X

3 3
-1-}- (2 sinfa - a.sinzal) = _@_I_R_ (sina - a.cosa),.sina

n

3
Pour le plein cintre « =]-§t- et %Jy.(l - x).ds = ZIR

Donc pour le plein cintre °

1[ (Snaz_zka3) Mb(nnz 2kR3)]

%2 = T E.I 1 i
- E"g‘."f [Ma.(%’l -2%R) +My.(F - 2k R)]
2 ndLCEE RS
o= rag [l G-H em.GE- D]
Done, =_!L(§_’_‘._$)
214 "7
b =57 G 2

Les arcs circulaires assez surbaissés et de section réduite constante
peuvent 8tre assimilés aux arcs paraboligues. Rigoureusement pour une ouver-
ture 2a , on a, d'aprés le professeur Timoshenko :

R[—é- sina.(2 + cosza) - ;il- sina.cosl?a - -g- (@ + sina.cosa):l

Y, =7 - -
5 sina.(2 + cos?a)
Ceci implique : D.cosw = Cte et I.cos®w = Cte

Cette formule n'est donc pratiquement applicable au plein cintre, car on au-
rait I = oo aux retombées. La valeur correspondante de Y, est cependant
finie Y, = 0,8836 R .
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Cette remarque montre que le centre élastique est plus élevé dans les
arcs circulaires 4 section variable que dans ceux & section constante., La
différence est trés faible pour les arcs trés surbaissés, mais oroit lors-
que le surbaissement diminue.

FOYERS FIXES DES ARCS CONTINUS A APPUIS FIXES.

Considérons une suite d'arcs continus, dont les retombées communes sont
fixées par des rotules. En un appui n quelconque, on a :

Eo¢n = - (an-Mh + bn oM _1) = an*'1 nMn + b"+1 .Mﬂ‘1

ou
by Myt (an + Bpy9 )M, + bpy1 Mpyq =0
Donc, il existe des foyers fixes, que l'on détermine de proche en proe
che & partir des appuis extrémes.

Si l'eppui O est une rotule M, =0 %% =0
Si l'appui 0O est un encastrement ¢ =0 = a.M;, + b.M4 d'ol
%ﬁ = - % , ete... Nous pouvons définir de nouveau la notion du degré d‘en-
castrement. '
Si en A est une rotule
1
My, =0 (0°=-E-b.Mb
-1 $o__L
¢b-—"anMb %-—"a
. . M, b
Si en A est un encastrement parfait g, =0 ="
b
1 My £ -¥ M a2 - b?
(ob=--ﬁ(b.Ma+a.Mb)=--E-.—-a—-—=—E£. 3
S'il y a un degré d'encastrement & en A ,
1 1
qp‘:i-(i-e)...b.Mb=-E-(a.Ma+b.Mb)
d'olu
M e.b
(1L -€).b.Mp = .My + b1 ; ﬂf=-T=-k
a.M,
0o _ _ Wb *° -ebsb _ ab.(1-6)_ _,
79 b.Ma _22_2___+ T a? - g2
Mb a
Done
M ¢ eb anbol-e . b-ack
Lo x.: L. _ = . _ab.(t-e) . _
T iy k=gmg i i i=g TR
b - a.i
k a->b.1

la formule générale de l'encastrement imparfait est :

a 1 -~-¢
o = - F - s Ma
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Ces formules sont les généralisations de celles que nous avons établies
pour les pidces droites. On peut établir des formules de récurrence des foyers.
pinsi, si tous les arcs sont identiques,

b

b M4+ 2aM, + .M, =M,.(-bk, +2a-~ km) =0

d'on

2a-"1.(k, +i—1'—) =0
ne1

FONCTIONS D'INFLUENCE DES ARCS A APPUIS FIXES.

Si nous appliquons la formule de Bresse du paragraphe 2 & une arche char-
gée de charges verticales, nous obtenons (par superposition des effets)

1
1 1 - H,
o =-E-(a.Ma +b’Mb) +E~l J‘mI Y(l-x).ds
°

7

m désignant le moment courant di aux charges, qui se développerait dans la
pidce droite de méme portée 2 appuis simples et H la poussée correspondan-
te de l'arc & 2 rotules.

De méme
1 1 - H.
9 = - % (a.My + b.M,) - 71 J“m i L x.ds
(-]

Ces équations s'appliquent aux travées chargées. Combinées avec celles
du paragraphe précédent pour les barres non chargées, elles contituent le sys-
téme des équations des 3 moments des arcs continus.

Si on cherche les lignes d'influence sous l'effet d'une charge vertica-

le, on a : _
wme{i=glx - (x - 8)

H=h() (voir cours de Ponts en magonnerie).
£ étant l'abscisse de la force.

Il n'y a donc dans ce cas qu'une travée chargée et le systéme des équa-
tions se résoud trés facilement, grfce & la propriété des foyers. On obtient
donc facilement les lignes d'influence des moments aux retombées, sous réser-
ve des calculs des coefficients numériques. On peut s'aider, pour des avante«
projets tout au moins, des valeurs calculées pour les arcs paraboligues de
section réduite constante et les arcs circulaires de section constante.

Observons que lorsque I.cosw = Cte (arcs surbaissés) les fonctions

1 , 1
fm.(l - x).dx et j m.x.dx
o

ne représentent pas autre chose que les fonctioﬂ% connues.
2
oy, = __gégi_gi g et Jo, = E_ghgiJEA 12

Il y a en outre une 3¢ fonction d'influence i considérer qui pour les
arcs surbaissés symétriques s'éerit :

1
hi ! he £.12
T J:y.(l - x).dx = T, ox.y.dx = h5 31,
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.

hg, poussée de l'arc & 2 rotules, charge unitaire & l'abscisse ¢ .

Pour l'arc parabolique surbaissé i section réduite constante

S P T

ou, d'aprés les valeurs approximatives de Muller Breslau

h,;-:é Q(l‘Q 1

4 f.1 1+ Xk
Pour les arcs circulaires minces de section constante, d'ouverture an-
gulaire 2q , on a :

1 . 3
Joy, = jm.(l - x).ds = R'és;ngi;asmq’) J (1 - x).ds

, R (sina + sing) i(l - x)2.4s

(-]

2 R.sina

R3.(sina - sin . sin2a + sin?
o, = Eoloina = 500 [(g , ) (sinta - 4) + 2]

R3 (sing + sing)
2 sina

[(a - ¢).(sinta + 4) - 2 sina.(cosyp - cosa)
_ sin2a - sin2p ]

4
Par raison de symétrie

1 . .
o, = Im.x.ds - & (s1na.- sing) [(a + ¢).(sirta + 4) - 2 sina.(cosy - cosa)
o

2 sina e o
4
R3 (sing + sing) ‘2 s sinla - sin2g
2 sina (@ - ¢).(sin2a - %) + -

Enﬁn’J';(g,) y.x.ds = h(g) fy.x.ds = n(9) J:y.(l - x).ds

-]

i

o]
2 h(p).R3.sina.(sina - a.cosa)

d Quant & h(g) on a (voir cours de Ponts
en magonnerie
Fal b ds - Sina + sing ds
o('y' 2 sina .y
h(p) = ==
jyz.ds
¢ () [ 4
o X R.(sinz + sing) >"y.ds
?
A\zﬁa/g + 1
fyz.ds

[
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R3[sincz.(sin§o + sina) - cosZ(O; CoS2X _ 511212a (a+9) + cosalcosp - cosa):\

i

n(9) R®.(a - 3 sinacosa + 2 a.cos?aq)

2 R3(sina + sing).sina.(sina - a.cosa)
2 P(a - 3 sina.cosa + 2 @.cos? @).sing

R3.(sina + sin@.[sina - sing - (a - 9)).005(1;
R°.(a - 3 sina.cosa + 2 a.cos?a)

. . . . cos2g=c
sirfa -sirf g +gcosa(sina+sing)-cosa (cosp-cosa)- E;—Q sin2a - _s_&@_{f_c&@_c_z
@ - & sina.cosa + 2 a.coslq

B
P
S
Nt
i

pour l'arc en plein cintre a = 7/2

" 33{1 - sing [% & o) sin2§0] , L+ sing [_2-(32_1’_ ) 2 cos¢+.sin2§q]}

b 2 4 2 &
1 - si ST in2 1 i A ing
Jo, = B ¥-2—an 3G+ 0) - 2 cosp - 22 40] ¢ At sing [%(.5-@ - —lﬁ—ﬁ]}
1 - sirfp - 00824 o ! 2 B.(1 - sin? ¢
nip) = 7 et fh(go).x.y.ds = =
_ 1 - sin’p °
- JT

Il est facile d'établir pour le plein cintre des tables de valeurs
Jog, fop, et h(gp).

EFFET DES DEPLACEMENTS VERTICAUX D'APPUI.
Si 1'appui B descend de 4B par rapport 4 A , on a :

1
-4 = -~ g, .1 4+ jru%i—i—xl ds d'ol, en posant V= él.ﬁ
o 1
1 - H.
P, = ¥+ %— (a.M, + b.Mp) + 1 Jm T - (1 - x).ds
(]
1 1 (h - H. -
9 =¥ - % (aMy + b.A,) - E.lf T ¥ x.ds
o

L'effet des déplacements angulaires de la ligne des retombées est donc
tout & fait analogue & celui de la rotation des piéces droites, ce qui résul-
te d'ailleurs directement du principe de superposition. L'influence sur la
poussée est nulle & condition que ¥ soit assez petit. Par contre, il se dé-

Mg - M,

veloppe une réaction verticale V, = = V3 = ———=  qui dépend des condi-
A B 1

tions d'appui de l'arec.

EFFET DES DEPLACEMENTS HORIZONTAUX DES APPUIS.

A un accroissement Al de l'ouverture correspond une réduction de
oussée
P A1

Les déplacements angulaires correspondants sont :
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-4 = ds
% =T ) &1
0H = — 41
il
JE.I ds +
o
pPour les arcs symétriques ¢, = - @,

Pour l'arc parabulique surbaissé de section réduite constante

_ 15 E.lc Al . N 541
A= -1 T+%x b =-% =FFr M)
Donc dans le cas le plus général l: .
1 1 m-Hy).(l -x Al Al -
¢a=W+-E-(a.Ma+b.Mb)+E.lJ-( Y%( )ds+l.AaHJ‘y(E'Iﬁds
[e] o
1 1
1 1 (m - H.y) Al X.
9 = ¥-% (a.M, + b.M,) =~ E.lJ‘ 5 x.ds - T day —EE.I ds
o [e]
d'o‘h Al 1 ( -
v.(1l - x) 1 (m - H.y).(l - x)
E‘a[(”h - V- 173, L BT %% T F1 jo T ds
Ma=- al2-1p2 v
i no (5 ¥ 1 1( H.y).x.d
X. m~- Hy).x.ds
Bb| gy - ¥ l.AaHJ‘OE.I s + §1 L i ]
+ 22 - b2
- 1 1
Al v.(1 - x) 1 (m - H.y).(1 - x)
- BbIg, - ¥ - 1.AaJ S T ds:\
My = - o > [
a?- b2
Al : ¥ 1 1( H.y).x.d
_ X. m - H.y).x.ds
E.a[§0b L _—l.AaHJ.;E.I ds + 1 J; T ]
- a2 - b2
1
—lmi ds x
_ o Al . _ M, -1 _ M, - b
H=1%k.(M, + Mp) + Tda, " da,’ Vy o=ty - =25 ; Vg o= - tg + —3

VIADUC A 2 ARCHES ET UNE PILE FLEXIBLE.

Le systéme est sextuplement hyperstatique. Supposons les arcs et la pi-

le encastrés. Done ¢, =9, =9, = 0 .

Prenons comme inconnues @g

et ¥ ; il n'y a donc que 2 inconnues.

Etudions d'abord l'effet d'une inclinaison ¥ de la pile sous l'action d'une

force horizontale agissant en B . L'ouverture AB s'accroit de Al = ¥.h ,
BC décroit de - Al = - ¥ 'h . Au point B , ona : Mgy + Mgy - Mge = O .
(*) Pour I'arc circulaire & section constante
2 E.I.M 2 41
M= 7 TR Pa=-Po = F o
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Or, 1 .

Mgp = a.ZE:bbz ’ 1%2'2,_, Ly%.l- x)lds - ;‘EEL—S‘T.I [% + %%—g L-}EE—% ds]
=-?—%[<a—b)%iﬁds+a'¢b]

Vgo = - 2 E.P, . (29, - 3 7) 1

Mge = azE;abz [Cob + l?./.\l:zH J;Y-}E}J:I- x) ds} - (azE;b};f)'k.ll .Aaﬁﬁjﬁ% ds

1l

1
E Y.h X.
pramml [a.gob + (a - 1) Tia, fﬁ ds]

]

1
Done
2 a.E 2 E.V.h X.y
2 % + 2 BB (20, - 37) + b).l.AaHjE'I ds =0 .
[}
d'ou 1
X.y
h I ds
o
y >t~ T(a +b)Aay b
¢b = 2 Ph a V'
+ ———————————
8.2 - bz ’,‘7}/,—/[7,7/ _';..
Pour l'arc en plein cintre de section constante <l
.’5Ph—3,26-1:31_-'--]:-l 1‘5-3,26(9-]::[—l
% =Y 55 +250p -V TrL,600 .
en posant T,
In _ S L.
h = Fho ZR-1°°F et By = ©
On voit que ¢, est nul,quelle que soit la valeur de ¥ lorsque
3 1 1
= o . == 0,92 =
9 = 3,26 " & Ve g

Done
In . 1. L. 1y . e _3 12
T =095 T = 0,92 () o~ V0,92 (£)
= 0,30 ; ey, = 2,29 o.

Or, ep >R 8. Donc pour les valeurs usuelles du rapport h/l, il est possi-
ble de réaliser pratiquement la condition que @, soit toujours nul.

Bl

Pour %: 0,40 , on trouve sensiblement e, = 1,90 e ;

Il en est de méme pour toutes les formes d'arcs, notamment pour les arcs
4 profil variable et surbaissé. Seulement, on congoit que, puisque ces arcs
sont moins flexibles, la réalisation de ¢, = O exige des piles plus fortes.

Ainsi, pour un arc parabolique a section réduite constante, on trouve

5_15 1B
- z OF
Py = 2 +909
On a
_ . 4 f £ - S £.1
».¢b—0’51 Q_———--Sh..O,BO}1 d'ou oy = O,8O—-h2
3i 1 =2 f , arc parabolique analogue au plein cintre, -ee—h =3 0,40 (%)2
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Donc le rapport (—h) envisagé est environ 1,32 fois plus grand pour
un tel arc que pour le pleln cintre & section constante L'arc en plein cin-
tre de section constante est donc plus avantageux pour les viaducs élevés
que 1'arc surbaissé de section variable. L'aspect est meilleur également, la
construction plus aisée & cause des moindres poussées.

Néanmoins, on peut adopter d'autres formes d'arcs, légérement surbaissés
ou surhaussés, ou bien des ogives ou des polygones; on peut toujours recher-
cher des dimensions telles que ¢, soit toujours nul dans le cas de sollici-
tation envisagée.

Il y a donc un point d'inflexion au milleu de la pile et

Mgp = - Mp = 6 E.P, . jy_ds
E.V
Mgy = -~ Mge = - 7 Mp= - Mg
1
J’%ix ds
g - .p -_2kB¥Y n JPT  ny
s =" =" Tgip T Aa,, Aay,

'équilibre de translation du nceud B s ecrlt :

.f—JX ds
MBD-MD 4kEY" h +2h1V 12 E.P,.¥

F=-Hp+Hg +— g a+b 1 Aay, Bay * h
Done . F
= T
4 k.E h X.y 4., 28 , 12 B.Py
a+b " 1.ha JEI ™ *Za,* &

On peut dés lors exprimer les moments et les poussées en fonction de F,
Les expressionsalgébriques développées de ces éléments sont complexes; nous
ne les donnerons donc pas,conseillant plutdt par l'application d'opérer 4d'em-
blée au moyen des valeurs numériques.

Pour l'arc parabolique de section réduite constante, en negllgeant k,

- 5. U S = =1 . -8 _I . p o X
K=g7i 2=%3,; b‘24Pc’A“H'15'EP J ds P Fes T
Pour l'arc circulaire en plein cintre & section constante :

1
_2 ., .0.27 . 01225 EANS S 35 S e
K=ggia=TF—3 dP=-"F— i day=7 .55 5.1 45 = ®.p' ¥ = 3R

o]
D'aprés ces valeurs, pour le plein cintre :

v - F 1
“ZE.5, ' 6 iy
Bt 6,73 QE?
- 1. R » - L 1
Or, ¢ = 0,92 5= 1,84 5 donc v = ZE.F, 6 12,80
E* TR
F R _ F.R _ F.h

i h=6R, ¥=3 E.R "~ 1,20 + 12,38 ~ 2 E.p,.13,58 = 135,8 E.P,

Le dernier terme du dénominateur, provenant de la poussée des arcs, est
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fortement prépondérant, malgré la flexibilité des arcs. Si ¢ posséde une,
valeur différente de celle qui a été indiquée, ¢, # 0. A la limite, si
g = ©0 , nous avons en B une pile pendule ou un appui a dilatation

P, = O et Myg = My = 0

9y se détermine aisément en écrivant que Mg, = Mge et en remplagant
v.h par Al , déplacement de l'appui de B vers C .

1
_ _a-=-b 41 1 |{=xy
%= -7 'MH'lSE.IdS
. <]
On en déduit facilement
Mgy = Mpc et M, = -M; et Hyy = - Hg, = k.(M, + Mg,)

Enfin H =2 Hy
A l'autre limite, si 9 =0, P, =00, @, = % Y=0 et ¥.h =41

Le systéme se comporte comme si les 2 arcs AB et BC étaient parfai-
tement encastrés et subissaient des déplacements des appuis.

Pour une valeur quelconque de ¢ ,
Mp Pp - 3V

Mgp ~ 2 ¢, -37

Ce rapport est indéterminé pour ¢ = oo , le point d'inflexion est a
la base de la pile, ¢, est négatif. Si ¢ diminue, ¢, demeure négatif,
mais augmente, le rapport Mp/Mgy augmente en valeur absolue,lepoint dinflexion
s'éléve.Pour une certaine valeur de ¢ , ¢, s'annule, le point d'inflexion
est au milieu. Si ¢ continue & diminuer et tend vers zéro, My/Mgp croit
sensiblement et le point d'inflexion s'éléve vers les retombées. Le moment
d'encastrement a la base de la pile devient alors considérable, ce qui peut
8tre avantageux pour les fondations.

Outre les facilités qu'elle apporte pour le calcul et l'aspect élégant
qu'elle réalise, la condition @, = O apparait aussi comme celle qui répar-
tit le mieux la sollicitation de la pile, élément le plus délicat de la cons-
truction; elle est aussi satisfaisante pour les arcs. En cas de trés mauvais
terrain, il faudrait cependant réduire la pile pour la rendre plus flexible
et éventuellement, l'articuler a la base.

Ce cas se résout trés facilement, il suffit d'envisager une inconnue ¢,
supplémentaire, qui s'élimine immédiatement car My = 0 et ¢4 =3Y% - % .

. . . 2
Etudions ensuite les effets des surcharges verticales. Si elles sont sy-
métriques (poids mort), ¥.= 0 et 9, = 0, le probléeme est immédiatement
résolu.

En cas de surcharge dissymétrique ¥ £Z 0 et ¢, # O . On pourrait ré-
soudre directement le probléme 3 2 inconnues, mais il parait plus simple de
procéder par la méthode de superposition,en considérant d'abord le systéme
comme si le noeud B était fixé \-cheville).

Ona: ¥=0; ¢9,=9, =¢ =0 .1Il n'y aqu'une inconnue ¢, qui
se trouve en écrivant que Mg+ My, - Mg, = 0 .

Supposons la travée AB chargée,
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a % H.y b m - H Y
MBA = -3—2—.. bz J I qus + (az - bz).l j I (l - x).ds
(4] ]

E.a
T az-p2 e
Mgp = -4 E.R .q Mge = ——-5-%
j-——-—xxds-bjw(l-x) ds
2 5.4 [ﬁ'ﬁ?*”ﬁ]* LT =0

1 1
a JE-:TH—X x.ds -be;IM (1 - x).4s
Q. Q

Pp = ~ —
2 E (a2 - ¥ [Eﬁ—?+zph].l

On en déduit tous les éléments de la sollicitation et

Jﬁafz ds
Hyg = K. (M, + Mp,) + m—— (position de B — A)
Hpe = K.(Mgo + M) (position de B — C)
Hgp = ED—I'I—FM = - %@ (position de B — D)

La réaction totale sur la cheville en B est :
Rg = Hpg + Hgp - Hgc

I1 suffit maintenant de superposer aux éléments ainsi déterminés, les
effets d'une force horizomtale F = Rg , dirigée de B vers C et appliquée
au point B , d'aprés 1l'étude précédente.

Donc l'effet des surcharges dissymétriques produit, en outre d'une ro-
tation ¥ de la pile, donc d'un déplacement horizontal ¥.h de son sommet,
une légére rotation ¢,. Mais on sait que le numérateur est faible, de telle
sorte que ces 2 rotations sont toujours faibles. On peut écrire d'ailleurs

1 1
f———-ds-bJMl—I—‘—’i)-ds HJ-’%Ids
] 0

» +
" 2 . (a2 -bz).l.[-;—“?szhJ 2E.(a+b).l.[ £

Pp =

Les valeurs des intégrales pour les lignes d'influence spécifiques ont
été indiquées précédemment pour les arcs paraboliques & section réduite cons-
tante et les arcs en plein cintre & section constante. Les valeurs des fac-
teurs a et b ont été indiquées antérieurement. L'hypothése que les som-
mets des piles ne subissent pas de rotation est donc inexacte; l'exposé pré-
cédent montre qu'il n'y a pas grande difficulté & tenir compta du déplacement
angulaire par la méthode de superposition. Mais les valeurs de ¢, seront
toujours tres faibles si les piles sont plus rigides que ne l'exige la condi-
tion ¢, = 0 dans le cas ou la sollicitation se réduit & une force horizon-
tale au sommet de la pile.
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;.- JIADUCS A ARCHES MULTIPLES BT PILES FLEXIBLES.
0.7 ==

En principe, la méthode de superposition s'appliquera comme suit. On
suppose d'abord tous les appuis intermédiaires fictivement fixds. On peut
déterminer les constantes focales des arches successives et tracer les lignes
dtinfluence correspondantes des effets d'une charge verticale circulant sur
une arche déterminée. On en déduit les expressions des réactions horizonta-
les fictives aux sommets des diverses piles.

On étudie ensuite successivement les effets de déplacements
horizontaux des sommets de chaque pile, les autres étant supposédes fixes.On su-
perpose ensuite tous les systémes en écrivant comme équations de condition
que les efforts horizontaux s'équilibrent au sommet de chaque pile. Ces équa-
tions permettent de déterminer les déplacements horizontaux réels des sommets
de toutes les piles et résolvent ainsi le probléme. Pratiquement, une telle
méthode est évidemment trés longue et trés complexe & appliquer, surtout pour
rechercher les lignes d'influence. Il faut éventuellement, se borner a étu-
dier le cas d'une surcharge déterminée de chaque arche, par exemple uniforme
compléte ou tout autre considérée a priori comme la plus défavorable., Il faut
observer en effet que le calcul des surcharges partielles est seul difficile.
Les charges uniformes complétes du viaduc, notemment le poids mort, ne donnent
théoriquement lieu a aucune flexion dans les piles et les arches se calculent
pour ce cas de sollicitation comme si leurs retombées étaient parfaitement
encastrées.

Des systémes de surcharges symétriques de diverses arches peuvent aussj
simplifier le calcul en réduisant le nombre des inconnues par symétrie. Une
autre simplification consiste & admettre a priori que les sommets des piles
ne subissent que des déplacements horizontaux, ce qui permet d'écrire direc-
tement les équations en ¥ sgans inconnues ¢ . Toutefois, cette hypothése
est arbitraire et son approximation dépend de la valeur de ¢ qui doit 8&tre
choisie en conséquence.

Mais il est apparent que, par suite de la résistance des piles relative-
ment rigides (¢<C 1) et de la flexibilité des arcs & faible surbaissement,
les effets de la continuité s'atténuent trés rapidement & partir d'une travée
chargée. C'est l'observation qui justifie l'hypothése de M. H. Lossier, que

les arches adjacentes & la travée chargée ontleurs appuis extrémes fixes.

Envisageans un arc triple abed encastré en a et d et supporté em b et ¢ par 2
piles élastiques BB et cl.Supposons qu'une force horizontale F agisse su
sommet.- b de la 1e pile, qui s'ineline de ¥ . Nous considérons le sommet

C de la 2¢ pile comme fictivement fixé par une cheville. On a :

1
_ E y Y.h X.y
M= - ——_a2 — 12 [(a -b) —_l.AaHJ‘E.I ds + a.(ob]
o
Mpg= - 2 E.B,.(2 ¢ - 3¥)

1
_ E Y.h Xy
Upe= Z -2 [a'q’b +b.9 + (a-1) I.2a, JE.I ds:]

. vh (y
Moo= = 2 - 57 [a'% #begy, - (a =) 1.4a, ) E.I ds]
o
Ea.
M, =-4EB .0 ; WMoy = 577 12
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Comme )
Mpp, + Mg -~ My =0 et Mep + ¢ - Moy = O
On a 1
E.b.g. 2 a.E.py . 2 E ¥.h X.y _
T3t aT o1t *ZE'Ph(Z“’b""’.W)*a+b'1.AaH T ds = 0
[}
1
E.b. 2 E.a.@ Yh.E x
T S LB g, - L 45 = 0

(& + b).1.4q,

1
h gc—‘xds

2=t s 2F 2l _oylsp o =0
S Poae A I R s v R G TS w corayw

~l
¥.h £'-xc’is
LEL7 S PO [ SE Sl
a2 op? F | —pe hi~ 1.(a+b). day ~

Si 1'on pose = 0, on obtient :
P Py ) J‘x‘x is
b Z[SP""l(a+ﬂ AaH]

2la + 2P, (a2~ 1b2)] JH .

1. (B.+b) AaH

ou 1
hjﬁds
o _3p, Las+8BPn.(a2 - p2) >3 p

1.(a +1b).4q ~ hda a+8P,(a2 -b2) +0 h

En effet, b <0 , mais d'ailleurs sensiblement plus petit en valeur ab-
solue que a . Donc 1l'écart du 2¢ membre par rapport & 3 P, est trés faible.
Donc la condition pour que ¢, soit nul est sensiblement la méme que dans
le cas précédent du vieduc a une seule pile. Seulement, le fait que le degré
d'encastrement est un peu moindre semble exiger une légére augmentation de
la raideur de l'arc. Dans ces conditions :

h | £ 3¢

Q
l1.(a »b). da
Dans le cas de l'arc en plein cintre & section constante :

X 1,33 + 3,10 ¢,

e
ce rapport serait donmc en général voisin de 2.

On, voit donc qu'il n'est pas permis de supposer & la fois ¢, =0 et
@ = 0 . Les 2 équations linéaires permettent de calculer ¢, et ¢, en
fonction de V.
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I1 suffit d'exprimer ensuite qu'en b on a :

Myg - Ma
F='Hab"‘Hbc S

qui détermine ¥ en fonction de F .

On en déduit tous les éléments de la sollicitation, notamment la réaction
norizontale foctive en C

R, = Hy, -Hcd+¥-°—%u—°-9-=K.F

en supposant b fixé par une cheville.

8i, enfin, une force horizontale F s'exerce en b et que C soit
libre, cela revient & supposer que nous fassions agir successivement, en b
et en ¢ des forces fictives X, et X, telles que :

F=Xp~-KZXq; 0 =X, - KX,
d'on F
Xe = KXp et Xp = T- %2

Donc lorsque les 2 piles sont libres de s'incliner,sous l'effet d'une force
horizontale F appliquée en b ,

Yo _Xp _ 1
T, "X C KL

D'autre part, si ¢ a la valeur définie par la condition précédente, il ré-
sulte de la superposition que

' Z.G. . P & 1
—_— = a' —C = = = 1
Pe R on % Y. K -~

Donc, dans ces conditions ¢, et ¢, ne peuvent &tre nuls séparément,
donc ils ne peuvent s'annuler. C'est ce que la résolution directe des équa-
tions montre également. On peut aussi rechercher une valeur de @ telle que
@y, = O , mais on ne peut satisfaire en méme temps & la condition ¢, =0

Pour déterminer les lignes d'influence des effets des forces verticales
on suppose d'abard les 2 noeuds b et ¢ fixes; on étudie ce systéme et on
détermine les réactions Rp et R, . On fait ensuite agir successivement 2
forces horizontales X, et X, telles que, finalement :

O=Xb-Rb-K.X° ’ O=Xc-Rc-K.Xb
ce qui détermine X,, X, et la solution.

On peut également déterminer une valeur de ¢ telle que ¢, soit nul,
ou ¢., mais les deux ne peuvent &tre nuls simultanément qu'en cas de solli-
citation symétrique.

Cependant, si l'on tient compte de l'effet du poids propre et de l'effet
raidisseur de certains éléments (tympans, tabliers, etc...) dont on ne tient
généralement pas compte, comme les valeurs de ¢ sont toujours faibles, on
peut sans trop grande erreur les négliger comme le propose M.H. Lossier, pour
les viaducs dont les piles présentent par rapport aux arcs des rigidités re-
latives assez élevées et voisines de celles qui ont 4té définies.

Mais cette hypothé&se ne peut s'appliquer aux constructions assez
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fréquentes en béton armé, qui présentent des piles peu rigides en forme de
colonnes. Il faut alors résoudre les équations en tenant compte de ¥ , de
préférence par la méthode de superposition. Mais comme ces constructions
manqueraient totalement de rigidité, il faut nécessairement que certains ap-
puis en nombre suffisant et bien disposés, soient trés rigides ou bien que
les arcs soient tendus par des tirants rigides, auquel cas la construction
devient plus complexe et ne sera pas examinée dans le cours. Si l'on néglige
les déformations longitudinales des tirants, on peut substituer aux arcs a
tirants des poutres fictives. s

EFFETS THERMIQUES.

Si les arcs sont identiques et si les appuis extrémes sont fixes ou peu-
vent 8tre considérés comme tels - ce qui est le cas le plus fréquent - une
variation uniforme de température ne fait pas fléchir les piles. Donc les ef-
fets thermiques sont les mémes que si tous les arcs étaient encastrés.

Fokkk kK R kokokodokok Kk

o e e e e et e o o ey o e e e = e = e o e e e =

GENERALITES.

Ces poutres s'emploient pour les longerons et traverses de ponts & pou-
tres droites ou en arc, pour les palées et pylones etc... Nous examinerons
d'abord les poutres droites A montants verticaux. Nous supposerons les pan-
neaux d'égale largeur et les moments d'inertie des barres constants pour cha-
cune d'elle, mais différents de 1l'une & l'autre. Toutes les actions sont sup-
posées reportées aux noeuds, de maniére a éviter les flexions secondaires des
barres. Les diagrammes des moments sont donc des droites dans 1l'étendue de
chaque barre. Comme nous l'avons fait jusqu'd présent, nous négligerons les
effets des actions longitudinales. Ces approximations sont admissibles pour
le béton armé par suite de la rigidité des piéces; elles sont plus sujettes
4 caution pour les constructions métalliques, ou elles doivent faire 1l'objet
de corrections. ’

N

Moyennant ces hypothéses, l'étude consiste & déterminer les déplacements
et rotations des noeuds rigides. Considérons la poutre ci-contre & brides pa-
ralléles, a4 six panneaux. Elle est
soumise & des charges verticales aux
0s s 25 3g 4s 5,  6g noeuds 1, 2,.... 5, qui la font
fléchir. Par raison de symétrie et a
cause de la petitesse des déforma-
tions, les montants restent sensible-
ment verticaux. Leurs longueurs étant
1 21 3 4 5¢ 64 considérées comme invariables, les
fléches des noeuds supérieurs et
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jnférieurs sont égales.Donc aprds déformation, les panneaux deviennent des
parallélogrammes.Si les membrures sont identiques, ‘il est évident que les mo-
ments aux 2 extrémités des montants sont égaux et de signes contraires. Done
les moments sont nuls au milieu de tous les montants. Cette constatation sim-
plifie sensiblement le calcul. Elle s'applique d'ailleurs & toutes les poutres
Vierendeel & membrures symétriques. Mais il n'en est plus de m@me si les deux
membrures sont différentes et si elles ne sont pas symétriques. Cette dispo-
gition est toutefois moins recommandable car elle fait, de toute évidence,
travailler différemment les membrures.En principe, il est recommandable de
rendre les membrures paralléles ou symétriques et égales.

Nous envisagerons cependant le cas le plus général de dissymétrio, car
il se présente dans les constructions en béton armé. Mais nous l'étudierons
dans l'hypoth®se que les montants sont infiniment rigides, non flexibles
(d'aprés Engesser). Elle simplifie beaucoup les calculs et donne des résul-
tats d'autant plus exacts que les montants sont plus rigides, donc notamment
dens les constructions en béton armé. Elle a l'avantage de lever rapidement
l1'indétermination statique pour les termes principaux des éléments de la sol-
licitation. Nous déterminerons ultérieurement les termes secondaires de cor-

~ rection.

EFFORTS DANS LES MEMBRURES.

Considérons un panneau 1.2,2;1; et appelons dh le déplacement ver-
tical de 2;2, par rapport & 1,1, . La rotation de chacune des barres 1,2,

et 1;2 est: v - dh _ n _ db
" bs.cosws bj.cosw; 1

La rotation du montant 2,2, est :
_dh.(tgws+ tgwy) dh.(hp - hy) b2 - hy

t
v Ty = Th,.1 = s
' Au noeud 15, l'angle de rotation est nul,
> N puisque 1;1, est infiniment rigide,
e o b My, Mz
.............. - (=5 —=8) -
. ) BV + T, ( 3t g ) =0
, Au noeud 24, l'angle de rotation
1s 1 ¥ est ¥' puisque 2,2, ne fléchit pas,
done :
1 v bs (s = Mjg
BV = E.V- £ (5 =5)
Done
6 E.Is .¥ 6 E.Is dh
h E o et s e ememe———— a——
1 hy 2 Mg+ My = e = be 1
6 E.Is dh
1 My, + 2 Npg = % T
6 B.Is dh hz - hs
bj be R hz
N WTT = E_E;Ei QE El
72; ~~~~~ }w' = bs *T " h

d'ou
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3 M SE.Is Q(h3+2§2). M _ 2E.Ia g(g +2h2)
T Y T, 1 h; ’ 18 = 7 ° ‘1 hy,

b be
De memeM _ 2 E.Ig Eh; (2 h1 + hZ) a'or M‘. _ h1 + 2 hg _ k
%6 = T, 1 hp o M,, ~ " 2hy +hp

Le méme rapport existe nécessairement pour la membrure inférieure, le
raisonnement étent indépendant de l'indice.

Done My,  hy+2h

M2; - T 2hq + Ny

Donc les points d'inflexion des 2 membrurers sont sur une méme vertica-
le, hdistances u et v des montants 1 et 2 (u + v =1). Donec :

= -k

kR By +2hp 0 By -hy
v 2 h1 + h2 2 h1 + hz
hz _ _u n -1 _ k
Posons E—-n>1, k"v'1+_2+n et u'11+k
Pour n = 1 1,05 1,10 1,20 1,30 1,40 1,850
k = % = 1 1,0164 1,0323 1,0825 1,091 1,1174 1,143
‘{-: 0,5 0,504 0,508 0,515 0,522 0,528 0,533

Pratiquement, la verticale du point d'inflexion est donc toujours trés
approximativement la médiane du panneau.

Les moments aux extrémités du montant 1 sont dans le rapport :

M13 _ &obl - Is .COS(US - MZS
M1; - I; .b, - I; .cos w; - Mg,

Puisque les deux membrures ont les mémes points d'inflexion en projec-
tion verticale, les moments des deux membrures suivant toutes les verticales
sont dans le méme rapport que ci-dessus, done

Mg Is.cosws Py

Mi ~ I .cosw; ~ P
Si les membrures sont paralléles ou symétriques, % = i—;‘ . 3i elles sont
. M
en ‘outre égales, ﬁf =1
Nous déterminerons ensuite les efforts dans les membrures par la métho-
de des coupes. Nous choisirons comme plan de coupe celui qui contient la ver-
ticale des points d'inflexion, qui passe d'ailleurs par le centre de gravité
du trapéze. Les efforts normaux et tranchants des deux membrures doivent fai-
re équilibre & l'ensemble des forces extérieures agissant & gauche de la sec-
tion, y compris celles résultant des liaisons. Elles se réduisent dans la
section considérée, & un moment fléchissant M et & un effort tranchant G,
en supposant, comme d'habitude, que toutes les actions soient verticales .
Suivant l'horizontale :

(Ns.coswa - Ts.sinw,) + (N,.cosw; + T .sinwl) =
® = Tg.coswe + Ng.8inwg+ Tj.cosw; - Nj .sinw;,

hE = s be (W,.cosw, - Te.sinw,) = 7,(Ns.cosw s~ Ts.sinw,)

]

- 7o(N; .cosw y - T.sinwy)
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7, (trés approximativement)

5 =
]5‘0\‘1 Ns = ﬂo-grgéwa + Ts .tgw,; aﬁ'; + Ts'tgws
Ny = - (-,7-0-:%;8—“7; + Ty .tgwy) = - (aglz{ + Ty.tgw)) |
% = Ty.cosw, + T;.cosw; + _9_77"6_; (tgws+ tgw;) + Ts'z%%:;u‘:'s' + 4 %a')_:
o= q,(beteint) | g oS einy Bt L &

r é&tant la distance de la verticale de coupe au point d'intersection des
deux membrures. Donc : T, 7 o

coswy ' cosw; 6 - =0
Mais
T v
Mps _ ~® cosws _ Ts.cosw; Is.coswy Is.by Ps
Mai @ _ ¥ T .cosw, I;.cosw; Ij.bs P
! cosw;
Il en résulte que T, . I..cos8Ws % P,
cosw,  "Ig.coswg + Ij.cosw; " Py + P
T _ % It.coswy - % P
cosw; ' Is.cosws + Ij.cosw; "B + B
. T, =G cosw—&——' Ty = Gr.cosw Pi
Enfi s *Py + P’ e e PP, + P
nfin
_ . Ps . . : P
Ny = 55 *+ O rsinw 5= N, _-(d'+‘6,.31nw,Pa+Pl)
En outre, les moments en des points des membrures sur une méme verticale valent:
P, P .
o= 5.+ 7y © ot W =%ep T C

les diagrammes de ces moments ont l'allure donnée par la figure de la p.166.
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Ces diagrammes peuvent se déduire comme
suit de la courbe des moments de flexion M,
Dans une section verticale quelconque, appelons
7 la hauteur de la poutre. Le moment des ef=-
forts dans les membrures est H.» en désignant
par H la composante horizontale de ces efforts

H = N.cosw z T.sinw

“ ?§4 v En le déduisant du moment 9% des forces exté-
P rieures, on obtient la somme Mg + M; des mo-
ments de flexion résiduels dans les membrures.
Le moment H.n» varie linéairement, il est nul
au point de rencontre X des alignements des
deux membrures et égal & I aux points d'in-
flexion. Le diagramme de M, + M; s'obtient
donc trés aisément, par le tracé ci-dessous,
a4 l'aide de la courbe de 9.

N,B.- Puisque les charges agissent toutes aux noeuds, le diagramme des I
est un polygone dont les sommets sont sur les verticales des noeuds et les
diagrammes de Mg + M; sont linéaires. On voit que, en général, les moments
de flexion aux noeuds décroissent des appuis vers le milieu des poutres. On
voit en outre que l'influence de l'inclinaison des membrures est de réduire
les moments. 5i les membrures étaient horizontales, les points K seraient

4 1'infini et les droites m,m4, m'm,, etc... seraient des horizontales; les
gradins seraient plus accentués. Les formules se simplifient pour les poutres
& brides paralléles : 7 =h =Cte et w, = w;, = O.

Done ~
ey, M _ I B . _
W=v=3; I, P T 00 G, =0
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Ps
Te =% .PB + P] ’
Py .
Ti=% 55,7
0 1 2 3 : x%
Ne= 3 5 owm=-F
Pour les poutres symétriques et a

membrures égales,
Wg = Wy Is = I'l )
P = Py et M, = I

%P.COS(U %
2 7y .COSW *

T, =T =

3.- EFFORTS DANS LES MONTANTS.

Pour les déterminer, nous considérons un montant et les trongons des
membrures qui y aboutissent, limités aux points d'inflexion. Les actions in-
ternes dans les coupes et les forces extérieures agissant suivant le montant
doivent s'équilibrer. Appelons V et il les efforts normal et tranchant du
montant. On a :

0
0

En remplagant les N et T par leurs expressions d'aprés le paragra-
phe précédent, on trouve :

-V + Py + Tpy.coswy,, - Ty, .cosw,, - Ny .sinw,,  + N, .sinw,,

-V = F + Ty .coswy; + Nyy.sinwq; - Ty .coswy; - N2y .sinwpi

_ M4 M, P1s Bs
V=F - 7 tgw,, + o tgw,, - ‘6,.1 B+ B + Br, B+ Fa
ou encore
o e Pq; P2y
Vo= =P o+ tgwy - =2 tgw o + B, st = —2F
! M4 hal P 8% 21 ™ Pqs + Py re Ps + By
Le moment du montant au noeud supérieur est :
T1s T2s Pig PZﬁ
Mns = - (cosw1s Vi * Sosw 5, uz) = - (B B,+B, 7 Bro B, + Py, uz)
Au noeud inférieur :
Pq; P,
Mu= + Tp P1 +P.” Vi +'75.~2 'g:_,,__[]_:_z?u.?
8

Les moments aux extrémités des montants sont donc supérieurs & ceux des
membrures, la rigidité des montants doit donc &tre plus forte que celle des
brides. Le rapport Mps/Mm permet de déterminer le point d'inflexion du mon-
tant, On voit que, pour gque ce rapport soit constant et indépendant de la sol-
licitation extérieure, il faut que P;/Ps soit constant.dans tous les pan-
neaux. Alors

Em o E&. _ _IL,.cosws_ _ Is.b
Mmi ~ Py 7 I;.cosw; ™ I1.bs
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Dans ce cas, le point d'inflexion du montant est déterminé par :

by R . By __ B __,__ B
h'-'l - P] ! h1 Ps + H - ‘Ps + P'

Comme il n'y a pas de raison en général pour que Py et P; soient
tres différents, le rapport h.,'/h1 est généralement voisin de 0,5. Dés lors,
l'action transversale est égale &

- M Cr .V B2 0 Cq + T .1
H = ym_ﬁ.rﬂl L 1;1 2.2 oy trés sensiblement H = - ( r12‘h1 r2)

Aux montants extrémes, on trouve par simplification :

M1 . tew1s P1g M1 .tgw 1y P,
Vo= F +—=ll, g, —lo . _p 121l _ ¢ W __
o=t YT T o B+ By ‘ 2 M P + By
P P
(Mye)o = ~ B '1?1:—:;“3—'— w5 (Mpg)y = B ES—;"LI';; uq
H = - ‘Gr‘] <9 = - f6r1 .1
0 h, 2 h,
Si les membrures sont paralléles, G, =T et w, =w; =0 et, pour un
montent intermédiaire :
P P Pqj P2
V="F - —28_ - _ | T -G
8 % Pig + By M Pos + P2y Pr Py + By Bs + Py
Pqs P l . 3] P
Uns = - (B P, + By % Pos + By )35 My = (% Pis *+ By &2 Ppg + P2|)
H = (‘61 + ?52) 1
= 2 h,
Sigh---lfié--fe-—cm V.= -('6-‘?5) (Fy + F ) Fe
Py By P 0 F L +P; s T/ B 4P
Py Ps

= F - R

P + P P + P

Pl T o F«im—vwn’

wm

P

d
»

1]
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4o LIGNES D'INFLUENCE.
Reproduisons les formules générales :

P . Py . 19[4
T, = G..cosw ol T = ©,..cosw; joumr ., =0~ =
. B . _ N . Py
Ve = 5 Gosw, * Tr-8inw, P, + B ' Npo= - (no.cosw; + Bp.sinw; g Pn)
_ Ps : P i M u_bBy +2hp
Us =Brp—p &7 Mi=BrpgVE < vVIIE + 5
- T - on, 8% tewas _ —P1s — P2
V="F - 90, 74 + 90, m [ B+ by + G, 5, + 5
tgwl) tgwyi Py Pai
V=="F +91 e + 0 G,
' M4 27, " P + Py 2 By + Py
M - (B P1e__ + G z uz)
ms = r P1s + Bl 1 r2 st + Pz] 2
Py Py . _ Ge1.V1 + Bpz.up
Ui = (B Pig + Py "ot B Pos + Py v2) i Ho=- hq

Donc & 1'échelle preés, les lignes d'influence de T et T sont les
mémes que celles de B, =B - %?-, ot étant le moment et B 1l'effort tran-
chant au point d'inflexion. Si les membrures sont paralleles, G, = 5 .

La figure ci-contre
montre les lignes d'in-
fluence de © de di-
vers panneaux. A
1'échelle prés, ce sont
celles des Ts et Ti
pour les poutres a bri-
des paralléles. Les va-
x1 P lexj ; leurs des T dans les
' ; g pannesux centraux sont
relativement modérées
et de signe variable,
et en cas de surcharge
complete, ils sont
presque nuls. Dans les
» ; . panneaux extrémes, les
L : Tl valeurs de T sont
’ plus élevées et pres-
que toutes de m8me si-
gne; le maximum trés
élevé correspond &

>

x

1|,

rée ci-contre, elle

est & 1l'échelle preés
celle de M qui est
bien connue.

A ! ® la surcharge compléte.
; loxi La ligne d'influen-
- 1+ ce de IM/r eost figu-
H r

.~
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On en déduit aisément celle de B, qui & 1l'échelle prés, est celle de
Te et T; et aussi, & 1l'échelle prées celle des moments aux noeuds des mem-

brures.

Les variations des T et des M des membrures d'aprés la position des
panneaux sont analogues & celles des poutres & brides paralléles, mais plus
atténuées cependant. Le sens de ces éléments n'est caractéristiquement varia-
ble que pour les panneaux centraux. Dans un pont en béton armé d'assez gran-
de portée, il y aura a peu prés compensation sous l'effet .du poids mort et
les surcharges pourront développer des moments de sens variebles, mais dont
1l'importance relative est modérée.

.

2=

|

X T
3 BN
P b 1axy 4, dex1y P
‘‘‘‘ . -———"'FT’T’—— -~ d : _E—T 1+ (= )P:;pT slnovg
——————————— ! H - 1
| | ezzIiIC N S L.
""" T I !
| T i S
...... ,/———"""*—_— ?_:)rsinws P !
P T ; ' S | I
x1 s H : 1
o) s | 1 '
")PS'*'PI tnews — J(
E ' l-x] loxj P
¥ - =(1+ iy S. sinw
z i e sinws

. v

Pour les N , on en déduit, d'aprés les formules, les lignes définies
ci-dessus. Donec les efforts normaux ne peuvent changer de sens et la surchar-
ge dangereuse correspond & la surcharge complete. Des lignes d'influence des
M et des T, on pourrait déduire celles des V , selon gue les charges sont
reportées sur la bride inférieure ou supérieure. La construction ne présente
aucune difficulté. Le terme principal provient de la charge agissant sur le
montant méme ou dans les panneaux adjacents. Ainsi, pour une poutre & brides
paralléles et telle que PB/P, = Cte, les lignes d'influence de V pour un
montant sont figurées ci-dessous, suivant que lzs charges sont transmises &
la bride supérieure ou inférieure. Les lignes d'influence de Mps et Mg
peuvent se déduire de celles de G, et G, , mais, si 1l'on peut admettre
qu'il y a un point d'inflexion fixe dans le montant, on peut s'en référer
aux lignes d'influence de H . Elles se déduisent de celles de T, et Bp2
suivant la figure ci-dessous (page suivante). On voit donc que H peut chan-
ger de sens, mais posséde un maximum caractérisé d'un sens déterminé. Ce
n'est guére que pour les montants
centravx que la variation de sens

v al chargns cux noeuds sup, Deut avoir quelque importance.
+ Ps+Py (+) Les lignes d'influence précéden-

& - Pe a5 tes, qui supposent gu'il n'X a
PotPT charges at(*x)"oeuds Inf. de charges qu'aux noeuds, démon-
- trent la propriété de similitude

des poutres Vierendeel, qui peut
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se liteller comme suit :
les facteurs d'influen-
ce des poutres Vieren-
deel sont invariables
pour les poutres géo-
métriquement et élasti-
quement semblables,
c'est-a-dire lorsque,
outre la similitude
géométrique, les P, /P,
sont les mémes pour les
éléments homologues en
supposant la rigidité
des montants infinie.

Ces lignes d'in-
fluence permettent 4'
étudier les effets de
tous les cas de char-
ges fixes et mobiles.
Il résulte de cette
étude, qu'en général,
les membrures sont sou-
mises & des efforts
normaux, des efforts tranchants et des moments fléchissants. Les fatigues de
cisaillement sont généralement négligeables. Connaissant les diagrammes en-
veloppes de M , on peut vérifier la ésistance des sections auvx efforts

2q

2]

tranchants par les méthodes connues.
Les fatigues principales sont norma-
les; elles comportent deux termes dus
aux efforts normaux et aux moments
fléchissants. Tuc maxima ne concordent
pas. Aussi est-il recommandable de
tracer les lignes d'influence des fa-
tigues des fibres extrémes :

N.
d:%—i%:(M+—%}Q>.
z

1
L
Z

Donec au noeud 1



Is
Ts .'LI2 s T 1
O4s = ( COSWs [oN ). Is
Zs
Au noeud 2 I,
N. —
p (T,.vz S Ze ) 1
2s cosw, Qs 77 Is
Zs
Au noeud 1 I
T].uz 1 .z_r 1
%1 ( cosw, [op ). I
2]
Au noeud 2 I
Ny —
21 cosw, 277" I

Connaissant les lignes d'influence des N et des T , on peut en dédui~-
re celles de o ; elles ont les allures représentées a la page 171. La secon-
de forme est la plus générale, surtout si les membrures ne sont pas parallé-
les, car alors les M sont réduits et les N relativement plus grands.

‘Les lignes d'influence des fatigues aux extrémités des montants ont une
forme plus compliquée. Il y a lieu d'observer que les lignes d'influeance des
tensions se référent aux moments antipolaires et supposent toute la section
active. Si, dans les constructions en béton armé on néglige les zones d'ex-
tension, il faudrait se référer & la section réduite utile. C'est un point
délicat et une objection importante & l'utilisation des lignes d'influence
des tensions.

Pour les calculs de déformation et par conséquent, pour la résolution
des équations hyperstatiques, on considére les moments d'inertie des sections
totales. Il y a 14 un illogisme frappant et méme, en principe, un danger. Car,
si le béton étendu est réellement fissuré, les rapports d'inertie sont modi-
fiéds et les liaisons rigides sont transformées. En fait, les fissures sont
fréquentes dans le béton aux extrémités des montants. Ces phénoménes confir-
ment la théorie qui montre que les moments de flexion les plus grands se pro-
duisent en ces points. Ces fissures réduisent la rigidité des montants et
des liaisons et tendent de ce fait & réduire les moments sollicitant ces élé-
ments, mais en aggravant ceux qui sollicitent les membrures. Elles peuvent
done entrainer des fissures dans les membrures étendues et, dés lors, le
noeud est affaibli et exposé a des dégradations croissantes notamment s'il
Yy a des charges mobiles.

S5i 1'on estime que, par suite du retrait, on doit toujours envisager le
béton comme virtuellement fissuré, il semble qu'il faille se méfier des pou-
tres Vierendeel et préférer les montants flexibles, sans rigidité, assimilés
& des montants articulés. Les membrures inférieures sont presqu'uniquement
étendues et il est possible d'y éviter des fissurations latentes. Mais des
extensions peuvent se développer dans d'autres parties, notamment aux tétes
des montants, il est logique et désirable pour la sécurité de réduire autant
que possible l'extension du béton dans ces parties. On vérifierait alors les
pieces en béton armé fléchies comme résistant pleinement & l'extension de la
méme maniére qu'ad la compression. Cette méthode peut, moyennant certaines
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hypothéses admissibles, correspondre & des taux de travail acceptables du bé-
ton et de l'armature et & une armature modérée. En réalité, la sécurité exige
toujours de calculer la section du béton armé par la méthode ordinaire, mais
avec la condition supplémentaire de vérifier le taux d'extension du béton en
cherchant & le tenir le plus bas possible, par exemple 0, < R{/10 considéré
comme limite de fissuration. Cette méthode conduira & des sections de gran-
des hauteurs relatives, trés rigides, relativement peu armées. L'armature
travaillera au maximum, le béton relativement peu dans le calcul par la mé-
thode ordinaire. !

Les armatures des piéces sont groupées autant que possible & la périphé-
rie et on évidera la partie centrale des sections lorsque ce sera possible
(caisson). On pourra aussi réaliser des tensions d'extensions modérées du bé-
ton dans les montants et on allégera les poutres. Pour ce qui est de la mem-
brure étendue, on groupera aussi les barres le plus possible a la périphérie
et on adoptera le section creuse ayant mémes dimensions extérieures gque la
membrure supérievre. Il ne peut &tre question ici d'éviter le dépassement de
la résistance & l'extension du béton, mais il s'agit seulement de conserver
la meilleure liaison possible.

Toutes ces caractéristiques sont favorables & la rigidité et a la sécu-
rité, également & la légéreté et & 1l'économie et méme & l'aspect, dans des
limites raisonnables. Sous ces conditions, elles peuvent rendre l'emploi des
poutres Vierendeel rationnel en béton armé et justifier la faveur grandissan-
te qu'elles connaissent.

RIGIDITES RELATIVES DES ELEMENTS CONSTITUTIFS.

Toutes la théorie précédente est basée sur l'hypothése de la rigidité
infinie des montants. L'erreur commise est trés faible et d'autant moindre
que le rigidité des montants est plus grande. Elle atteint seulement quelques
% dans les poutres & brides paralléles lorsque la rigidité des montants est
égale a celle des brides. Dans les poutres polygonales, l'erreur est woindre.
Elle est par exceés pour les montants et les forces normales des brides, mais
par défaut pour les T et donc pour les moments des membrures. Une correc-
tion est donc nécessaire pour ces élements. Nous l'établirons dans la suite.
En régle générale, on rendra les montants au moins aussi rigides que les
membrures.

Quel rapport de rigidité faut-il établir entre les membrures? En prin-
cipe, il n'y a pas de raison de s'écarter de Iy = I; , ce qui facilite les
calculs. Si en outre, la poutre est symétrique ou telle que

CoSW,

= Cte ,
COos W

il y a des points d'inflexion au milieu des montants, ce qui simplifie enco-
re davantage la résolution. Les fatigues maxima dans les 2 membrures prés
d'un montant sont :

T u T u .
~ ® CcOoSsSWs Ns | . B coswWi N
95 = (I/z), Mo B 9y = - ZI7z5I * Zt
' o B . sinw. —8 —
¢ = |z Is .coswg U__ . _Mo.cosws * Or .S SPs + Pj
s~ |7r I .coswg + Ij.cosw; (I/z) [oR
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Le troisiéme terme est généralement négligeeble, de telle sorte que,

finalement, 5 M % COSWsU.Zs )
A ———————— +
s 7,.8s.cO8Wg r Is.coSWe+ 1j.COSW;

g, = - ( N T COSWI.U.Z i )
P = ﬂz.cosws.35; rIs.cosWs + Ij.cosw,

gi les deux montants sont identiques

_ M ..z . u.cO8W ¢
Je = [an?.cosa)s+ I.(cosws + coswy)
o1 Br.z.0u.CO8W;
9 = - [na.Q.coswi *.T.(cosw, + cosw;)]

Supposons que nous renforcions la membrure inférieure de telle sorte que §2
s'acroisse de AQ et I de AI . On obtient :

g = [ . Bp-2¢ .0.COSW s ]
s 7, .cosws & I.(cosws + coswy) + Al.cosw;

o = - [ 9% N G ,..21.CO08W) ]
b n, - + AQ).cosw; " I.(cosw, + cosw;) + Al.cosw

Donc on diminue non seulement la fatigue de la membrure renforcée, mais
aussi celle de l'autre. Le renforcement d'une membrure diminue donc la fati-
gue dans les deux brides, mais elle augmente celle des montants dont les
points d'inflexion s'éloignent de la bride la plus rigide. Si la rigidité re-
lative de la membrure inférieure devient infinie, les points d'inflexion des
montants sont situés sur la membrure supérieure. C'est le principe des ponts
suspendus a cables flexibles, supportant un tablier rigide par le moyen des
montants rigides, imaginé par Mr Vierendeel. Les membrures inférieures sont
souvent raidies par jonction du tablier, surtout dans les ponts en béton ar-
mé. Naturellement, si le tablier est large et comporte des traverses, on ne
peut pas considérer qu'il contribue tout entier a la rigidité de la membrure.
Il ne faut en tenir compte, que d'une manieére modérée au point de vue des
brides, mais l'influence sur les montants étant défavorable, surtout & l'at-
tache de la membrure inférieure, il faut en tenir compte, pour 1l'appréciation
des maxima des fatigues.

'POUTRE VIERENDEEL A MEMBRURE PARABOLIQUE.

Les poutres Vierendeel en béton armé ont la membrure supérieure (compri-
mée) parabolique, ce qui est une forme rationnelle.

Pour les ponts métalliques, on pourrait rendre la membrure inférieure
parabolique.

La poutre jouit de propriétés particuliéres en cas de surcharge verti-
cale uniforme. Au point d'abscisse x

g = p,x.(% - x) © = p.(% + X)

L'équation de la membrure est :

n = k.x.(1 - x)

2
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7 x.(l - x) x.(l - x)
Donc : r = = =
dn/dx l -2x 2 (% - x)
1
o pxG-x) 2E® F-x) =7
r - 2 *x. (1 -x) ” LAY -
o . m Bl
T,=T-=0 et Ty=T =0; Ne=o—o0p; Wy =-%car 0;=0

Les moments sont nuls dans les deux membrures. Il en est de méme des ef-
forts tranchants H et des moments dans les montants. Enfin, V = - Fp .
Dans ce type, les montants peuvent donc &tre relativement peu rigides.

EFFETS DES FORCES HORIZONTALES (Freinage).

On raméne la force horizontale de freinage & un effort normal agissant
suivant la bride appuyée et & un moment. La premiére force produit une com-
pression ou une extension de la membrure en question, généralement faible
d'ailleurs.

Suivant la régle générale, les effets du moment peuvent se déduire des
lignes d'influence des effets des charges verticales en prenant leur dérivée
au point d'incidence du moment. On peut tracer les lignes d'influence de ces
dérivées. Comme les lignes d'influence des effets des charges sont formées
de segments de droites, les lignes d'influence des effets des moments sont
formées de fragments d‘'horizontales, méme dans l'étendue des panneaux aux-
quels appartiennent les éléments considérés. On peut d'ailleurs tracer
directement 1l'élastique en tenant compte de M, N et T, par la formule ap-
propriée généralisant 1'équation différentielle ordinaire de 1l'élastique de
flexion.

Les forces de freinage proviennent des charges verticales et n'en cons-
tituent qu'une fraction (0,15 pour les ponts de chemins de fer). Elles ne
sont donc généralement pas susceptible de modifier la position la plus défa-
vorable du train des charges mobiles. On considérera donc les efforts de
freinage dans cette position.

DEFORMATIONS.

Pour une sollicitation donnée dfune poutre Vierendeel extérieurement
isostatique, nous pouvons déterminer par les moyens précédents les fatigues
de tous les éléments, notamment les diagrammes des N, T et M d'une mem-
brure. Ceci permet, par les méthodes connues du cours de résistance des ma-
tériaux, de tracer 1l'élastique de la membrure. Généralement, on peut négliger
les effets des T mais il n'est pas permis de négliger N , élément impor-
tant de la fatigue. Ses effets sont cependant modérés par rapport a ceux des
flexions. On peut procéder comme suit : établir par les méthodes connues
1'élastique de flexion, sans tenir compte de N . On emploie l'équation dif-
férentielle ordinaire de 1'élastique ou les formules de Bresse, ou la métho-
de de Mohr ou l'intégration graphique. Ensuite, on détermine 1l'élastique due
aux efforts normaux, par exemple par les formules de Bresse ou par la métho-

N

de des déplacements virtuels, cette méthode s'appliquant & toute la poutre
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et non & la membrure isolée. Ou bien, on peut (voir page et suivantes)
déterminer les moments complémentaires des membrures dus aux déformations
longitudinales des barres et tracer l'élastique correspondante. On addition-
ne les déformations ainsi trouvées. La derniére méthode ne tient pas effec-
tivement compte des déformations dues aux efforts normaux, mais seulement de
leurs effets sur la flexion.

ARCS A PANNEAUX RIGIDES.

Dans les voutes en magonnerie ou en béton armé a tablier supérieur, les
piles ou piliers de support forment avec celui-ci et avec l'arc de véritables
panneaux rigides. Rigoureusement, la construction devrait étre calculée com-
me telle.

Si l'arc est & trois rotules, le tablier est interrompu, et le systéme
est extérieurement isostatique.

Si l'arc est a deux rotules, on léve l'indétermination statique par
1'étude de :1'élastique de l'arc supposé rendu isostatique extérieurement et
soumis & l'appui rendu libre & une force horizontale égale & l'unité. L'élas-
tique de la membrure inférieure (arc) est la ligne d'influence de la poussée
sous l'effet des charges verticales.

Si l'arc est encastré, on établira les lignes des trois réactions hyper-
statiques d'un appui de la maniére suivante, qui constitue la généralisation
de la méthode du centre élastique pour les arcs simples. On suppose l'arc en-
castré & gauche et l'appui de droite rendu libre. On détermine 1l'élastique de
l'arc sous l'effet d'un couple égal & l'unité appliqué & l'extrémité libre et
le centre instantané de rotation, qui se trouve sur la normale au déplacement
4 une distance égale au quotient du déplacement linéaire par la variation an-
gulaire (A¢M). Le point O ainsi obtenu est un point fixe sous l'effet des
moments d'encastrement de l'appui considéré. On applique en outre au point O
une force horizontalc égale & l'unité et on détermine l'élastique correspon~-
dante de l'arc notamment le déplacement réel du point O, qui est une transla-
tion dont la composante horizontale est ( AaM). Ensuite on fait agir en O
une force égale a l'unité et normale au déplacement précédent. En vertu du
théoréme de réciprocité, le déplacement de O sous l'effet de cette charge
est une translation verticale. On trace l'élastique correspondante. Dés lors
les trois élastiques des fléches verticales ainsi tracées constituent les
lignes d'influence sous les effets des forces verticales

1°) du moment d'encastrement,

2°) de la poussée horizontale,

3°) de la composante de la réaction d'appui paralléle & la troisiéme di-
rection déterminée comme il est dit ci-dessus.

En vertu du théoréme de réciprocité, le point O et les deux directions
des forces sont les mémes quel que soit l'appui que l'on consideére. Car
dans les trois cas de sollicitation spécifique envisagés, les actions agissant
aux deux appuis sont identiques. La condition que l'un d'eux est encastré ne
fait que déterminer les déplacements relatifs, gqui peuvent &tre renversés.

»

I1 en résulte que pour un ouvrage symétrique, le point O est nécessai-
rement sur liaxe du symétrie et la troisiéme direction est verticale. Leur
détermination et celle des élastiques en sont donc notablement simplifides.
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Cette méthode est rigoureuse en principe (Voir "Calecul de l'arc doublement
encastré & section variable et de forme quelconque par L. Legens G.C. 2 nov.
1929). Sa conception est trds simple. Elle peut &tre appliquée entidrement
par voie graphique et elle demande en tout cas un support graphique. Mais on
peut établir les élastiques par le calcul. Le tracé des élastiques d'un arc
courbe ou formé d'un assemblage rigide polygonal de barres droites peut &tre
précis. On tiendra compte des cosw et des effets de N autant que possible.

MODIFICATION DES FORMULES PRECEDEMWMENT ETABLIES POUR LEURS APPLICATIONS AUX
ARCS VIERENDEEL.

Dans les paragraphes précédents, on a admis que dans chaque section ver-
ticale du systéme, les forces se réduisent & 906 et & B , effort tranchant
vertical. Dans le cas d'un arc, il s'ajoute dans chaque section un effort
horizontal. Si toutes les forces extérieures sont verticales, pour un état
de charge donné, cette force est la poussée de l'arc,caractérisée par sa gran-
deur et son alignement. Si l'une des membrures est horizontale (teblier supé-
rieur d'un arc), on peut appliquer a cette membrure, dans chaque section, 2
forces horizontales opposées égales & la poussée. Il en résulte un effort nor-
mal supplémentaire N, = H et un mo-
ment 9%,= - H,e, e étant l'excen-
trieité connue de la poussée. Ce mo-
ment s'ajoute & celui des charges ver-
ticales pour donner le moment total

M = oM+ oM,

Done il faut évaluer les moments flé-
chissants par rapport & la membrure
supérieure horizontale et les lignes
d'influence seront obtenues par com-
binaison de celle de 9%, comme pour
les poutres droites sur 2 appuis,
avec celle de H , déduite de la ré-
solution de l'hyperstaticité externe
d'aprés le paragraphe précédent.

S5i les deux membrures sont courbes, on prendra le4 moments par rapport
a4 l'une quelcongue des membrures, de préférence la méme que celle qui a été
envisagée pour la résolution de l'hyperstaticité externe. Dans les barres de
cette membrure il faudra ajouter aux N et T déduits de M et © les ef-
forts complémentaires :

Ny = Ho.ocosw ; Typ=~-Hesinw .

Donc il ne s'ajoute aucune difficulté de principe, mais il est assez ap-
parent gque le calcul d'un arc hyperstatique & panneaux rigides est complexe
et demande beaucoup d'attention et de soin.

CAS DES PYLONES VERTICAUX:

Les pyldnes sont généralement symétriques et sollicités par des forces
transversales horizontales (vent, action de freinage, poussées, etc.) et par
des forces verticales longitudinales. Celles-ci sont le plus souvent
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symétriques et on peut d'ailleurs toujours les ramener dans l'axe en modifiant

les moments en conséquence. Dans les pyldnes & brides verticales, il y a donec

un effort normal N = V/z constant, dfi aux charges verticales, plus éventuel-
lement un moment constant qui en
provient.

Dans les pyldnes & brides
inclinédes, il y a un effort nor-
mal

N, =% V.cosw= 31V

w étant toujours petit, et un
effort transversal

Ty =4 V.sinw= 0 ;

éventuellement un moment constant
V.e. Un certain nombre de forces
horizontales agissent suivant la
traverse supérieure;d'autres peu-
vent s'exercer aux traverses in-
termédiaires. L'action du vent

se répartit sur les brides et
introduit des flexions supplémen-
taires. Cependant, on cosidére
généralement les résultantes partielles du vent rapportées aux noeuds suivant
la loi de l'articulation des noeuds. L'erreur ne peut &tre importante et l'on
peut d'ailleurs tenir compte aprés coup des flexions secondaires.

Considérons un pyldne & brides symétriques d'inclinaison « , de hauteur
H = n.l. Soit h 1la largeur & la base. Les largeurs successives sont :

hy=h, -21l.tgw, h, =khy-2 1l.tgw="h, -4 l.tgw .......
h, =h,q-2 l.tgw=h, - 2 n.l.tgw .
Done, dans un panneau gquelcongue

u, h,4+2h, 3h -21l.tgw(3n-1)

Yn-Zh  +h, 3bh,-21ltew(3un-2) - 3L, -2 1l.tew (3n<-2)
n

Le second terme est généralement faible. Si on le néglige, on a %— =1 et,
n

pratiquement, les points d'inflexion des brides sont au milieu des panneaux.
Dans ces conditions, dans un panneau guelconque, la hauteur dans la section
des points d'inflexion est :

hl‘l-1 + hn

2 l.tgw

Mo = ——5—==h, - L.tgw(2 n - 1)
h
La distance r pour un tel panneau est : r = > _ (n-0 5).1 = r,- (n—i .1
2 tgw ! 1
en posant h
I :m-o,sl

On considére la piéce comme encastrée & la base. On rapporte les moments
a4 son axe médian. Dans chague section de coupe, on comnait le moment fléchis-
sant total 9, l'effort tranchant T et l'effort longitudinal V . On en
déduit : o

B, = (B-22)
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Donc ?_;fL_jf
1o = 20208 L ging ; T o= ZEp - g sinw
s - 77c,.cosw"' P) + 2 ’ l 7, .cosw 2 + 2 cosw

%, © et V étant exprimés dans ces formules en valeurs absolues. On en dé-
duit aisément les moments dans les brides, égaux et de méme . sens dans chacu-
ne d'elles et maxima aux noeuds. Considérons le diagremme des M . Les B
sont proportionnels aux inclinaisons de cette courbe. I /r est donné par
l'inclinaison de la droite joignant le point R au point correspondant du
diagramme des moments. Donc ©, diminue depuis la base jusqu'au sommet et
est, pour les panneaux de base, sensiblement plus petit que ® . Comme
est faible, on écrira :

G ,..cosw
Te= T = =5 —
- i v . I A
Ne=- 7o .cosw T 2 CO8W N, = e .cosw * 2 °OS¥
Si les barres sont paralléles :
g v g v
Ts=Ti=-%-75;Ns=—7-)-;—+-2'; NI=-77—0-+‘—2-

On déduit facilement du diagramme des M les diagrammes de (Ms + My)
des moments cumulés dans les brides. Donc les N, T et M décroissent de

la base au sommet. Donc tout en conservant Pg = P; , il y a intérét & faire
varier la section et la rigidité suivant la hauteur des montants. Le point
d'inflexion des montants est au milieu, puisque P, = P; . Donec
G tgw M, tgw
V:P-%r1+ ro_Moq-tgw Fo,.tg
& 2 74 M2

Comme tgw est ordinairement faible,

V:P-—‘B—ﬂ+‘-@%2'

2
Si les deux brides sont paralléles, V=%P
(Brr + Br2).1
Pour le reste, H= - Y
\ H.h
Si les brides sont paralleles H = - (-%4;—75-3) %—11; My = My = = -—2——1-
7 . ‘Brn ll
A la traverse supérieure, ona : V, =4 P, et H,= - 5T
n
. LY Pn 1
S5i les membrures sont paralleles H, = - > T,
Les moments sont : M, = = M,; = —‘H"éh" = - P"4'1

Ceci suppose, bien entendu, que les forces verticales soient reportées
directement sur les montants sans flexion secondaire des membrures. Il y au-
ra utilité a accroitre leur rigidité vers la base, pour résister & la flexion
principale. On adopte en général la méme section et la méme rigidité pour les
traverses que pour les brides. Les M des traverses sont plus grands et
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prédominants, mais les efforts longitudinaux sont faibles. Les traverses tra-
vaillent ainsi & un taux raisonnable. On adoptera de préférence des panneaux
carrés, & moins que le calcul ne montre que les taux de travail des montants
et traverses soient trés différents, auquel cas on modifiera 1l'équidistance
des traverses en conséquence.

On pourrait aussi, d'aprés le diagramme des M , conserver des montants
d'égale rigidité, dont l'écartement augmenterait depuis le pied au sommet.
Ce dispositif est moins fréquent et son aspect ne parait pas heureux. Le cal-
cul ne serait pas modifié par cette disposition.

FATIGUES SECONDAIRES DUES A LA FLEXIBILITE DES MONTANTS.

Les montants ne sont pas infiniment rigides comme nous l'avons supposé.
Pour déterminer les fatigues secondaires correspondantes, nous devrons con-
naitre les points d'inflexion des
montants., Si la poutre est symétri-
que, ces points sont nécessairement
3 au milieu. Si elle ne l'est pas, nous
pouvons les déterminer comme il est
indiqué plus loin. Recherchons d'abord
les contraintes supplémentaires dues
M| Ha & la flexion des montants dans le cas
TR IRy sy S SO des poutres symétriques & membrures
paralléles. Les points d'inflexion
sont au milieu des montants. Si nous
considérons une section effectuée sui-
. vant le plan horizontal médian, le
i ' systéme en équilibre n'est pas modi-

fié si nous appliquons les V et les

H aux points de coupe. Seulement,

sous l'effet de ces forces, les deux
demi-montants ne restent en coincidence que s'ils sont infiniment rigides,
selon les hypothéses faites pour calculer les V et les H . Sinon, ils flé-
chissent de quantités R

L=-%1,

Les milieux de deux mcntants successifs subissent donc un déplacement relatif:

Hhch3 + Hn+1 .h3
24 B.I, © 2% B.I,
Ce déplacement doit &tre annulé par des forces complémentaires (AH)

horizontales, appliquées aux points d'inflexion des montants en sens inverses
des H . Il en résulte des moments constants dans les membrures :

n-1 AM,q - AU
MM,q=4h Z(4H) ; AM,=%h & (4H) diok  (4H), = =B

Sous l'effet de ces actions, les milieux des montants n et n+l subissent

un déplacement relatif AH, 1 1.h (4H) ».13 (H) .1 .03

— . + ———— -
E.Tne 2 24 E'I‘n,, 24 E~Ihn+

Ce déPlacement doit annuler X, - X,;q, donc

Fo Fyq

NS
o
R

N
(0}

e

AH 1T T T

SR |

Xp = Xppq= -

1
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(AMnM )-1 + h.<AMn+1" A _ AMn+2" AMn+1) - - Hn-h2 + Hpyq b2
Tnen 6 Ihn 6 Ihn+1 12 Ihn 12 Ihn+‘l

Cette équation se répete pour chaque montant; il y a donc un systéme de
n équations & n incomnues 4M, 2a résoudre. Pour les charges verticales,

on & B1.1 Bn + G 1 n=1
H, = - -éLﬁ , H, = - (G, +2 £+1) avec Gp=Ry- 2, F

F désignant les charges verticales aux noeuds. On peut de‘la sorte explieci-
ter les équations en fonction des forces. Si l'on considére une force mobile
égale & 1l'unité, on peut déterminer les lignes d'influence. La résolution est
cependant complexe, & cause du grand nombre d'incomnues. Généralement, le

rapport ¢ = T%%% n'est pas trés grand ni supérieur & 1; les actions complé-

mentaires sont de ce fait relativement faibles et l'erreur proportionnelle
est faible si on détermine des valeurs approximatives de AM et AH . Comme
les AH sont tres petits ainsi que leurs différences, on néglige les dépla-
cements relatifs des points d'inflexion de deux montants voisins sous l'effet

. Hp.h3 H,.q .h3
de AH , c'est-a-dire les termes AHn _ B . Dans chaque pan-
: 24 E. I,,,, 22 E.Ippeq
neau, on a alors :
AM ., = +1
n+1 ( Ihn Ihn+1)

Le systéme est immédiatement résolu. En effet, pour des charges purement
verticales aux noeuds, on a, pour le premier panneau :

T1 Ty 4B I,h . _  I.h
ALy = (Iho L )BT, %27 T EmT, B Fo - F)<O

¢
si les montents extrémes ont méme rigidité que les autres.

Pour le ne panneau :

_In.h _Inh n
AM, = ZTT (Bpot = Bpar) = 555 T (OoF - T F) 24 I (Fp + Foq )

La fatigue correspondante des membrures est

h,
Ao = o7 Ih. (Fn + Foq )
elle ne dépend que de la hauteur 2 z des membrures, non de leur moment
d'inertie, elle décroit lorsque I, croit. Toutes ces valeurs sont positi-
ves, sauf celles du premier pamneau lorsque le montant extréme a méme rigi-
dité que les autres. Si

I, I4.h

I,.h

I,.h
_ =h - - - fondlt Bl - 0
L, =3 AM1-24I (26, - T, ‘62)"24Ih By - B) = 241 F, >0
Si I, ~ est trés grand par rapport & I, , on a
Iy _ I.h
AM1_-24I (P +‘Z$2)_-24I (2 Ry~ P, - Fy) <O.

La valeur maximum positive de AM, correspond au maximum simultané de deux
forces successives F,_, et F, . 5i ce maximum est commun et égal & F ,

In.h.F

MM =21,
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Les moments dans les brides sont donc augmentés de AM . Les moments maxima
positifs aux noeuds sont augmentés dans tous les panneaux sauf dans les ex-
trémes, ol les moments négatifs aux noeuds extrémes sont fortement accrus si
les montants extrémes sont également ou plus rigides que les autres. Les ef-
forts normaux dans les brides deviennent

on, 2 A,
L

Donec, les efforts normaux des brides des panneaux intermédiaires subis-
sent de légéres réductions. Au contraire, les brides des panneaux extrémes
subissent un accroissement souvent plus important de ces actions longitudina-
les. D'une maniere générale, le diagramme des moments totaux prend l'allure
du schéma ci-dessous. Les points d'inflexion des brides sont déplacés vers
l'intérieur pour les panneaux d'extré-
mité, vers l'extérieur pour les autres.
En cas de surcharge uniforme d'une
poutre a n panneaux, les valeurs
maxima sont :

(n - 3).p.1.h.I4

2 oMy = - 2 1,
1.h.I
2 ou, = Begrree

Les actions transversales complémen-
taires valent :

MM, - MM, I,
AH?] = h/z ) Ih (Fn+1 - Fn-1 )'

Le maximum est obtenu lorsque Fy.1

est nul ou vice-versa et vaut donc :
F.I,

* 12 1)

51 Fn_q= F,4q , par exemple en cas de surcharge uniforme, AH, = 0. Les va-

leurs de AHn sont toujours faibles, sauf pour les montants d'extrémité, ol

AM4 _Ip b (Lo _ H1_)

M, =

Mo = %72 8T 5, T T,
Si I, est constant, I,
AH°=-E-—I—; (Ry - F, - F,).
La valeur totale de H, devient : ( )
Rpo-F,).1 I,
Hoyop = Ho + 4H, = - =T - 5T (Ry - Fy - Fyq)

Si 1=h et Iy =1, , en admettant F, = Fy = 0, Hy , = % H, . L'action
transversale complémentaire n'est donc pas négligeable dans les panneaux
d'extrémité, si les montants extr8mes sont également ou plus rigides que les
autres. On applique les mémes principes aux poutres polygonales symétriques,
dont les montants ont un point d'inflexion médian. Mais pour les poutres a
brides paralleles ou non, mais différentes, la flexibilité des montants modi-
fie le rapport
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Ms Is.cosws
(n+1) ¢ Mi = Ii.coswi
\ Wn+1s  géfinissant leurs points d'inflexion

ng _\—
(n-1
zﬁ“’"&

(n% [ n l’k

{
\Hwn'*"li
n+1) i

lorsque le rapport des rigidités des
membrures est constant. Considérons

le montant n et les 2 panneaux voi-
sins. Nous admettrons que les montants
restent verticaux par iraison de symé-
trie. Le résultat ne serait d'ailleurs
pas modifié en envisageant une incli-
naison du montant. Appelons Mg et
M; les moments aux extrémités du mon-
tant, ¥, et ¥ ., 1les inclinaisons
des brides des 2 panneaux, égales

pour les brides inférieures et supé-
rieures a un infiniment petit d'or-
dre supérieur prés. Au noeud ng on a

1 Mp_1ns Mn n-1s\ _ 1 M, n+ls 1"In-b-1ns
E. ¥y - I,,.co8Wns 6 T3 = By v Thi1s .coswn+1s( 3 6 )
11n Mq Mi :
= - m (T * _6-) i My e My gt Ms o
Au noewd n; , on a
1 Mn-1ni MH n=1s _ 1 Mn n+ls K[n-.-‘]ns
E¥y = Trrsosoy T 6t T3 ) t Bt s, O e )
hn Mi Ms
= +m(_§'+-6_) i My oy = My gy - M
Done
1
6 E,(}Vn + Z-H) == Ths1e -COS Wnyts 2 My ppst Mn+1ns)
1 2 h,
t T sosos (2 Mn notet Mnotns ) - . (2 Mo + 1)
1
== To41i -COSWppqi (2 My neri+ Mppan )
1 2 h,
+ I.1 .COSWnt (2 My poti+ Mpoqni ) + Trn (Ms + R Mi)

Nous admettons gque les moments d'inertie réduits des membrures soient

constants, c'est-a-dire que
Sy q

et de méme pour la membrure
relations précédentes, on a

I, -COSWpg = I 4qs -COSWpyqe= Lg.COSW

inféricure.En retranchant membres & membres les

1 1 ]
-2 [Is .COS W, Uy oqgm M, ne1s) = I, .cosw; (, yoqi- M, n+1i)]
1 ' 1 h, |
+ IS.COSCUS (Mn-‘lns - Mn+1ns ) - Ii cosw ; (Mn-1nl + Mn+1n' ) - 6 ?[‘;n (MS + Mi) "—’O
Or,
M'? nete” My ppqe= — Mg et Mn net1” M,p1py = M, . Donc
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— 1 1 1 A
" (Is'cosws s + Ij.cosw l) * I .cosw, (Mh-‘lns - Mn+1ns)
1 6 h
- Il .COSW; (Mn"]"l - Mn+1n| ) - _I—h;n (Ms + M') =0

Lorsque les montants sont infiniment rigides, nous avons a peu de chose
prés d'aprés le paragraphe 2 :

. Mn-1ns = - Mn n-1s et Mn+1ns';= - Mn n+1s
d'ou
(Mn-‘ln" M n+1n)s = - (Mnn-1 - Mppsa )s = M
(Mn-1n_ M n+‘|n)i = - (Mnn-1 = Mpnen )l = - I

D'aprés ce que nous avons établi précédemment, lorsque les montants sont
flexibles, les différences (M,hqn— Mn+1n) ne sont guére modifides puisque
les 2 termes sont modifiés de quantités sensiblement égales. Dés lors

1 M;.1 6 hp

- - - 1 ) =
U Is.coswg I;.cosuw; I, (e +1;) = 0
1 6 hpy 1 6 h,
- Ms’(I coswg T Ihn) N M"(I,.coswi T
1 L ghn 6 + &
yf o Ii.coswi + Lnn _ Qi _ _ 9s 691 +1 X .
My & o _ 1 by I 9 "69g+ 1"
+ 6 6 +
Is.cosws In, Os
en posant _ Ij.cosw;.h, ot o. = Is.cosws.hy
LI W * Ll.dIn,

Nous retrouvons donc la m@me formule qu'a la page 135 (chapitre VII, pa-
ragraphe 7) pour le cadre & panneaux multiples soumis & 1l'effet des forces
horizontales agissant suivant les membrures. Donc le points d'inflexion des
montants flexibles sont fixes moyennant la théorie simplifide (en fait, ils
varient d'aprés la position des charges, mais trés peu) et & la méme hauteur
dans tous les montants centraux, & condition que I .coswg = Ct°,

Ij.coswy= Cte, I, = Ct® et que les brides soient paralléles. Si les brides
sont polygonales et que I, varie, les points d'inflexion fixes subsistent
pourvu que I, .cosw, = C%® et I, .coswy = C*®, mais leur position relative

\

varie d'un montant a l'autre. Si les mon-

tants sont infiniment rigides, h/I, = O,
N Wie et on retrouve
Os

Ms Is.coswsg Ps
_—= - P—— = .~ — age 184
. M, I; .cosw;j Py (p g )
Pour les membrures égales, on trouve
il g
i
puisque Q¢ = @Q; . Mais pour les montants
e d'extrémité, la formule précédente n'est

3 pas valable méme si - Mgq,= Myp, et
03 — -« M., =M. . En effet, la relation devient
Wy 011 10i



1 1.Myq, 1 1 3 ho
2 (- Is.coswsMo15+ Il.cosaq) © I, .coswg Mios + I,.coscuiMhOI— Ip, (g +3y) = 0
Or
Moqe= Mg et Myq,= - M,
Donec
1 1 1 1 3 h,
- R (Is.cosws Uy + I, .cosw,M') - Is.coswsM1°5+ I .cosw,Mw'- In, (g + 1) =0
Si les montants sont infiniment rigides, on a les conditions précédemment
énoncées et ' '
1 1 3 ho
- 1, I,.coswg  1I;.cosw; |~ In, (s +uy) =0
1
Mos - 5+ Q1
Moy ~ 1
3+ =
Qs
Seulement, il résulte de la flexibilité des montants, ainsi que nous l'avons
vu, que
» 4 ~ Mg9g > Mo, et = Moy 2> Mg

Il en résulte que dans la fraction précédente, le coefficient numérique
est inférieur 4 3. On obtient :

- Myq = Mg, Mos _ _ 3+ 1/9, Les points d'inflexion sont au milieu decg
Moy 3+ 1/0, brides

- My, = §'M10’ Moo E;é_i_iéﬁl Les points d'inflexion se déplacent vers

4 Uy 2,5 + 1/9s 4 montant 1 .
- Mpyy = 2 Myp, M9-5‘= -2+ 19 Les points d'inflexion se déblacent vers
07 Moy 2+ 1/9s le montant 1.

Mog 1,5 + 1/91 : . .

n - ) 1

M10_ 0 o - 1,5 + 1/0s Les points d'inflexion sont aux noeuds 1.
M

My,= My Mos = - i : 1;8' Les points d'inflexion des brides sont au

o4 & deld des noeuds 1 & 1l'infini.

Done, le coefficient numérique est > 1 et < 3 , sa valeur dépend de
la rigidité du montant extr@me et des membrures. D'une maniére générale donc

MOs _ _k+ j;/Qi
MO'— k+1/Qs

Les formules précédentes montrent que le point d'inflexion du montant
d'extrémité varie avec la position du point d'inflexion des brides. Or celle-
ci dépend de la correction due & la flexibilité des montants et n'est donc
pas connue & priori. En général, 1/9; et 1/¢. ne sont pas trés différents
1'un de l'autre et l'influence de la valeur numérique de Xk n'est pas tres
grande. Quoiqu'il en soit, on admettra en premiére approximation que les mon-
tants sont infiniment rigides et que k = 3. On établira la correction dans
cette hypothése et on obtiendra ainsi une premiére approximation du déplace-
ment du point d'inflexion des brides et du rapport - My,/M,q. S'il y a lieu,
on en déduira une nouvelle valeur de k et on procédera a une seconde appro-
ximation de la correction, en général sans modification sensible.

Ainsi, dans le cas précédemment examiné de la poutre a membrures paral-
léles et égales, couvert d'une surcharge uniforme, on a :
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_ p.(n-~1).12 _p.(n -1).12 ~ (n-3).p.1.h,.I4
R Myy= - 7 et 2 M, = Z , 2 4M, = - ST, °
o

Lorsque ¢ = %1'hi = 0, le coefficient numérique est 3 (montant inf. rig.)

ho * )

. S n =~ 1 . (o

51 Q=% o -3 le coefficient numérique est 2,5
Si ¢ =3 ﬁ - % , le coefficient numérique est 2
Si 0 =6 2 — é , le coefficient numérique est 1,5
Si Q = oo le coefficient numérique est 1 (montant non rigide).

Si le montant d'extrémité est tres rigide, on peut donc considérer que
son point d'inflexion est & peu prés & la m8me hauteur que dans les autres
montants. Il y a intérét & rendre les montants extrémes tres rigides, car ils
sont plus fatigués que les autres.

La recherche des actions complémentaires pour les poutres dissymétriques
est beaucoup plus laborieuse.

Nous admettons I,.cosw, = Cte I;.cosw;= Cte

Nous venons de voir que les points d'inflexion réels sont définis par

k k h1 h2
VismTyre Y2 PeTow V1TTrr Y2TTIgk

Supposons, pour fixer les idées, I, .coswy<(I;.cosw;; la membrure su-
périeure est moins rigide que la membrure inférieure.

Dans l'hypothése des montants infiniment rigides, nous aurions la

Fig. aa

situation suivante. Les moments des membrures et des extrémités des montants
sont entre eux dans le rapport des moments d'inertie I .cosw, et I;.cos w,

Les hauteurs des points d'inflexion O inexacts correspondant sont :

Is .cosw ¢ .
" Is.cos Wy + I .cosw;’

" = h I; .cosw]

h
neo " Is.cosWg + I;.cosw,

yl

h oo
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Si au lieu de faire 1les coupes aux points O , nous les faisons aux points
d'inflexion I exacts, en conservant provisoirement les valeurs relatives aux
montants infiniment rigides, on aura la situation de la figure b, gqui corres-
pond au méme état d'équilibre gque la figure a. Il faut donc en ces points I

'00 r 04 02 03
Nslo - AT, s
F'go bo

ajouter aux forces transversales H, des couples + H, (yr} - y,',a‘) toujours
positifs dans le cas envisagé.

Si les montants sent flexibles, sous l'effet des coupures, leurs lévres
subissent les déplacements horizontaux suivants

Le $ri 2
evres superieures X1 - . H, .y} (-y-' _ ..y_L'L>
n E'Ihn 2 6
X' = - Hn+1 -Yn'f1 Th+100 B T+ )
n+1 " E.Tp,y 2 6
H .ynz ¥ ¥
py s £ons w_ _ hvn (Jnhno Jn t
Lévres inférieures X! = Ty ( 5 3 ) > X!
2
H " " 1"
w _ _ Sn+d Insl (I ntd oo Inad '
Xn+1 - E-Ihn+1 2 6 ) >Xn+1

Pour anmnuler ces déplacements, il faut appliquer aux lévres des coupures
des forces supplémentaires

horizontales AH

verticales AV

des couples AM , égaux et de sens contraire & + Ho(y! - yhe ), afin
de faire en sorte que le moment total en I, soit nul (point d'inflexion).

| am| Les signes sont les suivants; les AM sont
—~ négatifs dans le cas envisagé & la membru-

ay re supérieure.

—— AH On écrira -~ |AM|, IAM| signifiant
la valeur absolue. Toutefois cette quesw~
tion de signe dépend de Ig.cosw << I;.cosw;
LU et changerait dans le cas inverse, en ce
qui concerne AM .

AV ..
~_ _ Dans la membrure supérieure :

- am|



- 189 -

M= 2 T k Mpeq AHy = Zo || - £ MV,
n
A= 5y T 0, AHe + £ |0M| + 2 W,

MV, représente le moment de toutes les forces AV, & gauche.

Le déplacement relatif des lévres supérieures est :

XX = - k? Hyp.hZ [Thoo _ k.hq _ Hper 1240 [Thttee KBy
1 T T L+ k)2 | E. Ih 2 6 (1 + k) E.I, ., 2 6(1+k)|

I1 est d'autre part égasl 2

1 k

nZ'M.;)r.dx _ AM T 7% Moer -1
E.Is.cosg E.Is .coswg

n

Expression approximative assez sensiblement exacte, 1 étant la largeur du
penneau et 7,.4 sa hauteur moyenne.

Cette formule ne tient compte que de la flexion des membrures, non celle
des montants mémes; cependant, il est logique de tenlr compte de la flex1on
des montants sous les effets des couples ‘AM\

-k [ Hnbh% [ k.hy, H,,q -h2, K.h, E.I.cosw, n
T+k {E.Ihn [3 T+ kj] T TE. T [3 T+ k):}} n Lt % | ]
- 27:‘1'%‘12 70, - Z) U, (1)
De méme
1 {H.,.h".; . hn  Hpyq b D } E.Ij .cosw; _ =" ) -
1+k [E.I, 3 (1 + k) E.In 1 3 (1 +Xk) 7,4t °
= Bl My AH, + 20, (2)

Il existe 2 équations semblables pour chaque panneau. Les premiers membres
se calculent directement, désignons les par D'M et 9D"M , on a

n Kk n
D'Mpyq = 2, T+ % Naet-8Hy = 27 MV,
DMy = 5 e M, + &, w,
n+1 = °o 1 + k 77"_'_1 . n o n
d'ou Kk 1
D'M 4 -D'M, = T+ % Npyq -8 =47V, 5
DU, g~ DM, = e 0B, + 4V, &
n+1 n= T 1 & TherB8n ¥ ns
d'ou
DMpyq = DMy = 7pyq OH,
IR, = OM,,,4 - DM,
e
en posant

DM, = D'M, + DM, = A'M, + A"M,
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On en déduit facilement AV,
- D'Mn+1 -D'My -k (D"Mn+1 = D"Mn)
(1 + k) %—

Il est A noter que les formules précédentes non seulement adoptent une
expression simplifide du déplacement relatif des lé&vres des coupures sous les
effets de flexion supplémentaires des membrures (ce qui n'est pas nécessaire;
on peut faire le calcul exact sans compliquer la résolution des équations)
mais néglige les déformations relatives propres des montants sous l'effet des
AH.

AV,,,:

Si 1l'on conservait ces effets, on aurait dans les équations (1) et (2)
des termes supplémentaires en AH, et A4H,,, inconnues. La résolution ne se-
rait plus immédiate comme ci-dessus. La simplification considérable qui résul-
te de la négligence de ces termes est encore plus licite dans le cas envisagé
ici que dans le cas de poutre symétrique précédemment étudié.

Ayant ainsi les A'M et A"M on en déduit facilement les diagrammes
corrigés des moments fléchissants des membrures et des montants, ainsi que les
tensions supplémentaires, les modifications des efforts normaux etec...

Les A'M sont proportiomnels & I .coswg , les A" & I;.cosw; . Il
en résulte que les tensions supplémentaires de flexion des membrures sont in-
dépendantes de I et proportionnelles aux hauteurs des membrures.

Les formules établies s'appliquent aux deux membrures. Rappelons que

_ (Grn + %rn+1

H, = Z &, x 1
‘6'-1.1

Donner les expressions développées des A'M en fonction des T, est assez
complexe. On peut écrire

At = I,.cosw, {‘Bm .h, [ k.h, :' ) (‘25m+ ?5,.2) n, [ k.hq ]} - k_ _,

27, In, L3 (1 + k) TIp, 3 (1 + k) + kO
On aurait de méme A"M, < O
Pour
AN, = :[s.COS(I)s ‘Eral + ‘Brz h k.h1 %rz + ‘Br‘:', h k..hz R k
2= 21, Th, 113 (1 +k)[ ™ In, 213 (1 +k)](1+Xk

Si h, est beaucoup plus grand que h, , ce qui peut arriver dans les
panneaux des extrémités des poutres polygonales, A'lM, comme A'M, peut &tre
négatif malgré que G,  + Gp, > Brp + Grz . Donc les A'M et les A"M peu-
vent dans les poutres polygonales, &tre négatifs, non seulement dans les pan-
neaux extrémes, mais aussi, éventuellement, dans quelques panneaux voisins.

Dans les panneaux médians

_ IS .COSCUS @rn"’%rn-}-‘] h ‘k¢hn _ ‘6rn+ﬂ',‘5rn+2 k.hn+1 l k
1= T2 T 51+ %) Tonet |3 (1 +E) |/ T+ K

Cette valeur est généralement positive, comme aussi A"M,,4. Les flexions
des membrures sont augmentées; les efforts normaux sont généralement diminués,
sauf, éventuellement, dans quelques panneaux voisins des extrémités, la sol-
licitation des montants est améliorée & la flexion, sauf éventuellement aux
montants extrémes et aux montants les plus voisins des

A'M
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poutres trés polygonales, telles que les bowstring. Cela n'a aucun inconvé-
nient, les montants courts étant tres rigides et en général, fortement ren-
forcés par les noeuds.

N.B.- On voit que l'on pourrait sensiblement annuler les AM malgré la fle-
xibilité des montants, en réalisant

H,.h? k.h, te
. = C
Ihn 3 (1 + k)
Hh 'h?;\ h - cte

n
T, 3 (1 + k)

condition réalisable pour une sollicitation fixe bien déterminée, spéciale-

ment applicable aux porte-a-faux, pylones, consoles, etc... Cette condition
revient sensiblement & : B
Hn-n_cte
Ip,

INFLUENCE DE LA RIGIDITE DES NOEUDS.

Les noeuds sont généralement renforcés par des arrondis ou des chanfreins.
L'influence sur la détermination des actions sollicitantes est nulle pour
les poutres symétriques et faible pour les poutres asymétriques. On pourrait
admettre pour chague barre une valeur moyenne de I telle par exemple gque

1,
1 Ji.J~X° 11- %) a4
=13
In 13 A I
1
dx

1,
I, I

o]
1, étant la largeur interne libre du panneau entre les montants. Sur 1l'épais-
seur des montants, on a en réalité I = oo .

. Ims IS

5t I Iy
fatigues maxima aux noeuds, pour I constant, sont sensiblement réduites.
La section dangereuse est reportée prés de l'origine du chanfrein ou de l'ar-

ou, plus simplement,

, la répartition des efforts n'est pas modifiée. Mais les

rondi. On y a un moment P
p 5T L2
= —_—S ! 1 — S
M=0, P, + P u' , u'<u et 9 = T

pour une fibre paralléle & l'axe. Pour une fibre inclinée de a sur l'axe,
on peut admettre : p
S

(6" Ps + P[
I.cos?a

u'.z

Og =

Mais les efforts normaux deviennent excentriques dans l'arrondi et don-
nent lieu & une fatigue plus élevée, qu'il faut calculer par les formules de
flexion composée, en tenant compte de l'accroissement résultant de 1l'ineli-
naison des fibres. En ce qui concerne les fatigues dans l'intérieur des
noeuds, elles échappent & l'investigation théorique. Elles ont fait 1l'objet
d'études expérimentales sur modéles, par la photoédlasticimétrie ou par des
mesures de déformation de haute précision. Le professeur Coke de Londres a
procédé & des essais photoélasticimétriques sur modéle de verre et a relevé
optiquement les tensions des fibres extrémes des membrures. Pour un modéle
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de poutre & membrure inférieure polygonale, le professeur Vierendeel a montré
(Technique des travaux, juin 1928) qu'il y avait bonne concordance entre les
tensions relevées et celles que l'on obtient par le calcul, surtout dans les
panneaux médians. Dans les panneaux extrémes, dont le montant d'extrémité était
trés court, la concordance était moins bonne. D'une maniére générale, les fa-
tigues calculées sont supérieures aux fatigues observées. Mr Vierendeel cal-
cule les tensions jusqu'aux extrémités axiales des barres des membrures en
supposant I constant, ce qui détermine les diagrammes re¢tilignes. Mais,
dans 1l'étendue des chan-
freins ou arrondis de rac-
cordement des barres aux
noeuds, il relie le diagram-
me des fatigues de deux bar-
res voisines par des seg-
ments de parabole & axes
verticaux de courbure oppo-
_~~ sée. On peut admettre, par
T exemple, que ces paraboles
'm se raccordent tangentielle-
: ment avec les diagrammes
linéaires au droit des ori-
gines des chanfreins et que,
au droit de l'axe du mon-
tant, la fatigue soit éga-
le 2 la moyenne des fatigues
maxima calculées. C'est ce
qui résulte de l'hypothése
faite par llr Vierendeel
(Cours de stabilité Tome IV) sur le mode de transmission du moment H.y du
montant sur la membrure, qu'il considére réalisé par des tensions uniformes
p de traction et de compression réparties & la téte du montant sur toute la
largeur comprise entre les origines des arrondis des brides,telles que

2
Bi—b—:H.y.
Cette répartition permet de calculer tous lespoints des courbes paraboligues
de raccordement des diagrammes des moments. Pour en déduire les tensions, il
faut pouvoir supporter I/V , ce qui est difficile dans le noeud. Les essais
photoélasticimétriques montrent des courbes de raccordement ayant une allure
analogue dans l'étendue des renforcements des noeuds pour les diagrammes des
fatigues des fibres extrémes externes des membrures.Les maxima de fatigue se
produisent dans l'étendue des noeuds, & peu de distance des origines des ar-
rondis des brides, mais sont inférieures & celles qui sont calculées d'apres
les diagrammes rectilignes. L'influence des noeuds se manifeste d'ailleurs
déja légerement avant l'origine des arrondis. Aux fibres extrémes internes
des membrures, les diagrammes des tensions se raccordent par des courbes avec
les diagrammes des fatigues des fibres extrémes des montants. S'il n'y avait
pas de chanfrein ou d'arrondi, les expériences montrent qu'il y aurait dans
l'angle vif de raccordement un accroissement local considérable de fatigue.
I1 faut donc ménager une transition & courbure continue de préférence, Mal-
gré cela, on observe encore une augmentation de la fatigue le long de la fi-~
bre courbe extréme, de telle sorte que l'on doit y compter sur des tensions
maxima au moins égales & celles qui sont calculées au noeud ponctuel théorique;
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elles sont méme probablement supérieures. C'est ce qui résulte des expérien-
ces de M.J.Schroeder van der Kolk (voir A.T.P.B. avril 1924). Les investiga-
tions ont été faites sur un modéle de noeud de poutre Vierendeel en t8le de

3 mm d'épaisseur suivant le schéma ci-dessous. Les tensions ont été relevées
dans toute l'étendue du noeud

au moyen d'appareils trés pré-
cis (extensomdtre Okhinzen). Sur
les tranches, on a relevé les
diagrammes ci-contre qui montrent
que les fatigues les plus
élevées se produisent au droit
- des origines des arrondis des
montants et dans les fibres ex-
trémes. Ces courbes des tensions
maxima se raccordent avec les
diagrammes quasi rectilignes des
tensions dans les fibres extré-
mes des barres droites. La répar-
tition des tensions dans 1l'inté-
rieur du noeud met en évidence
une zone de fortes extensions

le long de A4D et forte com-
pression le long de EB, , d'ex-
tensions et de compressions plus
faibles le long de CB et AC
respectivement, avec au centre
du noeud, entre ces gquatre zones
une région triangulaire de fati-
guestres faibles.

3,25
5,00,

Il y a donc avantage & ren-
forcer sensiblement les noeuds
au moyen d'arrondis a courbure
progressive, arcs de cercle ou
de parabole. I1 faut éviter les
chanfreins & angles vifs, qui,
par leur discontinuité créent
des tensions élevées et des
amorces a rupture. La largeur
totale du noeud est en général
triple de celle de la membrure.
Les arrondis réduisent les fati-
gues principales et aussi les
fatigues complémentaires parce
qu'elles augmentent la rigidité
des montants.

14 .- INFLUENCE DES FORCES NORMALES ET DES DEFORMATIONS LONGITUDINALES DES MEMBRURES.

Soient ¢, > 0 et oJ; < O les tensions longitudinales de compression
et d'extension des membrures supérieures et inférieures sous l'effet des ac-
tions principales et complémentaires. Si nous supposons les montants de rigi-
dité indéfinie sectionnés aux points d'inflexion, 1l'écart total entre les
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montants devient ¢ . 1
(os ~01)'}§

Pour annuler cet écart, il faut appliquer aux demi-montants, aux points

d'inflexion, des efforts (6H}W1 . Done .

1 cosw cosw| (6H) 1 1
(0y - o) E (6H)"+1 E ( ) + - (Is.c:osa.ls.jiysz.dx
o

1.
X
I;.cosw; jyl .dx)

+

en négligeant la flexion propre des montants. Or

. 1 2
x 1
jyg'dx = j‘ [yns+ I (Yn+1s - yns)] .dx = ""_7; [y|%+1s + In+1s +Ins + yr?s ]
o o

De méme 1 1 ) 2
yiz'dx = -3- (yn+1l * Y1t I nl *+ Ini )

o
Le premier terme du second membre est négligeable, de telle sorte que

(62) .. = 3 (ds - ai)
n+1_(2 2y 1 (52 A Q. —
Tnt#1s ¥ Tnets *Ins ¥ Vs T, .cosws — Ins11 * Y1t <Int + Inl T; .cosw;
Les moments secondaires dans les brides
(n+1) sont tous positifs; ils augmentent les mo-
e s ments positifs des brides, qui sont déja
maxima, et réduisent les moments négatifs.
Le moment secondaire maximum au montant le
(8H) ng1 (6H),, (6H) 4 2(6H) e plus élevé est :
(dM)ns = (6H)n Ins
), B o 1)
(&H)n n+ e+ n+2 Les moments des montants ne sont mo-
difiés que trés légerement. En effet, au
sommet du montant,

ny (H+1)[ (dM)hms = [(dH)n+1 - (6H)nj'yns = O

Mais aux montants d'extrémité, on ne peut

plus négliger ces moments secondaires des

montants, qui valent (SH),.y,, et (6H);.%;
et qui réduisent d'ailleurs les contraintes.

La flexibilité des montants réduit légeérement les moments secondaires,

car elle diminue légérement o, et J; , mais cette modification est négligea-
ble. Si la poutre est symétrique
h
Op =-0s 3 Y1 =Y¥s=%; W =0s et I =1
done ( 3 0s.I.cosw
6H)n+1:-2

Inel + Tt «In + .th

Les fatigues dans les montants autres que les montants extrémes sont né-
gligeables. Si les poutres sont en outre & membrures paralléles :
g, .l g..I

(68),,p1 = =27~ (o), = <=
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. . 2 .
La tension secondaire maximum est (60) = + 2?_5 = + ——é?iii
Elle est.proportionnelle & la fatigue axiale principale dans le rapport
de l'épaisseur de la bride & la hauteur théorique de la poutre. Pour les pou-

tres polygonales symétriques, on a une relation analogue.

Un écart de température entre les 2 membrures produit un effet du méme
genre. Supposons que la température de la membrure supérieure soit plus gran-
de de t° que celle de la membrure inférieure, la variation de température
étant uniforme suivant les montants. Il suffit de remplacer dans les formules
ci-dessus -0J; et J, par - 4 E.6t . Pour les poutres a brides paralléles

_ E.0t.z
O’t—i—_h

Les fatigues thermiques des montants sont nulles, sauf celles des mon-
tants extrémes qui valent :

. E.dt.14.2
= h.I,
Admettons E.0 = 2,5 pour le béton et soit t = 20° . Admettons I4 = I,.
Pour la bride comme pour les montants, d, = 50 z/h . Comme z/h< 1/10 , on

a dy < 5 Kg/ecm2, En tenant compte des arrondis, ces actions sont légérement
accrues et donnent des fatigues plus fortes, sauf dans les arrondis mémes.

INFLUENCE DES DEFORMATIONS LONGITUDINALES DES MONTANTS EXTREMES.

Nous avons vu que les montants intermédiaires ne subissent que des ac-
tions longitudinales trés faibles. De ce fait et des longueurs peu différen-
tes des montants, il résulte que leurs allongements sont tous sensiblement
identiques et d'ailleurs négligeables. Les montants extrémes subissent des
efforts plus considérables provenant de la réaction d‘'appui, dont il résulte
un raccourcissement plus important, qui provoque la flexion des membrures ex-
trémes. Pour cette fatigue secondaire peu importante, on peut admettre sans
grande erreur que les points
d'inflexion sont au milieu
des membrures. Envisageons
h 1 h4 h, une section par ces points
d'inflexion et appliquons-
des efforts verticaux (OV
pour compenser la déforma-
tion et maintenir les points

+ 2 de sections en coincidence.

. : r— E lant 1

u "'“'””IHIHE;’IHl““m"”"’i“"’ n appe an ?‘o '8. com-
y - - pression longitudinale du
' = premier montant, on a donc
|: + f_m he Io-Bo _
| B -
1 g 3 3
i g 1” .cosw 1° .cosw
L6V = = s !

= [ PLE.I, " 2 E.I;]z(dv)

: 12
i +

.6V
z E.Ih(h° + h)

en négligeant les dilatations
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secondaires des montants. D'ol

120, .h, . [l.cosw_ l.cosw; 6 7,
12 ' Ts I * I,

(6v) =

en posant
_ho +h1
Ny =~ 5
I1 en résulte des moments secondaires dans les membrures, maxima aux
noeuds ou ils valent : 60,.h, [l.cosw, l.cosw; 6 n] )
* ’

1
(a10,) = (o) 3 = =3 s T

ils s'ajoutent aux moments principaux dans la membrure inférieure et s'en re-
tranchent dans la membrure supérieure. Les fatigues supplémentaires dans la
bride inférieure sont : M,

(5012) = (532

Le montant extréme subit sur toute sa hauteur un moment constant qui aug-
mente le moment sollicitant au pied inférieur. Il est égal a %-(év).l et la
fatigue correspondante est (ﬁﬂ) N 3 h

5) -

In
Si l'on tenait compte de la rigidité des noeuds, on trouverait encore des
efforts et moments accrus mais des fatigues réduites dans les noeuds mémes.
Aux noeuds du second montant, on peut admettre :

' 1 _ 3 hq _ 1,5 1.M4» ,

6 E.V - T..cos50, My = ¢ T My, = T,.c080, (en admettant 1l'encastrement en 2)
De plus 1

M10 = & M11 + M12 5 (M1o = = MO‘) = = ((SV) 5 )
Done Mg 1.1 ) 1

M4 ~ 72 hqi.Io.coswy ™ 32 Q2

Done

: Ly.29p+1 .20z _ My

M10 = M12(1 + 2 QZ) = 2 9, M, et My, = 1+ 209, Mqg, Myq= 1 +209

Si ¢ = 1, aux noeuds 1, le moment atteint donc environ 2/3 du moment
au noeud O et au noeud 2, il en subsiste environ encore 1/3 (encastrement);
ensuite la décroissance est rapide. Au 26 montant, le moment constamt = 1/3
du moment du premier montant. Si les membrures sont paralléles et que
I, =1; =1, , ainsi que 1 =h, on a

Jo.1 3 0,.1 30,.2
o7 5 (0My) = =7%= 5 (o) = % 5

la fatigue est la méme au pied du montant.

(6v) = % .

INFLUENCE DES SURCHARGES ENTRE LES NOEUDS.

En vertu du théoréme de la superposition des effets, on peut considérer
d'abord la poutre comme un systéme & noeuds fixes dans le sens vertical et
mobile horizontalement et déterminer parles méthodes exposées dans les chapi-
tres précédents, les réactions suivant les montants, qui sont purement verti-
cales et constituent les charges qu'il faut supposer appliquées aux noeuds de
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la poutre Vierendeel. On en calcule les effets comme il vient d'&tre montré.
On 'superpose omsuite les effets des 2 sollicitations. On constate qu'en géné-
ral les moments positifs aux noeuds sont réduits, tandis que les moments né-
gatifs sont accrus. En cas de surcharge uniforme, par raison de symétrie, le
probléme est un cas de construction & appuis fixes. Pour les travées centra-
les, on peut considérer l'encastrement parfait; pour les travées extrémes,

le calcul approximatif est aisé. Les flexions secondaires des moments s'en
déduisent aisément. Comme il s'agit de fatigues secondaires, on peut faire
des hypothéses simplificatrices, par exemple considérer les montants comme
infiniment »rigides, ce qui donne des encastrements aux membrures. On obtient
des moments par excés pour les brides des panneaux centranx et les montants
centraux et extrlmes, alors qu'ils peuvent &tre éventuellement par détaut
pour les noeuds 2 et 3.

Hokskokskokkkokkokok

CHAPITRE XI.

1.- ARC A TIRANT ASSEMBLE RIGIDEMENT.

Le systeéme est extérieurement isostatique. Supposons l'arc chargé et
soit H 1la tension du tlrant On a au noeud A

(p-Hy).Q -x) 1 (Ma, s
¢A"El(aMA+bMB>+—J E.I s =g (T %)

(voir chapitre IX, paragraphe 2)

- H. 1 M u
¢“=-E_.T(B°M3+b'MA)-TJ‘LPE_.I——L)X'G'Sz— —A+-3—B)
o

E.Iy 6

formules qui négligent l'allongement du
tirant mais tiemnnent compte du raccourcis-
sement de l'arc. Le tirant doit donc &tre
d'une rigidité comparable & celle de l'arc
On a alors :

1
AA B J‘i%x ds
T H = KoMy 4 My) 4 e
(2, ) E.Aa y

(voir chapitre IX, paragraphe 8).

S5i 1'on tient compte de l'allongement du tirant, on doit modifier les
expressions de K et de a et b en y substituant & Aay le terme

1 . . . 1.H
Aayy + (v01r chapitre IX, paragraphe 2) Ou bien encore, on considére ==
H Z) ’ E. Qt

comme un déplacement relatif horizontal des naissances et on écrit (voir

chapitre IX, paragraphe 8) 1
1
(p-Hy).Q-x), ___H y.(1 - x) ,
E.I E.Q4 Aay E.I
(-]

¢ "—_(aMA+bMB)+_

= o
1 M, Mg
73 %)



1 1
_ 1 ‘ 1 (u-Hy)x il X.y
g = - g1 (8.Mg+ b.I,) - E.I ds - ¥, . da; jE.I ds
o
- -t (B, U i
= " E.1+'6 "3 X
[ e
H.1
H = K. (MA * MB) * E AO.’H E.Qt AO.'H

Les trois équations résolvent le probleme. Si la sollicitation est symé-
trique, il ne subsiste que 2 inconnues car M, = Mg .

Le tracé des lignes d'influence est facilité par la connaissance des fonc-
tions d'influence précédemment définies. Si l'on prend comme origine le centre
élastique de l'arc, les deux premiéres équations se simplifient. En somme, le
tirant rigide produit un encastrement partiel de l'arc & ses retombées.

ARCS ET POUTRES ASSEMBLEES PAR DES MONTANTS VERTICAUX ARTICULES SUPPOSES DE
LONGUEUR CONSTANTE ET ASSEZ RAPPROCHES. Considérons un arc a deux rotules
associé de la sorte avec longeron droit
supérieur & appuis simples. On admet que
les 2 piéces ont partout méme fleche ver-
ticale. Soit 4 1le moment de la poutre
e sous l'effet des charges. Soit #' le mo-
ment sous l'effet des réactions verticales
des montants. En un point gquelconque de

la poutre M = u + 4' . Au point de 1l'arc
sur la méme verticale ' = - u' -~ H.y.
Done M + M' = 4 - H.y comme dans l'arc

a4 deux rotules. Puisqu'en tous les points
les fléches verticales sont égales

M ' _ Mo+ M
E.I - E.I'.cosw  E.(I + I'.cosw)

La poussée H s'obtient par la relation

ou 1 A lN'
EI".cosw 7 %9~ ) Eoqr coswds = 0
Or ' ° ' °
M M+ M p-H.y et N' = H.cosw

E.I'.cosw E.(I + 1'.cosw) E.(I + 1'.cosw)

8i le surbaissement est grand.
1

I
Done u.y.ds - v2.ds _H cos%u ds = 0
E (I + I'.cosw) ~ E.(I + I'.cosw) E.OY -
(o]

o
Done, la poussee est la méme que celle d'un arc fictif, ayant wéme fibre

neutre que l'arc réel, mais un mement d'inertie réduit I + I'.cosw et sou-
mis aux charges appliquées a l'ouvrage. On obtient le méme résultat pour l'arc
encastré associé a une poutre encastrée également, les 2 piéces étant réunies
par des montants verticaux assez rapprochés.
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En réalité, cela n'est tout & fait exact que si les charges agissent
au droit des montants (transmission indirecte), ce qui est généralement réa-
lisé. En cas de transmission directe, il faut superposer a la sollicitation
principale celle d'une poutre a appuis multiples de niveau.

Des propriétés analogues existent pour les ponts suspendus rigides en
béton armé.

3.- ARC A TIRANT ARTICULE SUSPENDU PAR DES MONTANTS VERTICAUX (Bow-String).

La méme relation que dans le cas précédent existe entre les M et les
M', mais 1l'expression de la poussée est modifiée. En effet,

0
355 = 0
'Sdapi . pl I I
SEeTt LT yas  (Mcoswds (N,
E.I%cosw E.Q E.Q -
ou o o Yo
I I
(M + M*').y.ds - E cosw.ds _H 1-0
oE.(I + I'.cosw) E.Q E.Q 7
I I I
w.y.ds " v2.ds _H cos2w cosa@ ds = O
E.(I + I'.cosw) E.(I + I'.cosw) E A Qr T T /98 =
[e] o]

Cette équation est identique & celle
d'un arc fictif ayant méme fibre moyenne
un moment d'inertie réduit I + I'.cosw
et une section réduite telle que

cosw cosw 1
_ oot D
Si l'arc est treés surbaissé,
cosw = 1 et I"=1+ I
A ) ) ] /2 v 1 - 1 1
TEOTtD

Pour la détermination des lignes d'in-
fluence des moments antipolaires, c'est-a-dire des fatigues des fibres extré-
mes de l'arc, il suffit de considérer que U et les ordonnées de la fibre
moyenne sont réduites dans le rapport

I'.cosw
I + I'.cosw'’

les dimensions tranversales de l'arc étant identiques.

En effet, le moment central

I'.cosw
M= (lt_ H.y) I+ I'.cosw

L'excentricité de 1'effort normal est :

m
li]
2|
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Les montants antipolaires, sont égaux a

M= W.(s % +e) = 2 b o0
Done M = I'.cosw _ I'.cosw N.1
8 7" T 4+ I'.cosw Y T+ I'.cosw® B

Pour un arc surbaissé, on a sensiblement N = H.cosw d'ou

I'.cosw I'.cosw e.cosw
" - ———— W .
My = wu I + I'.cosw H.(y T + I'.cosw ¥ 6 )

Donc la propriété énoncée est sensiblement exacte pour les arcs surbais-
sés. Pour les autres, une légére erreur s'introduirait du fait de la composan-
te verticale de 1l'effort normal, qui dépend des efforts verticaux transmis
par les montants et qui dérive donc de

. Ww.I'.cosw+ H.y.1

ko= I + I'.cosw

On pourrait donc pour éviter cette erreur, se reporter a4 la formule
M' = - ' - Hiy et tracer les lignes d'influence de la maniére ordinaire,
mais non plus en se reportant & la ligne d'influence de u , mais a celle de

o u.I'.cosw + H.y.I
K= I + I'.cosw

Pour les moments dans le tirant, pour les arcs surbaissés, on peut rai-
sonner comme sur un arc d'ordonnées

I
I + I'.cosw

ayant les dimensions transversales du tirant et les 4 étant réduits dans le
rapport I

I + I'.cosw

et cela rigoureusement, car dans ce cas, N = - H . L'effet de la rigidité
du tirant est de réduire la poussée des poids morts et de ce fait, d'augmen-
ter la flexion totale du systéme. En effet, dans l'arc fictif équivalent,
l'excentricité ¢ & la clef sous l'effet d'une surcharge uniforme compléte
sur un arc parabolique de moment d'inertie réduit constant est :

- _ 15 I
d = k.f ou d = 8 D

c

pour l'arc & 2 rotules,

I
%? .‘1; (%Z + é:) pour l'arc a tirant simple et

15 Ic + I+ (1 1 . s .
g - 7 (zz +-Qt) pour l'arc & tirant rigide.

o =
Mais si la rigidité du tirant ou du tablier l'emporte sur celle de l'arc
la majeure partie de la flexion est reprise par ce dernier et l'arc est trés

peu fléchi. Si I'.cosw 0
-——:[—-—— =

la flexion est nulle dans l'arc. La rigidité du tablier réduit donc fortement
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les flexions de l'arc, surtout sous l'effet des charges mobiles. Les effets
thermiques sont treés importants, du fait de la rigidité combinde trés consi-
dérable, mais la flexion qui en résulte est reprise par 1'élément le plus ri-
gide et affecte donc en général le tablier.

On peut généraliser les propriétés précédentes pour le cas de 2 arcs ar-
ticulds entre eux et réunis par des montants verticaux. La méme propriété que
ci-dessus s'applique & un arc fictif dont la fibre moyenne est définie par
la différence algébrique des ordonnées des 2 arcs réels.

POUTRES TRIANGULEES EN BETON ARME.

On emploie également pour les poutres en béton armé des poutres triangu-
lées droites ou arquées, qui peuvent constituer des solutions favorables ou
méme nécessaires dans certains cas (Pont Lafayette a Paris).

Le calcul se fait principalement par les méthodes ordinaires relatives
aux poutres triangulées, mais il faut observer que généralement, l'hypothése
des articulations auxnoeudsest inadmissible, & moins de constituer tous les
noeuds par des semi-articulations Mesnager, ce gqui parait d'ailleurs présen-
ter des difficultés pratiques et n'a pas été tenté & notre connaissance. Au
contraire, les formes constructives en béton armé conduisent plutdt & accroi-
tre la rigidité des noeuds par des arrondis ou pans coupés. Il faut en tenir
compte en calculant les fatigues secondaires. La méthode de Mohr paralt d'un
usage commode. Elle concorde avec les méthodes précédemment exposées pour
les constructions continues. Elle est basée sur les hypothéses suivantes,
d'ailleurs communes & toutes les méthodes :

1°; la flexion des barres est sans influence sur les longueurs,

2°) la flexion est assez faible pour que l'excentricité et 1l'obliquité

des efforts longitudinaux qui en résultent, puissent &tre négligés.
3°)1l'effort longitudinal est calculé comme si les noeuds étaient articu-

1lés; les actions secondaires consistent principalement en moments, les for-

ces transversales qui en résultent étant trés faibles.

METHODE DE MOHR POUR LE CALCUL DES FATIGUES SECONDAIRES DES POUTRES TRIANGULEES.

La méthode comporte comme opérations préliminaires

1°) le calcul des efforts dans toutes les barres du treillis dans 1l'hy-
pothése de l'articulation des noeuds.

29) Le tracé de l'épure de déformation du treillis; par exemple par la
méthode de Williot, qui permet de déterminer les angles ¥ dont les barres
ont tourné. En effet, la méthode donne les déplacements normaux An infini-
ment petits des noeuds et on en déduit

v - Mg - Anp
ab 1

1 étant la longueur de la barre considérée.

On considére comme inconnues les rotations ¢ des noeuds c'est-a-dire
les angles dont les barres ont effectivement tourné prés des noeuds. Soit une
barre ab ayant tourné de ¥ et dont les rotations des noeuds sont ¢, et
@p . I1 en résulte que :




- 202 -~

2 E.I
¥, === (29 +9, -39
2 E.I
sz-——l——((pa+2(0b—33y)
Si en un noeud O aboutissent =n barres 01, 02,....., On , on peut y

écrire n équations telles que

2 E.I ’
Mo1=—j"1‘l(2¢o+¢1'3y701)

MOZ:‘Z—f'é—Ii(z qDo +¢2—3W‘02)' ete...
Tous ces moments doivent s'équilibrer; donc, compte tenu des signes :
n
si tous les efforts longitudinaux concourent au centre du noeud, ou
S Mg, = b,

s'il y a un moment b, résultant de l'excentricité de certains de ces ef-
forts et qui est donc connu.

S'il y a N noeuds, on écrit de la sorte N équations linéaires entre
les inconnues ¢,, ¢4, ¢, etc... dont la solution permet ensuite le calcul
de tous les moments.

La solution de ce systéme est complexe. On peut procéder par approxima-
tions successives comme suit selon Mohr.

Cette méthode de résolution par approximations successives est applica-
ble & tout systéme d'équations linéaires dans lequel chaque équation compor-
te une inconnue affectée d'un coefficient beaucoup plus grand que tous les
autres. Dans le cas présent, pour l'équation au noeud O c'est 1l'inconnue
@o; idem aux autres noeuds. On ne commettra pas une erreur sensible au noeud
0 en admettant tout d'abord que

¢; = ¢5 = i = ¢J = ¢%
dés lors, 2 E.I, 6 E.In
Mon = lh (3 ¢; - 5 ¢°1> lh ( C: Won)
L'équation JF M., = O devient :
n I
Z, l_nyfon
[ N
P = Z”E"_
1n
Donc la rotation au noeud est sensiblement la moyenne élastique des ro-
tations des barres. On trouve ainsi toutes les valeurs ¢/, ¢4,.... ¢} . En
les introduisant dans les équations, on obtient au noeud O oI par ex.
I o gt
I I I 3 1 1 n
n ph Zn hin 4 _ ¢ 2n - 1A wo_ 2 o0 _ 2 o dn "
29l T vl e ¥ =0 dloh gl=5 05 -5 Zn_:lt_,,_
n

Cette seconde approximation donne une valeur presque exacte. Hais on
peut procéder & une troisiéme approximation. Néammoins, les rotations des
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’ 0 I . ’
noeuds dépendent surtout des produits =2 ¥ donc sont influencées surtout

1 on ?
par les rotations des barres les plus ri%ides, les barres peu rigides ont peu

U
d'effet, Mais les moments dépendent surtout de - - Dans les barres treés
rigides, ces valeurs seront élevées et les moments secondaires importants,
Au contraire, dans les barres peu rigides, diagonales et montants, les

.1 sont faibles, de méme que les moments secondaires. Si toutes les barres

ofit des rigidités comparables, les fatigues secondaires sont généralement
faibles., Quoiqu'il en soit, ayant déterminé les valeurs de ¢, les formules
permettent de calculer tous les moments. On tiendra compte éventuellement des
arrondis comme pour les poutres Vierendeel.

METHODE APPROXTMATIVE.

Elle est basée sur l'observation que les barres peu rigides n'exercent
qu'une faible influence sur les valeurs des ¢ . On peut donc sans grande er-
reur les supposer articulées. Il en résulte une simplification des calculs
précédemment exposés. On peut procéder autrement si on néglige les effets des
barres de remplissage peu rigides (montants et diagonales). L'erreur est mo-
dérée, si la rigidité I/1 des membrures est au moins 20 fois supérieure &
celle des barres de remplissage, ce qui peut &tre réalisé dans les poutres
paraboliques en béton armé. Au moyen de l'épure de Williot, on trace les
élastiques des membrures, ce qui donne les ¥. Puisqu'on néglige les barres
de remplissage et que les I/l sont peu variables, on obtient approximati-
vement ¢ en un noeud par l'inclinaison de la droite joignant les 2 noeuds
voisins du noeud considéré puisqu'elle est la moyenne des inclinaisons des

barres adjacentes. On obtient
de la sorte les ¥ et les ¢
de tous les noeuds, sauf ceux
des noeuds extrémes, ou le
procédé se trouve en défaut.
En ces points, le plus simple
est de procéder au calcul
d'apreés la premiére approxi-
. mation de Mohr, ce qui est
= simple, puisqu'il y a peu de
n*1  barres. Si la condition indi-
quée ci-dessus est réalisée, les erreurs de ce systiéme peuvent 8tre seulement
de quelques % et généralement moindre que 10 % . Cette méthode ne convient
toutefois que si les barres du treillis sont concourantes. S'il y a des ex-
centricités, il faut procéder au calcul exact qui montre que l'effet de ces
excentricités est bien supérieur & celui de la rigidité des noeuds.

FATIGUES SECONDAIRES.

Les fatigues secondaires de flexion sont théoriquement maxima aux cen-
tres des noeuds. Mais il est bien certain que la configuration complexe des
noeuds modifie considérablement la répartition des tensions dans leur étendue
par rapport & celles qui dérivent des moments de flexion, d'une manidre cor-
respondant & celle qui a été indiquée pour 1 es noeuds des poutres Vierendeel.
Les tensions théoriques sont :
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2 5.1
d=__i—(2¢°+¢1._317)-}£

2 E.v
O:—-—i—-(2¢o+§01-3yf)

Donc pour une barre déterminée les fatigues sont proportionnelles & v ,
donc il y a intérét 3 avoir des membrures peu élevées. Il faut en outre ré-
duire (2 Yo + 91 = 3 ¥). Comme les ¢ sont en fin de compte en raison de ¥,
il faut réduire les ¥ , c'est-a-dire la flexion du systéme triangulé. Donc
il y a intér8t & avoir des poutres trés rigides, de grande hauteur et ensui-
te & avoir des fortes sections, de maniére & diminuer les fatigues et défor-
mations primaires.

Donec, eu égard aux actions secondaires, il y a lieu de calculer les fa-
tigues primaires avec des limites des tensions pas trop élevées.

Une imprécision assez grande peut affecter ces calculs lorsque 2 ¢, + ¢4
différe peu de 3 ¥, , ce qui se produit pour des barres trés rigides. On ar-
rive alors & avoir de trés sérieux écarts par rapport &4 JSM = O en chaque
noeud. Il est en général facile d'établir directement de trés petites correc-
tions des ¢ qui satisfont assez exactement ZM = O ; on considerera ces va-
leurs corrigées comme étant les plus convenables.

stk sfok kR KoK koK

ANNEXE AU CHAPITRE IV, PARAGRAPHE 2.

EQUATIONS GENERALES DES CONSTRUCTIONS CONTINUES A BARRES DROITES.

Nous envisagerons d'abord les systémes & barres droites; envisager d'em-
blée des barres quelconques obscurcirait l'exposé. La base de la théorie est
donnée par les formules de déformation de Bresse. Considérons une piéce droi-
te AB , soumise & l'action de cextaines

\y forces extérieures, dont les moments aux
extrémités sont M, et Mp, et les dépla-
M, cements normaux des points A et B sont
A s y Ya et Y .

‘\: On déduit immédiatement des équations
d'équilibre statique qu'en un point gquel-
conque S :

y Y My - M
2 b M=m+ M, + —E—T-—ﬁ x
: et
: M, - M
1 T=t+_b—i"—‘2

m et t étant les moments et efforts tranchants dus aux charges extérieures
pour la piéce AB suposée appuyée aux extrémités. J'ai rappelé dans le cours

de Ponts en magonnerie la 3¢ formule de Bresse absolument générale.
X

¢=¢o —j‘E]{l[Id.X (1)

o]
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@ étant la rotation du point d'abscisse x , ¢, la rotation de 1'extrémité
initiale donc de A . Par application de la 2¢ formule de Bresse, on obtient :

- 1
noon ek [ 0w we g e, s BEE L G e
2

o

L'équation (1) dev:Lent en remplagant 9 par (2)

¢=yaIYb-fx J__(l x).dx

Appliquons cette formule ge’nerale au po:Lnt A, x=0

_u I_.__(l_x>dx
o

Y, =
Au point B ¢ x =1
(ob:ya"Yb_lJ-Mx‘dX
En remplagant M par sa valeur générale m + M, + ux , on a
1
Ya = ¥b Ma |1 -x Mp - Ma (1-x)x (1-A
‘”a="T—+T£E_.1'd’” 17 E.L ax
1 o
_Ya - ¥b _ Ma (x.dx UMb - Ma. x2 1 mx
P = =1 ‘1jE.I 12 -7 )FgT ™
o [ 1
—j (l—x dx et ]j:jg?z représen-

tent les moments statiques par rapport aux

axes verticaux (a) et (b) d'extrémité

de la surface des moments m (de la pou-
() tre sur 2 appuis simples).

(a

En général, les moments d'inertie des
piéces sont sensiblement constants ou peu-
vent 8tre considérés comme tels. [in posant

1 -32'—-3__——& = ¥ (rotation d'ensemble de la
barre AB) et m.(1 - x)d_x = by ; fm.x.d.x = b, les expressions de
. =)
P et Pq deviennent : 1. o
M - b
9, = W+——E.I.alf(l—x).dx+METII{[aJ(l-x)xdx+ - t’
o1 I
-V - Ma xdx-Mb Maj 2 dx - Moa
$p = EIL) ™ E112° E.I.1
1 (M. My 1 dby Ma M 1. b
p=VrgrGF+F)+1-515 %=V 31T+ -1 51

En résolvant ces 2 équations par rapport & M. et My

2 E.I 2 by = Mboa
Maz—-—l-—-[(ggoa—l”)'*((pb-w)]—z—tll—z——
2 b, - oMo
M, = a—?{f)+(2¢b—1”)]-~2'—--a-l‘z—"'b
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