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I. Introduction

1. CONVENTION DE SIGNES

Les sens positifs des coordonnées x et y sont
indiqués par des fleches, de méme que le sens
positif des longueurs d’arc s comptées sur le seg-
ment AB.

Les angles w sonl posilifs dans le sens trigono-
métrique usuel (sens inverse des aiguilles d’une
montre) .

Les déplacements de translation sont positifs
dans le sens de l’accroissement des coordonnées
correspondantes, de méme que les translations
tangentielles sont positives dans le sens de crois-
sance de s. Les rotations sont posilives dans le
sens de la croissance de w.

Fic. 1.

Les éléments de réduction M (moment fléchis-
sant central), N (effort normal central) et T
(effort tranchant) de gauche (point A) et de
droite (point B) sont positifs dans les sens indi-
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qués par les fleches sur la figure 1. Ces considé-
rations correspondent & 1'usage, sauf éventuelle-
ment-pour N, que nous considérons ici comme
positif en cas de compression. Cela se justifie
pour des arcs qui sont en principe comprimés,
afin d’éviter de devoir entrainer le signe —
devant N dans tous les calculs. Si I’on désire con-
sidérer N comme positif en traction, il suffira de
changer le signe de N dans toutes les formules
qui suivent.

Nous n’attribuons pas de signes aux charges
extérieures ; celles-ci seront entiérement définies
par les éléments de réduction M, N et T avec
leurs signes. )

Il s’agit uniquement de sollicitation plane,
sans torsion.

2. CHOIX DU SYSTEME D AXES DE COORDONNEES

Nous admettons qu’il s’agisse d’arcs a faible
courbure (*).

Nous prendrons comme axes coordonnés ortho-
gonaux les axes principaux centraux d’inertie
généralisés de 1’arc.

Nous entendons par axes généralisés ceux qui
tiennent compte des effets des efforts normaux
et des efforts tranchants, en plus de ceux des mo-
ments fléchissants.

A cet effet, en un point quelconque Z de 1'arc,
dont les paramétres sont z, v, s, w, Q, [ et Q' =kQ
(section réduite pour le potentiel élastique de
I’effort tranchant), posons

r_/] .,_/_Ifl_‘w_
_| 0’ '_I GO~

(*) Cf. E. TimocHENKO, Calcul des arcs élastiques, Paris,
1922; — E. Fouron, Influence de la courbure des piéces
sur leurs tensions, leur potentiel élastique et leurs élé-
ments hyperstatiques (Revue universelle des Mines, mai
et juin 1935).
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(n est le coefficient de Poisson ; le facteur de ré-
duction k est <1).
Faisons correspondre a

points tels que

ce point Z(x, vy), trois

,l/('; P
Z:2d'=z——"1—sinw-} —cosw
2 YD ’

, r/6 ro
= —— CO0S — S M
y y + 3 (o—l—Vz sin w

J

72" =z —|—’—I—/—§sm w—l,——’:cosw ,
2 l/2

“1/6 N
y”:y—’%qcos 3 —|——’? sin w ;

7" : 2" =z-—1"|/2co80, y'=y—1|)2sinw;

enire lesquels on répartit le moment d’inertie
total I de la section transversale, de telle sorte que

ds' ds’" ds""  ds
EI' EI" EI"  — 3EI
ds', ds” et ds""' sont les trois éléments correspon-
dant a I’élément d’arc ds au point Z dans les trois
arcs lieux des points associés Z', Z” et Z'"". Les
trois points Z’, Z" et Z'" sont les sommets d’un
triangle isocéle et le point Z de 1’arc est le centre
de gravité des masses partielles dont la somme
ds
El°
Le centre élastique de coordonnées (X, Y) est
défini par

est

X Bds B x'ds’ B z"ds" B " ds"
f ~ A El/ ) 1”7 El"”

. /‘“ zds
B E1 . B y'ds’ By ds" Boyrds"!
Y/; tf?_ N ﬁT_*_'/; 'EI// —l— [\ El”’—

_[ yds.

il est indépendant de 1’effet des N et des T, c’est-

a-dire du détriplement de la masse ds . Il n’en

EI
est pas de méme des axes principaux centraux
d’inertie.
Le centre élastique G étant déterminé, pre-
nons-le comme origine des axes. Donc X =0,
Y=0et

”_”d_s_o f
/A

Appelons
s
A EI °
B zyds

o= [ 37

yds

<
|

Le moment centrifuge par rapport aux axes
principaux ceniraux d’inertie est nul. Soient

AN
Gz, el Gy, ces axes et v I'angle Gz, (fig. 2)

Yp Y

Fic. 2.

z,=—zcosy+ysiny; y,=ycosy—azsiny

B - . i
L’v,,y,,=ﬁ (zcosy—ysiny)(ycosy :r:sm-])ds___o

El
Jzy(cos® y —sin®*y)4(Jx—Jy)siny cos y=0
Ja:ycos2y—}—(']x_Jy)Sm2‘r= 0
. 2Jxy
1g2.'}_Jy_Jw. (1)

Cetle relation détermine les axes principaux
centraux d’inertie. En cas de généralisation (dé-
triplement), il faut écrire :

v — B z2dg’ z"’ds"J_ " ds'"
y=. N EY EI” - EI”
2+ r*sin® w 4+ r? cos* v
f o ds. (2)
y!2ds Il2dsll ylll2dslll
‘~ - f I E1” EI"

N 2 M2 Qi 2
Byt gt cosEu}—|—1 sino 3)

<A
B xlyldsl wllyll dsll m//ly///ds/l/
To = fA ET EI” EI”

— ’2) sin w cos w

ds (4)

_/‘B Ty — (r°

La relation (1) reste inch.angée.

On peut dés lors rapporter tout arc a ses axes
principaux centraux d’inertie généralisés (fig. 3)
et 'on a dans ce cas les relations :

Bazds B yds

A EI 77 Jy EI

B gy — (r'*— r'*)sin v cos w .
fA - ds = 0. (5)

=0,
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Les expressions de Jy et de Jz restent conformes
aux formules (2) et (3) ci-dessus. Nous y ajou-
tons le parameétre

B ds Bds' ds"  ds"
"=/, ﬁzf er TEr TR

X A
M:\\ TYA
Frc. 3.
Dans ces formules, si ’on tient compte des N
et des T, on admet le détriplement et 1’on con-
serve les termes en r et r. Si 'on ne tient pas
compte des T, on suppose ”=0; le triangle
Z/7/7" se réduit & une droite, Z'"' s’évanouit (dé-
! I
ds' ds ds (TT" est

doublement) et 5= B —

~ 2EI
un segment de longueur r,/6 de la normale &
I’arc au point Z, qui en est le milieu). Enfin, si
l’on ne tient en outre pas compte des N, seule-
ment des M, on suppose =10 et r=20; les trois
points associés s’évanouissent. Pour les sections

. 5 1
rectangulaires, k= X En admettant = g pour

le béton, 2—(1—’;‘_—']) —=2,8 et r'*=2,8r* env.

3. NoraTIiONS

x, y, w: coordonnées d’un point courant de 1'arc.

a, B, ¢: coordonnées d’un point particulier de
I’arc.

Aa, AP, Ao: déplacements élastiques finis du
point (a, 8, @).

E : module de Young.

7 : coefficient de Poisson.

I : moment d’inertie cenlral principal d’une sec-
lion transversale de l’arc. ‘

Q : aire de la méme section transversale.

Q' =FkQ (k<1): section transversale réduite
pour le potentiel de ’effort tranchant.

VT /T, /E
- Q’ o GQ k ’

Jz, Jy: moments d’inertie cenlraux principaux
généralisés ou non) de l'arc.

S : masse élastique tolale de 1’arc.

o : coefficient de dilalalion thermique.

t: accroissement de température (en valeur algé-
brique).

A{ : déplacement angulaire d’ensemble de 1’arc.

M, N, T: éléments de réduction de la résultante
des forces sollicitantes par rapport & une sec-
tion quelconque de l’arc réel.

u, v, §: éléments de réduction de la résultante des
forces extérieures par rapport & une section
quelconque de I'arc supposé isostatiquement
appuyé a ses deux extrémités.

ZA, YA, B, yB: coordonnées des extrémités de
I’arc.

Fa, Va: réactions hyperstatiques de I’arc.

Xa, Ya, XB, YB: réactions totales de 1’arc hyper-
statique.

Ma, Mp : moments aux retombées de 1’arc hy-
perstatique.

Ka, KB, Ax, aa, aB, b: coefficients caractéristi-
ques généraux de ’arc élastique.

IMa, IMs: fonctions caractéristiques des forces
extérieures.

II. Formules générales
des arcs élastiques plans

4. RAPPEL DFES FORMULES GENERALES DE BRESSE

«M

«=0zy — (B — ¥a) A?A—f—(ﬁ—y)ds
a EI
« N « T .

——-/; EQcoswds—[-'/; @,smwds (6)

AR == Ay, | (a—4) Aoy +ﬂﬁg—l (o« — z) ds

PN 8T
_/; E_Qsmmd.s—/; G—Q,coswds (7)

. «M
A?=A?A+NC T 8

5. EFFETS DES FORCES EXTERIEURES SUR L’ARC AB
A DEUX ROTULES D’ EXTREMITES

On décompose les réactions aux extrémités en
leurs composantes Xa, XB et Ya, YB, paralleles
aux axes.

Les forces extérieures sont définies par les élé-
ments de réduction w, v et 6, par rapport a l’arc
rendu isostatique en rendant la rotule B libre de
se déplacer suivant les z. Donc

vp €OS wp — B sin wg=0; (wg<C0).

La réaction en B est parallele & 1'axe des y.
Dans l’arc hyperstatique & deux rotules, il y a

en plus des réactions hyperstatiques Ja et a.

Les réactions totales sont, eu égard au fait que

Va=sea B2

I — &y
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XA == Y COS Wy — GA sin WA —I— 36,\ y (wA >0)

YA—-_—\/A sin wa -+ 04 cos wy + 96,; 3 Ya
(9) IR — T
Xp=da
YB = — vg Sin wg — 6]) COS (’)B—ZCA M .
g — T

Les éléments de réduction dans l’arc hypersta-
tique sont :

_F‘—‘“GUA(-’C—J?A)—%A(}’—Y\)—U
_I_ge (y8—ya)T— (Zp—24) Y+ YaZB — YnTA

Ty — Ty
) AN =2, (8

— ya)sin w - (xy — ) cosw
Tp — Ly

Ya)COSWw — (Tp — &4) Sin w
T — Tp

T =04 g, 2T

En vertu de la formule (7), comme

Ayp—Aya=0
BM BN \
: ds — —— sin w ds
SV/; l(zn ) ds f\ 70 inw
? i' G'I$‘2’ cos. w ds
App—— (10)
P Zp — Ta

En vertu de la formule (6), comme

cos » ds

[ I"I(y —ds— / EQ

B' T .
+./; GO sin wds
B M
4] :./: ﬁ [x(yB—y‘\)—y((EB—.l?A)—}—xBy;\_xAyB]ds
B V )
+ j\ IL—Q [(yB - yA) SIn w —l— (zn — ‘TA) cos (’)] ds

AB rl‘ .
+ jA T [(y8 — ¥a) cos © — (z5 — z4) sin w] ds.
(11)

En introduisant dans (11) les valeurs de M, N
et T données par les formules (9'), on obtient :

s, To(wp—xa) T, (Y8 — ¥a)® + S (YaZi—¥na)’
(xp — Za)

B oy
el _ _ =, . d
+ -/_.; El [z (y—¥1) —y(Ts—2Z2) -+ Tpya—z1y8]ds
| /‘B K ) p
T Ja E_Q [(-Ifn - .’EA) COS W —|— (yB — YA) sin w] s

[ GO [(xzg — z4a) sin © — (yg — ya) cos w] ds

Az —Axza =0 =0.
— B P
0 :?'_"__. Ya f ]l\?!II (ry —x) ds osons
B Falsa B Ag — I < (x8—2a)" 5 (YB—Y4)'+S(yaZs—yBZa)®
TN BT ‘ (@n - z2)
_jA Estmwds—-/A G—Q,cos © zls‘ (12)
By B
—A F_l [l‘ (ys — Ya) — ¥ (T — T4) + TRYs — -L‘AyB] ds — /; —ETZ[(-TB — Z)COS W
? ' N 13)
B 9 (
—+ (ys — ya) sin w] ds +./; ao [(x3 — x,) sin w — (yg — ¥a) cos w] ds
ge =\ . !
A (zp — x4) Ax
D’aprés la formule (10) combinée avec les relalions (9'),
p
B D v X B 9
N =_~/; Eﬁl-(x[;—w)ds———‘[A msmwds—'/; G—Q—,cosw ds
A Ip — T
Fa
-+ Ep— [Jy (y8 — ¥s) — & (yazs — ypza) S| .
Posons
- Jy(yB— ya) — T (yaxs — yBZa) S
Kp= (on — 2. (14)
B _ B B §
[ —&(x.;—z) ds —f V—sin wds — [ cos wds
14
Aoy — —* 1 EI 2 EQ Js GO 4 Kpa€s (15)

! Ty — Ty
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D’aprés (8),
B
Bop = Ags + j;

_ ! B (ys — ya) T — (x5 — x,) Y+ ¥a%B — yBZa
AQB_A(DA—F[ EId _l_xB—TA/; (.’L’B—x,\)EI ds

B u p B, p
/;E—I(wA—z) S—A foSin e s—/;k GTz,coswds

App=— Ip — Tp
ge 1
(—i;*_ﬁjz [Jy (y8 — ya) — 24 (yaZs — ¥82a) S]
Posons
KAsz(yB—yA)(x—iA (yAsz—ynx,\)S (16)
B — Za)
B B B 9
l.L v
f = (xx — 7)ds — sinwds — [ cos w ds
EI 1 EQ GQ
Aoy = — A A +Ka#a (17)
g — Ty
Posons
B B B 9
Pz — i _J_
/; EI(‘TA x)ds—l—./; EQsmwds—|— /; GIQ,cosmds
My = — Iy — &
B ’ 4 (18)
£ —zx)ds— [ sin wds — / cos w ds
J, w1 | EQ GO
My =
xrg — X,
d’ou
pw = O + Ky, ) (19)
ACFB = M, —I— KA%Ag
6. EFFETs DE coUPLES MA ET MB AUX DEUX RETOMBEES A ROTULES
On a:
Xa= s .
My — M —
Ya= zE — xAAJF“‘;yvi—ii
20) (fig. 3
Xy — 5, (20) (fig- 3)
YB — __IVIB—— MA —%AyB— ¥a
Tp— Ty T — T
Les élémenls de réduction de l'arc hyperstatique sont :
M— M, (2 — ) — Mp (24 — ) —|—9€A (yvB — . )-’E— (zs — xa)Y -+ YaZB — ¥BTA )
rgp — Tpa N g — T A [
N Ms—My 46, (Y8 — ¥ya) Sin w + (op — ) COS 0 ? (20"
g — Za Tp — Ty !
p_Ma—My e, (¥5— ¥4) €05 © — (25 — 2y sin \
Ty —- Tp Irp — Xy
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Introduisant dans la formule (11) les expres- Aon — Aoy + M,z — Mgz, s
sions de M, N et T tirées des relations (20'), on B=1%a Zp — Ta §
obtient : B ((yBp — ya) T — (z — Z4)
AxHa —KpMa 4+ KaMp=10 I / Y-+ ¥a%n — ¥pZa d
+ EI -
(zn Ta) A
ge y— SoMa — Kaln @) g YRS | Iy F oS
X 7B rp — Ty (-Z'B—"-TA)z
En introduisant les expressions (20') dans la + K. d€a
formule (10), on obtient : Posons
Iy +2.°8
Jy 4 zg* S Jy + zaz, S —=a 22
Soa = — My e M e (an =2 ™ ¢
Ao =—bM M Kada . 24
1K, B = A+ aaMB 4 Kad€a (24)
7. DEPLACEMENT RELATIF DES APPUIS A ET B sul-
Posons VANT LES ¥
Jy + va —an Jz-z"l_j\wff;zsz b (22) Dans ce cas,
(#5 — 7.) 2T Ay —Aya 20,
Apa=—aBMa + bMB | Kda (23) posons
Ay —Aya =(zB—a)AJ. (25)

BM
D’aprés (8), Agp = Au, +j; El ds

La formule (10) devient :

B

"BM N . BT
jA EI(zB ) ds — N o Sin O)ds—/; G—Q,coswds

o= A — o (26)
Aoy, == Aoy _|_f Spds
B B N\ B M
[ ;:I——I(.z,\ — x)ds — F\;z sin w ds — [ G’ZZ’ cos w ds
Agy = Ay — 22~ * A : 27

Ty — Ty

La formule (11) devient :

ds

-1 )
0= (.17" - :L‘;\)(}’n - y‘\) A(!J + /A ﬁ

Z(yn — ¥a) — ¥(Tp — Ta) + TpYa — ZTaYs]

B N ) BT .
—{—/; o [(y., — ya) sinw 4 (zg — z,) cos (o] (ls—|—./; GO ((ys — ¥a) COS 0 — (& — x,) sin w‘ ds .

(28)
On a
X, =5, , —ge, I8 Y
rg — z,\
Xp =0y, Yp=—2,22 "4 (29
g — I
M=—=25¢, (YB—ys3) & — (rp— 2,) Yy + YaTp — ys s 2

g — T

N :%A(YB —y4i)sinw - (JJB— Tp) COS W (29')

I — Ty
T=5‘€A(y3 — Ya)COSW — (Tp— T 4)Sinw
T — Ty
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Introduisant les expressions (29') dans les
équations (28), (26) et (27), il vient:
(yB — yA) Ay AxFHA =0
X
D’ou
'JJA_.. ALlJ —{—KBS‘CA $ (31)

App=A0¢ + K €, |

8. DEPLACEMENT RELATIF DES APPUIS A ET B sui-
VANT LES I

Azp—Aza est Z0;
posons
Az — Aza =Al.

La relation (10) n’est pas modifiée, mais la
formule (11) devient :

BM
0= (zp— &) Al—l—/: ﬁ[x (ys—ya) —y(@B—x,) -+ 2ys — 5 ys] ds

+ f o) [(yp — y4) sin © 4 (zg— z ) cos w] ds

+f GO [(ys —

Les relations (29) et (R9) sont valables dans
ce cas. Si on les introduit dans les formules (32)
et (10), on obtient :

Al++Ax3a=0
Al
d.=— i (33)
Apa=KBda, Agp=Kada. (34)

9. EFFETS D'UNE VARIATION DE TEMPERATURE UNI-
FORME {

Nous considérons la variation comme positive
en cas d’augmentation de la température.

A un tel réchauffement correspond dans 1’arc
hyperstatique :

I. Une dilatation empéchée suivant les z, équi-
valente & un écartement relatif des appuis

Al,—=—73t(xB—zA).
II. Une dénivellation empéchée suivant les vy,
équivalente & un déplacement angulaire relatif

5t B —¥s)
T — TA

Ap, == —

Il suffirait donc d’introduire ces valeurs dans
les formules des paragraphes 7 et 8, notamment
les formules (30), (31), (33) et (34), et d’en
additionner les effets, en vertu du principe de
superposition.

S (t,—t)

)ycosw — (zp— 1) sinw]ds  (32)

Il est encore plus expéditif de recourir aux for-
mules du paragraphe 5, les éléments de réduc-
tion équivalents se réduisant & v—=-—EQ8t.

Des lors, d’apres la formule (13)

5, — gi (8 — za)* 4+ (y5 — y4)’ (35)
X T — Ty
Aoy == — st¥B I +Kg s
B Ta (36)
Aop = — otH +K, 56,

10. EFFETS D'UNE VARIATION DE TEMPERATURE NON
UNIFORME

Supposons une élévation de température ¢, de
la fibre supérieure de 1’arc, t; de la fibre infé-
rieure et une variation linéaire intermédiaire. 1l
en résulte la superposilion d’un effet de dilata-

. . o(t, 4t

tion uniforme O(T—i_) , correspondant aux

effets de vz—%_‘_—t‘) , et un effet de
. EIS (t,—t

flexion, correspondant & p = — Ao t.—1)

h

h étant la hauteur de la section de I’arc. Il suffit
d’introduire les valeurs correspondantes dans les
formules du paragraphe 5.

(ys — YA)f zds — (#p— JA)[ —+($Byx—%yn)fnds]

Ir= Ay

S )
+ (ts + t,)

[(z8--24)' + (y8—¥4)’] _

Tp— Tp

37

2Ax

g — Ty
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8 (t,—t) [Bxs—a)ds  d(t,+t) .
da= o TR T 2o M YT K 8)
o _t B . ~ ) <
AwB—- o (t\ tt) (‘tA ‘E) ds 0 (t, _|_ t') (yB . yA) _{_ I{Aae.-\

P g — A A h

On écrirait aisément les formes particuliéres de
ces formules dans les cas ou

— b
h=c",

Il est & remarquer que d’autres effets de chan-
gement de volume, par exemple de retrait pour
le béton et le béton armé, peuvent, au point de
vue de la sollicitation hyperstathue étre assi-
milés A des variations de température fictives. On
tiendra compte en outre des tensions propres cor-
respondantes.

Il importe, bien entendu, de considérer pour
ces effets les valeurs de E adéquates, éventuelle-
ment décroissantes en fonction du temps pour les
effets de longue durée. Il en sera ainsi notam-

ou hcosw=h,=c%, elc.

;  ~B —p B 1
./,\ EI [w(yn—y,\)—-y(xn—w,\)-I—wny,\——nya] dS—A E—Q

_—2($n—$.x)

ment pour les effels des charges permanentes,
auxquelles correspond eventuellement une valeur
de E décroissant exponentiellement en fonction
du temps (*). Les mémes valeurs de E décrois-
santes avec le temps sont évidemment & appli-
quer aux effets des déformations permanentes, dé-
finis par des déplacements relatifs des extrémités
de I'arc (§ Tet§ 8).

11. ForRMULES GENERALES DES ARCS ELASTIQUES
PLANS '

Elles s’obtiennent par la superposition des cas
de sollicitation considérés dans les paragraphes 5
a 10 inclus. Ce qui donne :

(rg — x,) cos w

B 4§
+ (yp — ya) sin w | ds —|—f — |(tp — Za) Sin © — (yg — ya) cos v ds
P ‘ a GQ )
A (xp — x4) Ax
_!_KBMA — K Mg _(ys — yA)M)__
Ax . AX AX
zds) ds B ds
5t t) ()’B—Y\)/ — (#5— 24) [ v +(szA—w\YB)j ]
+_ AX g — Tp
(39)
_|_5 (&4 t) [(z8 — 24)" + (¥ — ¥a)*
2Ax rg — Ty
Xa =vacoswy, —Oasinwy 4 ICa i
Y8 — MB — MA /
YA -—/Asm (OFN —l——eACOS (OFY —|—3€A Zn —.’L‘A +1‘B .
Xp = %, (40)
Ys —= — VB sin (l.)B—eB coS wB—QCA Y8 — yA—MB—MA
rg — T rp — Ta
_I_MA (zp — ) — Mp (zs — +g€ (y8— ya)x— (£ — TA)y + yaZp — ypZa
Tgp — Ty B — TA
+ — M, sin o 564 (yB — ¥a) sin v 4 (zp — Z4) cOS W (41)
Tg — LA Tp — TA
T— 0—{—1/] MACOS w 5. (Y8 — ¥a) COS w — (2 — Z4)Sin w

g — TA

(*) Cf. F. Campus, Influence des propriétés physiques
des matériaux sur la statique du béton armé. Rapport
d’introduction au Premier Congrés international des

g — TA

Ponts et Charpentes, Paris, 1932, publication prélimi-

naire.
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S(t,— 1) [P (zy— ) ds

ACPA=—JW,B—|— KBQ‘CA—aBMA+ be-—‘(—Akp -—]—

g — Tp A h
5 (L4 )
—m—)(YB—J/A)
3(t,—t,) /B (x4 — 42
Apg= DRA—{—K_,\JCA—bMA—l—aAMB—|—Ac.p_|_iE(BtS_wiz) i (2a hz)ds (42)
& (l,+¢t)
—m(YB'—yA)~ /

On déduit des expressions (42) les relations suivantes (*):

' M= ay (Aps — AY) - b (Agp—-A¢)  a My+-bIM, a0,
: a,ag— b? a,ag— b?
a fB (xy — o) ds be (xpy — 2) ds
S(t,—t) " Ja h A h 5(t,+t) (ye — ¥a) (as —b)
+ (g — Z4) ayapg — b? o 2 (zp — x4) a,ag— b
43) ) — b (Asy — AD) + ap (Aep — AY)  BIN, + apdly
My = ayag — b’ - a,ag — b* — ¥nKa
B (zg— &) B(z,—z)ds
RICE) bﬂ h ‘“_““fA R (4 t)(ys—ya) (b—as)
! Tp— Ty ayap—b? 2(xg—x4) azag—b?
Les formules se simplifient lorsque yaA=yB, yA=1yB et —xa=—2aB= lé , | étant ’ouverture

ce qui est le cas le plus fréquent. Les termes ayant
(yB—vya) en facteur s’annulent; de ce fait
Va=0.

Dans ces formules interviennent les six coeffi-
cients caractéristiques des arcs élastiques: Ax

de I’arc.

Les formules deviennent alors ce qui suit.

Les coefficients caractéristiques des arcs se
réduisent & quatre :

(formule 12), KB (formule 14) et Ka (formule Ay =1J; 4 Sy,* (44)
16), aB (formule 22), aa (formule 22') et b (for- Sy.
mule 22). K=— -5 = Kp=--K, (45)
Les trois premiers se simplifient également i s '
lorsque ya=1yB. Aa=ptz=a=a
(46)
by S
12. FORMULES DES ARCS SYMETRIQUES N r 4
Les arcs sont le plus souvent symétriques. Alors d’out a’—b*= J_f
L L 1
/’é n /"2 v 2 g )
) —lﬁ(y-——y),\ds—~ _lE—Qcosmds—l~ l@,smwds (
9= —2 2 ~3 _I_K(MA+MB)
A Ax Ax
1
Al S(t—t) (2 (y— S )1
__0( ) (y yA) d8+0(t$+t,) (47)

T Ag Ax 1 h

2 Ax

o

(*) Les formules (43) ont été simplifiées en tenant compte de ce que

asKp —bKa I bKp —apKa __
asap — b® asap — b® yB
3,58

L’expression de asap — b* est ———— .
(zBp — T A)
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Xa=vacosw,—Osinw,+H, V,=0

Yi=vasinw, +9,cosw, —{—u

Xp = 5,4 (48)
Yg = —vgsinwg — 5 cos wy —MR—T&
M, (é—z)+MB(é+z>

M=y} 7 — Ay — ¥4)
q
N = /-|— M A sin w4 ¢, cos (49)
T =18 --I—MB_"MA cos w — J, sinw
(1
3(t, —t) 5(2—”)‘13
A?A=—mB+I{J€A—(CMA—}—bMB—i—A(}J-f— sl : 1 I
. _+$) (50)
1 a(tc—tz) 2z \2
A(?B —_——JHA—KQCA—bMA—l- aNIB—i—A?— 1 . h
-v—E
M, — -—a(AoA—AtiJ)—]—(?(AoB — AY) am?—l—b.?n,\ gL des
a— b a—b
1 !
[l et
3(&——&)a~"§ A ds+b —é 7 ds
+ l a’—b? 1
—'b(AC‘DA—AAI/)—I—a(A?R—AJ‘J) an-B—l—‘amA (5)
Mg = at — b? - at — b? - y~Ag€A
! !
I P i
X0 )b. _% 7 ds+a L d
+ l az_b?
L
2wl
lﬁ(2—|— ds+ lEQsmwds—}— G'Q,coswds
OTLA= 2 1
1 1, (562)
2 . 1 ['E
v/ik\ﬁ(g—w)ds— E——Qsmwds /:_Gg,coswds
DT'(B= 2 2

13. QUELQUES CAS PARTICULIERS D’ARCS SYMETRI- la parabole est

QUES
y=14f7 (1 — ‘lf)
A. Arc parabolique de hauteur réduite constante /

Rapportée aux axes yox (fig. 4), I’équation de dz g v -7 (1 _T)
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L

i
8

Fic. 4.

Comme hcosw=—h,=¢

Qcosw=0Q,=¢c" TcosPw=1,=c"

4f;‘”. 1%
1+1??j2(( “;>T_,c),dz
t da

1—|—1bf2( —2—1?)2

[}

Y == 9

2arctgﬂ—§—f
e l l
=it

4
arctg —f
1
.4 . s .,
Si T est assez faible (arc trés surbaissé), nous
pouvons poser

-—

w44

l
Alors
Y= r\:%f .
On a I, =
rtecostw=r2=c*® et r’cos’w=r'2
_ 2204 e
o Tk

Déplagons 1'origine des axes au centre élasti
que (fig. )

On a
22arctg4—f—8—f
Y= — Y / l l l
A— 77 = ) —aa
327 arctg#
L’équation de la parabole est
f 2
Y=%+f—— c=wn-+f
dy S fx
A BU=TF
sz
sinw= =
)18 ‘”

l/1 61fz°

l 1
S — 2 é_ /‘2 coswdz I ; l
— ) R )T EL T AR Mgy
* 2 e 2
y
C
f

L

2
Fic. 6.

ey

z* + r*sin’ w + 1? cos’ w

o~

cos® w dz
EL

__ (% z*cos’w 4 rr2sin’ w4 r/? cos’ w
J, = . EL dz
vo2
LB et
512 F EI, [T" 2 arctg T]

r.t I 4f
+E_L [l —:l—farctg T]

r 2 12

4f
+EI 4farctg T

11
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Pour un arc trés surbaissé

[E 16 f2 r 2 el
12 Elc—l_ 3EI1 El,
jE

— gl S0 )

L
] 2 y*+ricos’w |+ rsin’ v
R A EI, '

2

Jy=o0

cos® w dx

1
2 y*cos®w + 1l cos’ w 4 r/rsin® o da

L El,
7N o AN )
), TREL 4—f<nct(., )
(yaHL (87 o, 44
— G FEL |1 T 2arcte
F [128f° 8f .  4f
+ 3018 7 EL Hf« —7 TRl

272 12

rtl 4f . I? 4 f
+4—fE—lcaPCtg_l+E_Ic[ _“alctg ]

Pour un arc trés surbaissé, en posant

11 4f l(4f3' 1(4f)"
aretg == —3 T) T35\ T
4 f1 16 for.?
Je= 45FI+L]+ .3FII

—~ gt [+ 7]+ 5 (7)

Pour les effets des variations de température :
On calculera dés lors aisément Ax, K, a et b,

d’aprés les formules (44), (45) et (46).

/ w_—_zM:l: /‘ [y} 0z
N .

1

fl
h,

Ovl [\

Pour les arcs suffisamment surbaissés :
2 l
A f S

}’A=(\>§fy C=C\"§, =ETC’
K 411 45 (1)
r=opm »*=&H5 {H'T(?)
41 8L 15 (r,\?
AX_“""‘*"9131 15 EL, 1+8 52

si I'on tient compte des effets des N, sinon on
néglige le deuxiéme terme entre crochets

_ Sy a fl
K_”“_z‘ 3FEI, "
1 _ l \ r
“=3zmr> "= —gm ¢ V=@
a _ 4EI b 2EIL
at—»b 1 a—=b [
K 2
a—bwﬁf

B. Arc parabolique de section réduite et de mo-
ment d’inertie réduit constants

On admet que simultanément
Qcosw=0,=c"
et Icosw=I,=c",

r=r.=c"* et te

d’ou r=r/=c
On peut réaliser rigoureusement cette condi-
tion par un arc de hauteur constante h=h, et

de largeur variable suivant la loi
bcosw=b,=c".

Par approximation, on admet souvent, ces con-
ditions lorsque hcosw=h,=c" (cas A) et que
I’arc est trés surbaissé (cosw=—~1).

Dans ce cas, en reprenant les axes de la fi-

gure 4,
4ff ( ) 2

Y= =37
f dx 3
0

Dans le systéme d’axes de la figure 5,

2 f
yA———'Y——'éf, C—;g.
I
_ (rdz
- . EI, 7 El,

L
2 '+ .} sin*w 4 r,/? cos’ w

J, =v B o dx
Y 4f
=[5 EL Ele—|~E—IJl _1falctg
rep f
+&1 et T
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L’expression est la méme que dans le cas A 'Pour les arcs trés surbaissés, ces expressions
pour les arcs surbaissés tendent vers
L ‘ i r [8f 8f 128 f [
Jx= 2 y2+"02005;‘h;+121251112h)dz 16—fhc[ ( — )+ 3 1—3 ——_‘\’\)2—-""c
l “1c
: C. Arc circulaire d’épaisseur et de largeur cons-
I 4f tantes
—|— arctg == . .
40 E] El, 4]‘ l Dans ce cas h, Q, I, r et r' sont invariables.
4)‘ Par rapport aux axes yoz (fig. 6),
+E_Ic 4fa1clg 7

Méme expression aussi que dans le cas A pour
les arcs trés surbaissés, ainsi que pour les valeurs
de Ax, K, aet b.

Pour les effets des variations de température,
on trouve ce qui suit, si h=h,=c":

At b ¥
(y_yA)ds | ’ (f ! J/)(la:
L - ]/1 +6alT
3 < Ty
281: E{H"(Lf) (|/1_l_16f ) fm ds R _i(cosw—cos»dw
l

lds = %
d
o EI f_ ¢

I/ RLT - s
Y Y=R(Sl;\l —cosl):f—Rsm—)\_'_)\-.

4 Pour ‘les arcs trés surbaissés, cette expression Pour le plein cintre, % —T e R —f
evient : 2
e fl 8\ | 128/ 2R 2
3/13( "'32;")[7( ) - Y="—=0,6366f=co5f .
8 f 2 fl Transférons 'origine des coordonnées au cen-
—1f(1 ‘l‘ )% ~3 h, = tre élastique (fig. 7)

l 3

3 3] Y
1 l 1 (E - “’) da
— s—ax)ds = — -
h, (2 ) h, , . B4 f* 2 c

1 —é + [ 5 e
& —m? : oot 38
=167, ' (V‘ T +T> - =
1 L ,}’L\ e
2 2 [l RSN
(— + x) dz SN
1 E + z|ds = 1 2 ¢
h— 2 - hc fgxg Fic. 7.
‘ i L 1 + 64 14
v " B

yA:’—Y)

& 16f2 ’ L sin A
16fhc]0g<‘/ —|— + ) r=—Rsinw, y_R(cosw—- 3 ),
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l=2Rsin .
_sds  EIL °
Jyzf‘): R’sin® » 4 1? SEI:I; Y1 cosszdw.

I, = % [(R*+ 1 — r"*)(h — sin 7. cos )) 4 2 |

En négligeant les effets de N et de T,

3
J, =% (A — sin Acos ) .

= R?
2 EI

Pour le plein cintre ()\ = %) , Jy==

: R sin 2\?
J =EI[ [(Rcos«o—- . )

+ r?cos® w 4 r'* sin® w] do .

II

==

[(R’ —+ r* — ?)(k 4 sinkcos %)

(R' sin® X 4 R? sin’ )‘]

+ 1) =25

En négligeant les effets de N et de T,

+2),

2sin® }
Jx~_m()\—|—sm)\cosf—— )

\

Pour le plein cintre,
R/= 1
L=ﬁﬁ—ﬂ~

3
=J.+ Sy ' = % [)\+2)\cos’)\—3sin)\cos)\

-+ % [(r* — *)(A + sin XA cos X) + 2 r'?] .
Le dernier terme disparait lorsqu’on néglige
3
les N et les T et, pour le plein cintre, Ax =;—;{I
_ SyA __].:{.2 . N Ny .
K = T—ﬁ(sm A—Aicos i) ;
le plein cintre K = LY
pour le plein cintre K =
I S
l2 +4 4R’sm A+4
R

= I FiemntS (M + 2 xsin®* ) — sin X cos A)

I (r* — r*)(h — sin A cos ) + 2Ar"®
4 EIR sin® ). )

Le dernier terme disparait lorsqu’on néglige

. S 3 =R

les N et les T et, pour le plein cintre, « =STEr
I S_

M

R

TTlsin®) (A—2%ksin®) —sinkcos))

—1r"*)(h —sin k cos ) 5 ) + 2 0
4EIR sin®) )

L

Si I'on néglige les N et les T, pour le plein
intre, b—— "1
cinire, = — m

En ce qui concerne les effets des variations de
température

(y —ya)ds R

p X
f _T—:Ff (cos w — cos \) dw
- -7

2

=2’f{ (sinkh — % cos i) .

L 2 R®
Pour le plein cintre: h

)

).
(% — x) ds R
= 7 T (sin A 4 sin v) dw

sin A

__R* (sin X — sin w) dw
— h T h Jo

2

Pour le plein cintre : e
D. Arc en parabole du quatriéme degré obéissant
a la relation

I, l l
Icosw _1——|—mx2(_§ <z< §) .
azes selon la figure §
m peut étre négatif (arcs encastrés) ou positif

(arcs articulés, semi-articulés ou méme encas-

trés) .
On peut admettre N
b=>b,=c"” el hcos c;;? 1_}__,;“;»"
d’ou Qcos w= 1_*_'7
et Icosw=—m~ 1—|——cm:v’

lorsque 1’arc est trés surbaissé (cosw=—~1).
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Ou bien
: b
— — cte ¢
h=h,=c” et bcosw TEms
Q,
d ou Q COS W — T—m
t 1 = L.
e €os © == 7 T mat

indépendamment de l'importance de .
L’équation de la parabole du quatriéme degré,
rapportée aux axes de la figure 4 est:

I

On dispose du parameétre n pour faire passer
la parabole par deux points symétriques par rap-
port & la clef, autres que les retombées, par
exemple pour faire coincider autant que possible
cette parabole avec I'axe réel de I'arc (*).

Quant au parameétre m, il a pour valeur

4 I, 4 .
T’(lA cos e, 1)_17(1_ b,
I
I,coso,”
Il est négatif, nul ou positif selon que 1a cos oa

est >, = ou < I, c’est-a-dire i <, = ou > 1.
On a

;f[ ll—(l—n) ——1) |
ety
T

[

en posanl ==

dz

~A
21(5+n)  mp
y_;_ 15 a0+
AT
to12
f8(7—|—n)+2l(7+)n)

35 (2 1)
Si n=0 (parabole du deuxieme degré) et i =1
(cas B), on trouve Y=;“—;f.
Transportons l’origine au centre élastique (fi-

gure ) yaA=——Y.
L’équation de I'arc est :
z4
2

y=ystf|1—4(1—

Selon les hypothéses faites,

2
n) fT —16n

te

r=r,=c° et r=r,=c"

(*) Cf. M. Rirter, Analytische Berechnung gelenklo-
ser Briickengewdlbe (Denkschrift des E. T. H. zum hun-
dertjihrigen Bestehen der S. 1. A., Zurich, 1937).
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S — ‘”HL
zEI ~__ El,
) 1 mly (2 i)l
~EI, (1 + 12) "3 EI,
1
Jo— 2 (@4 r,sin*w- 17, cos (.)(l—{—mw’)
) EI,

Comme les effets des N et des T ne sont
quelque peu sensibles que pour les arcs trés sur-
baissés, eu égard d’autre part a la faible impor-
tance relative des termes correspondants, on ad-
mettra dans ce cas sinw=0 et cosw=1

[ (xz—l_l 9 (1-—|—ma:)dz

l3
T 4El,

P T
=60E1 (243 l)+3EIc

ml®

(%+ 20 | )"" E:l (1 + 1z)
@4 1)

o / 4+ ’><1+mﬂ> dz
ﬂ

(ot 35|
(2

L= grfloa 0 (14
— 1 [+ 5o+t

. [1 4n
+1 l% 5+315+

o= g (et 1 r1 2
oty h [2(7-{—4n)1—}(-)-5i(21+6n)
.2 76n  48n® 8n  8n’
+/ {3‘5 315 T 3265 1! (+E+@>§'

De 14 on calculera Ax, K, a et b.
Pour les effets des variations de température,
h,

1+ ma*’

en supposant hcosw =

L

2 y—y f
f_l "d_ / [1—4(1—n)l,

B

— 16 n %} (1 4+ ma?) dz
_fli2(5+n) , ml?* (@34 7n)
“E[ T 210

2ﬂ32—|—l(3+7n)
h, 105
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1 !
e, et
-z h O ez @
1
- /-E (l-—:c)(i-l—mz?) dz
T h, | _1\2

I ml* r2+i -
—21)0(“‘1_2)_2110 3

14. ELEMENTS DE REDUCTION FORCES EXTE-

RIEURES

DES

Par rapport & I’arc rendu isostalique considéré
au paragraphe 5, les éléments de réduction de
forces extérieures quelconques peuvent s’obtenir
en superposant ceux de leurs composantes sui-
vant les deux arcs coordonnés.

Nous pouvons donc nous borner & considérer
les effets de ces composantes, en nous référant a

Z'A"
L | @—ae—a,)
‘ Tp— Ly
s’
xg— 0 .
Y = —  sinw
T — T
xTp-— o
) = il — COS W .
Tp— T

b) Force paralléle & GX, d’ordonnée $ donnée,
considérée comme positive dans le sens des y
positifs.

TA
p= (y—yA5—§i—___%)(w—xA)
v = —cosw—Hsinw.
§ = sinw—ii:—i’:)cos w.

On peut introduire ces expressions avec les
limites d’intégration correspondantes za, a et zB
dans les formules (39) et (18) des arcs quelcon-

,:;Ap
T Fel
A
1 -\.
1
P B L
/ = )
.-
A N
Fic. 9.

des forces mobiles unitaires, dont les points d’ap-
plication ont une abscisse variable

a (za < a< zB).

Par superposition (sommation ou intégration),

G__ ¢

D | x

A B
Fic. 8.

on peut en déduire les effets de cas de charges
quelconques.

a) Force paralléle a GY,  considérée comme
positive dans le sens des y négatifs

a9 Irp

— (2 — 2)
. —sinw

(53)

. COS

Si la force est directement appliquée a l’arc, il
faut donner a § la valeur correspondant & 1’ordon-
née de I’arc pour I’abscisse «

. Iy
+E—=
-+ cos w (54)

—-8in o

ques ; on obtient ainsi les fonctions spécifiques
d’influence. On se borne généralement a consi-
dérer les termes en w. Les effets des termes en v
et 0 sont généralement négligeables. On peut
d’ailleurs s’en assurer dans chaque cas.

Pour les arcs symétriques, on opérera de méme
dans les formules (47) et (18), qui se simpli-
fient comme suit :

(59)
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(M y), == —— ds (M g), = ds (56)

a) Cas de la force unitaire paralléle a I’axe GY.

lﬁ—a /%’ (%+x)(y—y,x) / (@—2) (y—9ya) -,

1 =3 El El
@ ) v= Lo is (57)
N : L
Z— oy [ (——|—x 2 (2 — a)(; —|—x
2 [ 2 /
l ds— ds
1 =% El e EI
(Jnt\)\ — l
i (58)
l———a ) (l——[—x>(£—z) 2 (z — 2) (——x)
P) [ \2 D) s 5
I vY—3 ElI . El
(ml [c)\', Ed 1 ’
Pour le cas 13, A (arc parabolique de hauteur / b4f’a
réduite constante), cela donne log|/ 1 + ' 1
L_ = U 4f 8fa a5
(5—7) —-;—g(————,—— arctg —-
(F )y, = Ay ) 512 f*EI \ 1 l 1
3 R 8 fa
3 4f I (4f f)] —|— arctg 2 )
arctg — — ——o—m——| - — arctg —
8 EI, l 128 f* F l l 1 o s 4t
4 | /fl—Tf, l/l_l_—fi_lfg—g) (JR«B)Y‘ = (5 — i) Tb—fEI_c [arctg T
oaELax |18/ 1+ oaf 4f
-+ il ctg 1 arctg 8 1« - 16—]& <—l T T)]
—— |arctg =~ —¢
8 EICAX( l I* ) ol 4f 8 fu
ot (4/_ 8_]‘& — arct A.l__f +m (aPCtg T al'ctg_lz_)
T ELA\T & T ' 16 r
; _(‘+ )b4ﬁE1 (‘OgL i+
+ arctg —-- 8 fa )_l____l—
c B 1024 FELAx : /1 64f° a) & (41‘ 8 fo
— 10, Fi1o 5807 T
8f2 32f22 . /1_1_16]‘2 Dl 512 f°El, l
(7"'— - 4f

N

@M= ;
+—f (-

et~ T

— arcto—l—|— arctg 8112‘ ) .

Ces expressions se simplifient beaucoup dans
le cas des arcs trés surbaissés et deviennent alors

o & ot 1f 1den11ques & celles du cas 13, B, reproduites
- Z) 16 fEL |*"°8 T ci-apres.
Pour le cas 13, B (arc parabolique & moment
4f ol? ot 4f d’inertic réduit constant), on trouve :
arctg 7 >] + 16]‘EL<alc 8T

15 5 f12

48 + 312

(5‘6_.\)\'.=
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(3 I+ 2a)(l'—4 2) _ R? |sin®* A —sin®§
Tea), 48 EL 1 (€alv =g, 5
—+Ecoshsin & — Asin k cos A —— cos® k --cos cosz|
0T, )y = Bl—20)(l"—4 Olz) en appelant § ’angle o qui définit la position de
B)Y = 48 E1,l la charge mobile
a=——Rsink.
Pour le cas 13, C (arc circulaire d’épaisseur Les formules (58) peuvent aussi s’écrire sous
constante), on trouve : la forme
l \
e e b pifid)
2 2 2 2 J\2
-3 +— FI ds
(M 3y, = 2 l :
l LU\l l Iy (59)
Shl B |t PO Rl O
-3 EI t+—J —mr “
(Mg)y, = 2 -

! !

On (rouve pour l’arc circulaire d’épaisseur constante :

. S (sin A 4 sin E_)t()\ -— %) sin®A 4 2 sin X (cos A — cos 3) + A _0_ §_sin2) _sz&
(M), = 210 e o
1L /—}— (sin A — sin £) [()\ -+ &) sin®h — X _‘i)_ > .5111..)\;}—81112,
\ 2
{ (g £ 51 \— i 22
(sin % 4 sin £)| (O — ) sin? "’ : ‘-1_““2) Sih =3 )
(M) R* 2 4
B)Y, = RII2 Y- z
Ell ~+(sink—sin E)[()\ —+ %) sin® A — 2 sin ) (cos 5 —- cos X)) + . —:L_ ;s 2)\1_51112 ] <
/
—_ 1 4 I
Dans le cas du plein cinire ()\ = 5) ces for- ‘4—(131711) — 3E] —+ (]% — 1“)<? —- 11_2”)
mules deviennent : )
1—sin?t (P ) 16n 41 —n)m
(ge\ )YI: ———‘:,—t - + o. (32 o |::‘ ll —l_ li
(mlA)Y=_R_2[1:——E—2cosi+fsini (LG_ JN2A=mm , 8n
1 EI 2 61 ") 3¢ 31
—2&sing— Si“ECOSE] 16 nmo ( v o _2nm as)
R? ﬂ 7 (s ° I (2_56
(Mg)y, = —~= |"+5—2cos; —;sink
. 4 El 2 e 2 5
= S o+ )5
— 2Esin £ sin cos g] = IEL |3 10) 48
Dans le cas 13, D (arc parabolique du qua- 3al? ol 4 9P Tal', o'l
trieme degré obéissant a la relation + 8§ 71 g ™ (640 192 + 24+ 20)
Tcosw=— +—"— 2 2 3 2
1 ma*”’ Ty — [l (1 (1+ml> P
B/Y, - —
on obtient : lEI 6 ) 20 48 24
f l 1 n 52l 3 & I oil 5 ]
@ov=a U5 5+ 1 S A :
P Lax (2 315 R Bl T R i 20)| -
At n 1/1 &
2 _ - — 1 - 3
+ml (30+ 140) 2 (2 a) T (8 a) b) Cas de la force unitaire paralléle & I’axe GX.
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L | £
2 |- z —_ 2
MY _TRIA, lAX EI Ax -7
en posant 3,={—ya (hauteur de la ligne d’ac- au-dessus de la ligne des naissances)
tion de la force unitaire parallele a l'axe GX

IE T

Iy -
o R
Ell ds—% ) =g &+ 7. ds

(y—}')/——:z:) '_’/—-—:1;2) 'Izi_x( 61)
e = [0 o [ [0

l\?l ~

Ell STE

Pour le cas 13, A (arc parabolique de hauteur
réduite constante), on trouve :

, v 8 fo JAf
My )X'_WC [arctg —l~—|— arctg —-

° 1
l i 8 4
Fa)x,= 3 lzf‘ch‘ lk f -+ arctg f) l ( ‘/Tz—’ ‘/1 +16f’)
3 —0
& (512]‘3413 64 8fa 4f
1 3 + 3 ’_—z+_ 1 '
MEETANEY 3 T T . lz(Sf_‘_ f arotg 3 _ arotg® /)
fa 4/) (8 fa_|_ 16 f T !
-} arctg —lT—l— arctg T T , '
’ v (s2ret 8P 2Ny
8 fa 4f +5 f3< L E l/H‘
— arctg—l— — arclg —- )sz]
16f2
CBE [ o4f P (af df tog 1+ ]
T 8 ELAx [axctg 7 16 f’( — arctg —l)] . y l )
, 4 8 L[4 et Kl SR .0
+8§ICAX arclg —f— aretg = e 1bf*( f 16 fEIv[arCtg l 16]( arctg ,)J
o ol2 4f 8 a
—Sl{ — arctg ] —I— arctg lf )] +16BfElc [a"’tg T_a“’th{
. 16 7 64 fo
(IMa)x, =1_6__EL [alclg - -+ arctg lf 4f< l/l + — f ]/1 + f2 )
64f o7
+ gos /1L s 1 41

Dans le cas 13, B (arc parabolique & moment
d’inertie réduit constant), on trouve

* 8 16 41
U L L

I /8 fa 8 fo 4
—iGF (l—{ + —lf— arcthf — arctg Tf)

Fiax\* 3T 50 T 15)
— ot (R S o |1+ L — s+ —57)
"‘l"gl/1 + 16f2,)‘J - 16&}1;1 a""tgéle (M a)x, = r{z(;“ +§_%§—§+Z_§)
+%fﬁ(4_lf_ welsT )] +1bﬁ(}l}231 [al‘c{géle i +E§01(3 —5—3)
- a""tgzgl#Jrﬁilf( 1/1 +5 Oa)s, =g (5% —5— 57+ 7+ 5
—ws/ 1+

_6@;«:1 +E§0l( ’;‘“+§)
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Dans le cas 13, C (arc circulaire d’épaisseur A | 8
constante), on trouve : ’ (' —> +5 [21—4n+n°) — (1 —n)ml’]
R A — f [8(1—n)—|—(1—4n—|—n2)ml’]
(Fr)x = FlAg ( + cos® i it 7
: . r o ]28
— 2cos I (sin A —sin %) 4 sz)‘—zslm] (F’ 128) n[2n—+(1—n)ml

o’ 256 Nt mit o!! l s
+ LIA (smh——Ecos)) —3 u) 1T 11 ml (ir"+20-’18),
- 1, n , ml*, nml
2 P . ) — 2; — —_
OMa)x, = v T[cos27 o8 (3+15+60 + uo)
'~ 2EIsinA| 4
y coy ey . . 1-'of l _4—|—4n—ml2 I 3
+ sin h(sin k\—sinf) —cosh(cos . —cosz) BlAc |3 @ —-——a— |3 _l_z)

a;’

/ l 3]
_ 2 __ 2 =
—5(411+nll nml)(32 14)

— (A —E) sin A cos A

g R ~ PN 5
ro 75, (27 sin® h % — sindcos )

" 4 EIsin’) — —_—nml?

16 (1 o\ .
1 (@ o l—“)
g R _ 1
+ SIS )\[(5 -+ ) sin A} cost—cosh]. (M a)x =

EIl
R? cos2%--cos2h . . .. 90 o I .
(M p)x, = 2 Elsin A 4 - sin A (sin 37 ‘l‘l—z “'!‘E) —[Hn+ 1 —n)ml
— sink) -+ cos X (cos h—cosE) — (h—23) sin )\cos)\] 245 94 2 S 12
BR ., ) ‘(57“"31 +21_0)_"’"12 (7 v 2 g +896)$
m( Josin? k — % 4 sin hcos )

+2 FﬁIOSln 5 [(E47) sin h —cosE—+-cos].

3L, Tml® o o ml*d m12 a“‘
- ?+m_§—2—l_Tﬁ_Tl—3
Dans le cas du plein cintre ()\ =—2) on g ;3 B al o . mi2
B =q) s T2 3 _”_T)
(Ha) R (‘rc sin cosE)—l— o R” sin § 2
X, = 5—§— 2
A 2 ElAx \2 N ElAx (32 lz—i— 1é> —[4n— (@1 — n)ml
* /3 5 2
(om)x.=-2%(z—c°%5—sin;) (‘_zi_z_ef+11l' - (Sa 248 150
bR 51° 311 m) 7T T T 896
0 I{ (u. 5
——.,E—2cosE,) Bol ml? Bo
~4El +12EIC(1+W>+E_IC
R? cos 2% . 2 3 2,3 2 4
Ma)s, = g (34 2 — sin ) S ol mi
2EI\4 T 4 51 T~ ST T F
—%%—}(2—95—]—2cos2)
' III. Applications
Dans le cas 13, D (arc parabolique du qua-
trieme degré obéissant & la relation 15. ARC A DEUX ROTULES
I . 1. La résolution de ce cas s’effectue en annulant
coso==7 + ma?)’ Ma et MB dans les formules des paragraphes 11

. . et 12.
on obtient :

16. ARC DOUBLEMENT ENCASTRE

@ x= e g+ gt

EIL dx ++[’ 3

La résolution de ce cas s’effectue en annulant
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Aga et Agp dans les formules des paragraphes 11
et 12.

On élimine Ma et Mp de la formule (39) ou
(47) au. moyen des relations (43) ou (61). On
ohtient ainsi pour les arcs quelconques des for-
mules trés simples, en tenant compte des rela-
tions déja indiquées au paragraphe 11:

aAKB_bI{A DV b](B_("BKA:_y .
a,ag—b, Y dajag— b® B
J =

GENIE CIVIL 21

J¥S
a,ay — b* = ———
(zp — za)* ’

auxquelles s’ajoute
Iv(¥B—94 )"+ S(ys T —ysz4a)
(zp — z4)°

L’expression de la réaction hyperstatique J€a
s'écrit, en décomposant les divers effets :

Kl;y,\ — Kyyg= —

a) Pour l'effet des forces extérieures :

1 By By .
e [ s —ya) - y@s— o) Fesya—aayylds— [ poi(en—e)cos +(ya—ya)sinolds

Tp— Ta

—+_fB—Q_ [(£5— x4) sin w — (yp— ya) cos w]ds

G

€= Jx[[niyd f

b) Pour l'effet d’'une dénivellation relative des
appuis parallelement & 1’axe GY : néant ;

c) Pour l'effet d’'un déplacement relatif des

appuis parallélement & 1’axe GX:
A
Xy=—1 (64)
X

d) Pour I'effet d’'une variation de température
non uniforme :

B(ts__ta) [Byds
~ J. Tt

.

a(ts + ti)(xB— xl\)
2Jx

x A—
(65)
En cas de variation de température uniforme t,

on écrit
i+t _
g =

cl t,—t,=0.

En cas de symétrie, la formule totale de J€a
devient :

veosw |, B sin w

B0 T go |

Al

1

/‘5 wy
JoLUE
Ix

o(t—-t) /'Zyds o(t+t)l
(66)

g€A=

Les inconnues hyperstatiques Ma et Mp sont
données par les expressions (43) ou, en cas d’arc

v COS W

+y5 M4y 0M5

Tp— Ty

B
108 W s f L t.]; 63
+ . GO sin w s (63)

Ces formules reproduisent les propriétés con-
nues de 1'arc doublement encastré. Par exemple,
si la sollicitation se réduit & un déplacement rela-
tif Al :

Al
geA=—I_‘ )

JX

TEQ

My=—y4d€4, Mp= — yg 4.

Si la sollicitation consiste uniquement en un
déplacement relatif Ad(zs—=2xa), on a:

Ad(zg — x4)? (@ r— b)

ge,\::O 1\’[,\—: JYS
_— A‘P("’B—xA)xA
Jy
M _AM(@s— z,4)* (b — g) _— Ad(zp—z4)z8
B JyS - Ty
YA:_ Aq’ (j:_ .TA)—_—__ ]7[}

Y

17. ARCS CONTINUS A APPUIS FIXES

Considérons une succession d’arcs continus
(07 1)’(-]-)2)) '7(n_lyn))(n’ n_l_l)) ...,etC.,
dont les retombées communes 1, 2, ..., n—1, n,
n-1, ..., sont fixées par des rotules ne per-
mettant d’autres mouvements que des rotations,
qui sont égales pour les retombées communes.
Si I’arc AB n’est pas chargé, on a:

symétrique, par les formules (561), dans les- ge _IS?;MA — KaMs
quelles on annule Asa et Agp. AT Ax
N -
A?Az‘“MA( B)+MB (b—I{BkA):—aB/MA+b’MB
2
Aoy = — My (b K‘ZKA) M, <aA — I:\A )= — M, +a,'M
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On trouve aisément que :
a _ J‘{JY—I—S(Jx(EAQ—FJ\yAz) \

AT (g — x4)" Ax
J\[Jy + S (Jx"lz'B + J\sz)
I
s = (~BB—$A) Ax (68)
b IxJy +S(Ixz sz 5+Jyyays)
(zg — z,)? Ax
Si I'arc est symétrique:
Jx
r___ [
a,'=ap'=a= 4‘4 Jx + Sy,? (69
Iy S JX )

b= - —
I, 4l Sy,® ,

Au nceud n, en cas de sollicitation isothermi-

que, si aucun des deux arcs adjacents n’est
chargé,
A(,Dn - _.bnli\ln—l —I_ ("A,nhlln - aBln+l 1\In

_l— bln+] h{[n.q,l ’
d’ou :

b./M,_y — (@' + @'y ) My = 'y M, ., =0.(10)

Cette équation des trois moments des arcs con-
tinus & rotules non chargés établit la propriété

des foyers fixes de ces arcs, que l’on détermine

de proche en proche & partir des arcs extrémes.
Si A est une rotule simple (encastrement nul
ea=0):

A
=1 —c)

ag'b’
! ! 2 °
Aoy ay'ag — e b

Ces éléments concernent les foyers de gauche.
Pour les foyers de droite, il faut permuter les
indices A et B et changer de signe pour 1’expres-
sion de

(1 —_ EB) NI"

A’f’xx = -— a'y
B

On peut donc définir pour les foyers de gauche
les facteurs et les relations suivants :

MA_ AC‘FA . , o ~ b/
M_B__ICA:A?B—_’CA; kA‘—_°Aa_B,r
a'gb’ b+ ap'ky
Ky=—(1-— .
ca (=7 Al —eab”  aa T bk,
I ___bl"l_aA/kA/
A ' F bk,
ok a'y  ag'b'tay'k,’
R Tl P Y

Pour les foyers de droite, les mémes facteurs
et relations s’obtiennent en permutant les indices
A et B.

La relation (70) permet d’établir facilement
la relation de récurrence pour la détermination
des foyers de proche en proche.

Pour les foyers de gauche:

M, A%_ b’ — bk, — (ay,+ ag'ny) — =0 (71)
M,a=0, 1\’_[|;=0’ A’;-_(l—‘g/. VA e R k’\"'l
Si A est un encastrement parfait (ea=1): Pour les foyers de droite:
., b,
A?A_ NIA_ b __'_((‘A n—l_aBn+l) n lan l=U (72)
A(IDA— U, 'E}— ) M—B——a—nl, an + +
Si A est un encastrement partiel, de degré Pour chaque arc, les facteurs focaux sont indé-
sA (0<5A<1) on écrit : pendants de la sollicitation et les liaisons sont
. équivalentes & des degrés d’encastrement inva-
Ao.— a (1 — =A)M M, .. b riables ea et eB.
AT B T My~ tag’’ Les relations (42) s’écrivent alors :
(]l — —t, _
0= — Myt Ky, — M, |22 M+bMB+A¢+ )fB(""B @) ds
€A eslx — ZTA JaA h

. 5 (ts+t7)

m(}’B—yA)

(73)

. ay, Kpi(l—ep) . 3 (t, — t,) B (24— x)ds
0 =N + K 8, — b , + My L—B— PR U R S [A e
8 (t,+t)
2($B—$)(yB yA)
En posant:
ap Kg*(1 —¢y) cap  Kp'(l —c¢p) o
—57 ealx =5 et S_B._ eplx =
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on obtient :

23
. (LA,/J]Z, B —I— an,A a A]\B _— bKA (a" A b) .SLIJ
My =— (lA"(l” b + a’a’y Hat mz
,,/‘B(xB—z)ds_be(iA—z)ds
3 (t,—1)" h f h A+ t)(ys—y4) (an”—b)
—l_.‘l«'B — Ty a,\"(l " bt 2 (xB —- -Tz'A) aA”a,,”— b? \(74)
b g4 ap”"INl, |, bKp — K A Ab (b —ay”)
My = — e e e K g
b fB (x;—w)ds_a " /’B (Txy — x) ds
Jat—1t) ~h P h st t)ys —ya) (b—ap”)
Ty —- Ty a,"ay"— b 2(xg —4)
On pose

(aA”aB” b
Remplacant Ma et Mp par ces expressions dans la formule (39), on obtient le résultat suivant

AL 2bKgKy —a,"Kg? — a,"K,
X'= Ax _|— ay"ag” — b?
Pour 1'effet des forces extérieures

(75)
"B U
1 \—_ A EI '

B -
? j El [£(y B—Y.)—y(Te—T\)+Z YA —TA Y5 ](IS—A E_}i). [( g—% o) COSW(Yp—Ya)sinw]ds
A\I’

Tpg— Ty
+f GO’ [(zp— a) sihw — (y3— y ») cos w|ds

geA\:

xr

- JI‘LA b[\ B (tu I':A . m 5 [{N ’:E{ B" bl{ A (76)
B— LA ay"ag’ — b s ag
Pour l'effet d’une dénivellation relative des appuis parallélement & l'axe GY

— b
A Ka(ag” — b)+Kg(a,” — b)
geA Ax - _yA)+ aA//aB// — b (77)
Pour 'effet d’un déplacement relatif des appuis parallélement & 1’axe GX
Al
g.eA_"_ N (78)
Pour 1effet d’une variation de température non uniforme :
3(t, — t;) B xds 8 yds B ds
geA_(.tB Y %()’B— J’A)-/; T (xp— 5'71\)&/; T—l_ (Y s — T2¥B) f
@y /‘BxB—h— zds—bezA’—_'zds bezB;zds _ aB,,wa,\;wd
J A A g : A A
_|_ Kg a)"a "—b? — Ky aA”aB" b (79)
o(t, 4 ) R »  [Ka(ag”— b)+ Kp(as” — b)J(ys — }’A)s
"|_ D) (xB — Q’A) Ax” (‘TB - xA) + (yB - yA) - as ag — b?
Ces formules se simplifient considérablement on a
lorsque ’arc est symétrique
Ax” = A 2 K 80
' x = Ax — P (80)
(J’B—;YA';O,—$B='-$A=5,KB=—KA—_—K) ) .
50 L} 2 [H(y—-y,\)_vcosw
Si de plus ea==ep="¢ T AY (-t El EQ
an! = ap” = a K*(1 —¢)

B K
: Py +GS.2 mwds‘] ,_b(Jn,A—]—JrLB)—Al
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/’ ds
a' ——b 'l h

_yr_o (tsjt‘)l) (81)

N (y —ya)ds
— o (t,—t) / m

2—

Les formules (74) permettent alors de calculer
Ma et Ms.

18. ARCS CONTINUS A APPUIS ELASTIQUES MOBILES

Pour ces systémes, les équations des para-
graphes 11 el 12 s’appliquent dans toute leur
généralilé. 11 se recommande généralement de
prendre commes inconnues les mouvements de
translation et de rotalion des extrémités des arcs
et des barres droites. Ces mouvements ne sont
pas indépendants, mais dépendent les uns des
aulres en vertu des liaisons. Il est aisé d’établir
des relalions géomélriques entre ces déplace-
ments, ce qui réduil le nombre des inconnues.
Les équations d’équilibre de rotation et de trans-
lation des nceuds, compte tenu des liaisons, per-
mctient de déterminer les inconnues et de cal-
culer la sollicitation. Le plus expédient est géné-
ralement de procéder par une méthode de décom-
position et de superposition, consistant & étudier
successivement les effets des déplacements élé-
mentaires séparés, les aulres mouvements étant
empéchés.

Plusieurs éiudiants (*) ont appliqué les for- -

mules du paragraphe 12 (arcs symétriques) pour
le calcul complet, comme travail de fin d’études,
d’un pont a trois arcs continus encastrés aux
retombées extrémes et supporté par deux piles
élastiques. Les résultats ont été entiérement satis-
faisants.

Les équalions peuvent étre mises sous une
forme qui constitue une généralisation de celle
du paragraphe 16.

En éliminant Ma et M de la formule (39) ou
(47) au moyen des relations (43) ou (51), on
obtient :

a) Pour les arcs quelconques,

1y B|lry vVCOSwW )
H,y= J\?ﬁ LEI- "EQ _l_GQ’ sin (.)}(13
+ ya o, —ypAoy — Al
Byds & (t,+t)(zpg— x, )
t)fy'i“(_'_)gﬁ )(62)

(*) La théorie exposée esl enseignée decpuis 1927, en
se bornant au cas des arcs symétriques pour la simplicité
de Dl’exposé et des applications.

b) Pour les arcs symélriques,
2

2 [uy vcosw
Q'CA—J‘ ~/. [EI “RQ —I—GQ,sm w|ds
T2
+ ¥4 (Ao — Agp) — Al
l

[2lyds+o(t +t)1

2

— ot — (83)

-

Au moyen de ces formules et des relations (43)
ou (b1), on peut écrire en tous les nceuds les
équations d’équilibre de translation et de rota-
tion en fonction des inconnues Ag et Ad (ou Al).

§ 19. APPLICATION AUX BARRES DROITES

Py

Les arcs & liaisons élastiques sont souvent
associés & des barres droites (piles, tirants, etc.).

,

Fre. 10.

On peut aisément déduire des équations des
arcs celles des barres droites dans toute leur
généralité. L’axe des z ast nécessairement con-
fondu avec I’axe de la barre ; le centre élastique
G est sur I'axe de la barre et tel que

g $d.l‘
féA w0

2 72
Bdz Iy [‘Bx + 1 d

=Jy B YT, TEI Y
B r’dx Bdx
= 5=/ 5%
Bdx
Jey =0, AX_JX:..[A o5 Ka =Kp=0,
i 2 g 2
aAzJ\ —l—l:?A . a =JY—|—I;’CB S’
b_JY-"fEAxBS
— 7 .

o _f EI(“_"’)‘“’+[ co?

B oW B g
.-/A ﬁ(xB—x)dw—/; md:v
l

sz =
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B v -
’/; Ed.’c—]—Al——otl
-Bd_.t

EQ

36,\:—

<A

les deux extrémités étant fixes.

M —M
XA=VA—}‘3€A ) ,\—U\-l—i B & ’
. Mg—M
XB=3€A\, Yh'——"—eu— 2 i 2
A(PA =——Jn]5 + A';J—[LBL\IA —I"‘ bl\/IB

o(t,— t) [B(xg — x)dx
+ l / )

A'.‘DB ES m:\ —I—- A(IJ — bMA + (lAMB

ot, — 1) [u(zxy — z)dx
+ l _,’A h
M. — | @a(B9a — a9 + b(Ass — AY)
A JyvS
. (I.Amtp, —I_ bmA _'__ a(ts - tt)
J¥S l
aAfB i h_ z(lz—be x";zdz
A : A
o JyS
Mp = [2 —b (A?A "' A"!") + Aag (A?B'— A"P)
B IS ‘
- bm]j —|—_(l|3 m_,\ + a (ts j)
JvS l
b,~/AB$B ;xclx—aBj;B Ta h_xdx
JyS

Si la poutre est symélrique :

xB.—_—.’tA: E’

J S -
=Fti=a b=F-—

aA = ltB

L
Ny = 7
; ]
"2 w1
/_ L El (3- x)ds _/:_l s
mB — 2 ; 2

Si la poutre est prismalique : I=c", Q=c'".
l Y l
S=f "TrETE’ xT@ T4
A A
“zmitm °= " emiTiE
__f2 vdz EQ il_ot>
I /Ma M
ey
IZ a(ts_tl)
M [ D . L
lEI (Ma — M) + =55 1
My, M
Agp = Ma+ A% 4o+
E[ 3
P S(t,—t) 1
lEI (Ma —Mp) — —573 :
Al W2
My = ; (é+'l)(A9A—Ay)
_+’./z
12
(L) (o — any — (L) om
Hgt ) Gan— a0 — (51 7) M
I r o (t, —t, 2
_(€+T)mA+z—h(6+ )
EI 1, r*
M= 2 { ( é+ )(AQA—AY)
_ 72
T’
1, r
+g+7ywraw (—5+ 7)o

I, r t) l 27t
(5 7) e+ 2|
On néglige généralement les efforts tranchants
(r'=0)
El

My=—

l [— 4 (Az, — AY)—2(Aey — AY) — 4Ty

1a o 4 M= t,,)z}

h
’\IB_I-Z— [z (Ao, — AY) - 4(Aopg —AY) 2 IMN 4

— 4 M, _|___t)q

Il est aisé de combiner ces équations des barres
droites avec celles des arcs dans les systémes con-
tinus élastiques.
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Pour les effets des charges extérieures :

( + a:)da:

P
v T2
l )
1 2 i \
M= Iﬁ—l\/;}‘u (—l—x)d:l:
2

Pour une charge unitaire normale a la poutre :
_Bl2a@—44)
48 EIl ’

(31— 2 o)(I* — 40?)
48 EIl

(I »)y,

(I B)y, ==

(voir § 14, cas 13, B).
Pour une charge unitaire paralléle & la poutre :

3l (1 a ol
(M) x, = 2EI(——_Z_F>’
Bl 1« f)
(IMw)x, = 21:1( BTITE

20. CoNCLUSIONS

La théorie enlieremenl générale élablie sans
artifices & partir des formules de Bresse est d’ ap-
plication immédiate & tous les arcs plans dont les

conditions d’ extrcmlle varienl de l’encastrement
nul (rotule) & I’encasirement parfait, ce qui

englobe tous les types d’arcs continus. Elle con-
sidére aussi tous les cas de sollicitation pratiques.

Les applications les plus classiques ont été

‘seules envisagées, les aulres ne sont pas exclues.

Par exemple, pour l'arc & deux appuis hétéro-
génes, rotule en A et encastrement parfait en B,
il suffit d’introduire dans les équations générales
Ma=0 et Agp=0, ce qui permet de séparer
immédiatement les inconnues #€a et Mp.

Pour le cas des arcs & rotules intermédiaires
entre les retombées (deux ou une), la méthode
est théoriquement applicable si 1’on se rapporte
a des semi-arliculations des types Mesnager ou
Freyssinet. Les valeurs de I, Q et Q' ne sont nulles
en aucun point de l'arc; la méthode est appli-
cable par intégration approximative aux diffé-
rences finies. Sous réserve du soin minutieux el
de la précision du calcul, la méthode tiendrait
compte automatiquement de l’imperfection des
articulations. Ce procédé s’appliquerait méme en
principe & un arc & trois semi-articulations.

Cependant, pour les arcs isostatiques on ulili-
sera nalurellement les méthodes ordinaires de la
statique et, pour les arcs & rotules intermédiaires,
on envisagera en régle générale des rotules par-
faites, c’est-a-dire des valeurs de M toujours nulles
en certains points.

Ces conditions inlroduisent dans les arcs des
discontinuités (théoriquement infinies) incom-
palibles avec le systtme de 'base, de telle sorte
qu’il ne se recommande pas d’appliquer & ces cas
la méthode exposée.



