A propos de la charge critique de
flambement des arcs surbaissés.
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ANs le courant de 1929, le «Génie Civil » a
D publié une suite d’articles sur le flambe-
ment des arcs, constituant une discussion tres
fructueuse, a laquelle ont pris part MM. Baticle,
Mesnager, Pigeaud, Caquot, Chambaud, Vierendeel
et Tournayre M. Tournayre a mis le point final a
la discussion en élucidant, par ses remarquables
articles du 24 et du 31 aoit, le point douteux qui
Pavait engendrée. La conclusion est que la poussée
critique des arcs surbaissés minces est indépen-
dante des particularités de la sollicitation exté-
rieure, notamment du fait qu’il existe ou non des
moments fléchissants préalables.

Nous avons toutefois fait observer, dans un ar-
ticle publié dans le « Génie Cipil » du 19 avril 1930
qu’au point de vue de la définition de la charge
critique, il y a lieu de distinguer entre les cas de
charge symétriques et asymétriques. Sila symétrie
est complété, le critéere de la charge critique est
que l’élastique devient indéterminée ; cette défi-
nition est compatible avec I’hypothése des petites
déformations. Elle est indépendante du mode
d’appui des arcs. Nous avons notamment démontré
dans Particle précité quel’élastique de’arc encastré
aux naissances devient indéterminée sous l'effet
de la charge critique en cas de symétrie. Il en
résulte que 1’élastique de flambemenl présente
deux ondes alternées par rapportala fibre moyenne
d’équilibre, tout en satisfaisant aux liaisons
d’encastrement.

Toutes les études précitées cnvisagent principa-
lement des cas généraux, dont les démonslrations
et formules sont parfois peu intuilives. Nous
étudierons ci-aprés un ensemble de cas particuliers
de constructions symétriques et symétriquement
chargées, de telle sorte que nous y retrouverons
toujours le crilere rigoureux de charge critique
précédemment défini. En outre, nous nous atta-
cherons particulierement au cas de la surcharge
concentrée, en vue d’établir une démonstration
bien concréte de la propriété que la valeur critique
de la poussée est indépendante de la répartilion
des charges, qui peuvent méme étre concentrées.
Il reste entendu que cette propri¢té n’a de signifi-
cation bien précise que dans les cas de symdtrie.

I. — Arc parabolique surbaissé d’épaisseur
constante, a deux rotules, portant une surcharge
verticale uniforme compléle p.

L’équation de la fibre moyenne non déformée
de l’arc est

Les moments provenant de la charge ont pour
expression

Les moments de ’arc sont égaux a
M=p—Q(y+9)
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en désignant par Q la poussée horizontale et par ¢
le déplacement élastique vertical d’un point quel-
conque de la fibre moyenne.
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Fig. 1.

On sait que pour les arcs surbaissés a faible
courbure

2 _ >~
en posant k* = EL

L’équation (I) est I’équation différentielle de
I’élastique de Parc, établie en tenant compte des
déformations. C’estune équation linéaire du second
ordre a second membre, dont I’intégrale générale
est

¢ = A sin kx 4+ B cos kx + v¢,.

On trouve aisément que

en posant -1 _P
=7 0

(5]

¢'=k A cos kx — B k sin kx + Bx

Donc

v =Asinkx -+ B coskx +

En vertu des liaisons,

9 =opourx =+ g, d’ou

kl kl
Asm—+B os?——% =0 ,
1
PR T B T
— s1n —i— S5 T e
. ki kl
ou Asm?=o et Bcos?——f—,=o.
Il en résulte que
= = k
A=o0 et B KQCOS?

Il semble donc que

_ kl__
B = lorsque cos5-=o0 ou =g,

a quoi correspondrait la premiére valeur critique.
M. Tournayre a démontré qu’il n’en est rien, a
cause des liaisons de l’arc, qui obligent la lon-
gueur de la corde A B a étre conslante. On peut
exprimer cette invariance par les formules de
Bresse généralisées ou, plus simplement, par les
formules suivantes.

Le développement de ’arc surbaissé est égal a

l
107 (dy)®
L=-.l+5j l(d—ﬁ dx
3

Si y devient y + o,

L
Lar—i g [20E T
2

1 1
2 dy dy 1 (2 /do)\?
AL = RaCAaAaS _ hadd
L f_?l dx dx >+ ZJ_%<dx> dx.
La condition d’invariance de la corde est :
-1 N
AL—|—JOE—Q ds = o.

Observons que :

‘dy do dy y
R e T f ax

vdy . s
car —2 est négligeable pour un arc surbaissé.

Finalement :

. .
_f__ o 4%+ J < ) J;Elizds_o
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L’épaisseur de l’arc étant constante, si nous I’équation (ITI), on obtient ’expression de {2, c’est-
désignons par r le rayon de giration et si en a-dire la relation entre p et Q :
outre, nous admettons que N = Q et L =1 pour p Sf
un arc surbaissé, nous obtenons : o' g.

L
2 d? 1 (2 [de\? kKl = 8

—( I vd—x:).:dx+ ?( z(ﬁ) dx + k*Ir* = o. Lorsque §=—;, B=o0 et % =l_2f’ la ligne

-5 J-L

des pressions est confondue avec la fibre moyenne.
On peut déterminer la valeur de {3 correspondant
a la charge critique, on trouve :

En premiére approximation, on peut négliger
le second terme et écrire :
.

2 dy ! : re 8 2
— v—— dx + k* Ir* = o. - _ oy P _8f( _ r
f_% B dx Tt B = 45,6 B ot F=p (1 5,7 )
L L L Pour la discussion
z  d? 81 = 16 f (2 o ’
( lvcbc—{dx=— lfJ . odx=—l—2f <Bcoskx+‘22x2—%—’%>dx compléte des équa-
e "2 ° tions, notamment
l
16f [B . %3 I2x z i , kU
—— [F sin kx - ﬁ6 _ BS _ k£‘ x} lorsque I’on suppose 5 > 7, nous
167 B T T ° renvoyons a l’étude de M. Tour-
= — 2 ogin — 4o Bt PE nayre.
=— [k Sin 3 T 48 T 16 "2 k*J Y

i} II. — Arc parabolique surbaissé
167 [ B ain K _ gr — ﬂ:’ d’épaisseur constante, a deux rotules, portant
v oLk 2 24 2Kk une surcharge verticale concentrée P a la clef.
La condition d’invariance s’écrit donc :
B kl gvr 81  Kk*I1°r
A R VR S R T

—o. (I

kKl =
Il résulte de (III) que lorsque 5= %, B possede

une valeur bien déterminée et finie et que, par

o
k
conséquent, 5 =g ne correspond pas a une va-
leur critique, pour la raison que = o.
La premiére valeur critique correspond a
.kl : kl P/1
sin 5- =0 ou 5= Dans ce cas, p== ?<§ ¥ x).
o Y sy
car 5{101‘5 A= 5 o est indétermine. L’équation différentielle devient :
Il en résulte que 1’élastique est indéterminée et d*e “4 e P/l > ,
et K20k o - — x| — | = =o (I).
si A F o, on voit que ¢, = kA F o (pour x = 0), qxx Tt 1 \4 2Q 2-‘ij! (I)
c’est-a-dire que I'élastique de flambement est o chiiend somme selution
asymétrique et posséde deux ondes alternées
. \ i T ) 4f P
par rapport a la fibre moyenne d’équilibre. On ¢ = A sin kx + B cos kx + - x? F 2—Qx+
vérifierait aisément que la condition d’invariance g
n’est pas modifiée de ce fait. + Pl f— _)f:
) B 4Q k1
En remplagant B par sa valeur — %l dans 8 f P
. kﬂcos? v’=kAcoskx—Bksinkx—|——l.)—x4: 30°
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Pour x =o0, ¢ et ¢ doivent avoir une valeur
unique, donc B est commun pour les deux demi-
arcs. D’autre part :

P , P . ) P
kA———E=kA +2—Q’ d'on A——A—kQ

A se rapporte au demi-arc de droite, A’ au demi-
arc de gauche.

R P ' .
Si sin 5- % o, A= 5kO0— A’, ’équation
de D’élastique est déterminée et finie. Lorsque
kl T, o
€os 5= =0, Ou 5 =5, il semble que B = « et

conditionne la charge critique. Il n’en est rien de

Pour x = + ‘—lz, 9= o, nouveau, comme le montre la condition d’inva-
riance :
, .kl kil 8f 1 \
dott A sin 5 4 Beos 5 —gan — - —leo% dx + K 1r = o
\ kl 8 7
~ (A= sing + Boos g — ki — ' . :
/ 2 .‘_i_y dx = s_f 2 dx = 16 f 2 d
D B 8f _ P to.ﬂ _d x———lg'_iv X = — leOV X
onc = k2 12' %l 5 kQ 875 2 2
1008 5~ lorsque I’élastique est symétrique.
x az 16 l f l 8f
2 X
f_LOK'};dx=_ f(LAslnk:x—{—BCOSkx—l- ﬁ—Fm—f—W—(dx
16 f A ) 4f , P X Pl 81x I+
=_?[—?coskx+z—smkx+§—l;x ok +4Q —fx — e,
16 f A . . P P fl 4f
== e[~ 7 (oo 1)+ oiny + 5~ 165G +55 — 5~
La condition d’invariance de la corde s’écrit donc : mine par 1’équation (III') développée, en y rem-
& L B i L pp 4 placant A et B par leurs valeurs tirées de (II) :
k—<1— os—\+—sin2 g k*';
N ol (os 1+8f——PtEl'£l
s S ) 2 k?Q\C kP82 T 2KQ B2 S g
16f fl Pl’ Af KU

kl z
Cette relation montre que lorsque -5 = -%,
B n’est nullement infini, mais posséde une valeur
finie :

2 2173 12
B=_k[A fL P Af kP’J:

E 3T~ 167

f Pl 4f kP
’d[u —+T6—Q—W+—16fJ-

.kl P do
Comme sm?=1:l:o, =3%0 et ( x),,=0’

. s P .
Pélastique est symétrique. Le rapport ——se déter-

Q

=0

3t~ 167

kl 1 oo Kl K
B ~ Ccos — gz—smg—i_l_.2 N
Q 2kz T 2k? 16
8f , kL fl_4f KUr
TEE®T Ty e ey =0
8f (Kl _fl_4f k2 13 r?
P_ KIPP*®2 3 'kl ' 16f
Q kl kl . kl
cosa—l 1;0“2 n— 2
5k T3R8
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P f P 3 KET16f°
Q™1 . kl
— COS —2- i
2 k* 12 cos kt 16
2
Pour k—2ll= %, divisons haut et bas par tg El ,
il vient :
8
P KB f 16 f r
-1 1-F T o
2 k212
. PL Pl 1
don =507~ 11,2557
-y
P2 L1.275f
zf ) - -
Y e
Fig. 3.

D’autre part :
- 510 15,10 4% =
P T T2 73716 w161
5,10 n 510~ 4 Tr"’r%} ]

B=—f[zn —3t 16 7T tTer
/
=K0’5O5_1’94

,.2\\
Pl
Finalement, la fléeche a la clef est :
- 8T re
v,=B+ 1,.‘2.'75f—f——‘n—2 =—{ 0,029 + 1’94F .

Par conséquent, kl= T ne correspond pas a
une valeur critique.

Pour kl=2m,

plus nécessairement symétrique. C’est le phéno-
meéne du flambage en deux ondes.

Mais en cas d’élastique asymétrique, la forme
ci-dessus établie de la condition d’invariance n’est
plus valable, car elle suppose la symétrie.

Si nous supposons toutefois le flambage empé-
ché par un artifice, la déformation reste symé-
trique et le développement précédent convient.

Elle donne alors le résultat suivant :

1 1 2p2 2
_ T 0,3330,101—2,475

P 3" 4ff °r
Q- 2 1 1  0,0256 +0,0625 [
§= T 16
P r}\ f
o (4,949— 28,09) F)T

2
9, = — 0,202 + (1,237—7,05 ;—2> f—f<1 + %>=

2
-— (0,1683 17,025 %) .

La fléche est donc beaucoup plus grande que

lorsque kl = 7.
Si la déformation est asymeétrique, A:’:%,

la condition d’invariance doit s’écrire :

B .kl fl PI*> 4f* 8f[A kl
[Esmg—g—-l-@—k[J-{— l—.zfl:]?<cos§—1>—

A ki P AN T
- k(i—cos §> + W(l-—cos -?>J + k2l rt = o.

On constate qu’elle est donc identique a celle
qui correspond & la déformation symétrique. Donc,

8f 2f malgré que A soit indéterminé, la valeur de —Q—est
B=— I3 — = g — — 0,202 f ( ’aprés II’). 5 \ . . . ,
k*1 T constante et égale a la valeur ci-dessus indiquée.
: kl Il y a une seule valeur critique de P et une seule
Mais comme sin 5 = 0 A est indéterminé, valeur critique de Q bien déterminée.
d Q 47
ainsi que ¢ et d—:c k? = BT — &
P 4m EI
Donc A'=— A — %0 + — A et I’élastique n’est d’ot Q.= —
TN Il Il (T Il I ' T
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Quant a la valeur critique de P, elle se déduit

P
du rapport ci-dessus 1nd1que de = Ik qui depend du

surbaissement { et de F Lorsque kIl >

% diminue et devient méme négatif. En eﬁ'et,
pour Al=3r:
3 16 f
6= — 3 _l< o
P f Pl Af kD
et B_kl{zgk’z sTieq et 16
P )
Intermédiairement = =0, d’ott Q =0, B=c

et

00=oo.

Avant d’atteindre cet état, on aura eu ¢, =f

ou

équation qui, combinée avec (IT') et (III') détermine
la valeur correspondante de kl.

Mais il faut observer que les déformations pré-
citées sont trop consi?érables pour que ’on puisse

do \?

négliger le terme—;f_z_( dx ) dx dans la condi-

tion d’invariance de la corde. Il faut donc ajouter
ce terme dont ’expression est :

L L
1 (2 /do \? 2/ do\?
ol () o= (&) o=
2
.kl '
lorsque sm—:to et A==—A"

l
"2/ P sin kx\ 7J?
K Qcoskx Bksmkx—l— 2Q> JA l:zQ cos kx—l—l-to»—smkx)+ kl"<k —kl>] dx
cos —
. 2
o L — l — 2
~2 cos k (——x) .
P 2 87 sin kx 64y f*
xr _ OT 4 jex — SIMEX — i
50 ki Ui+ %p) kl] dx = 4Q’°"'78‘3leer v
S = : cos —
o 2 2 4y
Dans cette expression :
- l — sm2k( x) I -1
2 cosﬁk<§—x> 2cosk<5—x) (—— >+ 2sink<§——x) 2
o = J‘ — Kl + 1f{dx = + A +x
2 _ i _ =
J L cos® 5 cos o | 2 k cos? 2 k cos 5 1,
Kl Kl
o _Zcos 5 +1 3 tg o5
Y kL T2k
cos® 3
L= l . ! ]
2 kxcosk|+ —x sin kx cos k| 5 —x .
1 2 2 sin kx
B=— —kx— + kdx
K cos —+ cos® — cosl—l
s 2 3 2
(. l /1 \ = kl .
1\ xsmk(E —3§>+ cosk\\E—x/ 2 cos kx 2 cos 3 Cos kx sin kx
— — — (k dx)
x u I L
cos 5 cos 3 . cos
1 \L
2 sin k—zlsin2 kx 2
—J‘ ) (kdx)
. cos? 3 )
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K3 g
s /// S YN
(L0 0 ALVTLLLD

L
(7 £t sin® kx 2 ks sin kax dc
! T
, cos® 5 cos
_ A K*® | kx—sinkxcoskx 2 (kxcos kx—sinkx) 7]
k| 3 5 ooer Kl
cos® cos .
kl kl
2 —
S L l<4cos 5 1)_5tg2
T="9g T Kkl 2k
4 cos? 5

La condition compléte d’invariance s’écrit fina-
lement :

« 12 P? NP | 4f ,
m@+(§c+ﬁ>§+k~z—wﬂ=o

avec
B Mg, M
, cosz—)_ ggsln-g_l_l_2
F= 2 k? 2 k? 16
_8f KL fL_4f KPP
TTRr T 3 TR 16f
l Skl KL, Kl
g, 2T sy gy
sk TF= L =
2 k? cos —-
2
4fy f foo2f. kKl kUre
ety T ee®a T ¥
k%l cos® —
2
al? P2 P
6af @-F ‘?64‘4’ = O. (IV)
3
Pour kl=o, aETl—Tl=O, donc une ra-

cine de (IV) est infinie; I’autre est finie et donne
P . \ ’
la valeur de 0 qui correspond au cas ou l’on ne

tient pas compte des déformations.

D’aprés la condition approximative d’invariance, cette racine vaut :

kl
12887 g gy gere
(3)_(_1)_ U3 KR ¢
Qo B /o 8(1—005%) !
—g — 1
kel‘zcos-l-c-l

En posant kl =1,

’ 16 . Y
128 Sini__"f 0051—64‘0 003'2‘ + 1% cos

2

)

nr

(
\

) _ 2 3 2

‘0

Q|

87— 81 cos %—-rr”cosl

2 7 f
1

—_ —
=
2

Il faut appliquer cing fois de suite la régle de I’Hopital pour lever I'indétermination.

r

o y = +3 B
8 —8 cos %—i—hsin%—&;?cos%-l—%sin%

v 8 K i .15 K 2
) —16 42 cos—é——l——3—f,3sin;——|-32-qsin%+(5n4cos%—%sin T_,) ;—2
=

L )

o~

“ ) Lo 4 . p P 05 w\ r?
(?_)_ — 16 4 cos §+16n2 sin ?+32sm§+§~qscos%+(2On3cos%—5n2sin%—%cos ?);7‘2_ f
Q o bl T

8 si 2 4 2 si i 3 ki
sin 5 —4ncos 5 4 32sin 5 4 Fcos 5

@

I R i

JARRRRERAR RO |
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40 4 sin + 12 %2 cos — 5 3 sin 5 4| 60 %2 co = 30 42 sin & E’w A "’.l"2
@)= il Rl Elil '”2_ wsing—grtes gt gsing oy
Q

3 ” =T G
8451n2+4rcos‘ 85"12
M dcost 82 sint — T cos I .o n 5 w8 a2
40 sin §+44qcosz—8 "2sing — 3 cos 5 -I—lL120ncos 5 —120 #2 sin ?_30ﬁ30055+?n451n§+m‘ms? g

P
(9)- TS 2 T®
° 8sm%—i—gvzcos%—Trﬂsin%—mcosiz9 !

20 cos _+ 44 cos +(120 cos >f2 tion compléte d’invariance de la corde :

P 2
(5)- ; L . g Afy
’ 4 cos 5 +17cos2+o <_> =<—¢> _ kg_l‘_g
Q /o ¢ Jo , B ~ o
r? re g+ 2%
Q /o 4 + ﬂ L 25 l 16 — 16 cosﬁ—n?cos22 —nsinﬂ
2 lim <2£1)> = lim 2 - 2
- P f 128 15 r2 L 16 12 cos? &
d’ou 6=7X¥<1+§f2 2
85in1—2'r1 c0321—|— n2sin a_ sinn —mncosn
ce qui est identiquement la valeur que donne la < £> _ 2 2 2 ()
théorie ordinaire de I’arc parabolique, en négli- 2k 32 1 cos? % — 812sinn
geant l’effort des déformations. Il est intéres- . .
sant de noter cette vérification compléte des B 40055—20052 2—— €0sSn—CoS7+ 0 o
calculs. (ﬂ)o = , ~55=0 (2)
On obtient la méme vérification de la condi- 32 cos + °
D’autre part :
T kl kl ]
fy 4f Y ar) o l<4cos27+1> P8 |({ar
fim (v 12> = lim (17) e — lim A e (B
0 4 k* cos® -
4f'>l 4‘qc052%+n—5sinn
= {57 — U’ lim
) ) 24 \ 477 cos? /
! 2
1™ dérivation 3¢ dérivation
.,1 0 " cosn -— 2 cos‘z—,1 + 2 nsin 7
4cos?§—4n sil1§cos§+fl—:'>cosn ' ____1
n . - 24 cos? % 24
12 2 cos? 3~ 4 13 cos 5‘ sin 5'
Done lim [ fv ) _4ffv D\ _
2’ dérivalion k212, 12\ 24 24
et
sin n — 2 cos N
X . =4\ (—y\_f 128/ 1572\ (P
24‘qcos“%—12712sm‘n——4'n3cos-q hm<7 =hmT =—1ng ‘1+?ﬁ =19/
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On retrouve encore la méme valeur connue de

correspondant au calcul sans mise en compte

Pl

On obtient 6?

re

f2

r4

re

= 4,7178 — 28,945 — 17,236

Q ) ) ce qui représente une diminution assez sensible
des déformations. par rapport 4 la valeur approximative. On en
Pour k!l = =, en multipliant la condition com- déduit :
pléete d’invariance (IV) par cos? — oy on obtient r2 .
0 = — <0,22583 + 7,236 -5 + . . .. ) f,
2562 Q* Q 8=xf 2 fleche sensiblement plus grande que celle qui ré-
( 16PQlf _%)2 —0, dou % — % lL , sulte de la formule approximative.

e o . ' . Lorsque kl = 2=, nous avons vu que A est
c'est-a-diré la méme valeur qua par Paquation indéterminé, de telle sorte qu’il y a flambage.
approximative (III'). P

Les deux racines de I’équation (IV) sont égales. Maissi A + — A' + 50K’ la déformation est

Pourkl—2 7, o= 3 L, ¢—— 5 - - — 122 asymétrique et la forme de la condition (IV) ci-des-

k*l 4m sus n’est plus exacte; on doit la corriger de la

b= fl fi + k*r2l  fl fl =*r?l méme maniére qui a été employée pour la condi-
k212 6 16 f 4=* 6 4 f’ tion incomplete (III').

, . 3 12 P2 1 L P 1 1 P P

d’olt o5& 2P0 T At f Q + <4ﬁz'—ﬁ> + Posons A = sqrt@ et A ——350rt %
nt r?
+ — =0. a étant indéterminé.
4 f
T NS YR TP ST
.(0 dx> dx——4Q2a—|—‘8f3k—Qﬁ—|——W—|—2ak’: cos? kx dx
P2 Pf 64 yf* , (kU .kl Kkl
=4_Q2°.(+8kal2+ Sy + ka (2+sm?cos?

La condition d’invariance devient :

gifQr Vg t¥+gap (g tsing sy )=
. 3 P 1\?
Comme k!l = 2 =, on obtient W(@ 7))~
a?
1 Pl 1 A w2 r? 4+ 7
— 4 Q_f+<m 5)tT =0
Donc, dans les valuers trouvées de g—’lp et de ¢,
il faut en cas de flambage asymétrique substi-

a?
tuer r? 4 v a r? dans les expressions déduites
de I’équation (IV) relative au cas de déformalion

symétrique. Il en résulte une augmentation de
Pl

Q—f.

Lorsque kl > 2 = augmente d’apres I’équation

P
'Q

(IV), atteint un maximum de P, puis de Q, ensuite

décroit jusqu’a s’annuler.

Q

Il faut pour cela que ¢ = o ou

kl
16 (kl — k313 cos? 5 — sin kl>
2 =
k315 cos? ki T
2

— 72

f2

ou sensiblement
kl
kl— k313 cos? c? — sin kl = o0, d’ou
kl = ~ 9,18 =2,925=
On trouve que Q = 0 pour kl = 4 =, ¢’est-a-dire

D’aprés la condition approximative d’inva-
riance de la corde
J=o

que —- est imaginaire lorsque k! > 4 .

kl

2

k2 12

8

Q

= oo lorsque 1 — cos (1 +
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Leanigie,

Wi a

d’ou k1l < 9,25 environ.

P
La conséquence de — = oo est que ¢ = o, ce que

P’on peut considérer comme un critére de flam-
bage, correspondant a une seconde et derniére
charge critique, déterminée par une valeur de k!
d’ailleurs inférieure & 3 =. Mais ce résultat est
douteux du fait que les déformations sont grandes
et que la condition incompléte d’invariance n’est
donc plus exacte.

Cependant cetle charge critique supérieure et
extréme existe, elle correspond au minimum de
P, qui doit exister du fait que Ld s’annule pour

Q
kl = 2,925 r, alors qu’il est différent de 0 pour
kl —= o (P = o). La courbe de P en fonction de
Q s’annule donc pour k = o (kl = 0) et pour
Q (kl == 2,925 =). Dans l'intervalle entre ces deux
points, la courbe a un maximum. On ne peut
déterminer la valeur de kl correspondant a ce
maximum qu’en tracant la courbe point par point,
en résolvant ’équation (IV) pour diverses valeurs
de Z1. Toutefois, cc maximum dc P doit se pro-
duire pour unc valeur de kl inférieure a celle du
maximum de Q, qui correspond au cas ou I’équa-
tion (IV) a deux racines égales, conditionnées par
alzd
T 16f
M. Tournayre a trouvé pour le cas d’une sur-
charge uniforme compléte la valeur approxima-
tive kl = 9,20. Comme en fait cette charge cri-
tique supérieure n’est pas pratiquement réali-
sable, il ne nous parait pas utile de rechercher la
valeur approximative correspondante de kl pour
le cas envisageé.

= 0.

III. — Arcs a trois rotules.

Ainsi que nous l’avons montré dans le Génie
Civil, ces arcs occupent une situation singu-
liere dans la question du flambement, par suile
de la mobililé de la rotule de clef, qui per-
met & chaque demi arc de flamber indépendam-
ment, comme une piéce dont une extrémité n’est
pas fixée. Il en résulte que, dans le cas le plus
général, les déformations deviendront trés grandes
et il y aura rupture d’équilibre d’ensemble avant

que 'on ne puisse atteindre la poussée critique
0 4™ EI

= —5
sible de définir la charge crilique.

Seulement, dans le cas ou la ligne des pressions
peut se superposer a la fibre moyenne non dé-
formée et en cas de symétrie, on retrouve la con-
dition théorique de la charge critique, a savoir
que ¢ est indéterminé. On trouve en outre que le
rapport des charges a la pousséc est le méme qu’en
P’absence de déformations.

Pour un arc parabolique et une surcharge uni-
forme compléte :

4n2 EI pP 32fn?EI
Pour un arc formé de deux barres droites sup-

portant une charge unique centrale P :

Il n’est donc en généralfpas:pos-

4 =2 EI Pl
Q=" = a5
] 12 2N
Donc P=16fr EI= f
;3 l
2 cos %
42 gl . .
=~ P oosa" Selon les hypothéses faites, cosa == 1,
CcoSs o
472K
N = Tl, valeur d’Euler.
IV. — Arc parabolique surbaissé encastré,

d’épaisseur constante, portant une surcharge
verticale uniforme compléte p.

Appelons M,, le moment d’encastrement a ’ap-
pui de droite et R une réaction verticale supplé-
mentaire éventuelle a ’appui de droite également.
Des lors :

M=o R(E =)+ 2 (2 ) 0t

L’équation différentielle de 1’élastique devient
donc :

e r )~ ()
e (E DI

+k0+2 —4———x)f3—k26—

k? ) (5 — x> = o (I").

2 ¢

ou
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Il en résulte que :

; B 2 42
¢ = A sin kx 4+ Becos kx + W[k x? —
[ k* 12 )‘l M, R(l \
— + 2 — 4+ = |5 —x
\"1 1t taoly T
R
0'=kAcoskx—Bksinkx—i—,Bx—E-
Les conditions d’appui exigent que ¢ = o et
' = 0 pour x = 5
.kl kL P M, \
Asm? +-Bcos?— Y5 + 0 = 0
-kl kl B8 M, R B
_Asm?—}—Bcos?—l<2 + 0 -+ 0 l=o a
« Kkl .kl Bl E_
kAcos?—Bksm?—l—E——Q—o
kl okl B1 R
kAcos?+Bksm?—?— Q_O'
k R
Il en résulte que_:2Asin?l—b—l= o
kl R
kAcos—g-——6=o
kl g M, R 1
BCOS‘?—F+—Q—+6§=O
.k gl
Bksm-—2——E=o
d’ou
okl k1 kl k1
A(sm?—?mb?>=o, R%-kAQcosf
B__L %-—E 'nk_l._.lc_lcosﬂ\ _E_l
T 2ksin kI’ Q —g_l(S‘ 2~ 27772 Q2

2 2
S’il n’y a pas de flambement, A = o et R = o;

M, . .

Bet v" ont des valeurs déterminées et finies. Il
.kl kil
semble que lorsque sin - =o et 5 =" Bet —UO
tendent vers ’cc. Mais il n’en est rien, par suite
des liaisons, ainsi que le prouve la condition
d’invariance, dont le développement conduit dans
ce cas au résultat

‘B okl kD k1 pI gl
3 (251“2——5"05?) — 1T 3k T
k2 13 r2 .
LTy (111"

’ B \ .
Il en résulte que - posséde une valeur finie et

k

kl
déterminée lorsque sin —- = o. La relation (TII'')

permet de déterminer (3 aprés y avoir remplacé B
par son expression en fonction de 3.

De la valeur de 3, on déduit celle de r
kL kL kl Q
Mais si sin 5 g Cos 5 =0, alors A et R

sont indéterminés ; il y a flambement et la valeur
l
critique de la poussée est donnée par I—;— = 4,493,

. 4 % 4,493 E1 82 EI
d’ou Q,. = 2 = 2

Observons que lorsque la valeur critique est

environ.

R 1
— - et que R 7 0.1l en résulte

Q2
donc, malgré la symétrie de la charge, une solli-
citation asymétrique de I’arc. A la clef ¢'; = kA

atteinte, My, = —

R
- Iinclinaison de I’élastique y est donc diffé-

rente de zéro et d’ailleurs indéterminée. Mais il en
résulte que 1’élastique de flambement posséde
deux ondes alternées par rapport a la fibre

moyenne iniliale, ce qui est compatible avec I’en-

KLk

castrement par suite de la relation sin — --

2 2
kl . .
cos 5= =0, ainsi que le montre la figure ci-apres.

~

Fig. 5.

L’arc de sinusoide A CB, limité;iaux points de
contact de la tangente commune issue de G, dont
les abscisses sont «, satisfait en effet a la relation :
sina — acos a = 0.

Il est curieux de noter ce développement spon-
tané théorique de réactions asymétriques cor-
respondant au flambement, sans intervention

T HII IR TR ERRTRERR R AR
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d’aucune charge asymétrique extérieure.
a noter également que la condition d’invariance
reste inchangée et que la valeur critique de p ne

Il est unique, donc B a la méme valeur pour les deux
demi-arcs. Si A se rapporte au demi-arc de droite
et A' au demi arc de gauche

dépend pas de R. P _ , , - P
On trouve que : kA— 2Q kA - 2Q’dm1 Al=A-— KQ°
8 p 3 kr? l ‘ do
B= —0=2 F Pourx=j;§,v—oet ix=°
d’ou : d’on :
k1 kl 8f M,
8f in — - -0 _
§=T<1_1520f1> Asm2+Bcos2 k2l2+Q o
‘ PN .kl Skt 8 M,  RI
Lorsque kl = o, on obtient : —<A_m_>sm 5 + Beo s P%—i_ﬁo +U=O'
IIHI)
P f{ 4ry k1 4f P+2R (
R 1 —_—— i - -
l K+4f kAcos2 Bk sin 2+l 50 )
valeur correspondan, a la double hypo- kl k 1 4f P—2R
thése I = constante et N = Q. k<A—"— cos 5+ Bksin 5 — —— + —20 ¢
V.— Arc parabolique surbaissé d’ott
encastré d’épaisseur constante por- (2 A— P > sin k_l R ) ou
tant une surcharge verticale con- kQ { < —P«\\| (sin ﬂ . k—lcosﬂ>-
centrée P a la clef. & <2A— ) os E_l_ 2_11 OS LQ/ 2 2%%%)=°
L’expression du moment est : kQ
P kl
M=—%<—;:Fx>—Q(y+o)-l—Mo—|—R<§—x) —-k(AQ >cos 5 -
L’équation différentielle de 1’élastique est : Lorsqu’il n’y a pas de ﬂambement,
. : P
(&_*_kg +k2|ié;’:zf[42 )——%(%Z{Zx)-— A=2—kQ'=—A’etyR=O.
M 1; I : L’élastique est parfaitement symétrique.
— .6" -9 <§ — x>] =0 (180) D’autre part :
L’intégrale de cette équation est B cos kzl k82 { 5+ = Q + %EI + 3 /l: 5 sin k?l —
¢ = A sin kx + Bcoskx 4 ¢,. Xl 4 P o Xl
On trouve aisément que B k sin 5 — Tf + 50— 30 cos 5 =0
e By Bl LN 4f P k1
= x*F 50 * T 19 PETQ T f __<1 o _)
R /1 A Donc B = L 20 2
olag—%)- kl
T Q (2 ) k sin =~
Donc :
. 4f , _ P Pl M, 81 Bcosﬂ—ii——P sinE
¢ = Asinkx + Boos kx + 5 :me+—Q+ Q T ke ) 02240 5

M R /I 8
L szz;

d—x = kAcoskx Bksinkx + - ¥ ZQ -9
dy .
Pour x o0, ¢ et =— doivent avoir une valeur

dx

La condition d’invariance de la corde s’écrit en
toute hypotheése :

p k L kl il PR
_2Qk2<1 cos —)+k -3+m_
__4f M, 1 _Rp k” re
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Elle établit une fois de plus que B et M, restent

. kl C g l
finis lorsque sin - = o, c’est-a-dire - = 7. En y

9 2
M, .
remplacant B et ) par leurs expressions en fonc-

tion de P, L et f, on en déduit la valeur de 9
On constate aussi, exactement comme dans le
cas précédent, que la valeur critique de la poussée

.kl kl kl
correspond a sin o — 5 C0S 5 = o0, car alors
P N
2 A— Z0 est indéterminé, ainsi que R.
On détermine aisément les valeurs correspon-
dantés de B et de M,,, notamment :

l
P ( 1 — cos kt >
2
MO =
-~
2 sin 3
L’élastique de flambement est également asy-
métrique.

La.valeur critique de la poussée est égale a
8:2EI
l?
duit de (ITI") ; elle ne dépend pas non plus de la

valeur de R

; la valeur de la charge P critique se dé-

On obtient :
P f r?

On voit donc que lorsque 'on atteint la charge

critique, le rapport — a fortement diminué.

Q

Quand a la fleche de clef, elle vaut ¢, = —
n2
—f (0,233 + 20,25 #)

Elle est donc relativement éleviée; en toute
rigueur il faudrait recourir a la condition rigou-
reuse d’invariance, qui donnerait une valeur de

Ld encore plusfaible et une fléche plus importante.

Q

On.notera néanmoins que des voiltes encas-
trées, chargées symétriquement, peuvent prendre
de grandes déformations avant d’atteindre la
charge critique de flambement, méme si elles sont
fortement fléchies. Pratiquement, les charges sont
toujours beaucoup inférieures a la valeur critique,

ce qui explique que le phénomeéne de flambement
des arcs est presque inconnu. (Il n’est queslion,
bien entendu, que du flambement dans le plan de
P’arc).

Le croquis ci-dessous montre I’allure du flambe-
ment d’un arc encastré.

Fig. 6.

VI. Arc circulaire mince a deux rotules,
d’épaisseur constante et simplement comprimé.
— Nous reproduisons ci-apres ce cas simple, qui
a été traité par M. Mesnager dans le Génie Civil
du 2 février 1929. Il a pour bul de servir d’intro-
duction, au cas suivant plus complexe. Nous em-
ploierons comme coordonnées curvilignes les lon-
gueurs d’arcs mesurées a partir de la rotule de
gauche et les longueurs normales aux arcs. Soit
N Lleffort de compression uniforme de l’arc et
w un déplacement élastique normal quelconque.
En un point quelconque : M = N w.

Ainsi que le démontrent M. Mesnager dans I’ar-
ticle précité et M. Timoshenko daus son ouvrage
« Applied Elasticity », (Editeur Constable, a Lon-
dres, 1928), en appelant R le rayon, I’équation
différentielle de I’élastique de flexion est :

Aw W
— <N + T?) =M= Ngw
2
Ziis(: + k*w = 0, en posant k? = % + —R1—2-

Cette équation ne tient pas compte des défor-
mations d’effort normal.

L’intégrale générale est :

w = A sin ks + Bcos ks.

Pour s =0 et s =L, w = 0, il en résulte que

B = o et que

d’ou

A sin kL = o.
Donc A = o si sin kL & 0. Mais si sin kL = o,

A= o>’ I’élastique est indétermince et il y a flam-

bement.
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La premiére valeur critique ne correspond tou-
tefois pas & kL = =, mais bien 4 kL =2 =, &

cause des liaisons
En effet, la condition d’invariance de la corde

s’écrit :

1 N
—'T{—J‘(’ st—-m‘L=0

1 " d k? —1 L-2_
ou ﬁfaw S + —Rz rf =

En cas de flambement :

L
%j sin ksds + <A2— ]:_—15>Lﬂ=
1
_%((1——coskL) —i—</<2—§> Lr? = o.

En fait, I’équation de élastique ne tient pas
compte de l’effort normal, en sorte qu’il faudrait
écrire plutot :

L A
L wds=k—R(1—coskL)=o

d’ou coskL=1 et kL =2m.
La pression critique est

_ EI< - R,>
’_2 4 o2

en appelant 4 « ’ouverture angulaire de I’arc.

On a objecté a eette démonstration qu’un arc a
deux rotules ne peut pas étre simplement com-
primé. C’est pourquoi nous jugeons intéressant de
démontrer ci-aprés que le résultat est le méme
lorsqu’il se produit une flexion avérée.

VII. — Arc circulaire mince a deux rotules,
surbaissé et d’épaisseur constante, portant une
charge verticale concentrée a la clef. — Nous
supposons ’arc symétrique. Nous utilisons comme
coordonnées les longueurs d’arc comptées a partir
de la clef et les longueurs normales a ces arcs.
Appelons y la distance normale a ’arc d’un"pomt
de l’arc a la réaction correspondante Q

y=R$cos[—:F (¢ + B) — cos (¢ — ﬁ)]f

<d22+;:2> @+ 509
ds

Donc T EI (1)

dz R
d:; + k2w = —%—3{ ——QE—Lgcos {% F
F (ot ) —cos (o — )|
Q 1

2 — <
en posant encore k? = EI + R

L’intégrale générale est :
r
= A sin ks +~ B cos ks — RcosL%?

PRl D @

?(a+[3)}+

w' =kAcosks—Bksinks + sin[li— F (e + B)j'

Pour s = 0, w et %' sont communs pour les
deux demi-arcs, donc B posséde une valeur
unique ; mais si A et A' sont les coefficients rela-
tifs respectivement a I’arc de droite et a ’arc de
gauche,

FA — sin (« + ) = kA’ 4 sin (« 4 B)

dott Al = A—%ﬂ.

L
Appelons b = 5 la demi-longueur de ’arc.

Pour s == 4+ b, w = o0, d’out
QRcos (a—ﬁ)
REI

— [A —M] sinkb B cos kb— R cos («— B)+

k
QRcos (a2 — f)
k2 EI

Asin kb + B.cos kb— R cos (2 — )+

= o.
Donc :
Booskb + 2B Gin kbR cos (o— ﬂ)( szI

k
ou Bcoskb—l—s%:ﬁ)sinkb RCOS;(];:B)_O
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R cos (« — B)

sin (x 4- B) tg kb )

B = 2

k? R2 cos kb
D’autre part :

__sin (@ + B)
P 2

Lorsque sin kb ¥ 0, A =

:l]sinkb~=o.

sin (« + )

. !
% =Al,la

La valeur critique correspond donc 4 kb = =,

4n2El 4 a2
chil;.= _TE <1 —_— ¢ >

d’ou

L2 =2
Mais on peut objecter que B semble tendre vers
™

+ . Mais il n’en est rien si ’on se

2
reporte a la condition d’invariance de la corde

Poo lorque kb =

déformation est symétrique. Mais lorsque sin = [ b wds + <k2 _ 1 br: — o.
kb = o, A est indéterminé ; il y a flambement et R J, R?
I’élastique peut étre asymétrique. En cas de symétrie :
b b ( i 1 R _
Lwds = '[JSl—n(aku‘_—p)sin ks + Bcos ks — gcos[i—(a + ﬁ)} + Qc’i)gs—]gulﬁ) ds
. . sin(e+f) B s | S QR cos (¢ — B) s)?
== cos ks + ksmks—R s1n[R «+B)| + BRI .
- sin (« + B) . . 2 s QR cos (a2 — )]
= ———135—(c0s kb—1) + % sin kb—R sm(a—§)+ R? sin (a + B) + CET
Donc :
i B Rb — 1
Sl_niz;f_-ﬁ) (1—cos kb)+ 1 sin k b-+R? [sin (a-+B) — sin (a—)] 49 CZS;(EI B) +(k2— W) bRr—o0 (3)

Lorsque kb Z_, cette condition devient :

sin (@ + B)
k2

B posside donc une valeur finie et il n’y a pas
de flambage.

En remplacant B par sa valeur dans I’équa-
tion (3), celle-ci détermine f, c’est-a-dire Iorien-
o

Lorsque kb = r, A est indéterminé et la

tation de Q, et par conséquent, le rapport

déformation peut devenir asymétrique. Alors
. . Y
A— sm(ak+ B) S aetA —a— sin (o;c - B .

On ajoute la déformation dissymétrique w,
asin ks, a étant indéterminé. Il en résulte que

L
“ w ds n’est pas modifiée, non plus que la con-
- 0

dition d’invariance de la corde (3).

Ces divers cas donnent un apercu assez concret
sur le flambement des arcs minces surbaissés.
Notons encore que s’il s’agit de voiites larges, les
charges critiques sont a multiplier par (1 — p.2).

+ 2 R fsin (x + ) — sin (e — B)] +

QR bcos (x — B)
k?EI

. 1
-+ (kz—w>bRr2 = 0.
p étant le coefficient de Poisson de la matiére
constitutive de la voite (Timosheuko).

En fait, les charges critiques précitées sont
théoriques.

En pratique, il y aura toujours des défauts
quelconques de symétrie et d’autres circonstances
perturbatrices, qui feront que les déformations et
les contraintes atteindront des valeurs considé-
rables et incompatibles avec la stabilité de la
voute longtemps avant d’arriver a la valeur cri-
tique Il faut donc appliquer a cette derniére un
coefficient de sécurité ¢levé. Les équations précé-
dentes présentent a ce point de vue l'intérét de
permettre ’étude des contraintes en tenant compte
des déformations, ce qui pourrait étre utile si
celles-ci étaient appréciables par rapport aux di-
mensions transversales d’arcs trés minces, :sans
toutefois étre telles que les limites de 1'élasticité
soient dépassées.

R R
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Exemples de Calculs de constructions en béton
armé, par Léon CosyN, Architecte principal
des chemins de fer de I'Etat Belge. — Ch. Bé-
ranger, 1§, rue des Saints-Péres, 2 Paris. —
Prix : 60 francs.

Voici un résumé de la Table des matiéres :
Premiére partie : Agencement, calcul et colit des coffrages.
— I: Dimensions, colit et résistance des piéces de bois du

commerce. — II: Coffrage des prismes comprimés. — III:
Coffrage des dalles nervées. — IV: Coffrages d’organes divers.

Deuxiéme partie : Prismes tendus.

Troisiéme partie: Prismes comprimés. — I: Prismes non
frettés. — II: Prismes frettés. — III: Pilots.

Quatriéme partie: Flexion simple. — I: Dalles. — II: Poutres
de section rectangulaire. — III: Dalles nervées. — IV: Défor-
mation des prismes fléchis. — V: Encorbellements. — VI:
Sommiers. — VII: Fondations de support sur col. — VIII: Fon-
dations de supports sur pilotis. — IX: Fondations de murs. —
X : Radiers généraux.

Cinquiéme partie: Flexion composée. — I: Prismes compri-
més et fléchis. — II: Prismes tendus et fléchis. — III: Supports
de batiments. — IV: Cerclages de bitiments. — V: Toitures.
— VI: Escaliers.

Sixiéme partie: Ouvrages. — I: Bétiments. — II: Ouvrages
de retenue d’eau. — IIT: Cheminées. — IV: Murs de souténe-

ment. — V: Silos. — VT: Ponts.
Septiéme partie : Tableaux. L’EDITEUR.

Hamburg und seine Bauten (1918-1929), —
Boysen & Maasch, Hamburg 1029. — 1 vol.
in-4°, 412 pages et 860 illustrations. — Prix :
32 marks.

C’est le témoignage important, denuis la guerre, d’un formi-
dable développement urbain, celui, qu’a l'occasion de leur
soixante-dixiéme anniversaire, présentent les archaitectes et les
ingénieurs de Hambourg ct de ses abords.

D’abord une série de plans et de vnes cavaliéres nous montre,
puzzle gigantesque surperposé aux bras de I'Elbe, I'accroisse-
ment, aménagement des divers quartiers de la wville, les
rrandes voies qui les desservent, les ilots bienfaisants de ver-
dure les vivifiant.

Un effort intensif, encouragé nar lc crédit. se voue a ce
grand ceuvre: P’habitation pour tous. Familles nombreuses.
blessés de guerre, vieillards. npetits rentiers, célibataires
retrouvent la douceur oubliée du fover. Et les enfants ne sont
pas délaissés, les garderies, les terrains de jeux les accueillent
avec bonne grice. Maints établissements sont consacrés a I’édu-
cation sportive, aux bains en plein air, si populaires en Alle-
magne. En contraste de cette animation joyeuse. le calme des
nouveaux cimetiéres, de vrais champs de repos, baignés de
sérénité, débarrassés de tout le disparate troublant, si hors de
propos dans les Cités des Morts.

Iy

Autre question capitale, celle de la circulation, a laquelle
se coordonnent les études techniques relatives aux résistances
des chemins, routes ou voies ferrées, ponts, viaducs. La circu-
lation aérienne, dont la station principale est le champ d’avia-
tion de Trave-Munde, fait l'objet d’un chapitre spécial.
D’autres chapitres sont consacrés au port, a la canalisation, au
drainage et aux asséchements, a I'hygiéne de la rue. Le role
de I'administration municipale est longuement analysé. Travail
des plus complets, des plus- minutieux. Grande unité de vue,
merveilleux sentiment de discipline!

La seconde partie de 'ouvrage, particuliérement intéressante,
manifeste 'idéal architectural d’aprés guerre. Si ces expressions
en sont variées, suivant les programmes: écoles, musées,
théitres, églises, banques, bureaux, etc.; il semble que l'on ait
voulu, sans les uniformiser, les marquer d’un air de famille,
tant ils semblent appartenir a4 la méme conception. Cette ten-
dance, affirmée déja ailleurs, parait sc vouer i réaliser une
architecture dont le caractére mondial, résultant de la cons-
truction, serait presque le méme sous toutes les latitudes. Ce
caractére, les illustrations nombreuses réparties dans cette
présentation de 'Hambourg d’aprés guerre, nous le font com-

prendre ici de saisissante facon.
Ch. L.

Caminologie industrielle, par E. LaFoN, Ingé-
nieur (A. & M.). — Librairie Polytechnique
Ch. Béranger, 15, rue des Saints-Peres, Paris.
— Prix : 50 francs.

Les idées exposées dans ce livre sont intéressantes a plu-
sieurs points de vue. D’abord elles conduisent aux cheminées les
plus économiques dans le prix d’achat comme dans les dépenses
d’exploitation, et en ceci il faut entendre qu’en donnant un
tirage plus grand elles accroissent la productivité des appareils
thermiques sur lesquels elles sont montées. Ce premier résultat
utilitaire n’est pas négligeable. )

Les idées nouvelles éparses dans ce livre présentent. en
outre, un intérét scientifique. Elles rectifient bien des idées clas-
siques. La physique des cheminées, sous des apparences sa-
vantes, était la plus naive et la plus simpliste qui se plt ima-
giner. Les formules de vitesse, ainsi que celles de dépression,
procédaient de calculs surtout statiques, c’est-a-dire supposaient
les fluides au repos. Le mouvement est en général si difficile-
ment saisissable que nous le ramenons instinctivement au repos
pour en juger. Dans les cheminées, le mouvement n’y fut jamais
spécialement étudié et on admit implicitement qu’il était uni-
forme puisqu’on n’en donra jamais qu’'une seule expression
de vitesse, et d’ailleurs non sans difficulté et sans erreur.

L’auteur s’est attaché surtout i ’étude du mouvement ascen-
sionnel des fumées, et aprés avoir caractérisé ce mouvement il
en a déduit les vitesses qui sont indispensables a la détermina-
tion du profil des cheminées.

Il étudie d’autre part les relations de la cheminée avec I'ap-
pareil thermique qu’elle dessert.

L’EDITEUR.
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