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D’une maniere générale, la combinatoire est la branche des
mathématiques qui étudie les “configurations” d’un ensemble “discret”
(et généralement fini). On s'intéresse alors au dénombrement ou a
I"énumération effective des objets de cet ensemble, a la structure
(éventuellement algébrique) de celui-ci ou encore a ses propriétés
extrémales (éléments maximaux, ...).

Comme son nom l'indique, la combinatoire des mots s'intéresse plus
spécialement aux mots (finis ou infinis), i.e., aux suites de symboles ou de
lettres appartenant a un alphabet fini.



UN THEOREME ELEMENTAIRE

v

Alphabet = ensemble (fini)
Un mot fini w: {1,...,n} - A

v

v

Un mot infini (a droite) = suite a valeurs dans A

w:N— A4

v

Un facteur w(i, j]
wl---wi---wj---wn’ 1Si§j§n

» A* muni de la concaténation, neutre ¢

» Un carré uu

THEOREME

Si #A = 2, tout mot suffisamment long a un carré comme facteur.




» Peut-on éviter les cubes sur 2 lettres ?
Existe-t-il un mot infini sans cube ?

» Peut-on éviter les carrés sur 3 lettres 7

Etant donné un motif, e.g. XYYXY, ce motif est-il évitable ?
Pour une propriété donnée, e.g. contenir un carré abélien, cette
propriété est-elle évitable 7 Quelle taille minimale d’alphabet ?
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REGLE DE BON SENS

Considérer des mots infinis calculables (machines de Turing).
Au plus I'algorithme permettant d'engendrer le mot est simple,
au mieux on pourra en maitriser les propriétés (preuves).

~~ Complexité de Kolmogorov



APPLICATIONS

Théorie des nombres

v

v

Dynamique symbolique

Géométrie discrete

v

v

Algorithmique du texte

v

Bio-informatique

aacctgaaaa aagtgtgaaa aaaattttgt
ggatttgtgg ataaaacaag gtttttgeta
atttttgcta ataaaaaaaa tttataaaga
gattcgtgaa agcaaagatt gtggataacg
aaaaactcaa gaaaaatttc ttgacgggtc

ttatcccatc ttctataatt taggtgtatc
tataggggat ataggctttt ttagatagat
taggaggtgt gaaaatgaaa agaacctacc
aaccaaaaaa ccggeggegt aaaagagtgc
acggcttctt aaagcggatg cggaccccag

F1GURE: Carboxydothermus hydrogenoformans Z-2901 genome

Maladies d'Huntington et de Kennedy : (cag)’,j > 36



On se limite aux réels dans [0, 1]
> z est rationnel < {z} est rationnel;

» z est algébrique < {z} est algébrique.

Développement (glouton) en base b > 2 d'un réel z

+oo
r=Y dib’ o didpds- -
=1

Bijection entre [0,1] et {0,...,b — 1}N\ {0,...,b—1}*(b — 1)N.

PROPOSITION

Un réel z € [0, 1] est rationnel si et seulement si son
développement en base b est ultimement périodique.



EXERCICE (J.-P. ALLOUCHE’99)

Etudier le signe, sur I'intervalle [0, 7] de la fonction

F,(z) = sin(z) sin(2z) sin(4z) - - - sin(2" z)
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On peut définir une suite en itérant un morphisme (prolongeable)

f:aw—ab, b~ ba

(a) = ab
f?(a) = abba
f3(a) = abbabaab
f*(a) = abbabaabbaababba
f?(a) = abbabaabbaababbabaababbaabbabaab

MOYEN DE CONSTRUCTION DE SUITES

Avec un minimum de topologie, cette suite de mots (f"(a))n>0
converge vers un mot infini limite.



Les classiques :

LE MoT DE THUE-MORSE

a — ab, b — ba (longueur constante)

t = abbabaabbaababbabaababbaabbabaab - - -

t ne contient aucun chevauchement cvcve, ¢ € {a,b}, v € {a, b}*

abblab|a|abb|a|ablabb|ab|a|ablabb|alabb|--- — 3213123212313 - - -

LE MOT DE FIBONACCI
0+ 01, 1 — 0 (longueur non constante)

f = 0100101001001010010100100101001001 - - -



UN MOT PERIODIQUE

a — abe, b — abe, ¢ — abe

abcabcabeabeabeabeabeabeabe - - -

LA SUITE CAR‘ACTE/)RISTIQUE DES CARRES PARFAITS

a — abce, b — bee, ¢c— ¢
abcebeeeebeeecccbeceeceeebeccec - - -

a,b— 1, ¢ — 0 (ici, codage supplémentaire)



LA SUITE CARACTERISTIQUE DES PUISSANCES DE 2

ar— ab, b— be, c— cc
abbcebecebecceccecbeeceecceeececc - - -

b+ 1, a,c— 0 (ici, codage supplémentaire)

UN MOT INFINI SANS “CUBE ADDITIF”

0—03, 1—43, 3—1, 4—01
031430110343430310110110314303434303434 - - -
mot sans cube additif, e.g., 041340.

J. Cassaigne, J. D. Currie, L. Schaeffer, J. Shallit



Taxonomie :

Point fixe d'un morphisme de longueur constante
Point fixe d'un morphisme

Codage (projection sur un alphabet plus petit)
On peut se limiter aux morphismes non effacants

vV vyYyyewy

Computable sequences




L-Systems (Aristid Lindenmayer)
parallel rewriting systems originally introduced in 1968 to model
the development of multicellular organisms

e
¢
et

i

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=125410



EXEMPLE K. MAHLER (1937)

0.1234567891011 - - - est transcendant et n’est pas un nombre de
Liouville.

x est un nombre de Liouville, si Vn, dp, ¢ € N, ¢ > 1 tels que
0<|z—p/q] <1/q™. Tout nombre de Liouville is transcendant.

CONJECTURE COBHAM (1968) / HARTMANIS—STEARNS

Le développement en base b d'un nombre algébrique irrationnel
ne peut pas étre obtenu en itérant un morphisme de longueur
constante (+ codage éventuel).

~> les morphismes de longueurs constantes produisent des nombres
rationnels ou transcendants.



Une condition (précise) de bégaiement

THEOREME (ADAMCZEWSKI-BUGEAUD)

Si le développement en base b de x débute par des carrés
arbitrairement longs, alors x est rationnel ou transcendant.

0100101001001010010100100101001001010010100100101001

0100101001001010010100100101001001010010100100101001
0100101001001010010100100101001001010010100100101001
0100101001001010010100100101001001010010100100101001
0100101001001010010100100101001001010010100100101001

“+o0o
Ty = Zfi b~" est transcendant.
i=1



Fonction de complexité (en facteurs)

abcabcabcabeabeabeabe - - -
p(n)=3, VYn>1
p(n) < p(n+1),Vn

~> lien avec I'entropie d'un systeme dynamique

ADAMCZEWSKI-BUGEAUD (2004)

Soit & un nombre algébrique irrationnel.
Le développement w en base b de x vérifie
pw(n)

lim = +4o00.
n—-+oo n

~ Si pr(n) est borné, alors z est transcendant (ou rationnel).



Les nombres rationnels ont un développement ultimement
périodique.

MORSE-HEDLUND

Soit w un mot infini sur un alphabet fini.
Le mot w est ultimement périodique uv* si et seulement si

> il existe k tel que pw(k) < k
» il existe C tel que pw(n) < C,Vn >0
> il existe ng tel que pw(n) = pw(no), Vn > ng

(
» il existe m tel que pw(m) = pw(m + 1)



périodiques

Mots utlimement

2 4 6

fonction de complexité p(n)

8



Revenons a la conjecture de Cobham. ..

Thue—Morse

00
01
10
11
001
010
011
100
101
110

0010
0011
0100
0101
0110
1001
1010
1011
1100
1101

00101
00110
01001
01011
01100
01101
10010
10011
10100
10110
11001
11010

(pe(n))ns0 = 1,4,6,10,12, 16, 20, 22, 24, 28,32, 36, . ..

A005942



pe(n) = {

12000

10000

8000

6000

4000

2000

An —2-2™ — 4,
2n 4+ 4.2 2,

if2.2m < <3.2m
if3.2m < <4.2m

L I L L L L I
1000 2000

3000

4000



Complexité des suites automatiques? :

(morphisme de longueur constante k)

» Soit x un point fixe d'un morphisme k-uniforme f : A* — A*
(un codage est superflu) |f(b)| = k pour tout b € A.

» Soit u un facteur de longueur n apparaissant dans x.

> Il existe i tel que kit <n< k.
Notons que |f*(b)| = k* pour tout b € A.

» On considere la factorisation de x en blocs de longueur k* de
la forme f*(b).

1On ne parlera pas d’automates dans cet exposé



f<>f
< (i )
f<l [ e e esoesfosesesss l)f

U

FIGURE: Itération d'un morphisme 2-uniforme.

Le facteur u apparait dans un f?(b) ou en chevauche deux.
I existe deux lettres b et c telles que f*(bc) = pus avec |p| < k.



Pw(n) < kU (#A)? = k(#A)2 ! < k(#4)%n
N——

constante

THEOREME

La complexité en facteurs d'une suite automatique est en O(n).

Au vu du théoreme d'Adamczewski—Bugeaud (2004),
les nombres réels “automatiques” sont

» soit rationnels (on les engendre tous),

> soit transcendants.



discrétisation de droites (pente irrationnelle)

trie discréte :

éomé

G

|(n+Da+ ] —|na+ 3]

[

T i R

abaababaabaababaababaabaababaabaababaababaabaabab - - -



Mots sturmiens :

Codage d’une droite y = az + [ SSI codage de I'orbite
{R"(B) | n = 0}
pour la transformation
R:0,1[—= [0,1], z—~ 2z +a (mod 1)

et la partition
[0,1[=[0,1 — a[U[]l — o, 1].

REMARQUES

» o € Q = orbite périodique
» a ¢ Q = orbite dense (thm. de Kronecker)
» mot de Fibonacci o = 8 = 1/p? ~ 0, 382



T+ 7+ a (mod 1) avec a = 1/¢? ~ 0,382




Réalisation de systemes dynamiques discrets
T=R/Z, R:T—T, z+— 2+« (mod 1)



Réalisation de systemes dynamiques discrets
T=R/Z, R:T—T, z+— 2+« (mod 1)



Réalisation de systemes dynamiques discrets
T=R/Z, R:T—T, z+— 2+« (mod 1)

I,=100,1—af I, =1 -1, aba



Réalisation de systemes dynamiques discrets
T=R/Z, R:T—T, z+— 2+« (mod 1)

I,=100,1—af, I, = [1 — o, 1], abaa



Iav Ib



I,NR™Y(I,), I, "R~'(I), I, N R~(1,)






R™3(Iy)

Iaa
» N R~
I, 3(I
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WO R(L) ;
(Ia) aba N R_3
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R™(L)

Iaabaa- Iaabab: Iabaab:
Iababa- Ibaaba- Ibabaa



On vient de démontrer que la complexité en facteurs d'un mot
sturmien est exactement

p(n) =n+1,¥n >0.

Il s'agit méme d'une caractérisation : mots non périodiques de
complexité minimale (cf. thm. Morse—Hedlund).

~~ Les “réels sturmiens” sont transcendants.



Des moyens de constructions simples :
> propriétés riches et variées

> preuves et techniques “raisonnables”

On peut méme, dans certains, cas avoir des preuves automatiques !



M. PRESBURGER (1929)
La théorie du premier ordre Th({N,+)) est décidable.

Preuve: (N, +) admet I'élimination des quantificateurs

— vérifier un nombre fini d’égalités (éventuellement modulo m)
ou d'inégalités de combinaisons linéaires d’entiers et de variables.

‘ :’ (Hx)7 _‘7 \/’ (vx)’ /\’ %7 H? §’<‘

r<y=(32)(z+2=1y), z<y=(z<y)A-(z=y)



EXEMPLE DE FORMULE CLOSE

Bz)By)(Va){(z+y=2Ve=y+y)
— (Yu)[(z = u) V-(y = u + 2)]}

EXEMPLE

La formule close suivante est vraie
(V) 3z =y +y Ve =5y +y)

ouS(z)=y=@<y) AVz)(z <z— (y < 2)).



On peut définir des constantes
la multiplication par une constante et des congruences

2r=x+2, krx=z+---+ux,
~—_—
k fois

x=py = (F2)(z=y+kzVy=x+k.z2).

UN EXEMPLE MOINS TRIVIAL (FROBENIUS)

Les Chicken McNuggets sont vendus par 6, 9, or 20.
Le plus grand nombre de nuggets qui ne peut pas étre commandé
est 43.

(Vn)(n > 43 — (Jz,y,2z > 0)(n = 6z + 9y + 20z))
A=((3z,y,z > 0)(43 = 62 + 9y + 202)) .



On peut définir des parties de N

LES NOMBRES IMPAIRS

variable libre
o)=Yl T =S+y)
{neN|(N,+) Eop(n)} =2N+1

REMARQUE

Une partie de N est définissable dans (N, +) SSI elle est
ultimement périodique



EXPANSION

Soit k£ > 2 un entier.

J.R. BUcHI 1960

Th((N,+, V})) est décidable.

Vi(z) est la plus grande puissance de k divisant z;
Vi(0) =1.

Vo(28) =4, Va(64) =64, Vu(21) =1.

CARACTERISATION DES SUITES k-AUTOMATIQUES

Un mot infini x sur A est k-automatique SSI, pour tout a € A, il
existe une formule px o(n) de (N, +, Vi) définissant I'ensemble
{n>0]x(n)=a}.



EXEMPLE 1 DANS (N, +)

Soient A = {a, b} et p,(n) = (Fy)(n = 2y).
On obtient le mot (ab)¥ = abababab - - - qui est k-automatique
pour tout k£ > 2.

f:a— aba, b+ bab

EXEMPLE 2 DANS (N, +, V5)
Soient A = {a, b, c} et

wp(n) = Va(n) =n, @(n)=(n>1)A-pp(n).
frar—ab, b—bc, c—cc, g:b—1 a,¢c—0
f¥(a) = abbcbeecbeccccechecee - - -

g(f“(a)) est la suite caractéristique de {2" | n > 1}.



Sans ces techniques logiques (Honkala 1986)

ULTIMATE PERIODICITY PROBLEM

INSTANCE: un morphisme k-uniforme f et un codage g
DECIDER si oui ou non x = ¢g(f“(a)) est ultimement périodique ?

Puisque x est k-automatique, pour tout a dans A, on dispose
d'une formule ¢y ,(n) satisfaite ssi x(n) = a.

x(i) =x(j) = \/ (¥x.a(i) A x,a(4))

acA

(Bp)@EN)(Vi = N)x(i) = x(i + p).

Que I'on peut alors décider par la théorie des automates.



Re-formulation par E. Charlier, N. Rampersad, J. Shallit (2012)

THEOREME

Soit k£ > 2.

Si I'on peut exprimer une propriété d'une suite k-automatique x en
utilisant :

des quantificateurs (au premier ordre), des opérateurs logiques,
des variables entiéres, |'addition, la soustraction, |'indexation
dans x et la comparaison d’entiers ou d'éléments de x,

alors cette propriété est décidable.



A. THUE (1906)

Le mot de Thue—Morse t est sans chevauchement.

=33 > D[V <Ot +7) =t(i +L+75)) At(i) = t(i +20)]

The proof of the theorem uses two lemmas.
LEMMA 2.2.5. Let X =(ab, ba}; if x€ X*, then axa & X* and bxb & X*.

Proof. By induction on |x|. If |x| =0, then indeed aa, bb & X*. Let
X€ X*, x#1 and suppose u= axa€ X* (the case bxb€ X* is similar). Then
= XX, " X, With x,,...,X,E X; consequently x, = ab and x, = ba. Thus
u = abyba with y =X, - - x,_,€ X*. But now by induction x = byb is not in
X*, contrary to the assumption. [ ]

LEMMA 2.2.6. Let wE A*. If w has no overlapping factor, then p(w) has no
overlapping factor.

Proof. Assume that p(w) has an overlapping factor for some we A*. We
show that w also has an overlapping factor.

By asumption, there are x, v, yE A*, c€ A with

(w) = xeocoey

Note that |cocve] is odd, but u(w)€ X* with X = (ab, ba}: therefore |a(w)|
is even and |xp| is odd. Thus

* Either: |x| is even, and x, cocv, cy€ X*,
* Or: |x| is odd, and xe, vcve, y€ X*.

This implies that | o] is odd, since otherwise we get from coco€ X* (resp.
vcuc € X*) that both v, coc are in X*, which contradicts Lemma 2.2.5.

In the case |x| is even, it follows that cv is in X* and w=rsst with
w(r)=x,p(s)=co, p(1) = cy. But then s and ¢ start with the same letter ¢
and ssc is an overlapping factor in w.

In the case | x| is odd, similarly vc€ X*, and w = rsst with u(r) = xc, u(s)
=vc, p(t) = y. Here r and s end with ¢ and css is an overlapping factor in w.

L]

Proof of Theorem 2.2.3. Assume that t has an occurrence of an overlap-
ping factor. Then it occurs in a left factor p¥(a) for some k> 0. On the
other hand, since a has no overlapping factor, by iterated application of
Lemma 2.2.6 no #*(a)(n > 0) has an overlapping factor. Contradiction.



De nombreuse propriétés pour les suites automatiques sont
décidables :

» facteurs bordés (arbitrairement longs)
» mot récurrent

> récurrence linéaire

Fac(x) C Fac(y)

Fac(x) = Fac(y)

existence d'un facteur non bordé de longueur n

v Vv

v

REMARQUE

Applicable aussi a d'autres familles de mots contenant le mot de
Fibonacci.
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Preuve automatique que le mot de Thue—Morse est sans
chevauchement

—(3) (3= DIV < O(t(i+7) = t(i +L47)) At(i) =t

Jusqu'a 97 états pour une étape intermédiaire

(i +20)]

rigo@X1:~/Walnut/Walnut/Walnut/bin$ java Main.prover
eval test "~(EL EL 150 & (Aj j<l => ((T[i1+3]1=T[(1+§)+11) & (T[L1=TL({(L+V)+1)]))))":
>0 has 2 states: 14ms
j<l has 2 states: Oms
TL(i+3)1=TL[((i+3)+1)] has 12 states: 136ms
T[i]=T[((i+1)+1)] has 6 states: 39ms
(TL(L+3) I=TLC(L+3)+ ) J&T[L]=T[((i+1)+1)]) has 72 states: 4ims
(F<l=>(T[(i+3)I=TL((i+3)+L)I&T[1]=T[((i+1)+1)])) has 97 states: 62ms
(A § (G<l=>(T[(L+3)]=TL((i+3)+1)1&T[1]=T[((i+1)+1)]))) has 1 states: 186ms
(1>8&(A j (F<l=>(T[(i+3)]=T[((i+3)+1)I&T[1]=T[((i+1)+1)]1)))) has 1 states: ims

itotal computation time: 506ms

GraphViz / xdot ../Result/test.gv

*

(): ~(Ei El 1>0 & (Aj j<I => ((Ti+j1=TL(i+j)+11) & (THI=TL((i+D+D)D)))

(E 1 (1>0&(A § (3<1=>(TL(i+3)I=TL((i+3)+1)I&T[1I=T[({1+1)+1)1))))) has 1 states:
(E1 (E L1 (1>0&(A j (F<l=>(T[(i+3)]=T[((i+3)+L)I&T[1]=T[((i+1)+1)]1)))))) has 1 states: 1ims
~(E1 (E 1 (1>0&(A j (F<l=>(T[(i+3)I=TLC(i+3)+1)I&T[L]=T[((i+1)+1)]1)))))) has 1 states: oms

oms
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