UNIVERSITE DE LIEGE

Faculté des Sciences Appliquées

F. CAMPUS
Professeur a I'Université de Liege

ELEMENTS DU
BETON PRECONTRAINT

1960

SOCIETE COOPERATIVE DE L'A.E.E.S.

9, rue Sceurs-de-Hasque, Liege



ELEMENTS DU BETON PRECONTRAINT

A. INTRODUCTION

Le béton est un matériau possédant une résistance appréciée
\ . . . N . N ’
a la compression, bien que variable dans des limites tres éten-
dues selon la composition et cela en vue d'usages divers, allant
des bétons les plus légers aux bétons les plus compacts.

En tous cas, la sollicitation privilégiée des bétons est
la compression et leur résistance propre a la traction n'est
qu'une fraction assez faible de la résistance & la compression.
Elle varie d'ailleurs en fonction de diverses conditions, notam-
ment de 1'4ge, du mode de conservation et du degré d'humidité
du béton, qui influent sur le retrait. Les tensions de retrait
réduisent la résistance 4 1l'extension du béton (cfr. notes du
cours de procédés généraux de construction de premiere épreuve
sur les bétons de ciment).

La résistance a la traction semble aussi influencée par
le mode de sollicitation; elle est plus grande en flexion qu'en
traction simple et la présence d'armatures l'influence aussi,
en apparence du moins.

Une premiére technique s'est développée depuis un peu plus
d'un siécle pour parer a l'insuffisance de résistance du béton
a la traction, surtout en flexion, c'est celle du béton armé.
Flle a pris une importance dominante dans la construction mo-
derne. Cependant, elle est en elle-méme imparfaite. La meilleu-
re preuve en réside dans 1'état de résistance ultime, auquel
correspond le mode de calcul du béton armé. Le béton ne résis-
te que 1la ou il est comprimé; il est fissuré et disloqué 1la ou
il est tendu et, dans ces régions, c'est l'acier des armatures
qui résiste a l'extension. C'est, en un certain sens, l'asso-
ciation de 1l'aveugle et du paralytique. C'est a tout le moins
une association bltarde et qui entraine des inconvénients non
dénués d'importance, notamment les fissures dues aux moments
fléchissants, aux efforts tranchants et aux forces de traction.
Le seul élément de liaison propre a les éviter est 1l'adhérence,
qui met en jeu des tensions ayant la nature des tensions tan-
gentielles et dont la limite est donc du méme ordre de grandeur
que la résistance a la traction.

En fait, les constructions en béton armé présentent sou-
vent des fissures, ce qui constitue toujours une amorce de dé-



gradation, d'importance toutefcis trés variable selon les cir-
constances. Elle est grave pour les constructions soumises a
l'action d'agents agressifs, atmosphériques ou hydrauliques,
et d'autant plus que la sollicitation est plus dynamique ou
plus variable,

Le moyen le meilleur de conférer au béton une résistance
appropriéde a l'extension consiste & recourir a la mise en com-
pression préalable du béton. On a donné a cette opération 1le
nom générique de précontrainte. Elle n'est pas exclusive au
béton. L'emploi de tirants mis sous tension, de frettes ten-
dues et d'autres dispositifs analogues est trés ancien. La
précontrainte n'est qu'une application particuliére du "régla-
ge des efforts", (1) "dont 1le principe consiste a introduire dans
une construction des efforts préalables susceptibles d'amélio-
rer sa résistance aux efforts qu'elle est destinde & subir en
service. En général, ces efforts doivent produire dans la cons-
truction des tensions préalables de sens inverse a celles qui
doivent résulter des sollicitations de service. Le réglage des
efforts peut non seulement ‘améliorer la résistance aux actions
mécaniques, mais aussi la résistance aux actions destructrices
quelconques. La mise en compression préalable du béton par exem-
ple augmente sa durabilité (dans certaines limites).

Les premiers brevets relatifs au béton précontraint remon-
tent a prés de septante-cing ans. Il n'y a cependant guére plus
de vingt-cing ans que le béton précontraint a pris un réel es-
sor, qui s'est amplifié considérablement depuis une dizaine
d'années., Les facteurs techniques qui ont favorisé ce dévelop-
pement ont été :

1., la possibilité économique de réaliser par vibration
des bétons compacts, a haute résistance et faible déformabilité;

2. 1l'emploi d'armatures a trés haute résistance, principa-
lement sous forme de fils tréfilés.

Une circonstance économique y a contribué, qui a favorisé
le développement du béton précontraint dans les pays dévastés
par la derniere guerre mondiale : le volume important des tra-
vaux de reconstruction, qui a permis l'amortissement rapide du
matériel de mise en précontrainte et une grande économie d'acier
a une époque de pénurie d'acier. La résistance spécifique de
ltacier (par unité de volume ou de poids) est considérablement
augmentée par le tréfilage.

(1)

Cfr. F, CAMPUS, Le réglage des efforts dans la construction (Congrés du Centenalre
de I'A l,Lg, 1947, Section Génle Civll).

F. CAMPUS, Réglage des efforts dans les constructlons métalliques (Cours de perfec-
tionnement sur los constructions métalllques, A,l.Lg., 1957).



B. CAS DE LA TRACTICN SINMPLE

Puisque la précontrainte a pour objet de conférer au
béton une résistance a l'extension, il est théoriquement inté-
ressant d'étudier la traction simple. Ce cas est d'ailleurs
susceptible de nombreuses applications pratiques.

1. Résistance a la traction simple du béton

2., Résistance a la traction simple du béton armé

I1 faut supposer que l'armature est répartie d'une manieére
homogéne dans la section du béton, c'est-a-dire que le centre
de gravité de la section d'acier et ses axes principaux d'iner-
tie coincident avec ceux de la section de béton. Il faut suppo-
ser en outre que les deux faces terminales de la barre prisma-
tique restent planes., Dés lors, on doit admettre que toutes
les sections restent planes.

N = w0y + 0a0, o, £ Ry
WaO, W
N wpRy (1 + wbRb) = Ry (1 + m 3%) = N,
Oa
m = R,

Mais ceci augmente assez peu N par rapport a N, et
surtout pas économiquement.,

On ne s'arréte d'ailleurs pas a cette limite, mais bien
\

a N w,R, , qui n'est pas comparable a N, .

3. Résistance a la traction simple du béton précontraint

On admet les mémes hypothéses qu'en 2) au sujet de la
répartition des armatures de précontrainte et de la déforma-
tion des sections terminales de la barre prismatique. De plus,



on suppose que toutes les armatures de précontrainte subissent
la méme traction initiale

et que l'effort de précontrainte total P est uniformément ré-
parti sur les deux faces terminales du prisme. Le béton subit
alors partout une précontrainte initiale

A
nb - Wy - Py
sous l'effet d'un effort normal de traction N , la piéce s'al=-
longe de
0, - dpy 2 N
8¢ = €( E, ) = E, (wb “pr)

dp, est 1l'augmentation de précontrainte résultant de l‘'allon-
gement unitaire 3£/f des armatures

- 54 E N
8P = Baw, = §o (G -8py) e,
P N
dp, = —: cé = p, + 0p, - J: = P, + 0py = Oy
5p = Zefa y _ Bata,p 5P = Basie __
E wy, Epwy Ejwp, + Eqw,
mwa
w
5P = ——— N .
1+ 52

Si 1l'on suppose que le béton n'ait pas de résistance pro-
pre a l'extension, par exemple parce que la barre prismatique
est formée de trongons indépendants serrés les uns contre les
autres par la précontrainte, la limite N, , de résistance de
la barre sans fissuration sera

mwa

W

N, = P +0dp = P+ Ny o
1+ 50

b

d'ou
mw
Ny o= P (1 + 7).

Si le béton a une résistance propre a l'extension de valeur



absolue R, , 1la résistance de la barre sans fissuration N,
sera telle que

- Oo! = o -
. b p

b -op, ¢ R

b

ob~g P, + 6pb + Rb

N, wbog = w,p, + o, R, + 0 dp, = P + wo,R + OP
mwa
W p muwa
N, P + o,Ry + N, i N, ¢ (P o+ oR (1 + T52)
W
Ceci implique que
Ny ou No
Wa Wa

soit inférieur a la limite de proportionnalité de l'acier.

Si aprés avoir atteint la limite de fissuration N; ou N, ,
on décharge la piéce, les fissures se referment et la piéce
revient a son état antérieur, pourvu que la limite de propor-
tionnalité de l'acier n'ait pas été dépassée. Si le béton a
une résistance propre a l'extension, la premiere fissuration
a lieu sous la charge N, ; aprés décharge les fissurations
ultérieures réapparaitront sous la charge N, .

Donc, le béton précontraint est élastique a la fissuration
tant que la limite élastique vraie de l'acier n'est pas atteinte.

Lorsque le béton est fissuré, les armatures seules suppor-
tent l1'effort de traction N, comme dans le bédton armé fissuré.

N < ((A)aRa ,—ij) .

La charge de rupture est

N; = (waRa T'/"B)
4! = p, +8p, - - = p, - ot -
b b b w, b Wy 1+ mw,
Wy
La compression est maximum lorsque N = O .

Donc
o (#)e = Py < RY P L upRy



d'ou mw
N, ¢ w,RY (1 + %) < (w,0a, - P)
b

mw
+ B2 & (og0a, o

N, ¢ o, (R, + R,) (1 P) .

Ces deux valeurs sont beaucoup plus considérables que N/
(béton non armé) et N, (béton armé). En employant du fil
d'acier & haute résistance et haute limite élastique, comme
celle-ci peut atteindre et dépasser 0,80 R, , on peut rappro-
cher assez bien la limite de fissuration de la charge de rup-

ture. Cependant, il faut tenir compte de la dispersion des
facteurs R' et R, et ne pas leur donner des valeurs exces-
sives,

On peut au moyen d'armatures fortement tendues comprimer
fortement des prismes de béton de grande longueur et trés élan-
cés, sans danger de flambage a la premiére charge critique,
pourvu que les armatures soient enrobées dans le béton et
obligées de suivre ses déformations transversales et sa cour-
bure éventuelle. En effet, par suite de cette liaison, l'effort
de compression reste toujours centré., La charge critique d'ins-
tabilité de flexion est plus élevéec que celle d'instabilité de
torsion; elle ne sera donc pas atteinte.

Ce qui précéde concerne a vrai dire du béton précontraint
aprés durcissement (postcontrainte). Les armatures de précon-
trainte traversent les gaines réservées dans la piece en béton
(ou lui sont extérieures en traversant le creux central d'une

piéce en caisson). Les
sion par des vérins et
teaux rigides en métal
sur la pieéce en béton.
ancrages, on admet que
en tension des fils la

armatures sont ensuite mises sous ten-
calées par des ancrages dans des pla-
ou en béton qui reportent les efforts
Sous réserve de glissements dans les
1'on détermine exactement par la mise
valeur de la précontrainte.,

La précontrainte proprement dite consiste a tendre les
fils dans le moule rigide avant le bétonnage et a libérer 1les
extrémités des fils (en les coupant au chalumeau) lorsque le
béton a suffisamment durci. Le béton, mis en compression se

raccourcit et les fils

aussi; la précontrainte est donc infé-

rieure a4 ce qui correspond a la tension initiale des fils. Si
on admet que la tension est uniforme sur toute la longueur,

on a

P, = Wan 4y =

Ea n!
Ey

(na)o = 4 = bi

wpnly

P, = w,(n,), « Aprés libération des fils

(na)o = Naj
E

a

_ (na),

d'ou n

®
g
€
»




et w,
N _ o Ty b - —Po
Bor 5 g, Mar T L Wa ’ L 1 il
+ m 5= + ot
muw,
Ny & & Py (1 + wb) ou P, ,

sans tenir compte de la variation de m avec le temps

mw, o,
Nag & (Pp o+ wpRy) (1 + 57 ou P, + wyR, (1 +mg) .

En fait, m augmente avec le temps et
W
Ny, P (1 + my Ei)
wﬂ.

N, (P + wyRy) (1 + my B:) ’

m; étant la valeur actuelle de m , lors de l'application de
N , mais il faut alors diminuer P, des pertes de précontrainte
correspondantes.

4, Pertes de précontrainte

Dans le paragraphe précédent, nous avons considéré la pré-
contrainte active lors de l'application de 1l'effort de traction
N ., Cette précontrainte n'est pas égale a sa valeur initiale,
mais elle diminue en fonction du temps, en raison du retrait
du béton et de son fluage sous des efforts de compression per-
manents (voir notes du cours de procédés généraux de construc-
tion de lére épreuve, sur les propriétés des bétons).

On peut considérer les valeurs instantanédes du retrait et
du fluage ou bien des valeurs ultimes (en admettant que celles-ci
soient sensiblement atteintes aprés un certain temps).

Désignons le retrait par p, .

Pour le fluage du béton, on admet que, pour une méme durée,
il est proportionnel a la tension de compression appliquée. Bien
qu'il s'agisse de déformations permanentes (en majeure partie),
on se réféerera a un module élastique réduit du béton

Ep

EL = 5 n >1.

Lt'armature sous forte tension permanente subit aussi une



déformation différée, conduisant dans ce cas a une diminution
de tension ou relaxation, assez réduite d'ailleurs. On se réfé-
rera a un module élastique réduit E! = E, (L - ¢) .

Appelons P, la valeur initiale de 1l'effort de précontrain-
te en cas d'ancrage, P 1la valeur réduite aprés un certain
temps ou ultime. En admettant 1'égalité des raccourcissements
du béton et de l'armature :

o . =F P, _Po P
e Eju, E,o, E w, Ba0,
1 1 1 1
d (ngb * o) = o (Ebwb * ana) TPy
Posons
Ea 1 - nmwa mwg,
B, - m P (l Tt o, ) = P, (1 + wb) - p,E,0,
mo,
1+ Wy, PpE W,
P = P, 1 L mmo, T 1, nmo,
1 - ¢ Wy 1 - ¢ Wy
€ . (n - 1) mws E
1l - ¢ Wy Pp g Wa
AP, = P, -P = P, T + T RR—T-Tr
+ +
1 -c¢ Wy 1 - ¢ Wp

On admet souvent une perte L P, de 0,10 a 0,15 . Cette

valeur normale concerne cependant des armatures mises sous
tension aprés le durcissement du béton et dont les extrémités
sont fixdes a celui-ci par des ancrages aprés mise sous ten-
sion par des vérins. Lors de la fixation, il se produit sou-
vent des glissements des fils dans les ancrages, qui augmen-
tent la perte de précontrainte, Si les fils sont tendus avant le
bétonnage et ancrés par adhédrence, en admettant la répartition
uniforme sur toute la longueur, sous réserve des extrémités,

on a :

o +2b _ (ma)o  me
b Eé Ea ;
n (.__“’_a._ + _l_) = na\ -9
e ‘Elw, * E! E, b
(na) _PrEa
n, = 1 onmwa - o nmo, P = w,n, .
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P, + € 3 N et m sont des fonctions du temps; il faut consi-
dérer a chaque instant les valeurs correspondantes, a partir du
début du durcissement, car il y a adhérence entre le béton et
l'armature méme avant sa libération, dés la prise du ciment.

En outre, il y a du glissement aux extrémités, car 1la
tension des armatures doit y &tre nulle et atteindre par adhé-
rence la valeur normale sur une certaine longueur d'ancrage. La
perte de précontrainte est donc supérieure a

. Po ana
AP, = P, - 1 nme, T Pb T . nmo,
+ +
1 - ¢ Wy 1 - ¢ Wy
3 nmno,
+
1l - ¢ wb praO)a
AP, 3 P, 1 nmo, 1 - nmw, °
1 - ¢ * “’b 1l - ¢ * wb
Si 1'on veut réaliser la valeur finale n, , il faut
i - nmw ,
(na)o = na. (l - € + wb ) + prB. .

Pour n , on admet 2 a 3.
Cette derniere valeur est la
plus grande citée par le reégle-
ment du M.R.U. (Ministére de
LOI DE VARIATION DE n, la reconstruction et de 1l'ur-
banisme en France). Elle corres-
pond certes a un béton de qua-
~ 1ité médiocre, déformable. ¢
RS varie selon la tension de
l'acier et sa nature de 0,05

a 0,15 ; cette derniére valeur
parait toutefois exceptionnelle.
p, peut varier de 0,0004 a

0,0002 ; la premiere valeur
parait exceptionnelle. Il est
a remarquer que E, , c'est-a-

dire m , ainsi que n et

p, varient d'apreés 1l'4ge du béton lors de la mise en précon-
trainte (en cas d'ancrage). Avec 1'dge du béton lors de la mise
en précontrainte, m et n diminuent, ainsi que pp » car la
perte de précontrainte ne résulte que du retrait résiduel aprés
la mise en précontrainte (en cas d'ancrage). Or le retrait est
une fonction décroissante du temps et le retrait résiduel dimi-
nue lorsque l'4dge augmente.
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Donnons quelques exemples hypothétiques pour fixer les
idées.

P, = Lot
o, = 100 kg/mm?
o! = 100 kg/cm?
w, = 400 cm?
w, = L cm?
wa
oL = 0,01
B, = 2.10°% kg/cm? .
a) bon béton m = 6
n = 2
p, = 0,0002
bon fil € = 0,05
0,05
+ 0,06 6
APO = 40.000 03?5 O,i?OZ X 8.10
+ 0,12 + 0,12
0,95 ’ 0,95 !
_ 0,1126 1600
= 40,000 x 1,17 + 1,17
= 13850 + 1370 = 5220
AP, _  _5220
P, ~ Lo.,oco -~ 0,1305 .
b) béton médiocre m = 10
n = 3
p, = 0,0003
fil médiocre e = 0,10

_ 0,111 + 0,20 2400 _ _
AP, = 40.000 1,11 + 0,30 * 1,61 ° 8800 + 1700 = 10.500
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4P 10,500

B = %5000 ° 0,2625 .
c) trés bon béton m = 5
n = 2
p, = 0,0002
trés bon fil e = 0,04
_ , 0,0917 . 1600 .
AP, = L0.000 x Lt Tk < 3215 + 1405
AP L620
- —_—X — cm——— e —
6P, = W620 250 = S = 0,115

o]
s e APg Ch o das .
Il semble difficile que = soit inférieur a 0,10 .
[¢]
Pour le béton précontraint par adhérence, en admettant
les m8mes valeurs de p, (en réalité elles doivent &tre plus
grandes) on aurait dans les trois cas

a) AP, = 40,000 x Qii%sé + 1370 = 17270 kg , Agﬂ = 0,181
* o

b) AP, = 40,000 x %Aﬁii 1700 = 13400 kg , A%ﬂ = 0,335
* o

c) AP, = L40.000 x Qil%%z + 1405 = 6365 kg , égﬂ = 0,159
. [e]

5. Sollicitation par des charges instantanées ou
permanentes.

Les formules du paragraphe 3 correspondent aux effets
d'une charge N instantanée de courte durée, pour autant que
la répétition des charges ne produise pas d'allongement perma-
nent, ce qui correspondrait a une diminution de E, et a une
augmentation de m .

Si 1l'effort N est appliqué d'une maniére permanente,
il faut remplacer E_  par

Ey

1 = =k
Eb ”

et m par
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dans les formules du paragraphe 3. Ceci augmente ©oP , c'est-
a=dire 1l'effet de la précontrainte. Cependant, les charges de
fissuration N, et N, ne sont pas augmentées en ce sens que,
si 1l'on porte d'emblée la charge permanentc a l'une ou l'autre
de ces valeurs, selon le cas, la fissuration se produit. Mais
pour toute charge permanente inférieure & ces valeurs, la sé-
curité & la fissuration augmente théoriquement avec le temps.

6. Applications pratiques

Les barres tendues ne sont pas rares dans les construc-
tions : barres de treillis, tirants. On pourrait objecter que
l'acier seul suffirait. kMais le plus souvent, le béton d'enro-
bage est nécessaire pour assurer la durabilité du métal, le
mettre a 1l'abri de la corrosion. L'acier sous tension se corro-
de d'autant plus vite que la tension est plus élevée. Le béton
précontraint comprimé lui assure une protection certaine, non
réalisée avec certitude dans le cas du béton armé fissurable.

Une application assez particuliere a été exposée par le
professeur R. Kozak, recteur de 1'Ecole polytechnique de Poznan,
dans sa conférence du 29 mars 1950 a 1'Institut du Génie Civil
de 1'Université de Liege.

Des barres de béton de petites sections diverses (par exem-

ple 5 x 5 cm) sont précontraintes au moyen de fils d'acier de

1,5 a 2 mm de diamétre, tordus deux a deux

R, = 250 kg/mm? R! = 600-700 kg/cm? p, = 300 kg/cm? .

Par exemple

W

w, = 25 cm? w, = 0,5 cm? = = 0,02 n, = 15.000 kg/cm?
b

P = 0,5 x 15000 = 7500 kg = 25 x 300 .

Si 1'on admet m = 5 et R, = 50 kg/cm? , pour des char-
ges instantanées

25 (300 + 50) x 1,10 = 9625 kg

N,

Ny 25 x 300 x 1,10 = 8250 kg.

La différence est importante.

Sous la réserve indiquée au paragraphe 5 et en admettant
n = 2 , ces charges de fissuration deviendraient en cas de
charge permanente
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Z
i

25 x 350 x 1.20 10.450 kg

N1

25 x 30C x 1.20

9.000 kg.

Aprés leur bétonnage par vibration, les barres sont étu-
vées pour accélérer le durcissement et permettre de couper les
fils (et libérer les moules) le plus tdt possible. Pour attein-
dre la valeur finale n, = 15,000 kg/cm? il faudrait donc une
tension initiale

1 - nmo,
(na)o = n, (l - ¢ + Wy ) + pb‘Ea
= 15,000 ( L, 2 5 x 0,02) + 2.10% x 0,0002

0,90

20.000 kg/cm? .

Ceci parait un peu élevé.

Ces barres de béton précontraint sont employées comme ar-
matures tendues dans des éléments en béton de qualité médiocre :
bétons de cendrées, bétons de briquaillons ou de décombres con-
cassés, bétons poreux, dans lesquels des armatures ordinaires
seraient corrodées rapidement., L'économie d'acier est considé-
rable; la barre ci~dessus, armée de 0,5 cm? d'acier, remplace
5 cm? d'armatures ordinaires travaillant a 15 kg/mm2 .

On donne a ces barres en béton précontraint un profil 1é-

|\ s 7 ’ r'd z
géerement varié, pour assurer l'adhérence au béton dans lequel
elles sont enrobdes. On peut s'en servir comme tirants tendus.

C. CAS DE LA FLEXTION, PRECONTRAINTE UNIFORME

1, Piéce fléchie prismatigue en béton non armé

2

Mv I wabrb
Op, = I, <Ry M, Ry :f = - = M,

R, est la résistance du béton a la traction par flexion. La
tension tangentielle maximum, égale a la traction principale
maximum due a l'effort tranchant, est

T ‘[V
g" = g = —— m = bz dz
b b I.b .
I,.b w,ryb
T == R, = —— R, = T,



M, _ ﬂL — -
T = =5 = t = kv k<1
o = o !Tt}v\< R, .

Par exemple, pour une section
rectangulaire b x h ,

bh?
M = Ry = M
2
T 5 bh R, = T,
t = % .

2. La comparaison a une piéce similaire en béton armé ne
présente pas d'intéréi.

3, Piece prismatique fléchie précontrainte uniformément

. 1
R . ‘. Rb

S —

AN

i t i |
ng | "% iRy
;.—é._.___._.‘;.li_.__.f

e e

L'armature et 1l'effort de précontrainte sont uniformément
répartis; la compression!/précontrainte du béton est

et est uniforme.

P agit donc au centre de gravité de la section. L'arma-
ture a son centre de gravité et ses axes principaux d'inertie
confondus avec ceux de la section de béton.
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I. On ne tient pas compte de la résistance a la traction
du béton (par exemple la piéce est formée de blocs serrés entre
eux par la précontrainte). Alors

g —_ I\—/IX —_ n! — —P—
b T, b W,
2
M = Iv 2 = Pry
VoW, v
Vl v' .
R! » nl + — n! = (1 + :7) n! (cf. figure)
— Ry v
né{ - = RLll'
1 + =
v
Donc
M Ib R' ¥~ = R! ib R' > Mh
N v b h b h b7 I,
v
P { R} w, hoc

II. On tient compte d'une résistance du béton a la trac-
tion par flexion, égale a R, en valeur absolue

= . X . v . Ln (B
Ob—nL+Rb_@b+Rb_Ib M_v(mb+Rb)
Pr2
M = = 4 M,
v
R' = n' + & (n' + R, ) > By Xg (cf. figure)
v b b '/V b v b . g
v v!
n <ORUE - Ry R
I v v! I
M= (R - R, & +R) = T2 (R, +Ry)
Mh
R' > =— - R,
b 7 I,
2
Pr Ip v v
M = -;Q+M0<T(RL+Rb) P { Rio, ¢ + Ryu, (h-l)
v v'
P w, (R} 5 - Ry TT) .
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A égalité de n| (précontrainte), on a dans le cas I,
si v = v'! = h
I
M = 2n'—1-1h' ;

dans le cas II,

[

4b
h .

Dans leé deux cas, le moment de fissuration est proportion-
nel a2 I/h .

I1 faut donc réaliser I/h maximum, soit en doublé té,
soit en caisson ou par une section de forme similaire.

La section rectangulaire est donc peu favorable

I _ bh?
h 12

Si 1'on a recours a des poutres rectangulaires, ce doivent étre
des poutres-cloisons de grande hauteur, sous réserve d'instabi-
1ité.

Si la flexion peut varier de sens sans varier de grandeur,
la poutre doit étre symétrique

Si le moment de flexion ne varie pas de sens, on peut

employer une poutre non symétrique, telle que Vv!' > v , Pour
une hauteur h = v + v' donnéde, et une section donnée, on réa-
lisera le plus grand I/h , donc le plus grand I . On réalise-
ra le moment résistant
I
| ———
Rb h
avec la précontrainte
R!
Ve

la plus petite possible.

Pour une section donnée W, 4, c'est cependant la forme
symétrique qui est la plus économique. Considérons une section
symétrique de caractéristiques w,, I, et v =v' = h/2 . Ajou-
tons a la fibre inférieure et retranchons a la fibre supérieure
une petite surface w . L'axe neutre se déplace de 2z vers le

bas et



- h
w v! = 5 + z
V'
v - B z
W 3 -2
i
v w, ne change pas
+ W
. «h
z = T,
h h
I, = I, + 0z? + u>(§ - z)? - 0)(5 + z)2
2 2
w h h W
= — n? - 2 2 (2L )2 = — h2 -
= I, + 2 n w’:(2+z) (3 - 27 = 1.+ 502 - 2 ha
w2 2 w? w?
= —_— 2 2 —_ 1.2
= I, + o he - oL h = I, - ™ he .
Dés lors
. E_Z
nt ¢ R 2 ar ¢ Bb_p 2
b b h b 2 b wy
(au lieu de ng < Ré/Z ; la précontrainte diminue). Mais
R} w 2
M = h(Io-wbh)
au lieu de
R! I,
—ﬁi—n .

Si 1'on faisait la modification en sens inverse, on aurait
la méme diminution de M , mais avec une précontrainte plus éle-
vée, ce qui est encore moins indiqué.

Par la précontrainte, la résistance a l'extension est assu-
rée. On peut donc porter R, en compte, ce qui majore le moment
de fissuration dans le rapport

t
Ri + Ry
R!
b

tout en conservant le méme coefficient de sécurité.
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4, Moments de sens contraires et inégaux

Cas T
Soit
- M' < M et v! < v .
On a
Ry 1 I
- I - =k v =b
i<——————>~‘ M = - n,& = Rb n
S R )
j fv' et _ v
W N | O n, < Ry
I | v
I
I ] = Ty - )
nt" i t i
!.cs..._.\..‘_?.b___._;q et
-v-l
o, = (RY - n!) - < n}
h v!
' ! = 1 1
Rb < ny v ny > R h
lae] _ Rbonb b gy, IR/A1 . Al
M - r! v M v
On pourra donc prendre
v! M!
v M
D'autre part
v! v
RL 7; < n!' < Ré E .
Toutes ces conditions sont compatibles si Vv' < v 4,51
-M'< M et Vv'> v , on a
¢
:1 Rp % ' M = n| Ib = R Ib
"]—‘—-- ! ! e - nb - e . v h
v
NE ey mems
" | I
= =b
v / IM,I = ny v!
— ot it ——— s — — l/’
Y4
N i <Rl'3 = n' lf_.‘i




v h : v! v
1 — 1 1 1 1 ! — |
nb(1+v,)<Rb, n\ =5 < RL ni <Rl 7= >R .3 -
Donc, il suffit que
v
! | S
n! RY h
M! v
bwl o vy
M v
ces conditions sont compatibles,
Pour une méme hauteur h = v + v' , la précontrainte sera
moindre dans le cas Vv' > v ; elle a pour limite supérieure
v
| -
R} H Y
et 1'on a
MU _ X
M Tovr
Dans le cas Vv'< v , la limite supérieure a la méme ex-

pression, mais est plus grande. On peut toutefois se rapprocher
d'une limite supérieure

Seulement, alors le moment I diminue et lorsque la pré-
contrainte atteint sa valeur limite supérieure

I v! I
= v =b. 1 =b
M.-Rbh V<Rbh
tandis que Ile - Ip
= b
Les ordres de grandeur de M et M' sont donc inversés

et on retcmbe dans le cas V' < v avec limite supérieure. Il
faut donc, dans le cas vVv'< v s'en tenir a la limite supé-
rieure de la précontrainte. Ce cas est donc le plus défavora-
ble puisque, pour v' > v , il faut observer la limite infé-
rieure de la précontrainte

tout en réalisant
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I , . Mv
M = R} I° et |lur| = = <um.
Cas IT

Cn tient compte de la résistance R, du béton a la traction

par flexion. Envisageons encore le cas vVv' > v pour -M'< M .,
o I
M = T2 (R, + R{)
i Rp ! Rb v v'!
e | el ' [ IS -
R e E/: n! < R & - R+
(w)
v! M!v! M
' e £M> IV = nl + R, = EX
h Np b ) b b
M v
v — ——
. M = v <t
T |
~£RH~ - <Rp ! n! + (n} + R,) =7 <R]
: h v!
ng T <R =Ry
v' v
1 1 — -
nb< Rb h Rb11'
Cette condition est satisfaite si
' "y ¥ - v
n! < Rb h R ho
Le moment
. ik
Moo= (Ré + R,)

est réalisé moyennant la précontrainte minimum

- R, &) et |M'| = M= <M.

P = o, (R} b h v!

¥
h

5. Résistance a 1l'effort tranchant.

Rappelons que Tm Tt) v
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Cas 1

Sur l'axe neutre, il y a superposition de cisaillement
simple og et de compression simple

n/ . Dans le cercle des

tensions, QT = n} et TI = o} D'ou, comme
JUSS— R!v
T n! b
N/ \\\ N h ’
/ \
/ kY
A/ \\‘ IB = %% max
\
c | ny [ (b2
- _ b b 2
| / = > -+ﬂV (2 )+ o2 Ry
\ Y -
f)
/’>\ ' IA = '
b max
0 T ] 1
SN -~ _ D Oby2 2
~ = 2+\/(2)+og\<R;D
ou encore
n - n! Tt v
—- —b)2 2
9 max = ) +\/(2) +( I )\< Rb (a)
n! n!
Y b2 Tt v,2
o = (B, @Y Ry, (v)
Condition (a)
Rlv. 2 2 2 Riv. .2
(32)° 4+ (16)" 5 ¢ (R, + 255
d'ou
Iy \/ Rb v
Tt < R, \1 + 5’5

Rappelons que pour le béton non précontraint

I
(Tt)o \< Rb ;

Pour une section rectangulaire

Ry
2 Rp

T\<%thb 1+

Condition (b) R!v, 2 2
—_—— (Ehﬂ + (Tt)

(b,h)



d'ou
_:[:..Q [ _'. —_ -= _'.
Tt Ry |/ = VI AVR AT

W o
o
5
el
o -

N |

T

Cette valeur ne peut pas étre prise en considération; elle
dépasse celle de la condition (a), qui est la limite supérieure.

Cas II.
Rlv R, v!
' Y _ b
ny,$ T h °
Condition (a)
1 (Riv Ryv'. 2 > 2 Rl v Ry v' .2
p (- Tw) (1) 1 < (Ry v S o)

d'ou

I v
Tt :f.Rb\/;;(l + E:) .

Pour une section rectangulaire

2 1 Ry
T<3thb\/2(1+Rb).
Condition (b)
1 LRy v R, vVv'. o2 v?2 RYv Ry v',2
(- TR o (1) o R - )
Iy [v! Re
Tt\<vRé\/h(l+Rg)’

valeur trop élevée.

Pour une section rectangulaire

2 1 Ry
ngthé\/E(1+§76) .
On remarque que dans le cas de précontrainte uniforme
longitudinale, on ne peut éviter des tractions principales
maxima, agissant toutefois sur des facettes faisant avec la
fibre neutre un angle inférieur a 45° et d'autant plus petit
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que né est plus grand. La valeur de Tp,, admissible est
fortement majorée par rapport & celle du prisme de béton sim-
ple T, et, pour une poutre assez élancée, les effets de T

seront toujours relativement faibles, d'autant plus que n/

est plus grand. Cependant, pour des poutres importantes et

treés chargées, il faudrait éventuellement recourir & des étriers
sans tension préalable, ou a une précontrainte perpendiculaire

a la précontrainte longitudinale et dans le plan de la flexion
qui serait suffisante pour annuler on inverser les tensions
principales de traction,

6. Exemples.

Peu favorables d'ailleurs, car pour avoir des calculs
simples, on envisagera une forme de section peu appropriée,
le rectangle.

Soit b = 10 em, h = 40 em, v = v' = 20 cm, R! = 125 kg/cm?
R, 25 kg/cm? .

Cas T
n! £ 62,5 kg/cm?
2
M = %f R! = %%; R! = lQ_jI%QQQ x 125 = 166.667 kgcm ou
1.667 kgm
T % x 10 x 40 x 25 V1 + 2,5 = 12.500 kg .
Cas IT
n! < 50 kg/cm?
M = %f (R; + R,) 19—5I§§99 150 = 200.000 kgem ou
2,000 kgm
T % x 10 x 40 x 25 V3 = 11.550 kg.

La prise en compte de la résistance a la traction réduit
1'effort tranchant admissible, a cause de. la réduction de ni .

Supposons R, = 50 kg/cm? , Pour n|! = 50 kg/cm? , la

tension de fissuration sera atteinte lorsque R} = 150 kg/cm?
Alors
M - 20 x 1600 505 _  566.667 kgem ou  2.667 km

flss 12



sécurité a la fissuration

2667
2000 1,33

Si 1'on ne porte pas en compte la résistance a la traction
du béton, la sécurité devient

2667
1667 1,60 ,

valeur assez normale, mais avec une précontrainte plus élevée.
Si 1l'on considére une valeur donnée de n} et que la limite R,
R , soit atteinte, le coefficient de sécurité a la fissuration
par rapport au calcul sans tenir compte de la traction du béton
est égal a

2 n! + 2 R R
g 1 £ = 1 nt - S¢
ny ny,
d'ou
1 Ry
n = .
b S'F - 1

Pour avoir une sécurité suffisante a la fissuration, il
ne faut pas dépasser une certaine précontrainte qui est fonction
de la résistance & la traction, non de la résistance a la com-
pression. Si 1l'on veut sy = 1,50 , il faut n'%\ = 2 R, , d'ou

ot =2mn} =4 R =~ R!/2,5 , si R} = ~10 R, .

7. Rupture.

Aprés fissuration, si 1l'on continue a faire croite le mo-
ment, la pieéce fissuréde se comporte comme une pieéce en béton
armé et se rompt comme telle, par compression en béton ou par
traction des armatures tendues, selon l'importance relative de
cette armature.

La limite de fissuration (inférieure) a, en quelque sorte,
la signification d'une limite élastique pratique, par rapport
a laquelle il faut un coefficient de sécurité supérieur a 1 *
si la piéce est monolithique, supérieur a 1,5 si la piece est
formée de trongons serrés entre eux par la précontrainte. La sé-
curité doit étre prisce évidemment par rapport a la valeur finale

de la précontrainte.

8. Applications,.

La précontrainte uniforme convient pour toutes les piéces
fléchies dont le moment peut fortement varier de sens, par
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exemple des poteaux, des pylénes, des poutres continues. Pour
1'économie, il sera favorable d'employer des bétons de treés
bonne qualité, ayant des RY et R, ¢é&levés, donc ayant une
trés bonne granulométrie et trés compacts. La précontrainte
uniforme peut étre alors assez élevée. Pour des valeurs de

Q- et de h données, on peut augmenter I et M = R} L

en adoptant une section en double-té, en diminuant 1'épaisseur
de 1'4me. Cependant, les tensiocns tangentielles d'effort peu-
vent alors devenir élevées. Pour y parer, on peut renforcer
1'épaisseur de 1'a4me aux appuis. Ce renforcement aux extrémités
facilite 1'adhérence des fils aux extrédmités sur une longueur
suffisante (Voir 9 b), la poutre restant allégée dans la partie
centrale., La précontrainte uniforme est favorable pour les
piéces préfabriquées auxquelles elle confére un caractére analo-
gue a celui des piéces métalliques.

A ;

9, Variation de la précontrainte sous l'effet de la flexion

Si 1l'armature de précontrainte est unique et disposée sui-
vant l'axe de la piéce, dans la fibre neutre, elle ne subit
aucune déformation et la force résultante de précontrainte
n'est pas modifiéde par la précontrainte, ni en grandeur ni en
position. La précontrainte reste uniforme.

Il y a intérét, tout en réalisant initialement une pré-
contrainte uniforme, d'éloigner les armatures le plus possible
de l1l'axe neutre. D'abord, le moment d'inertie augmente

Ensuite, les armatures se raccourcissent dans la zone
comprimée et s'allongent dans la zone tendue. La précontrainte
diminue donc dans la région comprimée et augmente dans la région
tendue., Il en résulte que la force totale de précontrainte con-
serve sa valeur, mais est excentrée vers la région tendue. La
précontrainte ne reste donc pas uniforme, mais développe un
moment de flexion de sens inverse a celui qui sollicite 1la
piéce. C'est comme si la loi de précontrainte uniforme ab
devenait a'b' .,



On compte les barres pour mwa , m = Ea/Eb pour les
efforts instantanés, si leur répétition ne donne pas lieu a
déformations permanentes. On sait que la répétition des solli-
citations du béton entre deux limites invariables entraine une
diminution de E, avec le nombre des répétitions, donc une aug-
mentation de m . (Voir cours de procédés généraux de construc-

tion de lére épreuve) tandis que

m = E.n (1 -¢) _ By
E, E!

pour les charges permanentes.

a) Considérons d'abord le cas des armatures adhérentes

La dilatation d'une fibre distante
de =z de la fibre neutre est

Ty s zd 9o Z Mz
v! Y._ e JECTTLIILTRTEY o) - — = -— = -_,
'z dx fibre dx o] ET
| neutre
v Puisque la précontrainte est uni-
&_W_NMWW“ / forme on a
P
P = Zwgn, = ngl w,
d0 '
B Zwa,nya,z = n,- wa,z = 0.
Soient & et E!' 1les distances

des armatures extrémes a la fibre
neutre. Puisque les forces extérieures

ne changent pas, on a



v
ZE. wa(éna) z = f bz (6pb) dz .
V'
Or, /
1 Ipy) _ Py
Z B v
v v
A
j‘ bz (6pb) dz = ~Eb 11 bz? dz = Eg.wa(ﬁn&) z
vt v v!
£
\ . EE,w& (3n,) 2., _ Zgu, (3n,) z
P, = v »°Pp = v
j’ bz?dz L[ bz?dz
A vt
Mz dp z g
5 = = - = -
EbIb Eb EbIb [IVI Z:E_vl("').':t(ana.) Z]
(dn,, = E_ 9 w#én&z = E,w, bz
g E . g
ZQ w, (dn,) z = Eb;b [11 Zg,wazz - Enga z? Eg'wa(éna) z |
C_E mI _ mla
| Zg w, (dn,) zl(l + T ) = T M
13 mI mI,
Ty w,(dn,) z = ———-—ﬁ———nIb P M = oo M
d'ou
zM ml Mz
b = . —Bl_g o
E I, I, + mI, Ey Liot
mMz mMz T
dn = —= 5p = — =
2 Liot b Lot 1y
mM E mMv T,
An = Ap = T T
2 Itot b Ito't Ib

L'excentricité de la résultante de précontrainte est

Eévwa(éna) z mI, M

P Tio; ' P

d'autant plus grande que I, est plus grand et proportionnelle

\

a M ,



Puisque
mIa, l\h mIa My
AP = —_— Alp = —AL..
b Lot I b Lot Ty
M ml, M ml, Mv mIa M
I = = n 2 R' + S n! + — (n' + =y
) Iy Lot Ty b " Tyor Iy 7 B (n, Lot T
Iyn' ., mIL h 4
M o= =P t:t, Ry » n} = ni ¢ R} ¢
I R} I R
M1 - EE) R R ng ——ae o SR
tot n (1 - 2.
Itot
1) ¥ - no4r, o4 2l M
Ib b Itot Ib
T VN A N T -
Itot Ib b v b I":Ot Ib
- Lo mla v R ¥ v
M (n b)+ImM n! < R! & - Ry +
mI I I
M(l—-f-ti)g—hh(R'b+Rb) Mo o= =& (rr o+ R) .

Les moments de fissuration sont majorés dans le rapport

de
l%fL = 1 + %ﬁf .
Remarquons que wa(éna) = E_,w, d
Zg'wa(bna) = Ef;b [M zg, - Zg,maz Eg,wa(bna) z |
= fi ZZ'w z (M - Tg;/M) = 0
car, en précontrainte uniforme, Zg,waz =0, d'od Zw,(dn,) =0

et P ne change pas.

b) 81 les armatures ne scnt pas adhérentes mais ancrées

- o v e . e o e o e e = e -



I1 faut donc dans les formules précédentes remplacer M

P
b/" Tadx
[e)

par

el
Par exenmple,
px (£ - x) ¢ pf3
M = Mdx =
2 . 12
5 _ z pb’
m 12 ' EI °’
alors qu'en cas d'adhérence
5 = Mz _ px (£ - x) = 5 _ zp#?
- EI 2 ET ! max ~ 8 BI °

Donc, en cas d'adhérence, l'effet antifléchissant de la
précontrainte est en chaque secticn transversale proportion-
nel au moment correspondant. Zn absence d'adhérence, il est
uniforme et proportionncl a la valeur moyenne du moment sur
la longueur non adhérente. La variation de longueur totale
de chaque armature est la méme, qu'il y ait adhérence ou non,
a condition toutefois, lorsqu'il n'y a pas d'adhérence, que
les armatures soient contraintes, par des liaisons appropriédes,
de fléchir de la méme quantité gque la poutre. Mais en cas
d'adhérence, la dilatation spécifique est en chaque ‘cas pro-
portionnelle au moment; en cas de non adhércnce elle est cons-
tante sur la longueur non adhérente et égale a la dilatation
moycenne sur cette longueur cn cas de non adhérence.

L'adhérence est donc préférable; ellc est plus rationnelle
et elle augmente la sécurité. Flle rend impossible les ruptures
des fils dans les ancrages aux extrémités, qui peuvent se pro-
duire par fatigue ou corrosion s'il n'y a pas d'adhérence.
L'adhérence protége aussi contre la corrosion.

Elle peut étre obtenue par la mise en tension des fils
dans le moule avant bétonnage, c'est la précontrainte propre-
ment dite. Elle a comme inconvénient une plus grande perte
de précontraintec.

En cas de mise sous tcnsion des armaturcs apres bétonnage
(post-contrainte), on peut avoir les trois dispositions suivan-
tes ¢

a) les armaturcs sont introduites dans dcs gaines ménagées
a 1'intérieur de la piéce en béton, misecs sous tension et an-
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crées dans des dispositifs qui s'appuient sur le béton. Ensuite,
on remplit les gaines par injection de mortier de ciment. On
peut contrdler que l'injection est compléte, mais le mortier
étant trés fluide peut sédimenter et une partie de la gaine
(supérieure) est remplie d'eau. L'adhérence est donc incomplé-
te et l'eau peut corroder les armatures qu'elle baignec.

b) les armatures sont extérieures a la piéce et sont an-
/ \ Ve . ’ . ]
crées a4 ses extrémités, comme en a). Il faut que la liaison des
armatures a la pieéce les oblige a suivre sa flexion et on peut
les recouvrir de mortier pour la protection contre la corrosion.
I1 faudrait des dispositions spéciales pour que ce revétement
assure l'adhérence.

c) la piéce est en caisson; les armatures sont a 1'inté-
rieur et prennent appui sur les extrémités pleines des caissons,
comme en a) et b). La liaison des armatures au caisson doit les
obliger a suivre sa flexion. On recouvre les armatures de revé-
tement de protection contre la corrosion. Ils peuvent &tre en
mortier, mais n'assurent pas d'adhérence.

Les dispositifs b) et c) laissent subsister le risque de
rupture des armatures aux ancrages par fatigue. Il est recom-
mandable de rendre les fils adhérents aux abouts de la piéce
sur une longueur suffisante (200 & 300 fois le diamétre de
1'armature).

gaTnes lInjectées

# ;| (
/-’/ DN 20 N 95 2 _l
K24 4 v K4
ancrages. i K\\ armatures
" - : ...‘
i S 3
{/.»r T A T e S T T }
3

gafnes Injectées

e | ,
/{@@@/ ) e
7 ‘

/// ancragjés 4':
/‘ ,‘\ ; .,
’, L-u AL :

armatures

o o of %
Gt

s
—_— 1
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Dans toutes les dispositions, il est essentiel que les
armatures suivent la flexion de la piece. Si cela n'était pas
le cas, il y aurait déplacement relatif et diminution de la
précontrainte, effet qui est trés sensible. On voit qu'en cas
de précontrainte uniforme, de X'extcension ne peut se produire
que sous l'effet des sollicitations extérieurces. Comme pour les
piéces métalliques, la sollicitation longitudinale est plus fa-
vorable que la sollicitation transversale.

A titre d'exemple simple (mais peu favorable) reprenons

la barre de section h = 40 cm, b = 10 cm
w, = 400 cm?
w, = 4 cm?
- m= 6
mw a
17,50 20 W, = 0,06
10 x 403
I, = P = 53.300 cm?
17,50 20
— i I, = L x 17,52 = 1.225 cm*
10
mI, = 6 x 1,225 = 7.350 cm* ;
mIa
I, - 0,138
_ . mI. _ 67.35C
I,,, = 60.650 cm L. ° 60.650 - 0,121.
R, = 50 kg/cm? R! = 500 kg/cm?
' — 2 - 2
n = 100 kg/cm o! = 200 kg/cm
_ I, _ 10x1600 x200 _
M = $ R} = 1o = 266.700 kgXcm .

\

En fait, ce moment est majoré de 1,138, soit élevé a
3000 kgm. L'excentricité de la précontrainte devient

310,00C

0,121 X =5 000

0,94 cm.

Si 1'on cherche le moment de premiere fissuration

n! = 100 kg/cm? R, = 50 kg/cm? ol .= 250 kg/cm 2
I, 10 x1600 x 300 _ 2
M o= = (obmax Rb) = 1o = L400.000 kgXcm



qui est majoré a 4.550 kgm, 1l'cxcentricité étant 1,375 cm.

La valeur m = 6 cnvisagée correspond aux sollicitations ins-
tantanédes. En cas de sollicitations permancntes ou trés fré-
quemment répétées, il faudrait prendre m = 12 a 18, en moyen-
ne 15, Le coefficient de majoratiocn des moments deviendrait
1,345 au lieu de 1,138.

D. CAS DE LA FLEXTON EN PRECONTRAINTE NON UNIFORME.

1. Théorie générale.

La précontrainte non uniforme ne convient que pour la
flexion. Elle crée un moment enn sens inverse de la flexion a
laquelle doit étre soumise la piéce, des tensions de sens con-
traire de la flexion a subir. Si le poids mort devient actif
par la mise en précontrainte, (qui décintre la poutre, ce que
la précontrainte uniforrie ne peut réaliser), comme il est per-
manent, il fait en somme partie de la précontrainte et on peut
considérer la précontrainte poids mort compris. Dés lors la
flexion n'est plus a considérer que sous l'effet des surchar-
ges accidentelles.

Si 1'on considére le poids mort avec les charges acciden-
telles, on raisonne sur un état de précontrainte pur ou fictif,
sans effet de poids mort, qui n'a éventuellement pas de réalité
(sauf si la piéce est moulée couchée sur unc face paralléle au
plan de flexion, mais méme dans ce cas, e¢lle doit étre redres-
sée pour la mise en service et le poids mort se superpose alors
a4 la précontrainte). Cet état fictif ou théorique (normalement)
de précontrainte peut comporter des tractions de précontrainte,
gui n'ont cependant pas de réalité lorsqu'elles sont dés le début
compensées par l'effet du poids mort. Il est donc en général
convenable de considérer la précontraintc non uniforme avec
1teffet de poids mort compris.

®) On peut dans ces conditions réaliscr unc précontrainte
combinée uniforme (Cela a été réalisé dans unc poutre expéri-
mentale essayée en 1946 - Cfr C. Wets, Science et Technique,
n° 9-10 de 1946).

On a
o1 o Mev' o My

_ Mpv'! v - v o, Mpv
n = n'! - Ib ny, = 0+ I ¢

Faisons



P = wbné e = gﬂ = _}i.E..
P w n!
b™"b
Alors
V'
P P.ev Mov
1 - — — ' —pY
nbo = o, + I, = n/ + Ih
1 1
Y n . 2 Ry, oMy
bo Wy, I, b I,

i ' P La force de précontrainte ex-

! bo - centrée de e produit donc, en

! i ccmbinaison avec le moment de poids
mort M, une précontrainte unifor-

1
me n/!

L'effet du poids mort annule donc l'excentricité de la
précontrainte.

Les effets des charges accidentelles, peuvent alors se
traiter comme dans le cas de la précontrainte uniforme. Si le
poids mort lors de la mise en précontrainte est invariable,
l'excentricité de la précontrainte est compensde par le poids
mort; la sécurité ne se rapporte donc qu'aux charges supplé-
mentaires.

On peut réaliser ainsi la précontrainte uniforme dans
toute 1'étendue d'une piece, l'excentricité du céble étant
partout égale a e = MP/P . Si la piéce est sur deux appuis
d'extrédmité et si le poids mort est uniformément réparti,

Mp _ px (£ - x)
P 2 p

Le céble est parabolique et agit comme un clble de pont
suspendu annulant 1'effet du poids. Ceci entraine des réactions
verticales entre le clble et le béton égales au poids. Il en
résulte des frottements, qui fcnt varier la précontrainte tout
le long du cédble courbe et qu'il faut réduire au minimum ou
annuler autant que possible, par exemple en guipant les fils
du céble d'une spirale de ruban de clinquant trés mince. L'ex-
centricité serait donc nulle au droit des appuis. Cette dispo-

- .
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sition du céible a un autre avantage : l'effet de la précontrainte
n'est pas purement transversal; il y a une composante de précon-
trainte perpendiculaire aux facettes longitudinales, ce qui di-
minue les tensions de traction principales dues a l'effort tran-
chant. La coureérnpé du céble reprend une partie de l1l'effort tran-
chant (d'ailleurs égale & celle due au poids mort).

Cet effet sera d'autant pius grand que la fléche du céble
est plus grande. Aussi va-t-on jusqu'a donner au cdble une ex-
centricité négative au droit des appuis, qui n'a d'autre objet
que de diminuer 1l'effet de 1lteffort tranchant. On peut aussi,
dans les grandes poutres, disposer des tirants obliques (incli—
nés de moins de 45° par rapport & la verticale) ou de préféren-
ce verticaux, dans les régions ou les efforts tranchants domi-
nent.

Pour éviter les tirants courbes, on peut arquer légerement
la poutre en sens inverse, suivant la méme loi e = Mp/P ou
davantage, pour obtcnir les mémes effets que ci-dessus., On a
alors affaire & un arc a tirant de grand élancement. Le céble
rectiligne facilite la mise en tension.

e AR e g

ey VT bt se,

e et

B) Précontrainte combinéde non uniforme

1. Etat initial de précontrainte

a) sans poids mort.

La résultante de précontrainte est P , son extrémité e,

n. = 2 _ Beeev' nt = 2, Biegv
ob - ob I
CHS I, Wp b

ntyv' + n v
h

P = Wy

(n} - n,) I
c Ph

Remarque importante : Les signes de n!, > O et de n7},
sont implicites; n%  peut 8tre < O .
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b) poids mort compris,

L'excentricité du cédble de précontrainte doit étre majorée
de MP/P par rapport a la formule précédente

M (n' - n )/,_ M
— ) - ob ob P
e, = e, + P = D1 + Ef .

P est inchangé.

2. Cas_des_surcharges agissant dans_le méme sens gue M, .

La valeur maximum du moment de surcharge est Mg ; il ne
comprend pas le poids mort. On se référe donc au cas l.b) de
la précontrainte combinée avec le poids mort. Le plus petit
moment de flexion est Mp , le plus grand Mp + M, . Leur dif-

férence est M, .

MSV' Msv
c!' = n_ + o = n' -
of v + o,v! NopV + Nhpyv!
P = Wy g = Wy —
h h
(0, - 0}) I, (n'y, = ng ) Ty M, . M
e = = - - = - == .
s Ph Ph P P P
On a donc
Mg Ot', - n g _ n!, - o0,




Si 1'on donne o! , o, , n', et n, , ona v/v' ., Si on

donne en outre h , ona v et v' . Dés lors
T I
v = LI =b = 1 - =b
My (o = mn, ) 3 (nl, o) S
d'ou i
K v M,v
. T - s
Iy = -4 = n' - ¢
b ob ob b
\ ] 1
P - w o,V + 0,V - W n_ v + n',v'
- b h - b h o

On cherchera a réaliser w, et P 1les plus petits possi=-
bles pour les valeurs considérées de M, et de h . On peut
d'ailleurs envisager, le cas échéant, diverses valeurs de h .
Donc la section ne dépend que de M, , aussi la sécurité.

Pour la sécurité, on peut admettre

n,, = o, = R,< O et ngb = oé = R} > 0 .
Alors

v! h

> = 1, v! = v = >

= Mgh = io.b. [
I, = 3 ®! - R, P = (Rb + Rb) .
R, est pris avec son signe R, = - |Rb|
2 T
Moo= S (R SRy

valeur double de celle obtenue en cas de précontrainte uniforme

. (R{ = Ry) I, 2 I, R, - Ry M M,
P Ph hw, R! + R, w, (RL + R,) 2 P
6 = o onme o Mo



. . . +£2 ) Ms+§£ M+ 2 M
o P P 2P P 2 P

L'excentricité du cédble dépend de M, et de M, . Donc
la solution qui utilise le mieux la matiére est la section sy-
métrique v = v' = h/2 ., Il faut que I,/hw, soit le plus
grand possible. Pour un rectangle I, /hw, = h/12 ; donc h
doit é&tre le plus grand possible.

3. Cas des surcharges de sens variable.

Soit M, le moment maximum des surcharges de méme sens
que Mp s, M! le moment maximum des surcharges de sens contrai-
re (le signe étant inclus). Posons MP >0, M, >0, M <O

Mu,w = Mp + Mg
Mupax = MP + M,
AM = M .. - Mm‘n = M, - M! .

On prendra comme état initial de référence My, = M, + M{
avec 1l'état de tension n' et n

ob ob
_ (n;b - nob) I,
Cmin = Ph
P - n!, v' + n_v
= mb h
v
o = e . Mp + ML )
c min P

Les formules sont les mémes que précédemment en substituant

AM & My et e,, a e,
. AMvV! _ . AMv
ol = ng +_Ib : o, = n', -—Ib .
On a toujours
n, v + n',v!
P = w, h

9~ O (nty = ng) Iy  am AM

€ max ( Ph ) I, = Ph = T Camm T TP
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v! _ O!:: = N,
! -
v nob O'b

Les conclusions sont les mémes que sous 2. Il y a avantage
a prendre

ney = 9y = Ry <O nj, = 9, = Rj

¥ o_ oy v = v = B

v - - 2
I - AMh AM - 2 I, (RYy - R})
b 2 (R, - R) B h

w
- =b (;
P o= (R! + R,)
- AM . LM e _ AM R
Cmin = wy (va + Rb) T o2 P max 2 p - €min
. LM . M, + M'y M, + ML + 2 M,
¢ T 2P P - 2 P '

Rappelons que ML < O .

La section, la sécurité et P dépendent seulement de AM ,
mais l'excentricité du clble dépend des valeurs de Mp y My et
M o,

S

Cas particuliers

a) My o= - M AM = 2 M,
! —
r, = —Msb y - Lo (Rm-Ryp)
R! - R, s h

(méme formule que pour la précontrainte uniforme)

w
P = 3 (R, +R,)
My R
emin = TP B, = - P = .- Cmin
M M
= =L = - =k _
e = P e, = e, P = o .

Ctest 1'état uniforme de précontrainte en combinaison avec 1le



poids mort.

b) M! = - M M., = 0 My, = M+ M
AM - Mmax
Mma Mma
Cmin = 2 Px = € Cmax ) Px = = &
e = o - Yp _ M. -Mp
P ° P 2 P
c) M, + ML = - (M, + M) = - M,
ML o= - (2 M) + M)
AM = M, 4+ Mg - M, - M = M, - M, = M+ 2M, + M
= 2 (M, + M) = 210,
Mmax - Mmax
Cmin = P € max = P
e _ A + Mm]n _ 2 Mmag - Mmax _ 0
c -~ 2P P - 2P P

C'est le cas de la précontrainte uniforme.

Exemples
Poutre rectangulaire de 40O Xx 10

I, = 53.300 cm*

p = 100 kg/m

£ = Um

M, = iQQéLLé = 200 kgm .
a) R! = 100 kg/cm? R, = O 100
w
P = 595119><1oo = 20,000 kg w, = 2 cm? ;i = 0,005
b
M, = 2X33:300 755 . 266,500 kg/cm? ou 2.665 kem

s 4o
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266 .500 20.000
©p = “ho.o00 = 0:067 cm e. = 6,67 + 55500 = 7,67 em
b) R! = 100 kg/cm? R' = - 10 kg/cm? vl
4O x 10
P = —0 (100 - 10) = 18.000 kg
2X53.300
M, = 2X 30300 x 110 = 293.150 kegem ou 2.931,5 kgm
293.150
°p = s - S5 em
20,000
e, = 8,5 + 16.006 = 9,61 cm .
c) M! = - M, R} = 100 kg/cm? R, = O
P = 20.000 kg M, = 53'3025<100 = 133.000 kgem  ou
1.330 kgm
133.000 _ 20.000 ,
€ min 20,000 = 6,67 cm Ce 20.000 - Lto°m
ep = 0
(précontrainte uniforme sous 1l'!'effet du poids mort).
Si R} = 100 kg/cm? R, = - 10 kg/cm?
. X
P = 18.000 kg M, = 23 3020 110 146.575 kgem ou
1465,75 kgm
146.575 20,000
€ min 18.000 - B8:15 cm ©c = 7Ig.000 - L1l cm
e, = (6]
d) My + ML = - (Mp + M) = = M pay
R! = 100 kg/cm? R, = © P = 20.000 kg
Mupyax = 1.330 kgm M, = 1,130 kgm
133.000 _
€ win 30000 = 6,67 cm e, = 0.
C'est la précontrainte uniforme. Voir c) b), n! = 50 kg/cm2 .
Si R! = 100 kg/cm? , R, = = 10 kg/cm?
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18.000 kg Mpay = 1.465,75 kgm Mg = 1.265,75 kgm

R
]

146.575 = 8,15 cm

min T 718,000

e = O

n! = 45 kg/cm?.

“. BEffets de_la continuité.

On remarque que la sollicitation des poutres précontraintes
non uniformément dépend entiércement de la différence des moments
fléchissants extrémes, c'est-a-dire de la différence des moments
maximum et minimum sous 1l'cffet des surcharges variables. Dans
les poutres sur deux appuis simples, le moment minimum est nul
et les moments ne changent pas de sens, c'est le moment maximum
des surcharges qui c¢st déterminant.

En cas de continuité (poutres sur plusieurs appuis de ni-
veau), le moment des surcharges change de sens. Il n'en résul-
terait qu'un changement de l'excentricité de la précontrainte,
sans changement de sa valeur, si le AM = M! - M, ne changeait
pas.

Si 1'on considére une poutre sur deux appuis de portée ¢
et supportant une surcharge uniforme accidentelle q , on a

2

p2 2
M! = O M3=9§— AM=9§—-=0,125q€2.

Si 1'on considére une poutre continue prismatique, a plu-
sieurs travées de portéde £ , on a

a) pour deux travées

a 1l'appui central AM = -~ 0,125 qez
dans chaque travée AM = + 0,125 q#?

b) pour trois travées
a l'appui intermé- .
diaire AM = - 0,1333 q#?
dans chaque travée AM = 0,125 g#2

c) pour quatre travées

aux appuis voisins

de 1'extrémité AM = - 0,14399 qf°2
a l'appui central AM - 0,1429 g2
dans chaque travéde AM = 0,125 qf?
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Donc, dans les travées, les M ne différent pas de ceux
de la poutre simple sur deux appuis, mais bien l'excentricité.
Mais aux appuis, le ..M est plus grand et, en outre, le moment
est inverse de sens a celui en travée, donc aussi l'excentri-
cité. Il faut donc des cébles & multiple courbure, donnant lieu
a frottement en cas de postcontrainte, en outre la section doit
8tre plus grande et donc vraisemblablement aussi la précontrainte.

La continuité se préte mal aussi a la préfabrication, qui
est fréquente en béton précontraint. Il en résulte que la conti-
nuité ne présente pas un grand intérét pour les poutres droites
en béton précontraint. D'autre part, la précontrainte non uni-
forme est la plus économique pour les poutres dont le moment des
surcharges ne change pas de sens, Mais un renversement accidentel
du sens de la flexion peut leur &tre fatal. Il est survenu quel-
quefois que des poutres préfabriquées a contrainte non uniforme
se sont brisédes au cours des manipulations par un renversement
ou une chute accidentels. De méme, elles pourraient ne pas résis-
ter & des pressions inversées accidentelles, par exemple résul-
tant d'explosions.

En somme, le béton précontraint est intérieurement hypersta-
tique. Cette hyperstaticité interne influe sur 1l'hyperstaticité
exterme si elle existe. Considérons par exemple unepoutre conti-
nue sur trois appuis A , B et C . Supposons que la précon-
trainte produise en B une fléche négative fpe o Si 1la fléche
de poids mort em B est f, et si la fléche en B sous une

charge unitaire en B est Y , on aura
R = Lo - fioe .
Bp Y
\\__ e — ‘N\\_ "
A B c
Si fpe = fp , compensation du poids mort par la précon-
trainte, Ry, = O et la poutre ne serait continue que sous
l'effet des surcharges. Si f,; = 0 et n'intervient donc pas

dans les inconnues hyperstatiques externes, on dit que le cé-

ble est concordant. Il est en réalité tres difficile, méme im-
possible de déterminer foe » par le calcul comme par l'exté-
périence. La concordance théorique des cébles n'est donc pas
assurée pratiquement. Il se recommanderait donc de procéder
plutét & un réglage initial des réactions d'appui des poutres
continues (ou des systémes hyperstatiques en général) au moyen
des vérins par exemple, de manieére a les faire correspondre au
calcul ainsi que 1'état initial de sollicitation sans surcharges.
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On peut admettre que le calcul du systéme élastique hyperstati-
que extérieurement est alors valable sous l'effet des surcharges.

Bien entendu, si l'on considére la forme complexe du céble,
son influence sur la précontrainte par le frottement éventuel
et si 1l'on y ajoute la complication du réglage initial, la pré-
contrainte non uniforme n'est pas trés favorable ni trés intéres-
sante pour les constructions continues ou hyperstatiques et cela
dtautant plus que les surcharges sont plus importantes et que 1les
variations de¢ sens des moments fléchissants sont plus accusées.

La précontrainte uniforme ne produit qu'un raccourcisse-
ment, mais pas de flexion. Elle n'a donc pas d'influence sur la
sollicitation extérieure des poutres continues; elle peut en
exercer dans les portiques, les cadres et les arcs. Elle est en
principe moins économique que la précontrainte non uniforme mais
elle peut devenir trés intéressante lorsque les moments des sur-
charges varient fortement de sens.

5. Effets des surcharges sur la précontrainte.

Ce qui précéde ne tient pas compte de l'hyperstaticité
interne, c'est-a-dire de la variation de la précontrainte sous
l1teffet des sollicitations.

Le calcul en est analogue a celui qui a été fait pour la
précontrainte uniforme. On a recours aux mémes notations, On a

ngn = P Zg,wanaz = P.e, # O .

E" a’ " a

En cas de clbles adhérents

mMz £ m M 13
dn = = 2w, n = L2, WaZ
2 Liot A Teot €' °
£ mM P.e, Mme: ¢
2 w 6 - . —_— W .
gre OTe Tt N, I ot e Ve
£ , 1a
Zg,waé nz = mM T,., °

I1 y a donc a la fois un accroissement de précontrainte et
un accroissement de l'excentricité :

P + 3P = Zg,w (n, +M)
g e Tiot
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2 3 mM £
2€,wa(na + on,) =z Zgwanaz * T et E,wa 2
eq + de, = P + 0P = n, + mMec £
Tiot Fgr Ve
mMIT
T
_ tot
- mMe. _t ‘
n, —E;;H Eg,wa

On se réfere ici a l'excentricité effective e, du célble
(ou de sa résultante), non aux excentricités fictives de la pré-
contrainte lors des diverses sollicitations. On devrait écrire
pour ces excentricités fictives.

M
= - ——h
e, = e, + de, P+ 5P ! avec M p

1}
=
=<

[
S

M M!
€min = ©, +de, - —§~{7f§ ’ avec M

Mo + Mg
- =R T -5 -
€pax = €, + de, - ’ avec M M, + M

£ En général, dans le cas de la précontrainte non uniforme,
Eg- Wa et I, sont plus petits qu'en précontrainte uniforme et
d'autant plus qu'elle est plus éloignée de la précontrainte uni-
forme. L'effet est donc moins sensible qu'en précontrainte uni-
forme, ce qui atténue le désavantage économique de cette der-
niére. Cependant il semble que l'on ne tienne généralement pas
compte de ces efforts dans les calculs.

6. Rupture.

Lorsque l'on dépasse le moment de fissuration, le béton -
précontraint non uniformément se comporte comme du béton armé
et se rompt comme tel. Son comportement n'est pas toujours tres
favorable sous ce rapport, notamment en précontrainte non uni-
forme, parce que la section d'armaturec est éventuellement assez
faible et que cette armature est moins éloignée de la fibre neu-
tre que les armatures non tendues du béton armé, Le coefficient
de sécurité a la rupture peut édventuellement ne pas &tre tres
supérieur & la fissuration. La rupture sc produira le plus sou-
vent par écrasement du béton; moins souvent par rupture de 1l'ar-
mature tendue, lorsque celle-ci est assez faible mais relative-
ment trés excentrée (voir A.T.P.B., février et avril 1950).

Dans le cas de la précontrainte uniforme, l'armature sera
plus forte (~ double de celle de la précontrainte non uniforme)
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et le plus favorablement disposée de part et d'autre de la
fibre neutre et le plus loin pcssible de celle-ci. Aprés fissu-
ration, il n'y a donc qu'une mcitié dc¢ l'armature tendue; 1la
résistance a la rupture scra du méme ordre que celle de la pou-
tre précontrainte non uniformément, mais avantagde tout de méme
par la plus grande excentricité de 1'armaturc tendue.

—7 |

!

. 7 |
\/,/ |

|

Précontrainte

Précontrainte

non unlforme, unlforme,

7. Déformations.

L'expérience montre que, toutes choses égales, les fléches

instantanédes du béton précontraint sont inférieures a celles du
Cela provient de la non fissuration du béton et du
fait que les variations de temsion sous l'effet de la flexion
sont toutes différentes de cclles du béton armé. Certaines fi-
bres sont décomprimées; il y a donc détente, avec une dilatation
unitaire moindre. D'autres, il est vrai, sont comprimées plus
fortement. Néanmoins 1l'expérience montre que tout se passe comme
si Eb moyen instantané était plus grand. Naturellement pour les
charges permanentes ct les cherges trés fréguemment répétées,

le fluage doit a la longue faire croitre les fléches, corres-
pondant d'ailleurs a une diminution de P , Celle-ci est ce-
pendant atténuée dans une mesurc variable selon la constitution
par 1l'effet de la sollicitation,
effet est majoré sous l'effet des

béton armé.

de la poutre précontrainte,
ainsi qu'il a été montré. Cet
charges permancentes ou fréquemment répétées, pourvu qu'il n'y
ait pas de glissement des armatures.

o o
RE 7 RY ——1—
/ Béton précontraint / 1 Béton précontralnt
/ uniformément, ! / ' non unlformément,
/ ‘ / |
' / 1 (RY - i
hb ’/ = 3 (Rb Rb) A !I
{ ] V
1 : o b
0/ 0 ;
Z LRb AT Rp
74— Py
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8. Résistance aux efforts tranchants.
, Les tensions tangentielles et les tensions principales
sur la fibre neutre se déterminent comme dans le cas de la pré-
contrainte uniforme, moyennant 1'observation des remarques
suivantes.

a) Sur l'axe neutre

(voir page 36).

’ . . ’ ’
n,, étant pris avec son signe. En géneral,

L + Ry

> (= > si R, est négatif).

]
ny,

b) Si le cable est incliné par rapport a la fibre neutre
dans la section considérée et admettant que la précontrainte
P ne soit pas affectéc de 1l'inclinaison, c'est-a-dire par le
frottement, on se rapportera a 1l'effort tranchant réduit

T = T -

r Psir\ot
a étant l'angle entre P et la fibre neutre.

c) S'il y a des armatures d'effort tranchant non préten-
dues, généralement des étriers, on en tient compte comme dans
le béton armé, mais elles n'entrent guere en jeu qu'apres fis-
suration,

d) S'il y a des armatures de
précontrainte normales a la fibre
neutre, dans le plan de flexion,
produisant une précontrainte nl;
sur les facettes perpendiculaires
au plan de flexion et passant par
la fibre neutre, si o}, est la
tension tangenticelle réduite
calculée, 1'état de
contrainte sur la fibre neutre
se représentc par le cercle ci-
contre:

NT = n/, TH

il
)

obt
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—_ " —_ - 1
TT = ol AT = a = O nax
IB = b - 0!'3 min
Ny + Ny n'yp = Ngpy (2 w2
IB = b = —=——= - |\/( 5 )+ ooh. -

Pour quiil n'y ait pas de tension principale d'extcension,
il faut que IB soit }O ou

n —\/ ] ]
ot Vil nl,o.

Donc

1960,
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