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PIECE PRISMATIQUE COMPRIMEE AXIALEMENT DANS UN MILIEU
ELASTIQUE
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Section I. Solution mathématique

En cas de flexion, le milieu exerce une réaction élastique sur la partie qui produit le
refoulement. Elle consiste en une pression P qui est liée au déplacement Y correspondant
par la relation P = kY. Le coefficient de réaction k du milieu en est une caractéristique
et est supposé constant. Dans ces conditions, la flexion de la piéce comprimée est régie
par ’équation

o Eld*Y|dZ*+ Nd*Y|dZ?>+kBY = 0,
dans laquelle N représente I’action de compression axiale et B la largeur de la piéce pres-

sée contre le milieu par la flexion.
Un changement de variables défini par les relations suivantes :

()] y = Y/K,z = Z|K,K = V/ EIkB, }

n = NK*|EI = N|y/kBET
conduit A I’équation sans dimensions
A3 d*yldz* +nd*y|dz?+y = 0.

Les solutions de cette équation différent suivant les valeurs de n.
l.n< 2.

Posant Y/2—n/2 = a et Y2+n/2 =b
-on a

(4) Y/K =y = exp. az(c,cosbz+ c,sinbz) +exp.(— az)(c; cos bz + ¢4 sinbz).
Les dérivées premiére, seconde et troisiéme ont les expressions suivantes:
©) dY|dZ = dy|dz = exp.az[c,(acosbz—bsinbz)+ c,(bcosbz+ asinbz)]+
—exp.(—az)[c;(acosbz+bsinbz) — c4(bcosbz—asinbz)),
(6) Kd?Y|dZ? = d*y|dz* = exp.az{c,[(a®> —b?)cosbz—2absinbz+ c,[2abcosbz +
+ (a> —b?)sinbz]} + exp.(—az){c; [(a*> — b*) cos bz + 2absin bz] —
—c4[2abcosbz— (a* —b?) sinbz]}, -
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(7) K2d3Y|dz?® = |d%y|dz® = exp.az{c,[a(a®—3b*)cosbz+b(b*>—3a?)sinbz]—
— ¢, [b/b* —3a®)cosbz —a(a? — 3b2)sin bz]} —exp.(—az){cs[a(a* — 3b*) cos bz —
—b(b*—3a?)sinbz]+ c4 [b(b* —3a*) cos bz + a(a® — 3b)sin bz]}.
SiN=0,n=0,a=>5b=1/y2 et on retrouve les équations de la poutre fléchie sur

fondation élastique.
2.n=2. Alorsa=0,b=1 et

®) Yy = ¢,c082+c¢,sinz.
3. n > 2. Posant ]/(n+|/n2—4 )/2 = a, ]/(n—yn2—4)/2 =b
) = ¢y c08az+c,sinaz+ c3cosbz+ c4sinbz.

Sin=2a=b=1

Section II. Pi¢ce de longueur L articulée aux deux extrémités

On pose ! = L/K. Les conditions aux limites sont :

pour z2=0,y0=0, y5 =0(M,=0),
pour z=Ly=0, y' =0UM =0).
1. n < 2. D’aprés les formules (4) et (6),
ci+c3 =0,
. (@*—b%) (c1+c3)+2ab(c,—ca) = 0,
d’otic;, = —czetc, =cy

y; = 2¢, sinhal cosbl+2c,coshal sinbl = 0,
yi' = 2¢,[(a®—b?)sinhalcosbl—2abcoshal sinbl]+
+2¢,[(a? —b?) coshalsinbl+ 2absinhalcosbl] = 0.
La solution ordinaire est ¢, = ¢, = 0, la piéce comprimée axialement ne fléchit pas.
Cependant les conditions peuvent étre satisfaites sans annulation de ¢, et ¢4 lorsque :
sinhalcosbl[(a* — b*)coshalsinbl+ 2absinhalcosbl] +
—coshalsinbl[(a®>—b?)sinhalcos bl —2abcoshalsinbl] = 0.
On obtient : tghl = +itghal.
Donc, lorsque n < 2, la bifurcation eulerienne de 1’équilibre est impossible.
2. n = 2. La condition c,sin/ = 0 admet, outre la valeur ordinaire ¢, = 0 d’absence
de flexion, la valeur sin/ = 0, d’ou
(10) L=mll (m=1,2,3,...etc)
(10bis) L = mlIK
L* = m*[I*?K* = m*[1* x 2EI|N, (d’aprés (2))
et
(11) N, = 2m*[I*EI]L? = 2m? /' kBEI.
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3. n > 2. Les conditions aux limites sont : -
c;+ce3 = 0,
a’ci+b%*c; =0,
d’ou €1 = C3 = 0,
¢,sinal+c,sinbl = 0,
a?c,sinal+b3c,sinbl = 0.
La solution ordinaire ¢, = ¢, = 0 correspond i I'absence de flexion. Il peut y avoir
bifurcation eulerienne de I’équilibre si sinal ou sinb/ =0 :

al=mIl ou bl=mll (m=1,23..etc),

mll =V airyE—D2 o Va—ywe-d)f2.

Les deux conditions conduisent au méme résultat

(12)

(13) n,, = m2I2[12+1% /m2I1>.
Compte tenu de (2), on obtient:
(14) N, = m*[I*EI/L?+kBL? [m*II>.

Le produit des deux termes de la formule (14) est constant. Leur somme est minimale
lorsque les deux termes sont égaux. Alors N, prend la valeur de la formule (11) correspon-
dant A n = 2 et L = mlIIK (10 bis).

5 Sin >2,1<mllet L < mllK,
(15) Sik=0(@®n= o),N, =m?’I*EI/L?,
qui est la formule classique ’Euler.

L’élastique est toujours une sinusoide.

Section III. Piéce encastrée aux deux extrémités

Les conditions aux limites sont :

- pour z=0, yo=0, 3y’ =0 (Io=0),
z=1 y»n=0 y"=0 (T;=0).
On y ajoute pour z = 0,5;, yo,5; = 0, ¥o's, = 0 (To,s; = 0).
1. n < 2. Les conditions s’écr.vent:
a: +bc,—acs+bey =0,
a(a®—3b%)c, —b(b?—3a*)c, —a(a*—3b*)c; —b(b*—3a*)cs = 0,
dou ¢, = ¢3,¢, = —c4,
y; = expal[c,(acosbl— bsinbl)+ c,(bcosbl+ asinbl)] +
—exp (—al) [c,(acosbl+bsinbl) + ¢, (bcosbl—asinbl)] = 0,
yi”" = expal{c, [a(a®>—3b*)cosbl+b(b> —3a*) sinbl] - c,[b(b* —3a*)cosbl +
—a(a?—3b?)sinbl]} —exp(—al) {c, [a(a® — 3b*) cos bl — b(b* — 3a*)sinbl] —
—c,[b(b*—3a?) cosbl+a(a®—3b?) sinbl]} = 0.
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Ces conditions se réduisent a :
2¢,(asinhalcosbl—bcoshalsinbl)+ 2c, (bsinhalcosbl+ acoshalsinbl) = 0,
2¢, [a(a®—3b?)sinhalcosbl+ b(b* —3a?)coshalsinbl] +
—2¢,[b(b*—3a?)sinhalcos bl— a(a® — 3b*)coshalsinbl] = 0.

La solution ordinaire est ¢; = ¢, = 0, correspondant a I’absence de flexion. Pour
que la bifurcation eulerienne de I’équilibre soit possible, il faudrait que :

(asinhalcosbl— bcoshalsinbl)[b(b? — 3a?) sinh alcos bl — a(a* — 3b*) coshalsin bl] +
+ (bsinhalcosbl+ acoshalsinbl)[a(a* — 3b?)sinhalcos bl+ b(b? — 3a?) coshalsinbl] = 0.
Cette condition se réduit a
tgbl = +itgh al,

valeur imaginaire. Le flambage n’est donc pas possible.
2. n = 2. La condition devient tg/ = 0. De méme, pour z = 0,5/, tg 0,5/ = 0. Donc

(16) 1= 2mll (15bis), (m=1,2,3,...etc),
(16 bis) L=2mllKX
' L* = dm?IIK? = 4m?I1? x 2EI)N,
an N., = 2x4IT?EIm*|L* = 2/kBEI.
3. n > 2. Les conditions s’écrivent :
ac,+bcy =0,

—a3c,—b3¢cy =0,
d’ott ¢, = ¢, =0,
—ac, sinal—bc,sinbl = 0,
a3c, sinal+b3c,sinbl = 0.
On a les deux mémes relations pour z = 0,5 L
La solution ordinaire est ¢; = ¢3 = 0, en absence de flexion. Il ne peut y avoir bifur-
cation eulerienne de I’équilibre que lorsque
sinal = 0 ou sinbl =0,
s§in0,5a¢/ =0 ou sin0,5b/ = 0,
d’ovaloubl =2mll (m=1,2,3...etc.).
Les deux conditions donnent le méme résultat

(18) ng, = 4m?112 /12 + 12 |[4m*IT3.
Compte tenu de (2),
19 N,, = 4m2II2EI|L? + kBL? [4m*I1>.

Sin = 2, on retrouve la formule minimale (17).
Sik =0 (n = o), N, = 4m*[I*EI[L?,

formule classique d’Euler.
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Section IV. Conclusions et applications

1. Il résulte de I’analyse qui préceéde que n et / sont les caractéristiques déterminantes
de la stabilité ou de 'instabilité d’une piéce prismatique comprimée axialement dans un
milieu élastique, pour des conditions bien définies de liaison des extrémités.

Sin < 2, la stabilité est assurée en tous cas lorsque les deux extrémités sont fixées,
qu’elles soient articulées ou encastrées.

2. Le premier probléme est :

Quelle est la charge critique d’une piéce définie par EI, B et L, dans un milieu défini par k ?

Dela:

K =VEIkB, et I=L/K

On se borne a considérer le cas de la piéce articulée aux deux extrémités. Pour la piéce
encastrée aux deux extrémités, on opérerait d’'une maniére analogue.
D’aprés la formule (13), la plus petite valeur critique de n est :

20 ne, = II? [+ P [IT?,
pour le flambage en une seule onde (m = 1).

D’ou :
1) N, =II*EI|L*+ L*kB/[II>.

Pour que ces valeurs soient valables, il faut que n. > 2 d’ou ! £71. Le flambage
n’est donc possible en une seule demie onde que sin > 2 et l <Il. Sil =11 L =1IIK,
n=2et
22) N, = 2IT*EI|L? = 2EI|K?
valeur minimale pour une demie onde.

Sil<Il,l=AI(A<1),L=AIK,
ngy = 1/A*+ 4% = N, K?|EL
Si A=1 0,9 08 07 06 05 0,4 0,3
1/A2+22 =2 2045 220 2,53 3,13 425 641 11,20
Pour le flambage en deux demies ondes, si n,, = 2,

I=2II, L =2IIK, et
N.., = 2x 4II*EI|L? = 2EI|K?,
valeur minimale pour deux demies ondes.

Si I<2l1=2MI(A<1), L=2IiK,
(25) s = 1122412 = N,,,K?|EL

Mais 2 ne peut descendre en dessous de 0,5, car pour cette valeur / = AIl et le flam-
bage a lieu en une seule demie onde pour n = 2.

D’une maniére analogue, pour le flambage en m demies ondes, si I = mIl, L = mlIK,
pourn = 2,

(26) Nom = 2xm*I?EI/L? = 2FI/K?,

valeur minimale pour m demies ondes.

23)

24
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Sil < mll = imlI(A < 1), L = imlIK,
(27) Rerm = 1/2'2"')'2 = Ncrsz/EI'
Mais A ne peut descendre en dessous de la valeur 1 — 1/m, pour laquelle Amll =

=(m—1)I1. Le flambage se produit alors en (m—1) demies ondes pour n = 2. Donc,
pour le flambage en m demies ondes

l1-1lm< A< 1.

Sim = oo, ce qui correspond 3 une I;iéce de trés grande longueur, la seule valeur possi-
ble de A est 1 et n = 2. Une piéce de longueur infinie flambe en une infinité de dem1es ondes
de longueur /7K et n.,,, = 2, N, = 2EI/K>.

En résumé :

Sim=1, 0<iz
Sim=2, 05<i=

Pourm,1-1/m < A 21
2 € n, < 2m*—4m®+6m?—4m+1)/m*(m—1)2

Cf’

1 22n
1 2>n, <425

Le changement du nombre de demies ondes se produit avec une discontinuité de n,,
et de N,,. L’étendue du domaine des longueurs d’ondes diminue lorsque le nombre des
demies ondes augmente. Généralement le flambage en une seule demie onde est i consi-
dérer, mais il peut se produire un grand nombre de demies ondes pour des piéces de grande
longueur, p.ex. des voies de chemin de fer.

3. Le deuxiéme probléme peut étre énoncé comme suit : Quelle est la longueur limite
de flambage d’une piéce de caractéristiques EI, B et L dans un milieu caractérisé par k
la charge axiale de compression N étant donnée ?

La caractéristique n = NEI/K? est donc connue et, pour que le flambage soit possible,
il faut que n > 2, N > 2EI/K>.

Si la valeur de n est critique
14) N = m*[I*EI|L? + kBL*|/m*[T?,
si le flambage se produit en m demies ondes.

Dans ces conditions

(28) L =mIT ]/(N— V' N>—4kBEI )/2kB,
ou encore ’
(29) I=L/K= mﬂ]/(n—]/n2—4)/2.

Mais ces valeurs conjuguées ce / et de L ne sont pas libres.
Pour le flambage en une demie onde

O0<l<Il, 0<L<IIK
Pour le flambage en deux demies ondes
IT <1<2ll, IIK< L <2IIK.
Pour le flambage en m demies ondes
m—-DII <1l <mll, (m-DIK < L < mlIK.
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Pratiquement, pour m = 1, les valeurs 4 considérer sont données par :

(30) L=IK=IKY (n—yn?=8)f2 = MIK, 0<i<]1.

Pour m demies ondes, il résulte de la formule (29) que 2 < n < 2+1/(m—1)

Section V. Réferences

1.S. Timoshenko, dans son ouvrage Theory of. elastic stability (First edition
1936, Chapter II, par. 21 : Buckling of a bar on elastic foundation, p. 108—112), ne traite
pas la question par la solution de I'équation différentielle, mais par la méthode de I’énergie
élastique qui lui est propre. Il obtient ainsi poui’ la piéce articulée aux deux extrémités
la formule : -

@31 N,, = (II?EI/L?) (m?®+kBL*|m2[I*EI)

identique a la formule (14). Le passage du nombre de (m—1) demies ondes a m serait
défini par :
(m—1)2+kBL*|(m—1)[I*EI = m?+kBL*|m2[I*EI,
c’est & dire sans discontinuité de N. D’ou
kBL*|/I[I*EI = m*(m—1)
ou, suivant les notations définies a la Section 1,
1* = IP*m*(m—1)2, | =ITyYmm—1).

En dessous de cette valeur de /, il y aurait (m—1) demies ondes, au dessus m demies
ondes. Si m est trés grand, /| = mlI ce qui correspond 4 n = 2. ‘

Ces considérations sur les nombres des demies ondes ne sont pas exactes. Les chan-
gements des nombres de demies ondes ont lieu comme il est indiqué & la Section 1V, 3.
Pour n = 2, tous les nombres de demies ondes sont possibles, d’aprés la longeur L = mIIK
(m=1,2,3,...etc) Lorsque L = o0 et m = oo il y a une infinité de demies ondes de lon-
geur I7K.

2.Th. v. K4&rman et M. A. Biot, dans Mathematical Methods in Engineering
(First Edition, Sixth Impression 1940, Chapter VII, par. 13, p. 304—306 Buckling of an
elastically supported bar) partent de ’équation (1) et, par ’hypothése de la longueur
infinie de la piéce, dans le cas ou N2 > 4kBEI (c’est & dire n > 2 d’aprés les notations
de la Section I), ils obtiennent directement la formule :

32) N,, = 4II?EI/L?+kBL? 411>

identique a la formule (19) lorsque m = 1 (ce qui est contradictoire avec ’hypothése de
la longueur infinie). Il est & remarquer que cette formule correspond au cas de I’encastre-
ment aux deux extrémités, qui n’est cependant pas une conséquence obligatoire de la
longueur infinie. .

En annulant la dérivée de (32) par rapport a L, les auteurs établissent la valeur mini-
mum de N, égale a

N., = 2V kBEI
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ce qui correspond a n = 2 et est identique a la formule (17) lorsque m = 1. La longueur
d’onde correspondante est )
L = 2IIK = 211 Y EIkB.

Pour des valeurs de N supérieures a 2[/ kBEI (ou n > 2), les auteurs établissent par
des considérations analogues a celles de la Section IV, 3, que pour chaque valeur de N il
y a deux longueurs de flambage, une inférieure a 217K et une supérieure. Dans la Section IV,
3, seule la valeur inférieure est prise en considération.

Section VL. Flexion composée

Dans les cas pratiques, n est souvent inférieur a 2 et il n’y a donc pas de danger de
flambage si les deux extrémités sont fixées. Mais il y a ordinairement des actions transver-
sales et, s’il existe une force axiale N de compression, il y a lieu d’en tenir compte dans
le calcul de la flexion composée, en considérant les réactions du milieu supposées élasti-
ques.

Par exemple, pour un pieu prismatique en béton armé de section carrée de 0,50 m de
coté, comportant 0,01 en volume d’armatures d’acier :

Section S (réduite en béton) = 0,2875 m?

Moment d’inertie 7 (idem) = 0,0059375 m*.
Module de Young. du béton E = 3.10° tp/m?2.
EI = 17812,5 tp x m? /

Coefficient de réaction d’un sol d’argile molle, (compte tenu d’un effet de groupe des
pieux) kB = 63,12 tp/m>.

Cette valeur correspond pour un déplacement Y = 0,001 a4 une pression P de
126,24 kgp/m? ou 12,624 grp par cm?. D’ou K = 1/17812,5/63,12 =4,10 m.

A la valeur 2 de n correspond

N = 2x18712,5/4,12 = 2060 tp.

La compression moyenne correspondante du béton serait ou 7160 tp/m? ou 716 kgp/cm?,
supérieure 4 la résistance a I’écrasement. A une contrainte moyenne de compression
de 100 kgp/cm? correspond une valeur de N égale a 287,5 tp et n = 0,279. Dans ce cas,
‘n est donc nettement inférieur a 2 et le coefficient de réaction kB pourrait diminuer consi-
dérablement sans changer cette situation. S’il était p.ex. 16 fois plus petit (0,79 grp/cm?
pour un déplacement de 0,001), la valeur de n serait seulement doublée, égale a 0,558.

On précéderait au calcul par les formules (4), (5), (6) et (7) pour exprimer les condi-
tions aux limites, qui peuvent étre :

a) des déplacements ¥ = Ky, formule (4),

b) des inclinaisons dY/dZ = dy/dz, formule (5),

¢) des moments fléchissants EId?Y|dZ? = EId?y[/Kdz?, formule (6),

d) des efforts tranchants EId3Y[dZ® = EId3y/Kdz?, formule (7).

On obtient quatre équations linéaires pour déterminer les coefficients c,, ¢;, ¢3 et c4.
Les expressions des formules (4), (5), (6) et (7) montrent que ces calculs sont trés incom-
modes.
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La Collection des Publications de la Faculté des Sciences Appliquées de 1'Université
de Liége vient de faire paraitre un ouvrage de l'auteur intitulé Contribution a I’étude des
piéces fléchies dans le sol. Applications aux palplanches et aux pieux. Dans le chapitre 8,
la solution explicite de I’équation (3) est écrite sous forme de séries multiples potentielles
en fonction de z et de n. Ces fonctions possédent des propriétés intéressantes au sujet de
1a signification physique des coefficients c,, c,, c5 et ¢, — ainsi qu’en ce qui concerne les
dérivées premiére, seconde et troisi¢éme. Ces propriétés facilitent considérablement le cal-
cul par rapport a I'emploi des formules (4), (5), (6) et (7). L’ouvrage contient des tables
assez étendues des valeurs de ces fonctions potentielles permettant la résolution des pro-
‘blémes pratiques.

La présente contribution au volume d’hommage pour le Jubilé du Professeur Zbigniew
Wasiutynski est un complément a ce chapitre 8, dans lequel le probléme de I'insta-
bilité n’a pas été développé.

PRYZMATYCZNY ELEMENT PODDANY OSIOWEMU SCISKANIU
W OSRODKU SPREZYSTYM

Streszczenie

W pracy przedstawiono rozwiazanie zagadnienia wyboczenia preta $ciskanego, znajdujacego sig
w osrodku sprezystym. Autor podat ogélne rozwiazanie rbwnania rézniczkowego problemu, wykorzystane
nastepnie do przypadku preta zaopatrzonego w przeguby na obu konicach oraz do przypadku preta obu-
stronnie zamocowanego. Nastepnie przytoczyl wnioski i przyklady obliczen i opisat rozwiazania podobnych
zagadnien, opublikowane przezS. Timoshenko orazprzezTh. v. Karmana i M. A, Biota.
W zakoriczeniu autor rozpatrzyl zagadnienie preta réwnocze$nie Sciskanego i zginanego, ktére moze byé
wykorzystane do analizy pala w gruncie.

ITPUBMATHYECKUI 3JIEMEHT IIOOBEPTHVTEIII OCEBOMY CXXATHUIO
B VIIPYTOI1 CPEJE

Peswme

B paGore npexcTaBiieHo pellieHHe 33iauy M3rKGa CTEPIKHA MOABEPTHYTOrO CYKATHIO, HAXOAAIIETOCA
B ympyroit cpeme. CHauana aBTOpoM OpPHBOAMTCH ofnee pelllenne muddepeHnUansHOro ypaBHEHAS
npob6iieMbI, KOTOPOE 3aTeM MCHOJb3YeTCA IUIA CJIyyas CTEP)KHSA OCHAILIEHHOTo Ha O0OMX Kpasx IIapHH-
PaMH, a TaK¥Ke JUIA CJIydas 3aKPEIUIEHHOI'O CTEP)KHA. 3aTeM COAEPIKAaTCA BHIBOALI X MPAMEPEI PacueToB
H OIHECaHbl PellleHMsA TaKMX 3ajad, omyOimxoBammpie C. Tumomenxo, T. Kapmanom
mM.A. Bruorom. HakoHen aBTop paccMaTpuUBaeT 3a1ady CTEP)KHsI IOLBEPTHYTOTO OMHOBPEMEHHO
CKaTHIO M K3ruby, KOTOpas MOMKeT ObITh MCHIOJB30BaHA K aHAIM3y I'PYHTOBOM CBad.

Praca wplynela do Redakcji w dn. 18.4.1972 r.



