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THEOR. XXV. — Dans tout hexagone inscrit au cercle, les
points de concours des cotés opposes sont sur une méme
droite. . . .

THEOR. XXVI. — Dans tout penta«one inscrit, les points
de concours de deux paires de coOtés non ’ consécutifs
quelconques, et celui du cinquitme cdté avec la_tan-
gente au sommet oppose sont tous trois en ligne
droite . . . .

THEOR. XXVII. — Dans tout quadrllatere 1nscr1t les
points de concours des cotés opposés, et ceux des tan-
gentes aux sommets opposés, pris deux a deux, sont
fous quatre en ligne droite . . . . . . . . .

THEOR. XXVIII. — Dans tout quadrilatere inscrit, le pomt
de concours de deux cotés opposés, et les pomts de con-
cours des tangentes menées aux cxtremités de I'un de
ces deux cul(,s, avec les deux autrcs, sont tous trois en
ligne droite . . . . e e e e

THEOR: XXIX. — Dans tout trlanﬂle inscrit, les points de
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concours des cotés avec les tangentes aux sommets op—
posés, sont sur une méme droite . . .

TaEoR. XXX. — Dans tout hexagone cnrconscrxt au cercle
les diagonales menées par “les sommets opposes se
oupent en un meéme point . . . . L.

THEOR. XXXI. — Dans tout pentagone c1rconscr1t les dia-
gonales menées par deux paires “de sommets non consé-
cutifs quelconques, et la droite qui joint le cinquieme
sommet au point de contact du coté oppose, concourent
toutes trois en un méme point . .

THEOR. XXXII. — Dans tout quadrilatéere ClI‘COHSCI‘lt Ies
droites menées par les points de contact des cotés op-
posés, et les diagonales, concourent en un méme point.

THEOR. XXXIII. — Dans tout quadrilatére circonscrit, la
droite menée par les sommets dc deux angles 0pposés,
et les droites qui joignent les points de contact des cotés
formant 'un de ces angles, avec les deux autres som-
mets, concourent toutes trois en un méme point .

THEOR. XXXIV. — Dans tout triangle circonscrit, les
droites menées des sommets aux points de contact op-
posés, concourent en un méme point.

THEOR. XXXV. — Le lieu géométrique des pomts d’eoale
puissance par rapport a deux circonférences, est une
perpendiculaire a la ligne des centres .
THEOR XXXVI. — Les axes radicaux de trois cu‘confe-
rences, considérées deux a deux, se coupent en un méme
point . . . . .

THEOR. XXXVII — Le lleu des centres des c1rconferenccs
qui coupent orthogonalement deux cercles donnés, est
I’axe radical de ces cercles .

THEOR. XXXVIII. — L’axe radical de deux cercles est ega—
lement distant des deux polaires de chaque centre de
gimilitude . . . . . .

THEOR. XXXIX. — Le centre ra(.ical de tr01s cerc]es est
le centre commun des huit hexagones ayant pour cotés
les polaires des six centres de smxhtude pris trois a
trois . . . . . .

THEOR. XL. — Lorsque deu'{ cu‘conferences sont ortho—
gonales, la polaire d’'un point M de la premiére, par
rapport a la seconde, passe par le point M’ diamétrale-
ment opposé a M . . . . e e e

THEOR. XLI. — Le licu des pomts réciproques d’un pomt
donné M, relativement a toutes les circonférences ayant
méme a\e est la circonférence orthogonale aux circon-
férences donnees passant par le pomt M. .

THEOR. XLII. — 1° Le lieu des points M tels, que les po-
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laires de chacun, par rapport a trois cercles donnés,
se coupent en un méme point P, est la circonférence O,
orthogonale & ces cercles ; 2° le Tieu des points P est la
méme circonférence 0; %o le centre de cette circonfe-
rence est le centre radical des cercles donnés ; 4° les
points M, P sont diamétralement opposés

THEOR. XLIII. — Trois cercles étant donnés, si 'on trace
une circonférence ayant méme axe que deux d’entre eux
et touchant le troisicme, les six points de contact ainsi
obtenus coincident avec les points ou les circonférences
données coupent la circonférence orthogonale. . .

THEOR. XLIV. — Le point de rencontre O des hau-
teurs d’un triangle ABC est: 1" le centre radical des
circonférences ayant pour diametres les cOtés du
triangle ; 2° le centre radical des circonférences ayant
pour ®diamotres les segments 0A, OB, OC des hau-
teurs . . . e .

THEOR. XLV. — Dans tout quadnlat(,re complet, lcs cir-
conférences décrites sur les diagonales comme dia-
metres, étant prises deux a deux ont méme axe

radical . . . . . . .

THEOR. XLVI. — Les points de rencontre des hauteurs
des triangles déterminés par les cités d’un quadrllatere
complet sont situés sur une méme droite

THEOR. XLVII. — Dans tout quadrilatére complet, les mi-
lieux des trois diagonales sont en ligne droite . . . .

THEOR. XLVIIL. — Si, d'un point quelconque, on méne
des droites aux sommets d’'un quadrilatere et des per-
pendiculaires & ces droites :

1o Les points ou la perpendiculaire qui répond a un
sommet coupe les droites qui joignent deux a deux les
trois autres sommets sont, trois a trois, sur quatre
droites ;

20 Ces quatre droites concourent en un méme point .

THEOR. XLIX. — Dans tout quadrilatére complet, chacune
des diagonales est partagée harmomquemcnt par les
deux autres . . . .o e e e

THEOR. L. — Dans tout quadrllatere mscrlt le point de
rencontre des diagonales, et les points de concours des
cdtés opposés, forment un triangle dont chaque sommet
est le pole du ¢dté opposé . . . . . . .

THEOR. LI. — Dans tout quadrilatére complet c1rconscr1t
chacune des diagonales est la polalre du pomt d’inter-
section des deux autres . . . . . . . -

THEOR. LII. — Si deux quadrilatéres sont l’un 1nscr1t et
I'autre circonscrit a un meme cercle, de maniere que les
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sommets du premier soient les points de contact des
cotés du second: 1o les points de concours des cotés
opposés de ces quadrilatéres sont situés sur une méme
droite ; 2°les diagonales du quadrilatere inscrit et celles
du quadrilatere circonscrit se coupent en un méme
point, péle de cette droite; 3o les points de concours
des cotés opposés du quadrilatere inscrit sont situés sur
les diagonales du quadrilatére circonserit . . . . .

THEOR. LIII. — Si une premicre droite partage propor-
tionnellement deux cotés opposés d’un quadrilatere, et
qu’une seconde droite partage proportionncllement les
deux autres cOtés, chacune de ces droites est divisée,
par lautre, dans le méme rapport que les cotés qui dé-
terminent celles-ci. . . . . . . . . . . . .

THEOR. LIV. — Par le centre O d’une circonférence ins- -

crite & un angle zAy, on éleve la perpendiculaire BCG
a la bissectrice AO, et ’on méne ensuite une tangente
quelconque DE A la circonférence : ces deux droites dé-
terminent, sur les cdtés de I'angle, des segments BD, CE
dont le rectangle est constant . . . . . . . . .

THEOR. LV. — Les segments déterminés sur deux cotés
opposés d’un quadrilatére circonscrit, par le diameétre
perpendiculaire & la hissectrice de I'angle formé par ces
cotés, sont inversement proportionnels . . . . . .

THEOR. LVI. — Dans tout quadrilatére circonscrit, la
droite qui joint les milieux des diagonales passe par le
centre du cercle . e e e

THEOR. LVII. — Dans tout quadrilatére circonscrit :

1o La droite MN qui joint les milieux des diagonales
divise, en segments inversement proportionnels, les
cOtés opposés ;

20 La partie de cette droite, comprisc entre deux
cOtés opposés, est partagée, par le centre du cercle ins-
crit, proportionnellement a ces cotés ;

3° Les segments de la droite MN, déterminés par
Pune des diagonales et par les cdtés, sont en propor-
tion . . . . . Lo L0

THEOR. LVIIL. — Si d’un point A, pris dans le plan d’un
angle Oz, on méne des transversales AB, AB’, AB”...,
les points de concours D, D', D”... des quadrilateres BC’,
B/C”,... sont situés sur une méme droite passant par le
sommet O de 'angle . . . . . . e e

THEOR. LIX. — Si les cdtés d’un triangle coupent une cir-
conférence, de maniére qu'il y ait sur chaque cété deux
segments déterminés par un sommet et la courbe, le
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produit des six segments obtenus en faisant le tour de
la figure dans un sens est égal au l)l‘Odlllt ohtenu en
faisant le tour en sens contralre

.

THEOR. LX. — Un quadrilatére étant inscrit & une circon-
férence, si I’on mene une transversale qui rencontre la
courbe en deux points, et les cdtés du quadrilatere en
quatre pomts ces six pomts sont en involution : les
points conjugués sont situés sur la circonférence et sur
les cOtés opposés du quadrilatere .

THEOR. LXI. — Bi I'on joint les sommets A B C d’'un

triangle & un point intérieur O, par les droites AOA’,
BOB’, COC’, on a

04! (0):4 oc/

A ey T

THEOR. LXII. — Si trois droites, aboutissant en un méme
pomt 0, sont coupées par deux transversales ABC,

ABC,ona

AB. 0C __ BC 0A  AC OB

A'B" T 0C° T BC T O0A” T AC” T OB

THEOR. LXIII. — Si d’un point, pris dans le plan d'un

triangle, on abaisse des perpendiculaires sur les trois
cdtés, on détermine six segments tels, que la sommic
des carrés de ceux qui n’ont pas d’extrémités communes
est égale & la somme des carrés des autres.

THEOR. LXIV. — Si l'on joint le sommet A d’un trlan°le
a un point quelconque M de la base BC, on a

AB . CM+4 AC'. BM= (AM’ -+ BM . CM). BC.

THEOR. LXV. — La somme des carrés des scgments formés
par deux cordes qui sc coupent luctanoulaucment est
égale au carré du diametre . . .

= 1.

THEOR. LXVI. — La somme des carrés de deu\ cordes per-

pendiculaires cst égale & huit fois le carré du rayon,

moins quatre fois le carré de la distance du centre au
point d'intersection des deux cordes .

THEOR. LXVII — Dans tout triangle, le point de rencontre
des trois hauteurs, le centre des mox ennes distances et le
centre du cercle cnrconscnt sont sur une méme droite.
De plus, la distance des deux premiers pomts est double
de la distance des deux derniers

THEOR. LXVIII. — Dans tout triangle, la dlstance dcs
centres de la circonférence inscrite et de la circonfé-
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rence circonscrite, est moyenne proportionnelle entre
le rayon de celle-ci et I'exces de ce rayon sur le double
du rayon de la premiére. . . . . . . . . .

THEOR. LXIX. — Dans tout triangle, la distance des
centres d'une des circonférences ex-inscrites et de la
circonférence circonscrite, est moyenne proportionnelle
entre le rayon de celle-ci ct la somme de ce rayon et
du double du rayon de la premicre . . . . .

THEOR. LXX. — Dans tout triangle, la somme des carrés
des distances comprises entre le centre du cercle cir-
conscrit et les centres des cercles tangents aux trois
cotés, est égale a douze fois le carré du rayon du cercle
circonserit . . . . . .o . ..

THEOR. LXXI. — Dans tout triangle, le ‘carré de la dis-
tance comprise entre le centre du cercle circonscrit et
le centre des moyennes distances, est égal au carré du
rayon de ce cercle, moins le neuvieme de la somme des
carrés des cotés. . . . . . . Coe e

THEOR. LXXII. — Dans tout triangle, la somme des carrés
des distances des sommets au centre du cercle inscrit,
est égale & la somme des carrés des cOtés, augmentée
de trois fois le carré du rayon du cercle inscrit, et dimi-
nuée du carré du demi-périmetre . . . . . . . .

THEOR. LXXIII. — Dans tout triangle, la somme des carrés
des distances des sommets au centre du cercle inscrit,
est égale & la somme des rectangles des cotés, diminuée
de douze fois le rectangle des rayons du cercle inscrit
et du cercle circonscrit . . . . . e

THEOR. LXXIV. —Dans tout triangle, la somme des carrés
des distances des sommets au centre d’un cercle ex-in-
scrit, est égale & douze fois le rectangle des rayons de
ce cercle et du cercle circonscrit, plus le rectangle des
cOtés adjacents a I'angle auquel est opposé le cercle ex-
inscrit, moins la somme des rectangles de chacun de ces
cOtés et du troisieme . . . . .. . o

THEOR. LXXV. — Dans tout triangle, la somme des carrés
des douze droites qni joignent Jes sommets aux centres
des cercles tangents aux trois cOtés, est égale 4 qua-
rante-huit fois le carré du rayon du cercle circonscrit

THEOR. LXXVI. — Dans tout triangle, le carré de la dis-
tance comprise entre le centre du cercle inscrit et le
centre des moyennes distances, est égal au carré du
rayon de ce cercle, augmenté des deux neuvicmes dc la
somme des carrés des cOtés, et diminuée du douzieme
du carré du périmétre, . R oo
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THEOR. LXXVII. — Dans tout triangle, le carré de la dis-
tance comprise entre le centre du cercle inscrit et le
point de concours des hauteurs, est égal & quatre fois
le carré du rayon du cercle circonscrit, plus deux fois
le carré du rayon du cercle inscrit, moins la demi-
somme des carrés des c¢otés. .. . . . . ..

THEOR. LXXVIH. — Dans tout triangle, les carrés des
rayons des cercles tangents aux cotés, augmentés des
carrés des cotés, donnent une somme égale a seize fois
le carré du rayon du cercle circonserit . . . . . .

THEOR. LXXIX. — L’inverse du rayon du cercle inscrit &
un triangle est égal 4 la somme des inverses des trois

hautears . . . . . . . . . . . . .. ;e
THEOR. LXXX. — Les circonférences circonscrites aux
triangles formés par les ¢otés d’un quadrilatere complet

se coupent toutes quatre en un méme point . . .

THEOR. LXXXI. — Si l'on circonscrit des circonférences
aux triangles formés par chacun des cdtés d'un penta-
gone et les prolongements des cités adjacents, les
points d’intersection de ces lignes sont tous cinq sur
une méme circonférence. . . . . . . . . . .

THEOR. LXXXII. — Le licu des points réciprogues des
points d’une droite donnée, relativement & un cercle
donné, est une circonférence . . . . . . . . .

THEOR. LXXXIII. — Le lieu des points réciproques des
points d’une circonférence donnée, relativement & un
cercle donné, est une circonférence . . . . .

THEOR. LXXXIV. — Dans deux figures réciproques, les
angles correspondants sont égaux . . . . . . . .

THEOR. LXXXV. — A, B étant deux points d’une figure,
et A/, B/ les points correspondants de la figure réci-
proque, on a, en appelant R le rayon du cercle direc-
teur: .

R2

AB =AB.— —

i OA . OB

THEOR. LXXXVI. — 8i, & un cercle I, inscrit & un angle
0y, on meéne une tangente extérieure quelconque A’'B’,
la circonférence circonscrite au triangle OA'B’ est tan-
gente & une circonférence fixe C', inscrite a l'angle

THEOR. LXXXVIL. — Si l'on construit des carrés sur les
cOtés d’un triangle rectangle ABC, et que 1'on méne les
droites BD, CE et la hauteur AL : 1° ces trois droites se
coupent en un méme point I; 2¢ les segments AH, AK
sont égaux entreeax . . . . . . . . . . . .

Pages..

115

116

117

118

118

122

123

124



TABLE DES MATIERES.

THEOR. LXXXVIIL. — Deux polygones quelconques de 2n
cbtés sont équivalents quand léurs cotés ont les mémes
milieux

THEOR. LXXXIX. — La droite de Simson, relative a un
point M de la circonférence circonscrite a un triangle,
divise en deux parties égales la droite menée du point M
au point de concours H des hauteurs du triangle.

THEOR. XC. — Dans tout triangle:

1o Les milieux des cotés, les pieds des hauteurs, les
milieux des segments compris entre les sommets et le
point de rencontre des hauteurs, sont neuf points situés
sur une méme circonférence ;

9¢ Le centre de cette circonférence est le milien I
de la droite qui joint le point de rencontre des hauteurs
au centre O du cercle circonscrit ;

3° Le rayon de cette circonférence cst la moitié du
rayon du cerclc circonscrit . e e e e e

THEOR. X(I. — Si deux circonférences mobiles G, C’

touchent deux circonférences fixes 0, 0’, aux points.

A,B, A/, B':1°les cordes AA/, BB, des cercles mobiles,
se coupent en un point fixe P; 20 le lieu du point de
rencontre O des cordes AB, A’B', appartenant aux cercles
fixes, est 'axe radical de cescercles . . . . . . .
THEOR. XCII. — Soit AA’ une tangente commune & deux
cercles 0, 0', et soit C/ une circonférence tangente a ces
ces cercles: [° les cordes de contact AB, A’/B’ se
coupent en un point R de la circonférence C/; 2° le
point R appartient a l'axe radical des cercles 0, 0';
3° le rayon RC’ est perpendiculaire 2 la tangente AA" .
THEOR. XCIII. — Soient O, 0’ deux circonférences don-
nées ; AA/, DD’ deux de leurs tangentes communes con-
juguées ; C/, une circonférence tangente 3 0,0’ ; R, R’,
les points ou cette ligne coupe 'axe radical de O, 0’:
la tangente DD’ est I'axe radical commun de la cir-
conférence C’ et de chacune des circonférences orthogo-
nales a 0, 0’, décrités du point R ou du point R’ comme
centre. . . . . . . . L . . L. ...
THEOR. XCIV. — Dans tout triangle, la circonférence des
neuf points est tangente au cercle inscrit et aux cercles
ex-inscrits
THEOR. XCV. — Soit D le point ou le ¢oté BC du triangle
ABC touche la circonférence inscrite I; soit E le point
ou ce méme cOté touche la circonférence ex-inscrite o,
opposée au sommet A. Si, sur DE comme diamétre, on
décrit une circonférence qui coupe en F, G la tangente
commune conjuguée de AB, ces deux points F, G appar-
tiennent a la circonférence des neuf points. . . . .
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THEOR. XCVI. — Dans tout triangle, la circonférence o
des neuf points touche les douze cercles inscrits ou ex-
inscrits aux trois triangles déterminés par deux des som-
mets et par le point de concours des hauteurs.

THEOR. XCVIL. — Si deux cercles O, I sont ‘tels, qu’un
triangle ABC puisse étre inscrit au premier et circon-
serit au second, les circonférences tangentes aux cotés
du triangle A’B'C’ qui a pour sommets les points ou
ABC touche la circonférence I, sont tangentes a un
cercle fixe . . . . ..

THEOR. XCVIII. — 8i deux cercles 0 I sont tels qu'un
triangle ABC puisse étre inscrit au premier et circon-
serit au second, la circonférence circonscrite au triangle
A”B”C” formé par les tangentes en A, B, C, au cercle O
est tangente & un cercle fise . . .

THEOR. XCIX. — Le cercle circonscrit & un trlangle ABC
touche les seize cercles inscrits ou ex-inscrits aux quatre
triangles ayant pour sommets les centres des cercles
tangents aux trois cotés de ABC . . . .

THEOR. C. — Dans tout triangle ABC, la cxrconference Q
des neuf points touche 1° les seize cercles inscrits ou
ex-inscrits aux quatre triangles ayant pour sommets les
centres des cercles tanoents aux trois cotés du triangle
dont les sommets sont les milieux des segments compm
entre les sommets A, B, C et le point de concours des
hauteurs : 2¢ trois autres groupes de seize cercles . .

THEOR CI — Soient deux triangles ABC, A'B'C/, scmbla-
blement placés. Si un ‘rlanglc abe est inserit au pre-
mier et circonscrit au second, l'aire de ce troisicme
triangle est moyenne proportlonnellc entre les aires des
deux premiers . . . .

PRroBL. I. — Par un point donne, mener une drmte qul
passe par le point de concours de deux droites que T'on
ne peut prolonger. .

ProBL. I1. — Placer, dansun amle donnc, une drmtc qul
soit divisée, par un point donm, en deux segments
ayant un rapport donné . .

PRroBL. III. — Par un point donné dans le plan de trons
droites qui concourcnt en un méme point, mener une
droite MNP telle, que les deux segments MP, PN aient

m
un rapport donné o
PROBL. IV. — Par,tn point donnésur le coté d'un triangle,

mener une drone qui partage ce triangle en deux seg-
ments ayant un rapport donne Lo
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proBL. V. — Partager un triangle dans un rapport donné,
par une droite parallele & une dircction donnée . .

PROBL. VI. — Partager un quadrilatere ABCD en deux
parties équivalentes, par une droite partant dusommet A.

PROBL. VII. — Partager un quadrilatere, dans un rapport
donné, par une droite paralléle & une direction donnée.

PrOBL. VIII. — Inscrire un carré & un triangle donné.
PROBL. IX. — Inscrire, & un triangle donué, un rectangle
semblable & un rectangle donné . . . . . . . .
PrOBL. X. — Inscrire, & un triangle, un rectangle équi-
valent a un carré donné, . . . . . . e
PRroBL. XI. — A un quadrilatére donné, circonscrire un
quadrilatére semblable & un autre quadrilatére donné .

PROBL. XII. — Inscrire, & un rectangle donné, un rec-
tangle semblable & un autre rectangﬁe donné . .

PROBL. XIII. — Par un point, situé sur la hissectrice d’'un
angle droit, mener une transversale telle que le segment
de cette droite, compris entre les cités de I'angle, ait
une longueur donnée . . . . e

PROBL. XIV. — Par un point O, situé sur la bissectrice
d’'un angle droit CAB, mener une transversale MN telle,
que le triangle MAN soit équivalent & un carré donné.

PROBL. XV. — Par un point O, situé dans un angle droit
CAB, mener une transversale MN telle, que le triangle
MAN soit équivalent & un carré donné . . . .

PrOBL. XVI. — Par un point O, situé dans le plan d’un
angle quelconque CAB, mener une transversalc MN
’zlelle,’que le triangle MAN soit équivalent & un carré

onné . .o e e

PROBL. XVII. — Par un point O, situé dans le plan d'un
angle CAB, mener une transversale MN telle, que le
rectangle des segments AM, AN déterminés par cette
droite sur les cotés de I'angle, soit équivalent & un carré
domné . . . . . . . . . L . L. L.

PROBL. XVIII. — Par un point, situé dans le plan d'un
angle, mener une transversale telle, que le rectangle
des segments de cette droite, interceptés entre le point
donné et les cotés de I'angle, soit équivalent & un carré
donné. . . . . . O . . .. . . ..

PROBL. XIX. — Inscrire, & un angle donné, une droite de
longueur donnée, de maniére que le rectangle résul-
tant soit équivalent & un carré donné. . . . .

PROBL. XX. — Inscrire, entre les ¢6tés d’un angle donné,
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un trianOIe semblable a un triangle clonné, et ayant un
sommet donné . . . .
PROBL. XXI. — A un trlangle ABC inscrire un tnangle

donné DEF, semblable & un trlangle donné MNP, et qui

ait 'un de ses sommets situé en D sur le cité AB.

ProBL. XXII. — Construlre un trlancrle connaissant les
trois hauteurs . . . e e e e e

ProsL. XXIII. — Constrmre un trlallole connaissant deux
hauteurs et le rayon du cercle inscrit .

PROBL. XXIV. — Construire un triangle, connalssant la
hauteur a/ abaissée sur le cdté inconnu 4, le rayon 7 du
cercle inscrit, et le rayon « du cercle ex- -inscrit, tan-
gent au coté A o . -

PROBL. XXV — Construlre un trlangle connaissant la
hauteur a’ abaissée sur le c6té inconnu a, et les rayons
B, 7 des cercles ex-inscrits, tangents aux Cotés b,c .

PROBL. XXVI. — Construire un triangle, connaissant les
rayons «, §, y des trois cercles ex-inscrits . . .

PROBL. XXVII. — Construire un triangle, connaissant le
rayon r du cercle inscrit, et les rayons «, § de deux des
trois cercles ex-inscrits . .

PROBL. XXVIII. — Construire un tman«rle connalssant la
base, l'angle opposé et le rapport des deux derniers
cotés . . . .

PROBL. XXIX — Decrlre une c1rconferencc qui passe par
deux points donnés, et qui touche une droite donnée

PROBL. XXX. — Décrire une circonférence qui passe par
deux points donnés, et qui touche une circonférence
donnée . . . . . . .

PRroBL. XXXI. — Décrire une cu‘conference qm passe par
un point donné et qui touche deux droites clonnees .

PROBL. XXXII. — Décrire une circonférence qui passe par
un point donné, et qu1 touche deux cu'confercnces don-
nées .

PROBL. XXXIII. — Decm‘e une cxrconferencc qul passe
par un point donné, et qui touche une droite et une
circonférence données. . . . ..

PROBL. XXXIV. — Décrire une cn‘conterence qu1 touche
deux droites données et une circonférence donnée

PROBL. XXXV. — Décrire une circonférence tangente a
une droite donnée et & deux circonférences données.

PROBL. XXXVI. -- Décrire une circonférence tangente a
trois circonférences données . . . . .o

PROBL. XXXVII. — Décrire une c1rc0nferencc passant par
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deux points donnés et interceptant, sur un cercle donné,
une corde de longueur donnee. . . . . . . . .
PROBL. XXXVIII. — Décrire une circonférence qui passe
par deux points donnés, et qui coupe, suivant un dia-
métre. une circonférence donnée . . . . . . . .
PROBL. XXXIX. — Trouver, sur un arc donné, un_point
tel, que le rectangle de ses distances aux extrémités de
I'arc soit équivalent a un carre QOnng L.
PROBL. XL, — Par un point, extérieur a un cercle, mener
une droite qui soit partagée en moyenne et extréme
raison par la circonférence . e e
PROBL. XLI. — Inscrire, & une circonférence donnée, un
triangle isoscéle, connaissant la somme de sa base et de

sa hautear . . . . . . . . . o ...
PRoBL. XLII. — A un cercle donné, inscrire un trapeze
ayant une hauteur donnée, et équivalent & un carré

donmé . . . . . . e e e e e

PROBL. XLIII. — Trouver, sur une droite donnée, un point
tel, que la somme de ses distances & deux points donnés
soit égale & une longueur donnée . . . .

PROBL. XLIV. — Trouver, sur une droite donnée, un point
tel, que la différence de ses distances a deux points
donnés, soit égale a une longueur donnée . . . . .

PROBL. XLV. — Par 'extrémité A d’'un diamétre AB per-
pendiculaire 4 une corde CD, mener une droite dont la
partie FG, compris entre la corde et la circonfirence,
soit de longueur donnée . . . . . ..

PROBL. XLVI. — Par un point A, cxtérieur a un cercle 0,
mener une sécante telle, que la somme des carrés des
segments BC, AC de cette droite, soit équivalente & un
carré donné. . . . . - Ce

PrROBL. XLVII. — Par I'un des points d’intersection A de
deux circonférences données, mener une corde com-
mune BAC telle, que le rectangle fait sur le segment AB
et une droite donnée m, augmenté du rectangle fait sur
le segment AC et une droite donnée n, soit équivalent &
un carré donné. . . . . . . , . . . . . .

PROBL. XLVII. — Iuscrire, & un cercle donné, un triangle
dont les cotés soient paralleles a trois données.

ProBL. XLIX. — Inscrire, & un cercle donué, un triangle
dont deux cotés soient paralleles & deux droites données,
et dont le troisieme c6té passe par un point donné . .

PROBL. L. — Inscrire, & un cercle donné, un triangle
dont deux cOtés passent par deux points donnés, et dont
le troisieme c6té soit parallele & une droite donnée .
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PROBL. LI. — Inscrire, & un cercle donné, un triangle
dont les cotés passent par trois points donnés . .

PROBL. LII. — Inscrire, & un cercle donné, un polygone
dont un c6té passe par un point donne, ~et dont les
autres cdtéssoient respcctlvementparallclcs a des droites
données .

PROBL. LIII. — Inscrlre a un celcle clonne un polygone
dont les cotés passent lespectlvement par des pomts
donnés . . . . . . .

PROBL. LIV. — Circonscrire, & un cercle donné, un

triangle dont les sommets soient situés sur trois drmtes
donnee% .

PROBL. LV. — Construn"e un cercle tel que les anales
circonscrits, dont les sommets seralent trois pomts
donnés, sotent respectlvement égaux a des angles
donnés . . . R

PROBL. LVI. — Conel.rlure un cercle tel que les tanﬂentes
menées & ce cercle, par trois pomts donnes aient des
longueurs données. . . e e

PROBL. LVII. — Quelle est la route que c101t suivre une
bille sur un billard circulaire, pour revenir au point
de départ, apres deux réflexions successives sur la
bande? . . . . .

ProBL. LVIII. — Trouver un pomt tel que la somme de
ses distances a trois points donnés, s01t un minimum

PROBL. LIX. — M étant le point dont la somme des dis-
tances aux trois sommets d’'un triangle donné ABC, est
un minimum, on demande d’exprimer cette somme en
fonction des cotés . . . . e .o

ProBL. LX. — Trouver un pomt tbl que la somme des
carrés de ses distances aux trois cotés dun tmangle soit
un minimum . . . . . .

PpoBL. LXI. — Exprimer, en fonctlon des cotes d un
triangle ABC, le périmetre du triangle A'B'CY ayant pour
sommets les pleds des hauteurs ABC . .

PROBL. LXII. — Etant donnés un cercle O et une droxte AB
trouver sur le diameétre OE, perpendiculaire a cette
droite, un point P tel, que, menant par ce pomt une

corde quelconque CC’, ct abaissant des extrémités de
cette corde les perpendiculaires CD, C/D’ sur la droite

donnée, on ait -— — constante . .

) + (o414
PROBL. LXIII. — Etant données deux circonférences O, 0/,
on prend un point A sur la premiere et un point B sur
la seconde ; et 'on propose dc trouver, sur I'axe radical
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de ces deux lignes, un point C tel, que si 'on meéne les
sécantes CAD, CBE, la droite DE, qui joint les scconds
points 1ntcrscct10n de ces sécantes et des circonfé-
rences données, soit perpendiculaire a I’axe radical .

PROBL. LXIV. — Dccomposer un carré en trois carrés
égaux .

PROBL. LXV. — On donne une mrconference O et un pomt
A de cette ligne. Par ce point on méne une sécante
quelconque sur laquellc on prend un point C tel, que le
rectangle de la sécante entiére et de sa partie extérieure
soit eoal a un carré donné. Quel est le lieu géométri 1que
du pomt G?

PROBL. LXVI. — Etant donnes quatre pomts A B C D
sur une droite indéfinie, on demande quel est le lieu
géométrique des points M tels, que les angles AMB, CMB
soient égaux entre eux

PROBL. LXVII. — Par deux pomts A B d une cuconfe-
rence O, on fait passer une circonférence quelconque
AMB. Par deux autres points C, D de la circonférence
0, on fait passer une circonférence CMB, tangente &
AMB Quel est le lieu des points de contact M?

PROBL. LXVIIL. — Quel est le lieu des points de contact

mutuels de deux circonférences variables, tangentes &
deux circonférences fixes? . . . ..

PROBL. LXIX. — Par 'une des extremltes d’un dlametre
AB du cercle O, un méne une transversale ACD, sur la-
quelle on prend CD = mAC, m étant un nombre donné.
On joint le point D au centre du cercle, par la droite
0D ; enfin on trace la corde BC, qui rencontre CD en
M. Quel est le lieu du point M ?

PROBL. LXX. — Quel est le lieu des points tels que la dlf-
férence des carrés des distances de chacun a. ‘deux points
donnés, soit égale a un carré donné? . . .o

PRoSL. LXXI. — Etant donnés deux points A, B, trouver le
. . . . . . -2 =7
lieu des points Csatisfaisanta larelation mAG ~+nBC =(?,
dans laquelle m, n, [ sont des nombres donnés et une
longueur donnéé

PROBL. LXXII.— Etant donnes deux pomts A, B tlouver le

lieu despoints (satisfaisanta larelationmACG —nBC =2,
dans laquelle m, n, ¢ sont des nombres donnés et une
longucur donnée

PROBL. LXXIII, — Etant donm,s deux groupes de pomts
trouver le lieu des poinls tels, que la somme des
carrés des distances de chacun aux points du premier
groupe, diminuée de la somme des carrés de ses dis-
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tances aux points du second groupe, soitégale & un carré
donné .
PROBL. LXXIV. — Quel est le lieu des points tels, que les
tangentes, menées de chacun A deux cercles ' donnés,
soient entre clles comme deux longueurs données.

PROBL. LXXV. — Quel est le lieu géométrique d’un point
tel, que sa distance & la base d’un triangle isoscele
donné, soit moyenne proportionnelle entre ses distances
aux deux autres cOtés? . .

PROBL. LXXVI. — Quel est le lieu des points d’ou deux
cercles sont vus sous des angles égaux ?

ProBL. LXXVII. — Etant données une droite fixe AB et
deux perpendiculaires indéfinies AC, BD, on coupe ces
dernieres par une transversale quelconque EF; on
prend sur AB un point P tel, que le rectangle des
segments de AB soit équivalent au rectangle des
segments déterminés sur les perpendiculaires; puis, du
point P, on ahaisse PM perpendiculaire & EF." Quel est
le lieu du point M ? e e e e e

PROBL. LXXVIII. — Par I'un des points d’intersection de
deux circonférences 0, o’ on méne deux droites rectan-
gulaires Pa, Pa’, qui rencontrent la ligne des centres
en a,a’, et les deux circonférences en b, ¢ et b’, ¢/. Dé-

a’t’

a'c’ .

PROBL. LXXIX. — Par un point O, pris sur le prolon-
gement d'un diametre BA du cercle G, on méne une sé-
cante quelconque OMM'; on prend les milieux N, N’ des
arcs AM, AM'; on joint le centre C aux points N, N/, par
les droites CN, CN’, lesquelles rencontrent en D, D la
perpendiculaire menée au diametre AB par le point O.
Prouver que le rectangle de OD par OD’ est constant,
quelle que soit la direction de la sécante . .

ProBL. LXXX. — Prouver qu’il existe, sur la ligne GC'
des centres de deux cercles qui ne se coupent pas, deux
points O, O’ satisfaisant aux relations CO . CO' = R?,
CO0 . C'0’=R’, dans lesquelles R, R’ désignent les
rayons.

PROBL LXXXI.— Prouver qu'il existe, sur la ligne CC’ des
centres de deux cercles intérieurs I'un a l'autre, deux
points O, O tels, que les distances de chacun d’eux
aux extrémités d’une corde commune MM’', perpendi-
culaire a la ligne des centres, sont dans un rapport
constant . . . . . . ... oL

PROBL. LXXXII. — Etant donnés un cercle O et une droite
AB qui ne se rencontrent pas; on prend, sur la droite,

, - a
montrer que l'on a toujours - =
: ac

Pages.

201

202

205

206

206

207

208



TABLE DES MATIERES.

un point quelconque M, d’ot I'on mene deux taqgentg:s,
au cercle : on prolonge la corde de contact CD jusqu'a
sa rencontre, en M, avec la dro te donnée Existe-t-il
un point P d'ou le segment MM’ soit vu sous un angle
droit, quelle que soit la position du point M? . .

PROBL. LXXXIL —Un triangle PQR étant circonscrit & un
cercle 0, on forme un second triangle ABG dont les som-
mets solent situés sur les citcs du premier, et tel, en
outre, que les droites AP, BQ, CR se coupent en un
méme point D. Des sommets A, B, C, on mene les tan-
gentes Aa, Bb, Cc: elles coupent en u, b, ¢ les cotés
BC, CA, AB respectivement opposés a ces sommets. On
propose de démontrer que les trois points a, b, ¢ sont
en ligne droite . . . . . . . . oL oL L,

PROBL. LXXXIV. — Etant donnés deux points fixes A, B et
deux longueurs }, ¢, on prend, sur la direction de AB,
un point quelconque M qu’on regarde comme lc centre
d'un cercle décrit d’'un rayon R. déterminé par la rela-
tion R . AB=>. AM + . BM. Prouver que les diffé-
reats cercles, ainsi décrits pour les différents points M
de la droite AB, sont tous tangents a deux mémes
droitesfixes . . . . . . . . . . . . . ..

PROBL. LXXXV. — Etant donnés deux axes fixes Oz, Oy,
autour d’un point fixe P on fait tourner un angle aPb
de grandeur donnée . On demande de prouver qu'il
existe sur 'axe Oz un point fixe A, et sur 'axe Oy un
point fixe B, tels que le rectangle des segments Aa, Bb
reste constant pour toutes les positions de I'angle. . .

PROBL. LXXXVI. — Etant donnés deux cereles 0, 0’ qui
ne se touchent pas; de chaque point M de 'un, O, on
mene deux droites aux centres de similitude S, S’ des
deux cercles; ces droites rencontrent I'autre cercle 0’
en quatre points a, a’, b, . Prouver que deux de ces
points sont sur un diamctre du cercle 0/, et que la
droite qui joint les deux autres passe par un point fixe,
quel que soit le point M pris sur le cerclc O .

PRoBL. LXXXVII. — Par un point A, situé sur la bissec-
trice d'un angle Oy, on meéne une transversale BAC,
qui rencontre en B, C les cotés de I'angle. On abaisse
BD, CE perpendiculaires & la bissectrice ; puis, ayant
pris le milieu G de OA, on décrit une circonférence sur
GE comme diamétre. Quel est le lieu des intersections
de cette ligne avec la perpendiculairve BD ?. .o

PROBL. LXXXVIII. — Par le point de contact A de deux
circonférences 0, 0/, on meéne deux cordes AC, AC', dont
le rapport m cst donné. Des centres O, (/, on abaissc
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des pwpcndlculau‘cs OP, O’P sur ces cordes. Quel est
le lieu du point P?. e e e .

LIVRE 1V.
THEOR. 1. Dans tout pentagone régulier, les diago-
nales se coupcnt mutuellement en mO)cnnc et cxtréme
raison. . . ..

THEOR. II. — Le cote du decagone rwuller c,tonlc mscrlt
est égal au c6té du déc agone I‘O“UIICI‘ inscrit, alwmente
du rayon o

THEOR. III. — Si, sur les c.ecrmcnts BG AC (lu (llametre
AB d’'un cercle O, on decrlt de part et dautre de cette
droite, deux demi-circonférences ADC, CEB, la ligne
ADCEB, formée par I'ensemble de ces demi-circonfé-
rences, partacre le cercle en deux segments [)1‘ pomon-
nels aux segments du diameétre. . . .o

THEOR 1V. — Si deux arcs ont une somme momdre que
la demi-circonférence, le rectangle de leurs cordes est
équivalent a celui qui aurait pOlll‘ dimensions le rayon
et 'exces de la corde du supplément de la différence
des arcs sur la corde du supplément de leur somme. .

THEOR. V. — Si deux arcs ont une somme plus grande
que la demi-circonférence, le rectangle de leurs “cordes
est équivalent & celui qui aurait pour dimensions le
rayon et la somme des cordes du supplément de la diffé-
rence et du supplément de la somme de ces arcs .

THEOR. VL. Une circonférence étant partagéc en un
nombre 1mpa1r de parties égales, si I'on joint le point
diamétralement opposé & Pun des points de division
avec tous ceux qul sont situés sur la méme demi-circon-
férence, le produit des cordes ainsi menées cst égal a

une puissance du rayon marquee par le nombre des.

cordes. . . .

THEOR. VII. — Une cu‘conference ctant parta"w en un
nombre impair de partles égales, si l'on joint le point
diamétralement opposé a celm dont lindice est zéro
avec les points dont les indices sont les termes de la
progression 1, 2, 4, 8..., le produit des cordes ainsi
menées est eoal a unc pulsqance du rayon marquee par
le nombre des cordes. . .

TaekoR. VIII. — On peut, au moyen dc la r(mk et du
compas, diviser la circonférence en dix- sept partles
égales. . . . . :

THEOR. IX, — Entre tous les mancrles formes avee deux
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cotés donnés, le maximum est cclui dans lequel ces cotés
sont perpendiculaires I'un a l'autre . . . .

Tator. X. — Le cercle est plus grand que toute f igure
isopérimetre . . . . -

THEOR. XI. — Entre toutes les ﬁ"ureq eqmvalentes, le
cercle a le périmetre minimum .

THEOR. XII. — 11 existe toujours une ‘c1rconference a la-
quelle est inscriptible un polygone convexe dont les
cOtés sont respectivement égaux a des droites données .

THEOR. XIII. — Entre tous les polvvoncs formés avec des
cotés donnés, le maximum est le polygone convexe in-
scriptible. .

THEOR. XIV. — Entre touq leb trlancrles lsopcrlmetres et
de méme base, le maximum est le trlanOIe isoctle

THEOR. XV. — Entre tous les polygones isopérimetres et
d’'un méme nombre de cotes, le polygone maximum est
équilatéral .

THEOR XVI. — Entre tous les polvnones 1soper1metres et
d’un méme nombre de cotés, 1¢ maximum est le poly-
gone régulier . . .

THEOR. XVII. — Entre tous les polygones equnvalents Lt
d’'un meéme nombre de cotés, le polygone régulier a le
périmeétre minimum . . . RN

THEOR. XVIII. — De deux polygones reguhers ISOpeI‘l-
meétres, le maximum est celui qui a le plus grand nombre
decotés . . . . S

THEOR. XIX. — De tous les trlanfrles 1nscr1ts a un méme
segment, le maximum, en surface et en pernnetre, est
le trlanale isoscele. . . . . . . .

THEOR. XX — Entre tous les polygones d’un méme
nombre de cbtés, inscrits & un méme cercle, le maxi-
inum en surfacc et en perlmutre, est le polygone régu-

ier. . .

THEOR. XXI. — De deu\ polygones reoullers, mscnts a un
méme cercle, celui qui a le plus g grand nombre de cotés
est le plus grand en surface.

THEOR. XXII. — De deux polygonos rcguhers, mscrlts a
un méme cercle, celui qui a le plus grand nombre de
cotés a le plus grand périmeétre . .

THEOR. XXIII. — De tous les triangles qui ont méme hau-
teur et méme angle opposé A la base, le plus petlt est
le triangle isoscele. . . . . . .o .

THEOR. XXIV. — De tous les polygones d un méme
nombre de cités, circonscrits & un méme cercle, le plus
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petit, en surface et en perlmutrc est le polygonc régu-
lier. . . . . . e .

THEOR. XXV. — De deux polwoncs I‘t,Ol.llleI‘S, urconscnts
4 un méme cercle, celui qui a le plus grand nombre de
cOtés est le plus petlt en surface et en perlmctre .o

PROBL. I. — On construit, sur le diameétre AB d’une cir-
conférence C, un trlangle équilatéral ABD ; on divise
ABenn partles égales, et I'on joint I'extrémité E de la
deuxieme division, avec le point D, par la sécante DEF.
Quelle est I'expression de la corde ‘AF?. . . .

PRrOBL. II. — On construit, sur le diamétre AB d’une cir-
conférence C, un tmanplc équilatéral ADB ; on divise
le rayon CA en n2 parties égales, et 'on joint extrémité
E de la guatrieme dmsmn avee le point D, par la ‘sé-
cante DEF. Quelle est lo\precsmn de la corde FG,
G étant I'extrémité du diametre DGG ? . .

PROBL. III. — A Tl'extrémité B du rayon CB dun cercle
donné C, on ¢léve une tangente BD égale au diameétre ;

on prolonoc cette tanrr(-ntu d’une lon‘Tu(,ur Da égale -

au cinquieme du rayon et d'une longueur Db eﬂalc aux
trois cinquiemes du rayon ; on prcnd BA erralu a Ca ;
enfin, par le point A, on menc AE pal'allelc a Cb. Quehc
est le\plcsswn deBE? . . R

PRroBL. IV. — Connalsbant les penmetrcs P, de dem
polygones réguliers semblables, I'un inscrit, lautre cir-
conscrit, déterminer les périmetres p’, P’ des polygones
regullers l'un inscrit, l'autre urconscmt d’un nombre
double de cotés. . . . .

PROBL. V. — Connaissant les aires A B de deuw polygoncs
réguliers semblables, 'un msmt Pautre circonscrit,
trouver les aives A’, B/ des polygones réguliers, Pun
inscrit, l'autre (‘1rconscrlt d’un nombre double de eotés.

PROBL. VI. — Conuaissant le rayon R ct lapothemc ”
d’un polygone régulier, trouver le rayon R’ et I'apo-
theme 7/ d’un polynonc régulier 1sope1‘1metre, d’un
nombre double de cotés . . . ..

PROBL. VII. — Connaissant les perlmetrcs de clem poly-
gones réguliers inscrits, I'an de n cbtés, l'autre de 2n
(‘ote< trouver le pemmutrc du polvrrone reguher inscrit,
de 4 cdtés . . . e .

PropL. VII. — Connaxssant les aires dc deux polygones

réguliers inscrits, I'un de n cdtés, Pautre de 2n cotés,
trouver Laire du poly one refruher inscrit, de 4n cotés.

ProBL. IX. — Connaissant les rayons R, R/ de deux po-
I¥vgones réguliers isopérimetres, “Tun de n cdtés, lautre
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de 2n cotés, trouver le rayon R” du polygone régulier
isopérimetre, de 47 cute:% R
PROBL. X. — Calculer les aires et les périmétres des poly-
gones réguliers de 4, 8,16,... cOtés, inscrits & un cercle
donné. . . . ... Ce e e
PROBL. XI. — Les cotés d’'un décagone régulier étoilé, in-
scrit a un cercle O, forment, par leurs intersections suc-
cessives, un polygone régulier ayant vingt cotés. Quels
sont, en fonction du rayon R du cercle O, T'aire P et lc
périmétre p de ce polygone? . . . . . . . . .
PROBL. XII. — Inscrire, & une circonférence donnée, un
polygone régulier de trente-quatre cotes .o
PRoBL. XIII. — Calculer, & moins de 0,001, le rapport
entre le c6té du polygone régulier de trente-quatre cotes
et le rayon du cercle circonserit . . . . . . . .
PROBL. XIV. — Calculer, & moins de 0,0001, le rapport
entre le coté dn polygone régulier de dix-sept cotés et le
rayon du cercle circonserit . . . . . . . . . .
PROBL. XV. — A un cercle donné O, inscrire cing carrés
égaux, de maniére que I'un d’eux soit concentrique au
cercle, et que chacun des quatre autres ait deux som-
mets sur la circonférence . . . . . . . . . .
PROBL. XVI. — A un cercle donné, inscrire six penta-
gones réguliers égaux, de maniére que I'un d’eux soit
concentrique au cercle, et que chacun des cinq autres
ait un sommet sur la circontérence . . . . . . .
PROBL. XVII. — A un cercle don:i.é, inscrire sept hexa-
gones réguliers égaux, de manicre que 'un d’eux soit
concentrique au cercle, et que chacun des six autres
ait deux sommets sur la circonférence .o

LIVRE V.

THEOR..I. — Dans tout angle tricdre, les plans bissecteurs
des angles diedres se coupent suivant une méme droite.

THEOR. II. — Dans tout angle triedre, les plans menés par
les arétes et par les bissectrices des faces opposées se
coupent suivant une méme droite. . . . . . . .

THEOR. III. — Dans tout angle tri¢dre, les plans menés par
les bissectrices des faces, perpendiculairement a ces
faccs, se coupent suivant une méme droite . . . . .

THEOR. IV. — Les plans menés par les arétes d’'un angle
triedre, perpendiculairement aux faces opposées, se
coupent suivant une méme droite. . . . . . . .
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THEOR. V. — Dans tout triedre, la somme des angles
formés par les arétes, avec les bissectrices des faces op-
posées, est moindre que la somme des faces . . .

THEOR. VI. — La somme des diedres d'un angle polyédre
convexe de n faces est compnse entre 2n et 2 (n -2
diedres droits . . . i

THEOR. VII. — Tout plan, paralle‘e a deU\ cotes opposes
d’'un quadrilatére gauche, partagc proportlonncllement
les deux autres cotés . . R .

TaEOR VIH. — Si une premlere droite EF partave prc-
portionnellement deux cotés opposés AB, CD d'un qua-
drilatere gauche ABCD, et si une seconde droite GH
partage proportlonnellement les deux autres cotés du
quadrilatere : I° ces deux droites sont dans un méme

plan; 2° chacune d’elles est partagée par I'autre en deux
segments proportionnels aux scgmults des cdtés qu ‘elle
ne rencontre pas . . .

THEOR. IX. — Tout plan transwersal detcrmme sur les
quatre cOtés d'un quadrilatere gauche, huit segments
tels, que le produit de quatre segments non consécutifs
est eOal au produit des quatre autres

THEOR. X. — Dans tout quadrilatére gauche, les mlhcux
des coOtés sont les sommets d’'un parallelooramme

THEOR. XI. — Dans tout quadrilatére gauche, le point de
rencontre des droites qui joignent lcs milicux des cotés
opposés est situé au milieu dc la droite qui Jomt les mi-
lieux des diagonales . . . .

THEOR. XIL. — Tout plan transversal dctermme sur les
cotés d’'un triangle, six segments tels, que le produit de
trois segments non consécutifs cst éo'al au produit des
trois autres .

THEOR. XIII. — Si les cutcs d un pul\nono f-auchc sont
coupés par un plan transversal, le produit des segments
non consécutiis est égal au pr oduit des autres seoments

THEOR. XIV. — 8i, par une droite quelconque, et par les
différents sommets d'un polygone gauche, ayant un
nombre impair de cdtés, on fait passer des plans
qui partagent les cités re speutlvemeht opposés a ces
sommets, chacun en deux segments, le produit des
segments non consécutifs est wal au prodmt des autres
segments.

THEOR. XV. — Loraqu une drmtu AB c<t parta“ce en deux
segments AC, BC proportionnels aux nombres b, a;
si, des pomts A, B, G on abaisse, sur un plan quel—
(onquc XY, des perpendl(ulalrcs AA/ BB/, CC’, on a
(a4 0)CC"=a.AAN+ b «BB. . . .
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“TAEOR. XVI. — Etant donné un systeme de points A, B,
C..., on peut toujours déterminer un point O tel, que
sa distance 4 un plan quelconque XY soit egale ala
moyenne arithmétique entre les distances, au méme
plan, des points A, B,C... . . . . . . .

THEOR. XVII. — La somme des carrés des distances d(, n
points A, B, C..., & un point quelconque S, est égale
a la somme des carrés des distances des mémes points
a leur centre O, augmentée de « fois le carré de SO.

THEOR. XVIIL. — Le lieu géométrique dcs points tels que
la somme des carrés des distances de chacun a des
points donnés A, B, C..., soit constante, cst une sphere
qui a pour ccntro le centre 0 des moyennes distances
des points A, B, C.. P .o

THEOR. XIX. — Si, dana un angle polwdre convexe, dont
toutes les faces mceptc une, sont constantes, on fait
varier un seul des angles dibdres opposés a cette face,
de maniére que lanOIe polyedre reste convexe, la
face variable dunmentcra si I'angle diedre alwmentc,
et clle diminuera s'il diminue . . . . .o

THEOR. XX. — Si 'on fait varier d’'une manitre quel-
conque les angles ditdres d’un polyedre convexe dont
les faces sont constantes ; 5 que I'on mette le signe + sur
'aréte de chaque diedre qui augmente, le signe — sur
l'aréte de chaque diedre qui dlmmue [)lllS que I'on fasse
le tour entier de 'angle polyedre, on trouvera au moins
quatre variations dc signes .

PROBL. I. — Etant donnes un plan XY et dcu\ pomts A B
situés d’'un méme ¢ité de ce plan, trouver, sur le plan
XY, un point M tel, que la somme des distances AM, BM
901t un minimum .

PROBL. II. — Etant donnés un plan \\ et (leu). pomts A
B, situés de cité et d’autre de ce plan, trouver, sur XY
un point M tel. que la différence des distances A\I BM
soit un maximum . . . .

PROBL. III. — Trouver, sur une (11'01te donnec un pomt
tel, que la somme de'ses distances aux faces d’un angle
diedre donné, soit un minimum

PROBL. IV. — Couper un angle tétraédre par un 1)lam de
maniére que la section 50it un parallélogramme . .

PROBL. V. — Couper par un plan un angle triédre trirec-
tangle, de manicre que la section soit wa]e a un triangle
donné.

PROBL. VI. — Etant donne deu\ drontes ﬁxes\ Y et un
angle diedre D, que l'on fait tourner autour de son
arcte G, supposéc fixe, prouver qu’il existe sur la pre-
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miere droite un point fixe A, et sur la seconde droite
un point fixe B, tels que u, b étant les points ou ces deux
droites percmt Jes faces de Iangle diédre, dans une po-
sition quelconque, le rectan°le des sefrments Aa, Bb

soit constant. . . C e e e e
PROBL. VII. — Quel est le lleu des pomts également dis-
tants de deux droites qui se coupent? . . . .

THEOR. VIII. — Quel est le lieu des points tels, que la
différence des carrés des distances de chacun, a deux
points donnés, soit égale a un carré donné? . . . .

PROBL. IX. — On donne n droites OA, OA’, OA”... passant
par un point O; ct I'on demande sur quellc surface sont
situés les pomts M tels, que si 'on abaisse, de chacun,
les perpendiculaires MP MP’, MP”..., sur ces droites,
la somme des rectamles construits sur les distances
OP,0P/,0P"..., et sur des longueurs données b b, b”,.
soit equwalente a un carré donnc .. Ce .

PROBL. X. — On donne deux plans P, Q et un point A.
Par ce point, on fait pas er une droite arbitraire qui
coupe les plans donnés en des points C, D ; aprés quoi
l on construit le point B, conjugué harmomquc du point

A, relativement aux deux autres points. Quel est le lieu
dupomtB".............

PROBL. XI. — Etant donnés un quadrilatére gauche et une
droite qui partage proportionnellement les deux cOtés
opposés de cette figure, trouver une droite qui partage
proportlonnellement les deux autres coOtés et qul soit
perpendiculaire a Ja premicre droite. . . . .

PROBL. XII. — Une droite s'appuie sur les deux ctés op-
posés d’'un quadrilatére gauche, en restant parallele
a l'un des deux plans directeurs Une seconde droite
s’appuie sur les deux autres cotés opposés, en restant
parallele au second plan directeur. De plus, ces deux
droites sont constamment perpendiculaires entre elles.
De quelle nature cst la ligne décrite par leur pomt d’'in-
tersection? . . . . . ..

PROBL. XIII. — Etant donncs dem points fixes A B et
deux plans fixes VY, XZ, on prend dans 'espace un polnt
quelconque M ; on mene la droite AM ; on joint le point
P, ou elle percc le plan VY, avec le pomt B, par la
droite PpB, laquelle perce le plan XZ au pomt p; enfin
on tire les droites BM, Ap, et I'on obtient ainsi un qua-
drilatére plan MPpra. Si le' sommet M de ce quacrilatére
décrit une droite CD, quel est le lieu décrit par le som-
met m?. . . .
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LIVRE VI.

THEOR. I. — Tout plan, mené par les milieux de deux
arétes opposées d’un tetraédre, partage ce corps en deux
parties équivalentes

THEOR. II. — Dans tout para]lehplpede Ie prodmt de
l'aire d’une face par la hauteur corrcspondante est
constant .

THEOR. III. — Si une surface polyedrale convexe est tel-
minée par une ligne brisée, dont les cotés soient ou
ne soient pas dans un méme plan, le nombre des faces,
plus le nombre des sommets, ewalc le nombre des
arétes plus 1.

THEOR. IV. — Dans tout polyulre convexe, lc nombre F
des faces, plus le nombre S des sommets égale le
nombre A des arétes plus 2, c’est-a-dire que

F—|—S_.A+2 e e e

THEOR. V. — Dans tout polyédre convexe : 1o les faces
d’un nombre impair de cotés sont toujours en nombre
pair ; 2o les sommets auxquels aboutissent un nombre
impair d’arétes sont toujours en nombre pair.

THEOR.. VI. — Dans tout polyedre convexe de F faces, le
nombre S des sommets et le nombre A des arétes sa-
tisfont aux conditions

SZT2F—2), AZ3(F—2),

s?iF+z A<iF.

THEOR. VIL. — Dans tout polyédre ‘convexe, le nombre
des faces triangulaires, augmenté du nombre des angles
tméadres, donne une somme qu1 ne peut étre inférieure
a .

THEOR. VIII. — l° Tout po]yedre convexe a deq faces
triangulaires, ou quadrangulaires, ou pentagonales ;
20 tout polyedre convexe a des angles triedres, ou
tétraedres, ou pentaédres

THEOR. IX. — La somme des angles plans d un polyedre
convexe est égale & autant de fois quatre droits que
le polyedre a de sommets moins deux.

THEOR. X. — Dans tout polyedre convexe, la somme des
angles polyedres est équivalente a l'exces de la somme
des angles di¢dres sur autant de fois deux diedres droits
que le polyedre a de faces moins deux.

THEOR. XI. — Si unc surface polyédrale convexe presentm,
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une seule ouverture, ayant m cotés non situés dans un
méme plan, on peut tou|0urs fermer cette ouverture
au moyen d’'unc surface polyédrale ayant au plus m — 2
faces, de manitre a obtenir un polycdre convexe fermé
de toutes parts . . . -

THEOR. XII. — Si la sul‘face d un po]yedre convexe est

partagée en P parties séparées les unes des autres par A

arétes formant R réseaux isolés, ct que S soit lc nombre
des sommets situés sur ces aretes on aura

P4+S=A+R4+1 . . . .

THEOR. XIII. — Deux polytdres convexes sont égaux

lorsqu’ils ont toutes leurs faces égales chacune a cha-
cune, ct semblablcmcnt dlsposees

THEOR. XIV. — o Dans tout tétraedre, les droxtcs menées
des sommets aux centres des movennes distances des
faces opposées se coupent toutes les quatre en un méme
point, centre des moyennes distances des sommets du
tétraedre. Ce point est situé aux trois quarts de chaque
droite, & partir du sommet d’ou clle est menée.

20 Dans tout tétracdre, les droites qui joignent les
milieux des arétes opposécs se coupent mutuellement
en deux parties égales, au centre des moyennes dis-
tances des sommets du tétraedre . . . . .

THEOR. XV. — Les droites qui joignent les sommets ho-
mologues de deux polyedres semblables et sembla-
blement placés, se coupent en un méme point

THEOR. XVI. — Les centres de similitude de trois po-
Iytdres, semblables et semblablement places sont en
ligne droite . . . . .

THEOR. XVII. — Les six ccntrcs dc sumlltude (lc quatre
polyedres, semblables et scmblablement placcs, sont
dans un méme plan

THEOR. XVIII. — Dans tout tetraedrc, le plan ])1ssectcur
de chaque angle diedre partage I'aréte opposée en deux
segments proportlonncls aux aires des faces adjacentes.

PROBL. I. — Déterminer la hauteur d’un tétracdre dont
les arétes sont données . . . .

PROBL. II. — Calculer, en fonction dcs arctcs, lc volumc
d’un tétracdre . . . . ..

ProsL. 1II. — Couper un tetraedre par un plan parallek
aux deux arétes opposées, de maniere que la scction
soit un maximum.

PROBL. IV. — Par les mllleux de dem aretes opposees
d’'un tétraédre, on fait passer une infinité de plans.
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Quel est celui qui detel‘mme la scction la plu< pctlte cn
surface? . . . . Co. .

PROBL. V. — Partager une pyramldc quadranoulalre ré-
uliere en deux partles equlvalentes au moyen d'un
plan passant par I'un des cotés de la base Lo e

ProBL VI. — Etant donné un parallélipipede dont toutes
les faces sont des losanges égaux, ‘trouver le volume
de ce polyedre en fonction des’ dxaovonalcs des faces. .

ProBL. VII. — Etant donné un dodécaédre dont toutes les
faces sont des Josanges c¢gaux, trouver en fonction
de laréte, le volume de ce polyedre . . .

ProBL. VIII. — On prend, sur les arétes d’un cube,
a partir des sommets, les distances EI, EK, EL, AM..
égales entre elles. On’'méne les plans AIF HLF AKH... .
lesqucls déterminent un polyedre ayant pour faces vingt-
quatre quadrilateres égaux. Trouver d’évaluer la sur-
face et le volume de ce corps . . .

PROBL. IX. — Dans une py ramide quadranmﬂame SABCD
qui a pour base un trapeze ABCD, on donne : 1°la
face SAB; 2° les directions des arétes paralleles AD, BC ;
3e les amles de la face SCD; et l'on demande de cons-
truire la pyraml(le Coe e e

PROBL. X. — Couper par un plan un prisme tnanoulalre
donné, de maniere que la section soit semblable a un
tmancrle donné . . . . ..

PRoBL. XI. — Sur les cotes d’un hcxaoono régulier
ABCDEF, on éleve six plans, perpendlwlalres a celui de
cette figure. On prend les arétes non consécutives BB,
DD/, FF’, égales entre elles. Enfin, par chacune des
droites B’D’, D’F/, F'B/, et par un point S, situ¢ sur 'axe
de I’hexagone, on fait passer des plans SD'C/D/, SD’E'F’,
SFA'B’. Comment doit-on prendre le point S, pour que
la somme des faces du po]ycclre ainsi formé soit un mi-
nimum ? . . .

PROBL. XII. — Partacrer un tronc de p\ramldc en partles
proportionnelles & des nombres donnés, pal des plans
parallcles aux bases . . . .o

PROBL. XIII. — Couper un cu])e par un plau, dc maniére
que la section soit un hexagone régulier

PRroBL. XIV. — Trouver le volume d’un polyedre qm a
pour faces deux rectangles et quatre trapezes.

PROBL. XV. — Déterminer le volume d’un polyédre qui a
pour faces deux polygones quelconques, situés dans
deux plans paralléles, ct une série de tnanOIcs
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LIVRE VII.

THEOR. 1. — Deux points, réciproques par rapport & une
sphére, partagent harmomqucment le diametre qul les
contient . .

THEOR. II. — Les dlstances d’un pomt quelconque d une
sphere, & deux pomts ru:1p10qucs sont dans un rapport
constant .

THEOR. III. — 1° Les tan(rentes menées a une sphere S
d’un point extérieur A, sont égales entre elles ; 2°le licu
de ces tangentes est un cone de révolution ; 30 le lieu
de leurs pomtc de contact est une circonférence située
dans un plan perpendlculalre au diamétre passant
parA. . . . .

THEOR. IV — Le sommet d’un cone C mrcon%nt a une
sphére S, est le pole du plan P de la c1rc0nfwence de
contact .

THEOR. — Le pole A’ de tout plan P passant par un pomt
A, est situé sur le plan polaire Pde A . .

THEOR.. VI. — Le plan polaire P’ de tout pomt A pI‘lS sur
un plan P, passe par le pole A de P . .

THEOR VII. — Le pdle A de tout plan P passant par une
droite D, est situé sur la droite D’ roc1pr0quc dela pl e-
miere . .

THEOR. VII. — Le plan polcure, P dc tout pomt A pris sur
une droite D, passe pal la droite D/, recnpxoque de la
premicre . .

THEOR. IX. — Toutc LOI‘dC menée par un pomt est d1v1-
sée harmomquement pal‘ ce pomt ct par son plan
polaire .

THEOR. X. — Le llcu dcs poles (l’um drom‘ D relatlve-
ment & tous les cercles situés sur une sphcrc S et pas-
sant par cette droite, est la droite D', réciproque de D.

THEOR. XI. — Le liea des polaires d’un point, relative-
ment a tous les cercles situés sur- une sphere S et pas-
sant par ce point, est le plan polaire de ce méme pomt

THEOR. XII. — Le lieu géométrique des points o eoalc
puissance par rapport a deux spheres S, 8/, est un plan
P, perpendiculaire a la ligne des centres

THEOR. XII. — Les plans radicaux de trois spheres, con-
sidérées deux a deux, sc coupent suivant une perpendi-
culaire au plan'des trois centres . e e e
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THEOR. XIV. — Les plans radicaux de quatre sphéres,
consulerees trois & trois, se coupent tous les quatre en
un méme point, appelé centre radical des quatre sphéres.

THEOR. XV. — Le lieu des points d’égale puissance, par
rapport & deux cercles situés sur une méme sphere est
l'intersection des plans de ces cercles

THEOR. XVI. — Deux arcs de grands cercles PA, PB, pas-
sant par un méme point P, ot tangents a un petlt cercle
C, sont égaux entre eux .

THEOR. XVIL — Le lieu des points P d’out l on peut mener
A deux cercles C, C/ situés sur une sphere S, des tan-
gentes spherlques égales, est une circonférence de grand
cercle dont le plan passe par I'intersection des plans des
deux cercles . . . e coe .

THEOR. XVIIL. — Si lon congoit, sur unc sphere, une mﬁ-
nité de circonférences C dont les plans passent par une
droite D, et une infinité de circonférences G'"dont les
plans passent parune droite D', réciproque de D, cha-
cune des premiéres circonférences coupe orthocronalc—
ment chacune des dernieres. . .

THEOR. XIX. — Le sommet A d'un annle spherlque CAD
circonserit a un cercle directeur CDE a pour cercle con-
jugué celui qui passe par les pomts de contact C, D.

THEOR. XX. — Le conjugué A’ de tout grand cercle C/
passant par un point A est sur le granc cercle G con-
jugué de A . . . S .

THEOR. XXI. —Le grand cercle ¢/, eomumede tout pomt
A’ pris sur un grand cercle C, passe par le pomtA
copjugué de G. . . . . . e e

THEOR. XXII. — Si les arcs de rrrand'; cercles qui ]ownent
les sommets correspondants de deux triangles sphériques
se coupent en un meme point, les points de concours

des cotés opposés sont situés sur une méme circonfé-
rence de grand cercle. — Et réciproquement.

THEOR. XXIII. — Si deux polygones sphériques sont com-
posés d’'un méme nombre de triangles tels, que les points
de concours de deux cotés homolooues queleonques pris
dans deux triangles eorrespondants soient tous situés
sur une méme cnreonferenee de grand cercle, les arcs de
grands cercles qui joignent les sommets homolovues de
ces deux polygones se coupent tous en un méme point.

THEOR. XXIV. — Dans tout quadrilatéere sphérique, in-
scrit a un petit cercle, le point de rencontre des dia-
gonales et les points de concours des cOtés opposés
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forment un triangle dans lequel chaque sommet est
conjugué au coté oppoqe . .

THEOR. XXV. — Dans tout quadrllate,re spht,nquc com-
plet, circonscrit & un petit cercle, chacune des diagonales
est conjuguée au point d'inter section des deux autres

THEOR. XXVI. — Si deux quadrilatéres sphériques sont,
'un inscrit et Pautre circonscrit & un méme petit ccrclc,
de manicre que les sommets du premicr soient les points
de contact des cotés du second: 1° les points de concours
des cotés opposés de ces quadrilateres sont situés sur
une méme circonférence de grand cercle ; 2° toutes les
diagonales sc coupent en un mémec pomt conjugué a
cette circonférence ; 3¢ les points de concours des cotés
opposés du quadnlatere inscrit sont situés sur les dia-
gonales du quadrilatere circonscrit . . . . .

THEOR. XXVII. — Dans tout hexagone sphérique, lnscrlt
a un petit cercle, les points de concours des cotés oppo-
sés, pris deux a (leux sont tous trois sur une circonfé-
rence de grand cercle. . . . . .

THEOR. XXVIII. — Dans tout hC\avone spherlquc circon-
scrit a un petit cercle, les dlaf”ODalL,S menées par les
sommets opposés, pris deux a deux se coupent en un
méme point. . . . o ey e . .

THEOR. XXIX. — Dans tout trlangle sphérique, 1nscr1t a
un petit cercle, les points de concours des cOtés avec les
tanigentes sphu‘xque% aux sommets opposés, sont situés

sur une méme circonférence de grand cercle . . . .-

THEOR. XXX, — Par deux cercles tracés sur une sphére,
on peut généralement faire passer un cone. . . .

THEOR. XXXI. — Si un cercle variable I est tangent & deux
cercles AB, CD, tracés sur une sphere O :

1o Les pomts de contact M, N appartienncnt & une
génératrice du céne déterminé par les cercles donnés ;

20 La circonférence de grand cercle passant par ces
deux points coupe, sous un méme angle, les circonfé-
rences données;

30 Toutes les circonférences de grands cercles ainsi
déterminées se coupent en deux points fixes ou foyers
situéssurle diametre qui passe par le sommet S du cone.

THEOR. XXXII. — Les sommets des cones déterminés par
trois cercles tracés sur une sphére et considérés deux
a deux, sont trois a trois sur quatre droites situées dans
un méme plan . . . . .. .

THEOR. XXXIII. — Si deux cénes ont un sommet commun
S, et que leurs bases soient deux circonférences sécantes
C C', tracces sur unc sphére O, 'angle sous lequel se
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coupent ces hases est égal & celui sous lequel se coupent
les sections antiparalléles c, c, situées sur la méme
sphere. . . . . . .

TaEoR. XXXIV. Si deux cones ont pour bases dcux cir-
conférences sécantes G, C', tracées sur une sphére O,
et que leur sommet commun $ soit un point de cette
surface, tout plan P, parallele au ,plan tangent T 4 la
sphére en ce pomt S coupe les cones suivant deux cir-
conférences ¢, ¢, dont I'angle est égal a celui des deux
premiéres. . . . .

THEOR XXXV. — Sl un cone a pour base un petlt cercle
AB de lasphere O, et pour sommet un point S de cette
surface, le centre de la section antiparallele du cone est
sur la droite qui joint le sommet au pdle P de la base .

THEOR. XXXVI. — La figure réciproque d’un plan P, rela-
tivement & une sphcre S, est la sphére S/ qui a pom'
diamétre la distance du centre de S au péle de P.

THEOR. XXXVII. — La figure réciproque d’un cercle,
relativement a une sphére S, est un autre cercle . .

THEOR. XXXVIII. — La figure réciproque d’une sphere S/,
relativement 4 une sphére S, est généralement une
spheére. . .

THEOR. XXXIX. — Dane. dem ﬁgures 1*emproques les an-
gles correspondants sont égaux . . . e

THEOR. XL. — La somme des carrés des seﬂments for-
més par trois cordes qui sc coupent rectanvulalrement
deux & deux, en un meéme point, est efrale a six fois le
carré du rayon R de la sphere moins deux fois le
carré de la distance du centrc au pomt M d’intersec-
tion des cordes . . . . R .

THEOR. XLI. — La somme dcs carres de tr01s cordes qu1
se coupent rectangnlairement deux a deux, en un méme
point, est égale a douze fois le carré du rayon de la
sphére, moins huit fois le carré de la distance du-centre

au point d'intersection des cordes. . . . .
THEOR. XLII. — On peut toujours construire, avec un coté
donné, un tétraédre régulier . . . .

3

THEOR. XLIII — On peut toujours constrmre avec un cote
donné, un hexaedre régulier .

THEOR. XLIV. — On peut toujours construu'e avecun cote

donné, un octaedre régulier. . . . . . .
THEOR. XLV. - On peut toujours construire, avec un coté
donné, un dodecaedrc régulier. . . . . ..

THEOR. XLVI. — On peut toujours constrmre, avec un
coté donné, un icosacdre régulier. . . . . .

XLHI
Pages,

449

350

351

352
352

352
353

353

354
355
355



XLIV TABLE DES MATIERES.

THEOR. XLVIIL. — 11 n’existe que clnq espcces de polvedres
réguliers.. R . .
THEOR. XLVIII. — Tout polvedrereouher est ]o inscrip-
tible & une sphére; 20 cu‘conscr]ptlble a une sphere.
THEOR. XLIX — 1o Les centres des faces d’un polyedre
régulier sont les sommets d'un autre polyedre régulier,
conJuc'ue du premier ;
20 Les sommets d’un polyedre régulier sont les cen-

tres des faces d’un autre polycdrc reouhcr conjuoue dua
premier . . . ..

THEOR. L. — Les mllleux des aretes d un tetraudre régu-
licr sont les sommets d'un octacdre régulier .

THEOR. LI. — A tout hexaedre régulier on peut inscrire’

un tétraedre régulier, dont les sommets et les arétes
appartiennent aux sommets de I'hexacdre et aux diago-
nales de ses faces . . . . . e e

THEOR. LII. — A tout dodecaedre reguller on peut ins-
crire un hexaédre régulier, dont les sommets et les
arétes appartiennent aux sommcts du dodécaedre et aux
diagonalces de ses faces ..

PROBL. I. — Déterminer le 1'ayon d’une sphcre solide
donnée .

PROBL. II. — D'un pomt (lonne comme pole clecru‘e une
circonférence de grand cercle . . .

PRroBL. III. — Tracer une circonférence de crrand cercle
passant par deux points donncq ..

PROBL. IV. — D’un point donné, mener un arc de grand
cercle perpendiculaire & un arc donné .

PRrOBL. V. — D’un point donné, mener un arc de 0u‘and
cercle coupant, sous un angle donné, la circonférence
d’un grand cercle donné. .

PRroBL. VI. — Diviser, en deux partles coales un arc de
cercle donné. . . . .

PROBL. VIL —Dmser en dw\ partles crrales, lan°lc
formé par deux arcs de grands cercles donnés

PRrOBL. VIII. — A un triangle donné, circonscrire une cir-
conférence .

PROBL. IX. —A un t1'1anﬂle sphemque donne inserire une

circonférence . . . .. .

PROBL. X. — Construire un tmanfﬂe sphemque, connais-
sant deux cOtés et I'angle compms ... .o

PRoBL. XI. — Construire un triangle sphérique, connais-

sant deux cotés et 'angle opposc a l'un d’eux .

Pages .
358
358

360
360

360

362
362
362
362



TABLE DES MATIERES.

PrOBL. XII. — Construire un tmanglc sphcmque, connais-
sant les trois cotés. . . Coe . . .

PROBL. XIII. — Construire un tnangle sphérique, connais-
sant un cdté et les deux angles adjacents . . . - -

PROBL XIV — Construire un triangle sphérique, connais-
sant deux angles et le c6té opposé a 'un d’eux . .

PROBL. XV. — Construire un triangle Sphenque, connais-
sant les trois angles . . . . A,

PROBL. XVI. — Par un point donne mener un arc de
grand cercle tangent & un petit cercle donné . . . .

PROBL. XVIL. -— D’un point donné, comme pble, décrire
un cercle tangent a un cercle donné. . . . . . .

PROBL. XVIII — Tracer une circonférence de grand cercle
tangente a deux petits cercles donnés . . . .

PROBL. XIX. — Tracer une circonférence tangente a deux
cercles donnés et ayant un rayon sphérique donné

PROBL. XX. — Décrire une circonférence qui passe par
deux points donnés A, B et qui touche un u,rcle
donné G . . ..

PROBL. XXI. — Decnre une clrconference qui passe par
un point donné A, et qul touche deux arcs de grands
cercles donnés .

PROBL. XXII. — Décrire une c1rconferencel qu1 passe par
un point donné A, et qu1 touche deux petlts cercles
donnés B, C.

PrOBL. XXIII. — Decnre une clrconference tanvente a
trois petits cercles donnés .

PROBL. XXIV. - Quel est le lieu oeometmque des som-
mets C des triangles sphériques construits sur une base
donnée AB, et dans lesquels la différence entre la
somme des ancrles a la hase et l'angle au sommet est
constante? . . . . .

PROBL. XXV. — Quel est le lleu ermetrlque des sommets
C des triangles sphériques de méme base AB et de

méme surface? e, - .

PROBL. XXVI. — Etant donné lc cote ¢ d’un polyedre régu-
lier, trouver le rayon R de la sphére circonscrite et le
rayon r de la sphére inscrite. . . . . . . . . .

PROBL. XXVII. — Connaissant le rayon R d’une sphere,
trouver le c6té ¢ d'un polyédre régulier inscrit, et le
rayon 7 de la sphere inscrite & ce polyedre. .

PROBL. XXVIII. — Trouver P'aire A et le volume V d'un
polyedre régulier, inscrit & une sphere de rayon R .

. . . .

364

368

369

373
373

sarx



XLVI TABLE DES MATIERES.

PROBL. XXIX. — Une sphére variable S se meut en tou-
chant continuellement trois spheres fixes A, B, C,
données de grandeur et de position. Quelle est la
eourbe décrite, sur chacune de celles-ci, pa1 son pomt
de contact avec la sphére mobile?

LIVRE VIII.

PROBL. I. — Un demi-décagone régulier, - dont le coté est
¢, tourne autour du diametre du cercle inscrit. Quel est
le volume V du corps engendré? .

PROBL. II. — A une deml-cu'conference ADB on mene une
tangente DC; apres quoi l'on fait tourner la ligne AFDC
autour de ABC. Comment doit-on prendre la tangente
pour que la surface conique engendrée par cetle drmte
ait un rapport donné m avec la surface de la zone
engendrée par AFD?. .

PROBL. III. — Quelle est I'étendue A de ]a partle de la
surface du globe, visible pour un aéronaute place a une
hauteur A au-dessus du sol?. .

PROBL. IV. — Par les extrémités de deux rayons OB, OC
on mene les tangentes BA, CA, lesquelles se coupent en
A. On propose dexprlmer en fonction du rayon R et
de la projection BE de I'arc CFB, les volumes des corps
engendrés par le triangle BOC, par le segment BCF,
par le triangle BACF, lorsque ces trois ﬁgures tournent
autour du  Tayon OB . .

ProBL. V. — Calculer le volume d’une lentllle biconvexe
ACBC’, connaissant son épaisseur CC/, et les rayons R,
R/ des spheres O, O’ qui en forment lés deux faces .

PROBL. VI. -- Un cOne est circonscrit & deux sphéres de
rayons R et R/, tangentes extérieurement. Quel est le
volume de lespace compris entre les trois surfaces ?

PROBL. VI — Le litre, qui sert & mesurer les liquides, est
un cylindre dans lequel la hauteur est double du dia-
métre de la base, et dont la capamte est de 1 décimetre
cube. Calculer, a moins de 0,1 de mllllmetre, les di-
mensions de ce corps. ..

PROBL. VIII. — Les angles d'un trlangle spherlque sont
respectlvement
=48°18, B=63°12, (=732,
le rayon cle la sphére est R = (0m,19. Calculer, a
moins de 1 millimetre carré, la surface du triangle .

Pages

377

377

378

379

382

383

384

386

387



TABLE DES MATIERES.

PROBL. IX. — Girconscrire, a une sphére donnée, un cdne
droit dont la surface totale soit équivalente a celle d'un
cercle donné. . . . . . . . . L . . . .

PROBL. X. — Couper une sphére par un plan, de maniére
que le segment sphérique CAD ait, avec le secteur sphé-
rique correspondant CADO, un rapport donné m.

PROBL. XI. — A une sphére donnée, ihscrire un cylindre
ayant un rapport donné m avec la somme des deux
segments sphériques adjacents. e e e

PROBL. XII. — A une sphére donnée,inscrire un céne ABC
équivalent au segment sphérique adjacent ABD .

PROBL. XIII. — Couper un triangle ABC par une paral-
lele DE 4 la base AB, de maniére que les corps engen-
drés par les segments CDE, ABDE tourndnt autour de
cette base, supposée fixe, soient équivalents . . . .

PROBL. XIV. — Couper un triangle ABC par une droite
AD, passant par le sommet A, de maniére que les corps
engendrés par les segments ABD, ACD, tournant autour
d’'un axe donné XY, situé dans leur plan, soient équi-
valents

PROBL. XV. — D’un point pris sur la surface d’une sphere
de rayon R, comme centre, décrire une surface sphé-
rique telle, que la partie comprise entre les surfaces des
deux spheres ait un volume donné . . . .

PROBL. XVI. — Trouver le rayon d’une sphére équivalente
a la limite de la somme d’unc infinité de sphercs dont
les rayons décroitraient en progression par quotient.

PROBL. XVII. — A un cone droit ABD on inscrit une pre-
miere sphére O; puis, dans l'espace compris entre
celle-ci et la surface latérale du cone, on inscrit une
deuxieéme sphere O; et ainsi de suite indéfiniment.
Quelle est la limite des volumes de toutes ces spheres? .

PROBL. XVIII. — On suppose qu’aprés avoir formé une
pile triangulaire de boulets, on mene trois plans, tan-
gents aux trois faces dc cette pile et formant, avec le
plan horizontal d’appui, un tétra¢dre régulier T. Quel
est le rapport m entre la partie pleine et la partie vide
de ce tétragdre? . . . . . . . . . . . . .

PROBL. XIX. — Les milieux des arétes d’un polyedre ré-
gulier sont situés sur la surface d’une sphere S, a la-
quelle ces arétes sont tangentes, et dont le centre est
celui du polyédre. De plus, la sphére est coupée, par
les faces du polyedre, suivant des circonférences ins-
crites & ces faces. Cela étant admis, on demande d’éva-
luer, en fonction du ¢oté ¢ du polyedre, la somme des
calottes sphériques ayant pour hases ces circonférences.

XLV

Pages.

388

390

39t
392

393

394

395

396

397

398

400



APPENDICE.

DES POLYEDRES SEMI-REGULIERS.

THEOR. 1. — 1o Tout polyédre semi-régulier, du premier
genre, a les arétes égales entre elles ;

20 Tout polyédre semi-régulier, du second genre, a
les angles diedres égaux ;

30 Dans tout polyedre semi-régulier, du premier
genre, les sommets sont triédres, tétraedres, ou pen-
taedres ;

40 Dans tout polyédre semi-régulier, du second genre,
les faces sont trlangulalres quadrangulalres ou penta—
gonales .

THEOR. II. — Tout polyedre seml-leguher du premler
genre, est inscriptible.

THEOR. L. — Tout polyedre semi- reﬂuher du second
genre, est circonscriptible

THEOR. IV. — Tout polyédre sem1—refruher, du premler
genre, est conjugué d’un pol)edre semi- reguher du
second genre, et vice versa.

THEOR. V.— Les polyédres seml-reguhers sont au nombre
de trente. Il n’en peut exister davantage .

Enumération des polyedres du premier genre
Enumération des polyedres du second genre .

>

FIN DE LA TABLE DES MATIERES.

1188. — Abbeville — Imp. DBriez, C. Paillart et Reteux.

Pages

403

404
404



THEOREMES ET PROBLEMES

GEOMETRIE ELEMENTAIRE

LIVRE I

—

Théoréme I.

Les hauteurs d'un triangle se coupent en un méme point.

Soit ABC un triangle quelconque, ayant pour hauteurs
AM, BN, CP. Menons, par les sommets, des paralléles aux
cotés opposés : nous formons ainsi un triangle A’B'C’
dont les cotés sont doubles de ceux du triangle ABC.

En effet, les parallélogrammes AC’BG, ABCR’ donnent

AC’=BC=AP;
puis \
B'C’ =2BC;
elc.

Les droites AM, BN, CP peuvent donc étre regardées
comme perpendiculaires aux milieux des c6tés du triangle
A’B’C’; conséquemment elles se coupent en un méme
point, cenlire du cercle circonscrit & ce triangle.

* Cette notation indique un renvoi aux Eléments de Géométrie,
deuxiéme édition (Liége 1866).

’

Fi1c. 1.

G-’ 107.
G., 159.



f16. 3.

G., 133.

G., 125.
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Théoréme II.

Les médianes d’un triangle se coupent en un méme point situé au
tiers de chacune, & partir du cdté correspondant.

Aprés avoir mené les médiames BB/, (C/, qui se
coupent en un point O, prenons les milieux D, E des
droites OB, OC, et menons DE, B/C’. D’aprés un théoréme
connu, chacune de ces droites est parallele au c6té BC
et égale & la moitié de BC ; donc B’G’DE est un parallé-
logramme ; et, par suite, ‘ ’

1 1
' — 0D = — ’
0B —--OD—2 0B = 3BB.

De méme,
' 1
r—
00 = 3 Gc’.

Deux quelconques des médianes se coupant en un point
situé au tiers de chacune, & partir du c6té correspon-
dant, les trois médianes se coupent en un méme point.

Remargue. Pour des raisons que nous indiquerons plus

loin, le point de rencontre des médianes est appelé cenire
des moyennes distances ou centre de gravité du triangle.

Théoréme XIX.

Dans tout triangle, la somme des médianes est comprise entre le
périmetre du triangle et les trois quarts de ce périmétre.

l° Prenons, sur la médiane GC’ prolongée, ('D =C'C, et
menons AD, BD. Le¢ quadrilatére ACBD, dans lequel les
diagonales se coupent en leur milieu commun ¢/, est un
parallélogramme; donc AD = BC. Actuellement, dans le
triangle CAD, on a
CD < AG+ AD,
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ou

200/ < AC -+ BC.
De méme,
9BB’ < AB - BC,
2AA < AB+AC;
donc )
AA’ + BB’ + €O’ < AB+ BC + AC.
9 Le triangle AGB donne
' AB < AG + BG;
éu (Th. 11,
AB <% (AN’ + BBY).
De méme, _
BC < % (BB -+ CC),
CA < % (CC/ 4 AN);
done
AB+ BC—|—CA<—§~(AA’ + BB 4 CC) ;
ou

AA’ 4 BB - CC/ >% (AB < BC -+ CA).

Théoréme IV.

. .
Dans tout triangle, a un plus grand c6té correspond une plus
petite médiane.

Soit, dans le triangle ABC,
AC > AB;
je dis que 'on aura
BB’ < CC'.

Fic. 3.
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En effet, la premiére inégalité donne, par un théoréme
connu,

angle AA’C > angle AA'B;
et, conséquemment,

0C > OB.
Mais (Th. II)

y

0=

c, OB =%BB’ :

donc
CC’ > BB'.
COROLLAIRE. A des médianes égales sont opposés des
cotés égauz.

Théoréme V.

Dans tout triangle ABC, une bissectrice intérieure quelconque
CD ne surpasse pas la médiane correspondante.

Si les angles A, B étaient égaux, la bissectrice CD
coinciderait avec 1a médiane et avec la hauteur CP : sup-
posons donc A«> B, et démontrons que la bissectrice CD
est comprise entre les deux autres droites. A cet effet,
nous établirons d’abord deux lemmes préliminaires.

10 La bissectrice de Uangle C est située dans I'angle BGP
formé par le c6té BC et la hauteur CP.

Lorsque I'angle A est obtus ou droit, cette proposition
est ¢vidente; et, s’il est aigu, elle équivaut a I'inégalité

1 d
Or, a cause de

A+B4C=2", A>B,
ona

A-C> 9
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ou
At 50> 1%
c'est-a-dire

1 a
?C>1 —A.

90 Le segment BD, adjacent aw plus petit des deux
angles A, B, surpasse U'auire segment AD.

Prenons, sur le coté CB, GA’ = CA, et menons la droite
DA’ : elle est égale & DA. Dans le triangle BA’D, I'angle
A’, supplément de A, est plus grand que B; donc BD>DA’,
ou '

BD > AD.

Soit maintenant CC’ la médiane partant du sommet C.
A cause de AD < BD, la projection PC’ de la médiane
surpasse la projection PD de la bissectrice ; donc

GD < GC/.

Théoréme VI.

Dans tout triangle, la somme des bissectrices est comprise entre
le périmetre et le demi-périmétre.

D’aprés le Théoréme V, la somme des bissectrices ne
surpasse pas la somme des meédianes; donc (Th. III), Ja
premiére somme est moindre que le périmétre.

En second lieu, si I'on considere le triangle ABC, on a

A0+ 0C" > A,
BO + OC’ > B/,
BO 4 0A’ > BN/,
CO+4 04’ > CA/,
€O -+ OB’ > CB/,
AQ -+ OB’ > AB';

Fic. 8.
G., 66.

F16. 24.
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d’ou

2 (AN 4+ BB+ CC) > AB-+BC 4-CA;
elc.

Théoréme VIiI.

Dans tout triangle, & un plus grand coté est opposée une plus
petite bissectrice. '

Soit le triangle ABC, dans lequel le coté BC-est plus
grand que AC; je dis que la bissectrice BE de ’angle B
surpasse la bissectrice AD de 1’angle A.

0 étant le point de rencontre des bissectrices, il faut
démontrer la relation

BO 4+ OE > AO + OD. (1)
A cause de BO > AO, cette inégalité serait évidente si
Pon avait OE > OD : supposons donc que le contraire ait

lieu.
Sur les cotés d'un angle 20’y égal 4 BOD, prenons

0’A’ = 0A, OB’ = 0B, 0'D’ = 0D, O’E’ = OE;
et menons les droites A’E’, B'D’.
Les angles A’E'y, B'D’y, respectivemert égaux a BEC,
ADC, ont pour valeurs :

A’E’y=A—|——;—B, B’D’y=B+—¢;—A;

donc
A'E'y > B'Dy. (2)
D’un autre coté, a cause de
2'> A 4B,
on a

f—B—%A>%A;
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et, a plus forte raison,
a 1 1
2 —B— -2—A > —Q-B.
Conséquemment,
OB’ > D (3)
Menons A’F paralléle & B'D’ : l'inégalité (2) prouve
que le point F est situé entre les points 0’ et E’; mais,
a cause de l'inégalité (3), on a aussi, comme il est aisé
de le reconnaitre,
A'B' > FD';
done, a plus forte raison,
A'B > DE,
ou
0B—O0A>0D —O0F;
ce qui équivaut & I'inégalité (1).
CoROLLAIRE. A des bissectrices égales sont opposeés des
cotés égaum.

Théoréme WIIK.

Parmi tous les triangles formés avec un angle donné A, compris
entre deux cdtés dont la somme est constante, le triangle
isoscele ABC a le plus petit périmetre.

Si ’on prend arbitrairement GG/ = BB’, et que 'on méne
B/C’, on aura :
AB' 4+ AG/ = AB - AC.
Par conséquent, il suffit de vérifier I'inégalité
B’C’ > BC.

Soit la droite C'D égale et paralléle & B/B : la figure
B'C’DB est un parallélogramme ; donc BD = B’C’. Mais,
a cause des paralleles AB, C’D, les angles BAC, AC’D sont
supplémentaires. Par suite, & cause des triangles isoscéles

Fre. 2
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BAC, DC/C, les angles ACB, DCC’ sont complémentaires.
Donc CD est perpendiculaire & BC ; donc BD > BC, ou

B’'C/ > BC.

Théoréme IX.

Dans tout quadrilatere, les milieux des cOtés sont les sommets
d’un parallélogramme.

Menons les diagonales AC, BD. Dans le triangle ABD,
la droite MN est paralléle & BD et égale 4 la moitié de BD.
De 13 il résulte que les droites MN, PQ sont égales et
paralléles. De méme, MP, NQ sont égales et paralléles ;
donc MNPQ est un parallélogramme.

Théoréme X.

Dans tout quadrilatére, le point de rencontre des droites qui
joignent les milieux des cotés opposés est situé au milieu de la
droite qui joint les milieux des diagonales.

Soient, dans le quadrilatere ABCD, PR et QS les droites
qui joignent les milieux des cotés opposés, et MN la droite
qui joint les milieux des diagonales. Menons PQ, QR, RS,
SP, PM, MR, RN et NR. La figure PQRS est un parallé-
logramme (Th. IX); donc PR, QS se coupent en deux
parties égales au point O. PMRN est aussi un parallélo-

- gramme; car PM, NR sont paralleles a AB, et PN, MR sont

paralleles 4 DG ; ainsi PR, MN se coupent en deux par-

“ties égales au méme point O. Le point O, milieu de la

droite qui joint les milieux des diagonales, se confond
donc avec le point de rencentre des droites qui joignent
les milieux des c6tés opposés du quadrilatére.
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Théoréme XI.

Deux polygones convexes, d’un nombre impair de ctés, sont
égaux lorsque leurs cotés ont mémes points milieux.

L’énoncé revient & celui-ci : Un polygone conveze, d'un
nombre impair de cotés, est déterminé par les milieux de
ses cotés.

{° Cetle derniére proposition est vraie dans’le casou
le nombre des c6tés se réduit & trois; car L, M, V étant
les points milieux donnés, le triangle ABC a ses cOtés res-
pectivement paralléles aux droites MV, VL, LM.

20 Soit, pour fixer les idées, un heptagone convexe
AB... FG, dont lescotés aient, pour milieux respectifs, les
points L, M,... R, S. En copsidérant trois cotés consécutifs
quelconques GF, FE, ED, puis les cotés adjacents & GF et
ED, nous décomposerons I'’heptagone en deux quadrila-
teres GFED, AGDC, et en un triangle ABC. Le milieu U
de GD est déterminé par les points P, Q, R, attendu que
UPQR est un parallélogramme (Th. IX). De méme, le
milieu V de AC est déterminé par les points N, U, S. Le
triangle ABG est donc déterminé (1°); etc.

PProbléme X.

Par un point O, situé dans I'angle donné A, mener une droite
BC qui soit divisée en deux parties égales par ce point.

Soit D le milieu du segment inconnu AB : la droite OD
sera paralléle a AC.

Conséquemment, pour résoudre le probléme, on méne
0D parallele an coté AGC de l'angle donné; on prend
DB = AD, et I’on joint le point B au point donné O.

F1a. 20.

F1c. 21.
G., 133.



Fi6.18.

G., 91.

F1G. 10.

10 THEOREMES ET PROBLEMES

Probléme IX.

Trouver, sur I'un des cotés d’'un angle ABC, un point O égale-
ment distant du second c¢été et d’un point D, situé sur le
premier cOté. ’

Supposons le probléme résolu : abaissons OE, DF per-
pendiculaires sur AB, et tirons DE. Dans le triangle isos-
céle OED, les angles OED, ODE sont égaux. Mais, & cause
des paralleles OE, DF, les angles OED, EDF sont égaux,
comme alternes internes; donc OED — EDF; donc DE est
la bissectrice de 1’angle BDF.

Ainsi, pour résoudre le probléme, il faut mener DF per-
pendiculaire sur AB, tracer la bissectrice DE de l'angle
BDF, et mener EO paralléle & DF.

Probléme III.

Construire un triangle, connaissant deux cdtés et une médiane.

Soit ABC le triangle cherché, et soit CC’ la médiane
donnée. Parmi les deux cotés connus, il y en a nécessai-
rement un, au moins, qui aboutit au sommet C : supposons
que ce soit le coté AC. Si le second coté donné est AB, le

probléme se réduit A la construction du triangle AGC/, dans

lequel on connait les trois cotés, attendu que AC’ = —;—AB.

Si le second coté donné est CB, prenons, sur le prolon-
gement de CC/, C’'D =(’G, et menons DB. Nous connai-
trons, dans le triangle CBD, le c6té CB, puis BD = AG, et
enfin CD = 2CC’. La question est donc résolue.
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Probléme IV.
Construire un triangle, connaissant un c6té et deux médianes.
Soit O le point d'intersection des médianes données
AA’, BB'. On a (Th. 1)
1 !
P — _—_AA/ /" RR’
OA—SAA, OB_3 BB’.

Par suite, 1a construction du triangle ABC se réduil,
quel que soit le coté donné, & la construction d’un des
triangles AOB, AOB’, BOA’, dans lequel les trois cotés
sont connus.

Probléme V..

Construire un triangle, connaissant les trois médianes.

Soit O le point d’intersection des médianes. A cause de

2 2

J— / —_
BO—3BB, A0—3.

on connait, dans le triangle AOB, les deux cotés BO, AO
et 1a médiane OC’. La question est donc ramenée au Pro-
bleéme III.

1
’ r—
AN, O0 = 3 G,

Probléme VI.

Construire un triangle ABC, connaissant le périmetre et deux
angles.

Prolongeons, de part et d’autre,le c6té BC. Prenons
BD = BA, CE = CA, et menons AD, AE. Dans le triangle
isoscele ABD, 'angle D, égal & BAD, est la moitié de I'angle

donné B. De méme, E=—12—C. D'ailleurs, DE égale le pé-

rimétre donné.

On peut donc construire le triangle DAE et délerminer
ensuite les points B, C, au moyen des perpendiculaires
FB, GC.

Frg. 24.

Fia. 2

FiaG.

Y
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Probléme V1I.

Construire un parallélogramme, connaissant les diagonales et un
coté.
Soit ABCD le parallélogramme demandé, dans lequel

l¢s diagonales AG, BD etle coté AB sont donnés.
Dans le triangle ; AOB on connait

1 1
AO—?AC, BO_—2—BD

et AB, qui est donné. Ce triangle élant construit, le pro-
bléme peut étre regardé comme résolu.

Probléme VIIL.

Construire un quadrilatére, connaissant les quatre cotés et I'une
des deux droites qui joignent les milieux des cotés opposés.

Soit ABCD le quadrilatére cherché, dans lequel, indé-
pendamment des cotés, on connait la droite EG, qui passe
par les milieux des cotés AB, CD. Soient H, F les milieux
des diagonales du quadrilatére. Si nous menons HE, GF,
ces deux droites seront égales et paralléles, car chacune
d’elles est parallele & AD, et égale & la moitié de cette
droite. De méme, les droites GH, EF sont paralléles, et
chacuone d’elles est égale 4 la moiti¢ de BC. La figure
EFGH est donc un parallélogramme, dans lequel on con-
nait les cOtés et 'une des diagonales. On peut con-
struire ce parallélogramme, et déterminer la seconde
diagonale FH.

Actuellement, soient M, N les milieux des c6tés AD, BC
du quadrilatere. La figure MHNF est aussi un parallélo-
gramme, dont la diagonale FH et les cotés sont connus.
Les deux parallélogrammes étant construits, le quadrila-
tere ABCD sera délterminé (Th. XI).
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Probléme IX:

Sur les prolongements des cotés AB, AC d’un triangle ABC, on
prend les distances BD, CE, de maniére que leur somme soit
égale au troisieme c6té du triangle, et 'on méne DE. Dans quel
cas cette droite est-elle un minimum ?

D’aprés la construction,
‘ AD + AE = AB + AC + BC.
Dans tous les triangles tels que DAE, la somme des cotés
AD, AE étant constante, le minimum du troisiéme c6té DE

répond au cas ou le triangle est isoscéle (Th. VIII) Il faut
donc, pour résoudre le probléme, prendre

w=M=%m+M+ML

Remarques. 1. Les sommets D, E du triangle DAE sont
les points de contact des droites AD, AE avec le cercle O,
ex-inscrit au triangle donné ABC.

II. Si Von représente par a, b, ¢, 2p les cOtés et le
périmétre du triangle ABG, on trouve

DE = 2p l/(_P“_b)bc(f’__c)

Probléme X.

Trouver, sur une dreite donnée AB, un point M tel, que la somme
de ses distances & deux points donnés G, D, situés d’'un méme
cbté de AB, soit un minimum.

Abaissons CEC/ perpendiculaire sur AB, et prenons
EC’ = EC : le point (/ sera symétrique du point G, par
rapport & AB; donc

CM’=CM, DM - MD=C'M -4 MD.

Or cette derniere somme est la plus petite possible,

lorsque les trois points D, M, C’ sont en ligne droite.

Il suffit donc, pour résoudre le probléme proposé, de

Fie. 4.

G., 161.

Fic. 11.
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joindre le point donné D au point €/, symétrique de I'autre
point donné C, par une droite DMC’ : le point M, ou cette
ligne rencontre la droite donnée AB, satisfait & la question.

Remargues. 1. AB et DMC/ étant des droites, les angles
DMB, AMC’ sont égaux, comme opposés au sommet ; d’ail-
leurs AMC’ = AMG, attendu que AB est perpendiculaire
au milieu de GC’; donc les angles DMB, AMG sont égauz
entre euw.

IL. Cette propriété peut étre énoncée autrement: suppo-
sons, conformément au principe de la moindre action,.que
CMD soit le chemin suivi par un corps élastigue qui, parti
du point C, soit arrivé en D, aprés gétre réflécht sur la
droite AB. Menons MN perpendiculaire ou normale a AB:
les angles NMC, NMB sont appelés, respectivement, angle
d’incidence et angle de réflexion. IVailleurs ces angles, '
compléments d’angles égaux, sont égaux. Ainsi, la re-
flexion des corps élastiques, de la lumiére, par exemple,
se fait de maniere que l'angle d'incidence est égald Uangle
de réflexion. Celte conclusion est confirmée par l'expé-
rience.

IL Si la droite AB représente la surface d’un miroir
plan, le point ¢/ prend le nom d*¢mage du point G ; c’est
le lieu que parait occuper ce point, pour un ceil placé en D ()

Probléme X1¥.

A un angle donné, Ay, inscrire un triangle MNP, de périmétre
minimum, et dont 'un des sommets soit un point donné P
situé entre les cotés de I'angle.

Soient P/, P” les images de P, relativement aux deux
cOtés de I'angle. Si la droite P’P” coupe Az en M et Ay en
N, PMN sera le triangle demandé.

(*) Cette explication, pour étre complétée, exigerait des notions
empruntées a la Géométrie de I'espace et a I'Optique.
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‘En effet, PN etant un autre triangle quelconque, in-
scrit a I'angle donné, et dont 'un des sommels soit P,
menons P’M’ et PN/, Nous aurons

P/P// < PIMI _I_ M/NI + N/P//’

ou
P'M 4 MN 4 NP” < P'M’ 4~M/N’ 4~ N'P”.
Mais
P'M = PM, NP’ = NP, P'M’ = W'P, N'P = N'P;
donc, etc.

Remargue. La solution devient illusoire, lorsque la
droite P/P”, au lieu de couper Az et Ay, renconlre les
prolongements de ces droites. S'il en est ainsi, la somme
des angles PAP’, PAP” surpasse évidemment 2 angles
droits. Mais

PAP’ — 2PAz, PAP” — 2PAy ;

donc le probléme est impossible lorsque U'angle donné est
droit ou obtus. Dans ce cas, le triangle PMN est remplacé
par le systéme de la droite PA et de la droite égale et
contraire AP.

On a en effet, en considérant le triangle quelconque
PM'N,

P/A 4 AP < P'W 4+ M'N 4+ NP7,
ou
2AP <PV + M'N 4 NP.

Probléme XII.

A un triangle ABC, inscrire un triangle MNP de périmétre
minimum.

Supposons d’abord que le triangle soit agutangle. Sile
point P est pris arbitrairement sur le c6lé AB, le triangle
PMN sera déterminé par la construction employée dans

Fic. 42.

Fic. 9.
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le probleme précédent. Remarquons maintenant que les
points Q, ,R’ images du point P, sontsitués sur les droites
BA’, AB/, symétriques de AB, par rapport & BC, AC. D’ail-
leurs

AR +4 BQ = AP -}- BP = AB.
Ainsi, dans tous les triangles tels que C’QR, la somme
des deux cotés C'Q, C'R est constante. Par conséquent,

pour résoudre le probléme proposé, on doit (Prob. IX)
prendre

CQ=CR =—;- (AB + BC’ -+ ACY),

mener la droite RNMQ, et prendre enfin AP = AR.

Si le triangle ABC est rectangle ou obtusangle, il ré-
sulte, de la remarque faite & la fin du Probléme XI, que
le triangle MNP est remplacé par le systeme de la hauteur
correspondant av plus grand angle, et d'une droite égale
et contraire a cette hauteur.

COROLLATRE. St un triangle est inscrit ¢ un triangle
rectangle ou obtusangle, le périmétre du premier surpasse
le double de la plus petite hauteur du second.

Probléme XEEE.

Quelle route doit suivre une bille M pour rencontrer une autre
bille N, aprés avoir touché les quatre bandes du billard ?

Soit MPQRSN la route inconnue que doit suivre 1a bille
M sur le billard rectangulaire ABCD. Construisons le point
M’ symélrique de M par rapport a AB, et le point M” symé-
trique de M’ par rapport a BC. Soient N/, N les points
que I'on déduit de N par une construction analogue.

D'a preg le Probléme X, les lignes M’PQ, M”QR, N'SR,

N”RQ sont droites; donc M’QRN” est! une ligne droite :
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elle détermine les points R, Q, puis les points P, S.
Remargues. 1. Le plus court chemin MPQRSN est égal,
en longueur, a la droite M"N”.
1I. Les angles aigus P, R, compléments d’angles égaux,
sont égaux ; donc les droites PQ, RS sont paralléles. De
méme MP, NS sont paralleles & RQ.

Probléme XIV,.

Quelle route doit suivre une bille pour revenir au point de départ,
apres avoir touché les quatre bandes du billard ?

Pour résoudre cetie question, il suffit de supposer, dans
le Probléme XIII, que les points M, N se confondent; alors,
d’aprés la derniére remarque, la figure MQRSM devient
un parallélogramme.

De plus, les cdtés de ce parallélogramme sont paralléles
aux diagonalies AG, BD du rectangle.

En effet, si nous prolongeons DA jusqu’a sa rencontre

en T avec PM/, nous aurons AT = AS = CQ; donc le qua-

drilatere ATQC, dans lequel deux cotés sont égaux et pa-
ralleles, est un parallélogramme; donc PQ est paralléle
& AC.

Remarque. A cause de TP = PS, on a

PQ +PS=Qr=AGC:

le plus court chemin MPQRS est égal & la somme des
diagonales AC, BD. Cette longueur est donc indépendante
de Ia position du point M.

Probléme XIV.

A un quadrilatére convexe ABCD, inscrire un quadrilatére
MNPQ dont le périmetre soit minimum.

Si T'on fixe les sommets Q, N, on devra, pour satisfaire
a la condilion proposée, rendre les angles AMQ, BMN

2

Fic. 13.

F16. 15.
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égaux entre eux (Prob. X). Pour la méme raison, les angles
BNM, CNP doivent étre égaux entre eux; et ainsi de suite.
Conséquemment, la ligne MNPQ est celle que décrirait une
bille qui repasserait indéfiniment par sa position initiale,
apres avoir touché toutes les bandes dw billard quadran
gulaire ABCD.

Cela posé, en prenant pour unité I’angle droit, nous
auarons, dans les triangles AMQ, BNM, GPN, DQP :

A+M4LQ=2, )
B4+N4+M=2, ®)
C+P+N=2, (3)
D+Q+P=2. (4)

On conclut, de ces égalités :

M4+N+P+Q=4—(A+0),
M+N+P4+Q=4— (B 4+ D).

Par conséquent, le probleme est indélerminé si, dans
le quadrilatere donné, les angles opposés sont supplémen-
taires (*); il est tmpossible dans le cas contraire (**).

Remarques. 1. Dans le cas ou le probléme est possible,
on peut prendre arbitrairement le sommet M, etla con-
struction indiquée sur la figure 185 donne le polygone
cherché MNPQ.

II. La méme construction montre clairement a quoi tient
I'indétermination du probléme. En effet, soient O le point
ou les deux droites symétriques BM/, B’M”’ rencontrentle
prolongement du cOté CD, et O’ le point de concours des

(*) Cest-3-dire si le quadrilatére est inscripiible.

**) En général, sil'on veut inscrire, ¢ un polygone donné, un po-
lygone de périmélre mimumum, le probléme est impossible ou tndé-
terminé, quand le polygone donné a un nombre pasr de cotés.
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droites AM”, CD. Dans les triangles BCO, ADO/,

angle 0 = angle DCB — angle CBW,
angle O/ =angle ADC — angle M"AD ;

ou
0=C—B, 0'=D—A.
Mais . .
A+C=B4D;
donc
0=0;

Jdonc les droites M”/B’, AM” souit paralléles. On conclut ai-
sément de 13 que, si le sommet M parcourt AB, la droite
M”M”" se déplace, en conservant méme grandeur et méme
direction, elc.

1. Lorsque le quadrilatére ABCD ne satisfait pas a la

condition
A4+C=B-D,

le quadrilatére MNPQ est remplace, soit par un triangle,
soit par deux droites confondues en une seule. Par
exemple, dans le cas trés simple oo ABCD est un trapéze
ayant deux angles droits, on reconnait sans peine que
MNPQ se réduit & deuz fois la plus petite des deux diago-
nales du trapéze.

Probléme XVI.

Trouver, sur une droite donnée AB, un point M tel, que la dif-
férence de ses distances & deux points donnés C, D, situés de
part et d’autre de AB, soit un maximum,

Prenant, comme dans le Probléeme X, le point ¢
symétrique du point G, puis menant C/DM et MC, on a
CM — MD = (/M — MD.
Or, cette derniére différence est la plus grande possible
lorsque les points C/, D, M sont en ligne droite.

En effet, si nous prenons sur AB un point quelconque

FG. 14.
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M’, nous aurons, dans le triangle G/WD :
oM — M’D < ¢'D.

Remarque. Lorsque les points C, D sont également dis-
tants de AB, le point M n’existe plus; et, lorsque le point M/
s'éloigne indéfiniment du milieu de EF, la différence
CMW —M’D, d’abord nulle, croit sans cesse, en restant
toujours moindre que EF ou C/D.

Probléme XVII.

Trouver, sur le c6té AB d’un triangle, un point tel, que la somme
de ses distances aux deux autres c6tés soit un minimum,

Prenons, sur AB, deux points quelconques M, M’;
puis abaissons MP, M’P/ perpendiculaires sur AC, et
MQ, M’Q/ perpendiculaires sur BC. Afin de savoir la-
quelle est la plus grande des deux sommes MP - MQ,
M’P’ ++ M'Q’, posons

MP - MQ z WP - W
Menons MR paralléle 4 AG, M’S paralléle & BG : l'inégalité
devient
MP - MS 4 S0Q z MR <4 RP/ 4 Q' ;
d’ou, 4 cause de MP=RP/,SQ =M'Q’ :

<
MS>MR.

Or, les triangles rectangles MRM’, MSW ont I'hypoténuse
commune. Si donc, comme cela a ljeu dans la figure,
P’angle A estsupposé plus grand que Vangle B, nous aurons
MM'S << M'MS. On conclul aisément de 14 MS < M'R.

Par suite,

MP 4~ MQ < WP’ - P/Y.
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Ainsi, la somme des distances du point M aux deux cotés
AC, BC diminue & mesure que ce point se rapproche du
sommet A ; elle est donc la plus petite possible quand le
point M se confond avec ce sommet; et e minimum cher-
ché est égal 4 la hauteur AD.

Remargue. Si les angles A,'B sont égaux, il n’y a plus

de minimum, car
MP 4+ MQ=AD,
quelle que soit la position du point M.

Probléme XVIII.

Trouver, dansle plan d’un triangle, un point tel, que la somme de
ses distances aux cotés du triangle soit un minimum.

Par un point quelconque M, intérieur ou extérieur au
triangle, menons DE paralléle au coté AB; soit F le point
ou cette droite rencontre le coté AG, adjacent au plus
grand des deux angles A, B. D’apres le probléme précé-
dent, nous aurons

FH < MQ - MR,
ou
FH+FG < MP --MQ -~ MR.

1l ne s’agit donc plus que de comparer le point F avec les
autres points du coté AGC. Or, d’aprés le méme probleme,
ona

CI < FH 4 FG.

Ainsi, le point cherché est le sommet du plus grand des
trois angles dw triangle. En méme temps, le minimum de
MP + MQ + MR est la plus petite hauteur du triangle.

Fic. 32
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Probléme XIEX.

Trouver le lieu des points tels, que la somme des distances de
chacun, a deux droites données, soit égale & une longueur
donnée. ‘

Il y a plusieurs cas & distinguer :

fo Les droites AB, CD sont paralléles, et leur dis-
tance est moindre que la longueur donnée.

Le lieu géométrique se compose évidemment du systéme
de deux droites MN, PQ, paralléles aux droites données.
Pour trouver ces paralléles, on méne une perpendiculaire
commune et 'on prend

M:M:%@—m,
L étant la longueur donnée.

2° Les droites données sont paralléles, et leur distance
est égale a la longueur donnée L.

Dans ce cas, tout point de la bande comprise entre les
paralleles AB, CD satisfait & la question.

3° Les droites données sont encore paralleles, et leur
distance est plus grande que L.
Le probléme est évidemment impossible.

40 Les deux droiles sont concourantes.

Menons EF paralléle 4 la droite donnée AB, de maniére
que la distance entre ces droites soit égale & L. Prenons,
a partir du point de concours 0, 0G = OE.

D’aprés la remarque faite ci-dessus (Pr. XVII), tous les
points de la base AE du triangle isoscele AOE satisfont
a la question. Mais cetle base ne constitue pas tout
le lieu géométrique cherché : en effet, si nous pre-
nons OH = Ol =OE, tous les points situés sur le péri-
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metre du rectangle EGHI sont tels, que la somme des
distances de chacun aux droites données, égale L.

Remarque. Si, dans le cas des droites concourantes, on
demandait que la différence des distances du point cherché
anx deux droites fit égale 4 L, on trouverait, pour le lieu
géométrique, les prolongements des cotés du rectangle.
('est ce qu’il est aisé de reconnaitre.

Le cas des droites paralléles donnerait lieu & une dis-
cussion semblable a celle qui précede.
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LIVRE II.

Théoréme 1.

Les hauteurs d'un triangle sont les bissectrices des angles du
triangle ayant pour sommets les pieds de ces droites.

Soient AM, BN, CP les hauteurs du triangle quelconque
ABC, lesquelles se coupent en un point 0. A cause des
angles droits en M, N, P, les circonférences décrites sur
les droites OA, OB, OC, prises comme diamétres, passent
par les points M, N, P.

Cela posé, les angles OMP, OBP sont égaux, parce
qu’ils ont pour mesure la moitié¢ de 'arc OP ; de méme,
les angles OMN, OCN sont égaux, comme ayant pour me-
sure la moitié de I’arc ON. Mais les angles OBP, OCN,
compléments de I'angle A,sont égaux ; donc OMP = OMN;
donc la hauteur AM divise ’angle PMN en deux parlies.
¢gales. On prouverait, de la méme maniére, que les hau-
teurs BN, CP sont les bissectrices des angles MNP, NPM.

Remarques. 1. A cause de
OMP = OMN=1"— A,
PMN =2 — 2A.

Ainsi, les angles du triangle MNP sont les supplémenits
respectifs des doubles des angles du triangle ABC.

ona

[I. Le point O ,ou se coupent les hauteurs du
triangle ABC, est le centre du cercle inscrit au triangle

formé par les pieds de ces droites.
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111. Les sommets A, B, C du premier triangle sont les
centres des cercles ex-inscrits au second.

IV. Letriangle MNP est, parmi tous les triangles inscrils
a ABG, celui dont le périmétre est minimum. (I, Prob. XII)
On a ainsi une nouvelle solution de ce probléme.

Théoréme II.

Les circonférences qui passent par deux des sommets d’un
triangle ABC et par le point de concours H des hauteurs sont
égales a la circonférence circonscrite au triangle.

Les angles BAG, BHC son! supplémentaires, comme
ayant les colés respectivement perpendiculaires; donc
T'arc BDC est capable d’un angle égal 4 BAC ; donc il est
¢gal a I'arc BAG; elc.

Remarques. 1. Chacune des circonférences BHCD, CHAE,

AHBF est symétrique de la circonférence ABC, relative-
ment & 1'un des c6lés du triangle.
"I Les paralleles aux cOlés AB, AC, menées par Jes
sommets C, B, se coupent sur la circonference BHC, parce
que I'angle de ces deux droites est le supplément de BAC.
De 1a résulte que le triangle DEF, dont les c6tés sont pa-
ralleles & ceux du triangle donné, a scs sammets sur les
circonférences BCD, ACE, ABF.

III. I’angle HGD étant droit, HD est un diamétre de
la circonférence circonscrite au triangle DEF (Liv. I,
Th. I) ; donc cette circonférence DEF, qui a pour centre
le point H, est circonscrile au sysléme des circonférences
BCD, CAE, ABF.

IV. La diagonale AD du parallélogramme ABDG, la
droite 00/ qui joint les centres des circonférences symé-
triques ABC, BDC, et le coté BC, se coupent en leur milien

commun G: donc GO’=G60= —;— AH; c’est-a-dire que, dans

Fig. 367.
G., 188.
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tout triangle, la distance d’un sommet aw point de con-
cours des hauteurs est double de la distance du coté
opposé, au cenire du cercle circonscrit.

V. Sile triangle ABC est rectangle en A, le point H coin-
cide avec A, les circonférences BAG, BCD se confon-
dent, etc.

Théoréme IIX.

Si, sur les cotés d’un triangle quelconque ABC, on construit,
extérieurement, des triangles équilatéraux ABC’, BCA/, CAB’,
et si 'on méne les droites AA’, BB’, CC/ : 1° ces trois lignes
sont égales ; 2° elles se coupent en un méme point O ; 3° les
cotés du triangle donné ABC sont vus, de ce point, sous des
angles égaux.

1° Dans les ftriangles BAB’, CAC’, AB=AC,
AB’ = AC. De plus, les angles BAB’, CAC’ sont égaux,
comme se composant d’une partie commune BAG et de
deux angles égaux, CAB’, BAC’. Donc les deux triangles
BAB/, CAC’ sont égaux entre eux; et

BB = GC’ = AA'.
2° Girconscrivons des circonférences aux triangles ABC/,
BCA’, CAB’. 1l est facile de voir que ces trois lignes se cou-

pent en un méme point 0. Joignons ce point aux points

A, B, G, A/, B/, (. Il résuite, de cette construction, six
d

angles AOB’, B'OC..., égaux chacun a —i— Par suite,
AOB’ 4+ B/OB 4 BOA’ = 2" ;

donc AOA’ est une ligne droite.
d

3° Chacun des angles AOB, BOC, COA est égal A —43- .

C'est ce qu'on exprime en disant que les cdtés AB, BC, CA
sont vus, du point 0, sous des angles égauw.
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Théoréme IV,

Les bissectrices des angles intérieurs d’un qnadrilatéere forment
un quadrilatéere inscriptible.

Soit MNPQ le quadrilatére formé par les bissectrices des
angles du quadrilatére quelconque ABCD. Il suffit, pour
démontrer le théoréme, de prouver que les angles M,
P sont supplémentaires. Or, dans le (riangle ABM, on a

i 1 ) d
Thtgbri=2;
dans le triangle CPD,

1 1 d
-2—C+?D—|—P=2 ;

ainsi

-%M+$+£+W+M+P=f.
Mais

5 (A+BC4D) =2
donc

M4+P=2"

Remarques. 1. Si ABCD est un parallélogramme, le
quadrilatére MNPQ devient un rectangle, dans lequel les
diagonales sont paralléles aux cétés du parallélogramme.

TI. Les bissectrices des angles extérieurs d’'un quadri-
latére jouissent des mémes propriélés.

Théoréme V.

Les bissectrices EP, FN, des angles formés par les cotés opposés
d’un quadrilatére inscriptible ABCD, sont perpendiculaires
entre elles.

EP étant la bissectrice de I'angle AED, on a
AP — BM = DP — CM.

Fia. 38.

G., V4.

Ma. 39.
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De méme,
AN — DQ =BN — CQ.
Ajoutant ces deux égalilés, on obtient
PN — BM — DQ = DP 4 BN — MQ,
ou
PN -+ QM = PQ -}- MN.
Par suite, les angles PON, MON sont égaux, comme
ayant méme mesure; dounc les droites EP, FN sont per-
pendiculaires I'une a l'autre. '

Théoréme VI.

Les circonférences qui ont pour cordes les cétés d’'un quadrila-
tere inscriptible ABCD donnent lieu, par leurs secondes inter-
sections, a un quadrilatére inscriptible A’B’C'D).

Les trois angles en G/ donnent
DB +BCCHDCC=4".
Mais
| B/C'C + B/BC =2,
D'C/C 4 I'DC =2';
donc
D'C’B’ = B/BC < D'DC.
On prouverait de méme que
D’A’B’ = B/BA - D/DA.
Ajoutant ces deux égalités, on obtient
D/C/B’ ++ D'A’B’ = CBA 4 CDA = 2°;
donc le quadrilatére A’B'C/D’ est inscriptible.
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‘Théoréme VII.

Les points de concours 0, 0/, 0”, 0"’ des hauteurs des triangles
déterminés par les sommets d’'un quadrilatere inscriptible
ABCD, sont les sommets d’'un quadrilatére égal au premier.

Soient 07, 0/ les pointsde concours relatifs aux triangles
ABD, ACD. D’aprés le Théoréme II (Rem. 1V), les droites
B0”, C'0 sont égales et paralleles ; donc 0'0” est égale et
paralléle a BC.

On démontrerait, de la méme maniére, que les autres
cotés du quadrilatére 0070’0” sont, respectivement,
¢gaux et paralleles & ceux du quadrilatére donné. Ces
deusx figures sont donc égales.

Remargues. |. Les deux quadrilatéres et les circonfé-
rences qui les contiennent sont, deux a deux, symétrigues
par rapport au point M, centre da parallélogramme BCO'0”.

1I. La déemonstration précédente repose, essentielle-
ment, sur la Remarque I (Th. II). Celte remarque peut
étre énoncée ainsi : Lorsque des triangles ont méme base
et méme angle au sommet, le lieu des points de concours
des hauteurs de chacun d’eux est Uarc syméirique, par
rapport & la base, de Uarc qui contient le sommet va-
riable. On en conclut alors la propriété suivante :

Théoréme VIIS.

Un polygone inscrit, de n cotés, étant décomposé en triangles au
moyen de diagonales, les points de concours des hauteurs de
. . 9 s nn—1) .
ces triangles sont situés, n—2 a n — 2, sur(—z—)- cir-
conférences, symétriques de la circonférence donnée par rap-
port aux cotés ou aux diagonales du polygone (*).

—_ -2
(*) Le nombre total des points de rencontre est ﬁ(ni_il)gn_l .

Fi6. 360.
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x.

Les pieds M, N, P des' perpendiculaires abaissées, d’un point O
d'une circonférence, sur les cités d’un triangle inscrit ABC,
sont situés sur une méme droite (¥,

Menons MN et NP: le théoréme sera démontré si nous
prouvons que les angles BNM, GNP sont égaux.

Sur OB, comme diameéire, décrivons une circonférence :
elle passe par les points M, N, parce que les angles
BMO, BNO sont droits. Décrivons, de méme, une circonfé-
rence sur OG comme diamétre : elle passera par les points
N, P. Cela posé, l'angle MBO, supplément de langle
ACO, est égal a I'angle OCP, lequel est aussi le supplément
de ACO; donc BOM =COP. Mais ces derniers angles
sont respectivement ¢gaux, 'un & BNM, l’autre a CNP;
donc BNM est égal a CNP.

Théoréme X.

D’un point M, appartenant & une circonférence O, 'on méne
trois cordes MA, MB, MC; sur ces droites, prises comme dia-
meétres, on déerit trois circonférences : les points P, Q, R, ou
ces lignes se coupent deux 2 deux, sont situés sur une méme
droite. i

Menons les cordes AR, BR, BP, CP, CQ, AQ, MR, MP,
MQ. Les angles MRA, MRB, inscrils a des demi-cercles,
sont droits ; donc ARB est une ligne droite. Pour ia méme
raison, BCP et CQA sont des lignes droites. De 1a résulte
que ABC est un triangle inscrit a la circonférence O.
Donc, d’aprés le Théoreme de Simson, les points P, Q, R
sont en ligne droite.

(*) Théoréme de Simson.
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Théoréme XI.

Si, par le point de contact O de deux circonférences, on mene
deux cordes communes AB, CD, les droites AD, BC, qui joignent
les extrémités de ces cordes, sont paralléles.

Si nous menons la tangente commune EF, les angles
' 1
0AB, BOF seront égaux, comme ayant pour mesure 5 0B;
de méme, ODC = EOC. Mais les angles BOF, EOC sont
égaux comme opposeés par le sommet ; donc 0AB=0DC;
donc les droites AB, GD sont paralléles, comme faisant
avec AD des angles alternes inlernes égaux.

Théoréme XII.

Si, par le point d’intersection A de deux circonférences O, 0’, on
mene deux cordes communes CD, EF, les droites CE, DF, qui
joignent les extrémités de ces cordes, font entre elles un angle
constant.

Menons, par le point A, les droites GAH, G/A’H’,
respectivement tangentes aux deux circonférences. Nous
aurons

ADF =H’AE, ACE =HAE;
d’ont
ACE — ADF = HAE — H’AE;
ou encore
ACE — ADF =HAH'.

Ainsi, la différence des angles formés par les droiles
EC, DF avec la corde commune GD, esl constante et égale
a ’angle des deux langentes. De 1a résulte que si nous
prolongeons EG, DF jusqu'a leur rencontre en M, ’angle
CMF sera égal & HAH'.

Remarque. §i la corde CD reste fixe, et que la corde EF
tourne aunftour du point A, L. point M varie de position,

Fi6. 36.
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mais de telle sorte que 'angle M est constant. Donc ce
point M décrit un arc capable de I'angle HAH’, passant
par les points G, D.

‘Théoréme XNNi.

Si, a un cercle I, inscrit & un angle O, on meéne des tangentes
intérieures ou exlérieures : 1° les tangentes intérieures AB
déterminent des triangles ayant méme périmétre ; 2° les tan-
gentes extérieures CD déterminent des triangles dans lesquels
I’exces du demi-périmetre sur le ¢6té CD est constant; 3° en
joignant le centre aux extrémités des tangentes extérieures ou
intérieures, on forme des angles constants pour chaque espéce
de tangente ; 4° les angles au centre, pour la tangente exté-
rieure et pour la tangente intérieure, sont supplémentaires.

1o Dans le triangle OAB,
AP=AN, BP=BM;

 donc

OA 4 0B -+ AB = ON -}- OM = 20M.
2° Dans le triangle OCD,
CQ=CN, DQ=DM;
donc
0C -} OD — CD = ON - OM =20M;
ou ‘
GO0+ _ g gy,
3° L’angle AIB est constant, car il est égal & la moitié
de I'angle NIM, supplément de I'angle donné O.
De méme, l'angle CID, égal & la demi-somme des
angles NIQ, MIQ, est constant.
4° La somme des angles NIM, NIQ, MIQ est égale a
4 angles droits; donc les angles AIB, GID sont supplé-
meutaires.
Remarque. La premiére partie du théoréme a déja
été indiquée (I, Prob. IX).
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Théoréme XIV.

1° Les segments déterminés, sur les cotés d'un triangle, par les
points de contact du cercle inscrit et d'un des cercles ex-ins-
crits sont égaux, chacun, au demi-périmétre moins un coté ;
2° la somme de ces segments est égale au demi-périmétre.

Considérons, sur le coté AB, les segments AD, DB, BH,
déterminés par le point de contact D du cercle inscrit O
-et par le point de contact H du cercle ex-inscrit 0’. Nous
aurons, en représentant par a, b, ¢ les trois cotés du
triangle, et par 2p le périmétre :
1° 2p=AB-+BG+AC+CG=AB-+BH-+AC+CI=AH+AI=2AH;

donc
p = AB.

20 2p = 2AD - 2BF 4 2CF = 2AD - 2BC;

oua
AD=1p—a.

30 9p = 2BD -+ 2AE - 2CE = 2BD - 2AC;
puis BD=p—0.
4o BH=p—ec.

Remarques. 1. A cause de p = AH = AD -~ BD + CF,
on conclut
BH = AF,
BG = CF.
Ainsi, sur chaque cdté d’'un triangle quelconque, le seg-
ment compris entre un sommet et le point de contact dw
cercle inscrit est égal au segment compris entre Uautre

sommet et le point de con tact dw cercle ex-inscrit.
II. Soient D/, D” les points de contact du cOté BG avec

les cercles ex-inscrits I, I”. On vient de voir que
CD' = AE, BD” = AD;

ou

3

F16. 45.

F1c. 61.
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donc
oD’ =BD”. .

Ainsi, les segments déterminés sur un coté, par les
sommets, et par les points de contact de deux des cercles
ex-inscrits, sont égaux entre eux.

IIl. A cause de

BF=0=p—10,C) =8BD =p —a,
on trouve aisément
D' =b+¢,FG=c—b, G’ =FD” =¢, FI =GD"=b;
C’est-a-dire que

1° La distance des points de contact situés sur les pro-
longements d'un coté est égale d la somme des deuw autres
cOtés; 2° la distance des points de contact situés sur un
caté est égale & la différence des deux autres cdtés, etc.

Théoréme XV.

Dans tout triangle ABC : 1° La circonférence qui passe par le
centre I du cercle inscrit, par les extrémités B, C d’un coté et
par le centre I’ du cercle ex-inscrit tangent a ce c6té, a son
centre sur la circonférence circonscrite; 2° la circonférence
(ui passe par les extrémités B, C d'un cOté et par les centres
17, 17 des cercles ex-inscrits, tangents aux prolongements de
ce cOté, a son centre sur la circonférence circonscrite.

fo Les angles IBl/, ICI’ élant droits, la circonférence
décrite sur I, comme diamétre, passe par les sommets B,
C; le centre de cette circonférence, point milieu de Il’, est
situé¢ sur le diametre A’A” perpendiculaire & BC; et,
comme la bissectrice II’ de I'angle A passe par le milieu A"
de I’arc BG, ce point A’ est le centre dont il s'agit.

20 Les angles 1”Bl”, I”/Cl” étant droits, la circonfé-
rence décrite sur 1”717, comme diamétre, passe par les som-
mets B, G; le centre de cette circonlérence, point milieu
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de 1717, estsitué sur A’A”; d’ailleurs 1”I" passe par le
milieu A” de I'arc BAC, elc.

Théoréme XVI.

Dans tout triangle, la somme des rgyons des cercles ex-inscrits
est égale au rayon du cercle inscrit, augmenté de quatre fois
le rayon du cercle circonscrit. ,
Désignons par R ce dernier rayon, par r le rayon du

cercle inscrit, et par «, 8, y les rayons des cercles ex-

inscrits I, 17, 1.

Le point A’ étant le milieu de II’, il en résulte, par la
propriété du trapéze,

Ap=2"" _2- " .

Pour la méme raison,

A”P=—ﬁ + .
2

Gonséquemment, ,

' A/A//=2R=a+ﬁ+7_r.
2

b
etc. (*).
Théoréme XVIE.

Dans tout triangle, la somme des rayons du cercle inscrit et du
cercle circonscrit est égale a la somme des distances des cotés
au centre du cercle circonscrit.

Soient ay, b,, ¢, les distances des colés BC, CA, AB au
centre 0. La valeur précédente de A’P donne

ou

(*) Cette démonstration trés-simplea été, ainsi que celle qui suit,
donnée par M. Mention (Nouvelles Annales de Mathématiques, t. :X).

FiG. 369.'
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De méme
20, = 2R 4 r — 3,
20, =2 4+ 1r —y.
Donc
2@+ b +c)=6R+3r— («4849);
C’est-a-dire, & cause de
at-fty=4R4r:
o +b 4o =R
Remarque. Dans 'application de ce théoréme, une dis-
tance doit étre considérée comme négative lorsqu’elle est

extérieure au triangle.

Théoréme XVIIIL.

Si, par le centre O d'un cercle, on éléve une perpendiculaire OC
au rayon OA, égale & la corde AB d’'un arc ABD; l'arc décrit
du point G comme centre, avec une ouverture de compas égale
au rayon du cercle, divise cn deux parties égales I'arc donné.
Les triangles isoscéles AOB, ODG sont égaux, comme

ayant les cOtés égaux, chacun a chacun ; donc

CGOD = 0AB.
Les compléments de ces deux angles sont, respeclive-

ment, AOD et —;—AOB; donc enfin
| AOD = AOB.

Théoréme XIX.

Etant donnés une circonférence O et un rayon prolongé OA ; si
au point A on mene une perpendiculaire AB & ce rayon, et
une sécante ADE & la circonférence, puis que, par les points
d’intersection D, E, on méne des tangentes DC, EB, ces
droites déterminent, par leurs intersections avec la perpendi-
culaire, deux distances égales AB, AC.

Tirons les droites OB, OC et les rayons OD, OE. Si
OC = OB, les distances AB, ACG seront égales, et le théo-
réme sera démontré.
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Décrivons sur OB, comme diamétre, une circonférence :
elle passe par lespoints E, A, parce que les angles OEB, OAB
sont droits. De méme, la circonférence décrite sur OC,
comme diamétre, passe par les points D, A. Cela posé, les
angles OAE, OBE sont égaux, comroe inscrits au méme seg-
ment OE ; semblablement, les angles OAD, OCD sont égaux;
donc les angles OBE, 0CD sont égaux. Par conséquent, les
triangles rectangles OBE, OCD sont égaux; et

0B = OC.

Probléme I.
Trouver la bissectrice de I'angle de deux droites MP, NQ qu’on
ne peut prolonger.

Goupons, par deux droites quelconques MN, PQ, les
droites données. Menons les bissectrices MO, NO des
angles M, N:le point O appartient & la droite cher-
chée, parce que les bissectrices des trois angles d’un
triangle concourent en un méme point. De méme, si nous
menons les bissectrices PO’, Q0’ des angles P, Q, nous
obtiendrons un second point O’ de la bissectrice deman-
dée ; donc cette droite est 00’.

Probléme II.

Deux circonférences qui se coupent étant données, mener, par
I'un des points d’intersection, une sécante commune qui ait
une longueur donnée L.

Sapposons le probléme résolu, et soit BAG la sécante
commune demandée. Des centres 0, 0/, abaissons OM,
O'M’ perpendiculaires sur BC; puis menons O'F paralléle &
BC. Nous formons ainsi un (riangle rectangle O0'F, dont
Thypoténuse 00’ est la distance des centres, et dans leque!

| 1
/R — ) — —
OF=MM =3 BG——Q L.

F1a. 48.
G., 110,

Fi6. 49.
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Sidonc I'on décrit une circonférence sur 00’ comme dia-
metre, et que du centre 0/, avec % L pour rayon, on trace

un arc coupant cette circonférence en deux points
F, G, il suffira de mener, par chacun des points d’inter-
section A ou A’, deux paralléles aux droites OF, OG : on
obtient ainsi les droites BC, B'C’, DE, D’E’, qui satisfont
a la question,

Probléme XII.

Inscrire, entre deux circonférences données, une droite paralléle
a une droite donnée AB et qui ait une longueur donnée L.

Le probléeme étant supposé résolu, soit CD la droite
cherchée : si, par le centre O, on méne Of paralléle & AB,
etégale & L, et quel'on tire OC et ED, la figure OCDE
est un parallélogramme, dans lequel DE = OC.

Si donc, du point E comme centre, avec OC pour rayon,
on décrit une circonférence qui coupe la circonférence 0’
en D et I/, et que par ces points on méne des paralléles DG,
D’C’ & AB, elles répondent & 1a question.

Probléme IV.

Par deux points A, B, donnés sur une circonférence, mener
deux cordes paralleles AC, BD, dont la somme soit donnee.

Soit EF la droite qui joindrait les milieux de la corde AB
et de la corde inconnue CD.

Dans le trapéze ABCD, la droite EF est égale 4 la demi-
somme des bases : donc le point F se trouve sur une cir-
conférence décrite du point E comme centre, avec un rayon
égal & la moitié de la somme donnée. D'un autre colé, les
cordes AB, CD, égales entre elles, sont également éloi-
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‘gnées du centre ; donc le point F se trouve sur une autre
circonférence, décrite du point O comme centre, avec OE
pour rayon. De plus, la droite CD est tangente & cette
circonférence. Nous pouvons donc regarder la question

comme résolue.
Remarque. Pour que le probléeme soit possible, il faut

et il suffit que la somme donnée soit inférieure & 40E.
Dans ce cas, il admet deux solutions.

Probléme V.

Construire un triangle, connaissant les pieds M, N, P
des trois hauteurs.

Les hauteurs AM, BN, GP sont les bissectrices des angles
du triangle MNP (Th. ). Si donc nous menons, par les
points donnés M, N, P, des perpendiculaires & ces trois
bissectrices, elles formeront le triangle demandé ABC.

Probléme VI.

Construire un triangle ABC, connaissant la base, la hauteur
et 'angle au sommet,

Sur une droile indé¢finie XY, prenons une distance AB
égale & la base, et décrivons, sur AB, un arc ABD capable
de I'angle donné. Au point A, élevons AD perpendiculaire
& AB et égale ¢ la hauteur donnée ; menons par le point D
une paralleled AB. En général, cette paralléle coupe I'arc
ADB en deux points C, C'; et les triangles CAB, C’AB
répondent & la question.

EProbléme VII.

Construire un triangle ABC, connaissant un angle A, la hauteur
correspondante et le rayon du cercle inscrit.

Construisons le cercle inscrit 0, et décrivons du point A
comme centre, avec unrayon égal a la hauteur donnée,

G., 168.
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une circonférence DEF. Si nous menons 3 ces cercles des
tangentes communes exterieures BC, B/C’, nous obtiendrons
deux triangles ABC, AB'C’, qui satisferont & 1’énoncé.

Probléme VIIX.

Construire un triangle ABC, connaissant la base AB, la somme

des deux autres cdtés AC, CB, et un angle A 2 la base. 4

On connait I'angle A et la base AB; donc la direction

du coté AC est déterminée. Si 1'on prend AD égale ala

somme donnée, et qu'on éléve une perpendiculaire EC

au milien de BD, cette droite rencontre AD au sommet
cherché C.,En effet, CB=CD; donc

AC 4 CB=AD.

Probléme IX.

Construire un triangle ABC, connaissant la hase AB, la diffé-
rence des deux autres cotés AC, CB, et un angle A a la base.

Ce probléme se résout comme celui qui précéde.

Probléme X.

Construire un triangle ABC, connaissant un angle B 4 la base,
la hauteur h, et le périmétre 2p.

Si, apreés avoir fait 'angle ABY égal & I'angle donné,
on mene une parallele & BX, qui en soit distante de 7,
on connait le sommet A, el l'on est ramené au Pro-
bléme VIII. En effet, la somme des c6lés inconnus AC, BC

est égale & 2p — AB.

1
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Probléme XI.

Construire un triangle ABC, connaissant la base AB, I'angle
opposé G et la somme des deux derniers cotés AC, BC.

Prenons, sur le prolongement de' AC, CD = CB, et me-
nons DB. Le triangle BCD étant isoscéle, nous aurons

D —_-_-% ACB ; donc I'angle D est connu.

De 1a résulte la construction suivaate :

On prend, sur une droite indéfinie, AD égale 4 la
somme donnée. Au point D, on fait, avec AD pour c6lé,
un angle ADB, moitié de I’angle donné C. Du point A
comme centre, avec un rayon égal a la base donnée, on
décrit une circonférence qui coupe DB au sommet B. Enfin,
au milieu de BD, on éléve ld perpendiculaire EC, laquelle
détermine le dernier sommet C.

Probléme XII.

Construire un triangle ABC, connaissant la base AB, l'angle
opposé C, et la différence des deux derniers cotés AC, BC.

L’analyse de ce probléme est la méme que celle du
Probléeme X1. Elle conduit & la construction suivante:

On prend, sur une droite indéfinie, AD égale ala diffe-
rence donnée. Au point D, on fait, avec AD pour cété, un
angle ADB, double de I'angle donné C. Du point A comme
centre, avec un rayon égal a la base donnée, on décrit
une circonférence qui coupe DB au sommet B. Enfin, au
milieu de DB on éléve la perpendiculaire EG-: on trouve
ainsi le dernier sommet C.

FiG. 58

Fi6. 59.



F16. 60.

Fic. 61.

6., 57.

F16. 61.

Fig. 61.

42 THEOREMES ET PROBLEMES

Probléme XIIE.

Construire un triangle ABC, connaissant la base AB et le
cercle inscrit O.
Si, par les extrémités A, B de la base, on meéne des
tangentes au cercle O, on aura le triangle cherché.
Remarque. Quand I'angle AOB est droit, les tangentes
deviennent paralleles entre elles, et le probléme est im-
possible.

Probléme XIV.

Construire un triangle, connaissant le cercle inscrit, et I'un des
trois cercles ex-inscrits.

En menant aux’cercles 0,1 une tangente commune in-

térieure CB, et deux tangentes communes extérieures AB,
AC, on obtient le triangle demandé ABC.

Probléme XV.

Construire un triangle, connaissant deux des trois cercles
ex-inscrits.
En menant aux circonférences I, I’ deux langentes
communes inlérieures BC, AG, et une tangenie commune
extérieure AB, on forme le triangle demandé ABC.

Probléme XVI.

Construire un triangle, connaissant les centres I, I/, I” des trois
cercles ex-inscrits.
D’aprés le Théoiéme 1, les sommets du triangle cher-
ché ABC sont les pieds des hauteurs du triangle 1V,
Remarque. Si,-au lieu des trois centres I, I, 1, onen
donnait deux, I, ', avec le centre O du cercle inscrit, on
obtiendrait le triangle ABC en menant les droites IBI”,
I’A1”, OC respectivemert perpendiculaires a OI’, OI, II'.
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Probléme XVII.

Construire un triangle ABC, connaissant la base BC, 'angle
opposé A et le' rayon du cercle inscrit.

Le rayon du cercle inscrit étant connu, on peut facile-
ment tracer ce cercle 0. Soient D, E les points ot il touche
les cotés de ’angle donné A. Sil'on prend DH =EI = BC,
et que I'on décrive le cercle 0’ qui touche AB en H et AC
en I, ce cercle sera ex-inscrit au triangle ABG.

En effet, d’aprés le Théoréme XIV,

BD -~ BH = BF -~ CF = BC.

Il suffit donc, pour déterminer le triangle ABC, de mener
upe tangente commune aux cercles 0, 0’.

Probléme XVIIX.

Construire un triangle ABC, connaissant la base BC, la somme
des deux autres cOtés et le rayon du cercle inscrit.
A cause de BM -} CN = BC (Pr. XVII),
AB + AC — BC = AM J- AN = 2AM.
Par conséquent, AM est connu ; OM Fest également. Donc,
si Pon construit un triangle rectangle ayant pouar cotés
de l'angle droit AM et OM, on copnaitra ’angle MAO,

puis I'angle MAN, double de MAO. Ainsi, le probléme est
ramené & celui qui précede.

Probléme XIX.

Construire un triangle ABC, connaissant la base BC, la diffé-
rence des deux autres cotés et le rayon du cercle inscrit.

A cause de AM = AN, la différence des segments CN,
BM est égale & la différence des cotés AC, AB. Mais
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CN=CP, BM =BP ;
donc
CP — BP =CN — BM = AC — AB.

Par conséquent, si I'on porte, de Cen D, la différence
donnée, et qu’on éléve une perpendiculaire au milieu de
BD, égale au rayon du cercle inscrit, on pourra tracer ce
cercle. Donc les tangenles menées des extrémités dela
base détermineront le triangle ABC.

Probléme XX.

Construire un triangle ABC, connaissant le périmetre, I'angle A
et le' rayon du cercle inscrit.

Soient, comme dans le Probleme XVI1, 0, 0’ le cercle
inscrit et l'un des cercles ex-inscrits. On anra (Th. XIV)
AH= Al =p. Et comme les droites AH, Al comprennent
entre elles I'angle donné A, on peut construire ie cercle
ex-inscrit, puis le cercle inscrit, dont le rayon est I'une
des données de la question. Il ne s'agira donc plus,
pour déterminer le triangle ABC, que de mener la tangente
commune BC.

Probléme XXI.

Construire un triangle ABC, connaissant le périmetre 2p, un
angle A, et la hauteur i abaissée du sommet de cet angle sur
le cOté opposé.

Des propriétés démontrées ci-dessus (Th. XIII et XIV)
on conclut immédiatement la constraction suivante :

Sur les colés Az, Ay de l'angle donné A, prenez
AE =AF = p; élevez EO, FO, respectivement perpendicu-
laires & Az, Ay; du point O, comme centre, avec EO pour
rayon, tracez une circonférence : elle touche les cotés
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de l'angle aux points E, 0. Du point A, comme centre,
avec un rayon égal a la hauteur donnée, tracez une cir-
conférence DD’. Enfin inenez, & ces circonférences, une
tangente intérieure DG. Elle coupe ls cotés de 'angle
donné en deux points B, G, derniers sommets du triangle
demandé. ‘

Remarques. 1. Le probléme admet, en général, une se-
conde solution AB'C/, qui ne differe pas essentiellement
de la premiére.

II. Pour que le probléme soit possible, il faut que I'on
ait '

hZ A0 — OE.

lI. Si A =A0— OE, les circonférences sont tan-
gentes; et les deux triangles ABC, AB’C/ se confondent en
un triangle isoscéle. Alors, la hauteur A est un mazimum.

IV. Si l'angle A est droit, la figure AEOF devient un
carré; et la condition ci-dessus se réduit a

RZ A0 —p.

Probléme XXIE.

Construire un triangle ABC, connaissant les longueurs de la mé-
diane AP, de la bissectrice AQ et de la hauteur AR issues d'un
méme sommet A.

La droite AQ passe par le milieu A’ de I'arc BA’C du
cercle circonscrit au triangle : il est visible, d’aprés cela,
que la bissectrice AQ divise, en deux parties €gales,
Vangle OAR formé par le rayon OA du cercle circonscrit
et par la hauteur AR.

Cette remarque (*) donne immédiatement la solution

(*) Faite par M. Mention (Nouvelles Annales de Mathématiques,
1. 1X).

Fic. 371.
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du probléme proposé. En effet, ’hypoténuse AQ et le
coté AR déterminent le triangle ARQ; puis, la longueur
de la médiane détermine le point P etla perpendicu-
laire PO au c6té inconnu BC; enfin, si I’on construit
I'angle QAO égal & QAR, on a un nouveau lieu géomeé-
trique du centre O; etc.

Remarque. La longueur de la bissectrice est com-
prise entre les longueurs de la médiane et de la hauteur
(voyez Th, V, Liv. I).

Probléme XXIIK.,

Construire un triangle ABC, connaissant les longueurs de la bis-
sectrice AO et de la hauteur AR issues d’'un méme sommet A,
ainsi que le rayon du cercle circonscrit.

Ce probléme se résout avec la méme facilité que le
précédent. Il en est de méme pour d’autres questions
que l'on peut également déduire du Probléme XXII, par
de légeres modifications dans les données.

Probléme XXIV.

Construire un triangle équilatéral ayant les sommets sur trois
paralleles données X, Y, Z.

Supposons le probléme résolu, et soit ABG le triangle
équilatéral demandé. Faisons passer une circonférence par
les trois sommets A, B, C; elle coupe la paralléle X en
un point 0. Menons OB, OC : les angles BOG, BAG seront
égaux, comme inscrils au méme segment GBD ; donc

2d
BOCG = =5

De méme,
OBD = AOB = ACB =

w|?°

De 13, résulte la construction suivante :
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En un point O quelconque de la paralléle X, on méne
deux droites OC, OB, inclinées & 60° sur les trois paral-
leles. Ces droites coupent Y, Z en deux points G, B. On
mene BC ; on circonscrit, au triangle BOC, une circonfé-
rence qui coupe la parallele X en A; on joint ce point
aux points B et C; ct ABG est le triangle équilatéral

demandé.

Probléme XXV.

A un triangle donné MNP, circonscrire un triangle ABC égal a
un triangle donné A’B’C/.

Le point B se trouve sur l’arc capable de l'angle B/,
décrit sur MN comme corde; et le point C, sur l’arc capable
de langle ¢/, décrit sur MP comme corde.

Maintenant, si ’on mene par le point M une sécantc BC
telle, que la partie comprise dans les deux segments soit
égale a B/C’ (Pr.li), et quelon tire BN et GP, on aura
le triangle demandé ABC.

Remarque. Si le coté donné B’C/ n'est ni trop grand ni

trop petit, le probléme sera susceptible d’'une seconde so-

lution ; car on peut, en général, mener par le point M
deux sécantes BG, DE égales a B'C/.

Probléme XX VWVI.

A un triangle donné ABC, circonscrire un triangle équilatéral
maximum.

Du Probléme XXV, on conclut la construction suivante :
Sur les cotés du iriangle ABC, on décrit trois arcs ca-

pables de —§— d’angle droit; par le sommet B du plus petit

des trois angles, on mene une sécante MP terminée aux

F16. 69.

‘F16. 89.



Fi6. 63.

Fic. 64.

48 THEOREMES ET PROBLEMES

arcs BPA, BMC, et paralléle a la ligne des centres. On
mene les droites PA, MC, lesquelles, se coupant en un
point N situé sur I'arc AC, forment le triangle équilatéral
maximum MNP.

Probléme XX VIE.

Par un point donné A, mener une sécante ABC qui forme, avec
les deux cdtés d’'un angle donné O, un triangle OBC, dont le
périmétre soit donné.

Sil'on considére le cercle I, ex-inscrit & ce triangle, on
a (Th. XIV) ON = 0P = p. ‘

De cette remarque résulle la construction suivante :

On prend, sur les cotés de I'angle O, ,des distances
ON, OP égales & la moitié du périmétre donné; aux
points N, P on éléve, aux cétés de I'angle, des perpen-
diculaires qui se coupent en I. Du point I, avec IN pour
rayon, on décrit une circonférence, a laquelle on méne,
par le point A, unetangente ABMC : cette droite est la
sécante demandée.

Probléeme XX VIII.

Etant donnés un triangle ABC et un point O, mener par ce
point une sécante OMN telle, que le segment MN compris dans
l'angle A soit égal a la somme des deux segments BM, CN.

A cause de MN = MB +- CN, le périmétre du triangle
AMN est égal & la somme des cotés AB, AG du triangle
donné. La question se réduit donc & mener, par le point
0, une sécante qui d¢termine, dans ’angle A, un triangle
AMN ayant un périmétre donné. G'est le probléme que
pous venons de résoudre. -
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Probléme XXIX.

Construire un quadrilatére ABCD, connaissant deux angles
opposés B, D, les diagonales et leur angle O.

On décrit sur AG deux arcs, 'un capable de l'angle B,
l'autre capable de l'angle D; on trace ensuite une
droite MN. faisant avec AC un angle égal a O, puis une
droife BD paralléle & MN, et telle, que la partie comprise
entre les deux arcs soit de longueur donnée (Prob. IlI):
ABCD est le quadrilatére demandé.

Probléme XXX.
Inscrire, & un carré donné, un autre carré donné.

Soit MNPQ un carré inscrit & ABCD. Les triangles
AMQ, BNM, CPN, DQP sont égaux; car ils ont les hypo-
ténuses égales et les angles aigus égaux. De plus, sil’'on
meéne les diagonales AC, MP, on forme deux triangles AOM,
COP égaux entre eux, comme ayant un coté égal adja-
cent & deux angles égaux, chacun & chacun. Par consé-
quent

0A =0CG, OM = ON;
c’est-a-dire que les diagonales se coupent mutuellement
en deux parties égales.

On déterminera donc les sommets M, N, P, Q en décri-
vant, du point O comme centre, un arc de cercle ayant
pour rayon la moitié de la diagonale du carré & inscrire.

Remarque. Le probléme est impossible si la diagonale
du second carré est plus petite que le coté du premier.

Fic. 51.
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Probléme XXXI.

Placer, dans I'angle A d’un triangle donné ABC, une droile DE
de longueur donnée L, qui soit égale & la somme des segments
BD, EC.

Des deux problémes précédeats, et du Théoréme XIV,
on tire la construction suivante :
Prenez, sur les cOtés de 'angle A,_

AF=AG =% (AB =4 AC—-BC),

et décrivez le cercle 0/, qui touche en F, G les cotés de
I'angle. Prenez ensuite FI = GK = L, et décrivez le cercle
0. Menez enfin, 4 ces deux cercles, une tangente commune
intérieure DE.

Prokléme XXXII.

Etant donnés un point A et deux circonférences, mener une
droite MN terminée aux circonférences et divisée en deux
parties égales par le point.

Soit G la circonférence symeétrigue de O par rapport au
point donné ; soient M, M’ les points ou cette circonfé-
rence auxiliaire coupe la circonférence 0’. Sil'on méne
les droites MAN, M/AN’, elles satisfont & I'énoncé.

Remarque. Pour que le probléme soit possible, il faut.
que l'on 3it

C0' <R-4R, GOV >R—FN;

R, R’ étant les rayons des cercles donnés.
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Probléme XXXIII.

Mener, dans un triangle ABC, une transversale MNP telle, que
les segments MP, NP, déterminés par les cotés du triangle,
soient égaux & des droites données m, n.

Ce probléme peul étre regardé comme un cas parti-
culier du Probléme XXV : celui ou le triangle donné MNP
se réduirait & une ligne droite.

Probléme XXXIV.

Des sommets d’'un triangle ABC, comme centres, décrire trois
circonférences qui se touchent mutuellement.

Soient M, N, P les points de contact cherchés. La tan-
gente commune aux cercles G, A, et lajtangente commune
aux cercles A, B, se rencontrent en un point situé sur la
bissectrice de I'angle A. De méme, la tangente commune
en P et la tangente commune en M se rencontrent sur la
bissectrice de I’angle B. Or, les bissectrices des trois angles
du triangle ABG secoupent en un point unique O, centre
du cercle inscrit & ce triangle. Donc les tangentes
communes en M, N, P sont les rayons menés aux poinls
de contact du cercle O avec les trois cotés du triangle
ABC.

11 faut donc, pour trouver les rayons AP, BM, CN :

o Chercher le centre du cercle O inscrit au triangle
donné;

2° Abaisser OM, ON, OP perpendiculaires sur les cotes
du triangle donné.

Remarques. 1. Si Ton désigne par a, b, ¢ les colés
du triangle, el par 2p le périmétre, il résulte, du Théo-

Fig. 70.
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réme XIV, que
AP=p—a, BA=p—b, CN=p—ec.

II. Ce probléme équivaut a la résolution géométriqué
des équations

y+z2=0, z+4z=>, z4y=c.

Probléme XXXV.

Etant donnés, sur une circonférence O, deux points C, D, situés
d’un méme coté par rapport a un diametre donné AB, trouver
sur la circonférence, de l'autre coté de ce diamétre, un point
M tel, qu'en le joignant aux deux points donnés, les segments
OE, OF du diameétre, compris entre le centre et les droites de
jonction, soient égaux entre eux.

Menons le diamétre COG ; joignons le point G aux points
inconnus M, F, par les droites GM, GFH, et menons la
corde HC.

Les triangles OEC, OFG sont égaux, comme ayant
un angle égal compris entre deux cotés égaux chacun 4
chacun ; donc les angles OCE, OGF sont égaux. De 13
resulte que les triangles CMG, CHG, évidemment rec-
tangles, sont égaux comme ayant I'hypoténuse égale et un
angle aigu égal. Donc la figure CMGH est un rectangle.
Actuellement, dans le triangle MGF, ’angle G est droit, et
I'angle M est connu, car il est égal & DCG. Si donc nous
décrivons, sur la corde GD, un arc capable d’un angle
égal 4 1d 4 DCG, cet arc coupera le diametre AB au point
cherché F.

Remarque. Si, aux points D, G, on méne des tan-
gentes, et que du point I, ou elles se coupent, on décrive
une circonférence, son inlersection avec AB donne le
point F.
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Probléme XXXVI.

Mener a deux circonférences données 0, 0, deux tangentes égales
AT, AT/, faisant entre elles un angle donné.

Joignons les points de contact T, T, aux deux centres,
par les droites TO, T'0’, el prolongeons ces lignes jusqu’a
leur rencontre en B. Nous formerons ainsi un quadrilatere
dans lequel les angles B, A sont supplémentaires, attendu
que les angles T, T/ sont droits. De plus, BT =BT’ : c'est
ce qu’il est facile de voir en menant la diagonale AB. De
a résulte que, dans le triangle OB(0’, nous connaissons
la base 00/, T’angle opposé B, et la différence des deux
derniers colés ; car, de

BT = 0B -+ OT,BT" = 0'B -+ 0'T’,

on déduit, a cause de BT =BT’ :

BO — B0’ =0'T" — OT.
La question est donc ramenée au Probléme XII.

Remarque. Si, au lieu de la tangente AT, on considére
la tangente AT,, on aura
B|T =B4O + OT, . B4T4 = B‘OI -_ O/T4 H

d’ou

B,0’ — B,0 =0T+ 0'T,.

Probléme XXX VII.

Par un point A, situé hors d’une circonférence O, mener une
sécante ABC qui soit divisée en deux parties égales par la cir-
conférence.

Menons OB, OC, et prolongeons OB d’une longueur
égale BD. Les triangles ABD, OBC seront égaux, comme

Fie. 71.
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ayant un angle égal compris entre cotés égaux; donc
AD = OC. De la résulte la construction suivante

Du point A comme centre, on décrit une circonférence
égale a la circonférence O ; du point O comme centre,
avec un rayon double du premier, on trace un arc qui
coupe en D la circonférence A. Enfin I’on méne OD, qui
coupe, au point cherché B, la circonférence O.

Remarque. Pour que le probléme soit possible, il faut
que la distance AO soit inférieure a la somme des dis-
tances AD et OD, c'est-d-dire moindre que trois fois le
rayon de la circonférence donnée. Dans ce cas, les
arcs de cercle décrits des points A, O, comme centres,
se coupent en deux points D, D’; etil ya deux droites
ABC, AB/C’ qui satisfont & 1a question.

Probléme XXX VIII.

Inscrire, & un cercle donné O, une corde CD, de longueur don-
née L, qui soit partagée en deux parties égales par une corde
donnée AB.

Soit E le point d’insertion de la corde inconnue CD avec
la corde donnée AB. Joignons ce point au centre O par la
droite OE: elle est perpendiculaire 4 CD; conséquem-
ment, la corde CD sera tangente a la circonférence décrite
du point O comme cenire, avec OE pour rayon. Or deux
cordes également éloignées du centre sont égales. Si donc
nous inscrivons au cercle O une corde quelconque GH
égale 4 L, et si nous décrivons ensuite une circonférence
concentrique a la premiére et tangente 3 GH, cette ligne
passera par le point cherché E.

Remarque. Lorsque le probléme est possible, il admet
généralement deux solutions. :



DE GEOMETRIE ‘ELEMENTAIRE. 55

Probléme XXXIX.

Par un point M, donné sur un diameétre AB, mener une transver-
sale CD telle, que I'arc AC soit le triple de BD.

Il y a deux cas a distinguer, selon que le point M est
situé sur le diamétre AB ou sur son prolongement.

Premier cas. Menons le rayon OD : nous formons ainsi
un triangle MOD, dans lequel I'angle O a pour mesure BD.

Mais I'angle BMD a pour mesure —;—(AG—I- BD), ou 2BD.

Donc Vangle exlérieur BMD est double ! de I'angle
intérieur 0. Donc le triangle OMD est isoscéle, et
MD = O0D.

On décrira donc, du point M comme centre, une circon-
férence ayant pour rayon MO. Si MO est plus grand que MB,
cette circonférence coupe la circonférence donnée en deux
points D, D’; et I'on trouve les deux cordes DMC, D'M(/,
qui satisfont & la question.

Second cas. Si le point M est silué sur le prolongement
du diametre AB, on trouve encore MD = 0D.

Probléme XL,

Décrire un cercle qui touche une circonférence donnée C et qui
touche, en un point donné A, une droite donnée PQ.

Soit O le centre du cercle demandé. Gomme ce point
appartient & la perpendiculaire élevée, par (e point A, & la
droite PQ, il suffit de connaitre une autre droite sur la-
quelle il soit situé. Or silon prend, sur la perpendicu-
laire, uve distance AB égale au rayon de Ja circonférence
doanée C, et que 'on mene CB, le triangle OBC sera iso3-
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céle. Par conséquent, le centre appartient & la perpen-
diculaire élevée au milieu de BC.

Probléme XLI.

Décrire un cercle qui touche une droite donnée PQ et qui
touche, en un point donné A, une circonférence donnée C.

Supposons le probléme résolu, et soit O le centre du
cercle demandé. Ce point se trouve sur la droite CA qui
joint le point de contact an centre du cercle donné. De
plus, si I'on méne AD perpendiculaire & CA, le centre O
appartient & la bissectrice DO de l’angle ADP; donc il
est déterminé.

Probléme XLIX.

Décrire, sur une corde donnée AB, une circonférence qui coupe
une circonférence donnée O, de manitre que la corde com-
mune CD soit paralléle & une droite donnée EF.

Lorsque deux circonférences se coupent, la ligne des
centres est perpendiculaire a la corde commune ; donc Ol
est perpendiculaire a CD, ou perpendiculaire & EF. D’ail-
leurs, le centre cherché I doit se trouver sur la perpen-
diculaire élevée au milien de AB; donc il est déter-
miné.

Probléme X1.IIX.

Décrire, d’'un point donné O, comme centre, une circonférence
qui coupe une droite donnée XY, de maniére que l'un des
deux arcs interceptés soit capable d’un angle donné «.

Soit OM le cercle demandé, et soit MAN le segment
capable de l'angle donné «. L’angle au centre MON,
étant double de MAN, égale 2«. Si donc I'on abaisse OB



DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 57

perpendiculaire sur XY, I’angle MOB, moitié de MON, sera
égal 4 I'angle donné «. - ‘

De 12 résulte la construction suivante :

Du point donné O, on abaisse, sur la droite donnée, une
perpendiculaire OB ; on fait au point 0, avec cette per-
pendiculaire, un angle MOB égal & I’angle donné «; puis
du point O comme_centre, avec OM pour rayon, on décrit
une circonférence.

Probléme XELIV.

Décrire une circonférence ayant pour centre un point donné O,
et qui coupe les cdtés d’un angle donné BAC, suivant une
corde DE parallele a une droite donnée MN.

Du centre 0, abaissons OF perpendiculaire sur DE : le
point F sera le milieu de DE. Si nous menons AF, cette
médiane, il est facile de le démontrer, divize en deux

parties égales toule parallele & la base DE du triangle -

DAE. En particulier, si I'on prolonge les cotés de I'angle
donné jusqu’a leur rencontre avec la droite donnée MN,
le segment GH sera partagé en deux parties égales par
le prolongement de la médiane.

On voit donc que pour trouver le point F, il faut :

1° Prolonger les cotés de I'angle jusqu’a leur renconlre
en G et en H avec la droite donnée MN; 2° joindre le
milieu I de GH avec le sommet A; 3° enfin abaisser, da
centre donné, OF perpendiculaire & MN.

Le point F étant connu, le reste s’achéve aisément.

FiG. 86.
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Probléme XLV.

Connaissant une circonférence C, une droite XY et un point A
situé sur cette droite, décrire une circonférence qui touche la
droite au point A, et qui coupe, sous un angle donné «, la
circonférence C.

Soit OA le cercle demandé. Si au point B, ot il coupe le
cercle donné, on mene les tangentes BD, BE, l’angle de
ces droites doit étre égal & «. Si donc Pon inscrit
au cercle donné C une corde MN qui en retranche un
segment capable de I’angle « ou de son supplément, et
qu'ondécrive du centre C, une circonférence tangente &
MN, cette circonférence CP touchera la corde BE en son
milieu F.

Cela posé, menons le rayon GG perpendiculaire & XY ;
joignons le point G au point de contact F, et prolongeons
la corde GF jusqu’a sa rencontre en H avec XY. Enfin,
supposons BE prolongée aussi jusqu'a ce qu’elle ren-
contre XY en un point I. Nous obtiendrons ainsi deux
triangles FCG, FIH tels, que les angles GGF, CFG du pre-
mier ont, pour compléments respectifs, les angles IHF,
IFH du second, attendu que CG et CF sont respectivement
perpendiculaires & IH et IE. Mais CGGF = CFG; ainsi
IHF = 1FH ; puis IF = 1H

D'un autre co6té, les tangentes 1A, IB sont égales
entre elles, comme étac issues d’un méme point, ainsi;
BF = AH.

Il suffit donc, poar trouver le point H, de prendre
AH=MP = % MN. Lepoint H étant connu, on méne la

droite GH, laquelle, par son intersection avec la cir-
conférence CP, donne le point F. Enfin, le centre cher-
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ché O est lintersection de AQ, perpendiculaire & XY,
avec OL perpendiculaire au milien de HF.

Nous laissons au lecteur le soin de discuter le pro-
bléme.

Probléme XLVI.

Connaissant deux circonférences O, C, avec un point A pris sur
I'une delles, on propose d’en décrire une qui passe par
ce point et qui coupe les deux premiéres sous des angles
connus «, 8.

Supposons le probléme résolu, et soit 1 le cercle de-
mandé. Menons au cercle C la tangente AD, et au cercle
demandé 1 la tangente AE: ces droites formeront, par
hypothése, un angle égal 4 «. Si donc ’on méne au point
A une droite AE faisant avec la tangente connue AD,
un angle «, le probléeme sera réduit a décrire une cir-
conférence touchant AE au point A, et coupant, sous un
angle donné B, la circonférence O : c’est le probléme
qui vient d’étre résolu.

Probléme XLVII.

Quel est le lieu géométrique des sommets des triangles ayant
méme base AB et dans lesquels la médiane AM a une longueur
donnée L?

Si nous menons CO paralltle & AM, npous aurons
BO=2AB, et OC=2AM=2L. Le lieu est donc une
circonférence décrite du point O comme centre, avec 2L
pour rayon.

F16. 93.

Fia. 90.
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'Probléme XLVIIK.

Par un point D, pris sur le c6té BC d’un triangle donné ABC,
on mene une transversale quelconque EDF. On trace les cir-
conférences CDE, BDF. Quel est le lieu du second point M
d’intersection de ces. circonférences ?

Joignons le point M aux points B, G, D, et considérons

'le quadrilatére ABMC.

L’angle BMG de ce quadrilatére se compose des angles
BMD, CMD. Or
BMD =BFD, CMD=AEF;
donc
BMC = BFD 4~ AEF =2¢ — A.

Ainsi, 'angle BMC est le supplément de I'angle A du
triangle ABC; et, conséquemment, le lieu géométrique
cherché est la circonférence circonscrite au triangle ABC.

Remarque. Ce lieu géométrique est indépendant de la
position du point donné D.
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LIVRE III.

Théoréme I.

Lorsqu'une droite AB est partagée en deux segments AC,:BC,
proportionnels aux nombres b, ¢ ; si des points A, B,C on

abaisse, sur une droite quelconque XY, des perpendiculaires
AA/, BB/, CC’, on a

(a+ b) CC'=a.AA’ + b. BB.

Menons la diagonale A’ B. qui rencontre GG’ en un
point D. Les triangles semblables BCD, BAA’ donnent

(b _BC_ a
AN T BA T a+b’
d’ou -
(@ b) CD=1a. AA".
De méme, & cause des triangles semblables A/C/D,
A’B'B: '
C'D A'D AC b

BB~ AB  AB a0’

d'ou ,
(a0) /D=10.BB.

Ajoutant les deux égalités, on trouve
(ab)CC'=a. AA'+b.BB'.

Remargues. 1. Lorsque la droite XY ne laisse pas d’un
méme coté, les trois points A, B, C, on doit affecter du
signe -} les 'perpendiculaires situées d’un coté de cette
droite, et du signe — celles qui sont situées de 1'autre coté.

!

Fi1G. 94.
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Considérons, par exemple, la figure 95. Nous aurons,
comme ci-dessus,
(a+b) CD=a. AN/,
(a4 b)C’D=b. BR'.
Mais la perpendiculaire GC’ est égale 4 C’D —CD ; donc
(a—b)CC' =b. BB’ — a. AA’.

1. Si les segments AC, BC, au lieu d’étre additifs, sont
soustractifs, c’est-a-dire si le point C est situé sur le pro-
longement de AB, on aura

(a —b) CC’ =a. AN’ — b. BB'.

En effet, de
AC_a
BC ™ b’
on conclut
~ AC_ b
AB ™ atb’

d’on, par le théoréme ci-dessus,
a. AN =b.BB' (@ — b) CC'.

Théoréme IX.

Etant donné un systéme de points A, B, C..., on peut toujours
déterminer un point tel, que sa distance & une droite quel-
conque XY soit égale & la moyenne arithmétique entre les dis-
-tances de la méme droite aux points A, B, C.

D’apres le Théoreme 1, la proposition est vraie dans le
cas ou le nombre des points A, B, C... se réduit & deuz.
Supposons donc que cetle proposition ait été démontrée
pour le cas de n points A, B, G, D, E, et vérifions qu'elle a
encore lieu si 'on considére (n -} 1) points A, B, C, D, E, F.

Soit I le centre des moyennes distances des points A, B,
G, D, E ; nous avons

n . II' = AA’ 4 BB’ - CC’ - DD - EE’.
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Menons IF, et partageons celte droite en deux seg-
ments 10, OF, proportionnels aux nombres 1, m; nous
aurons, par le Théoréme T ;

(n=1) 00/ = n. I’ 4 FF.
Donc

1

n-41

00/ = [AA -+ BB+ CC/ 4 DD’ + EE + FF' |,

Remarques. [. Pour trouver le centre des moyennes
distances d’un systéme de points A, B, G, D,... il suffit,
évidemment, d’appliquer la regle suivante :

Menes la droite AB, et divisez cette droite en deux
parties €gales AM, MB; menez la droite MG, et divisez
cette droite en deux parties MN, NG, proportionnelles aux
nombres 1, 2; menez la droite ND, et divisez cette droite
en deuw parties NP, PD, proportionnelles aux nombres
1, 3, etc. : le dernier point de division O sera le centre
des moyennes distances cherché.

1. Tout systeme de points a un centre des moyennes
distances.

UL, Un systéme de points ne peut avoir guwun seul
centre des moyennes distances.

En effet, s’il e¢n avail deux, ces deux centres seraient
également distants d’une droite quelconque; ce qui est
absurde.

IV. St une droite XY est située de maniére que la
somme aligébrique de ses distances & des points A, B, G,
D... soit nulle, cette droite contient le centre des moyennes
distances du systéeme de ces poinds.

De cette derniére proposilion, on déduit les conclusions
suivantes :

V. Le centre des moyennes distances d'un triangle est
le point d'intersection des trois médianes.
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VI. Le centre des moyennes distances d'un quadrila-
tére est le point de rencontre des droites qui joignent les
milieux des cdlés opposés.

VII. Le centre des moyennes distances des sommets d'un
polygone régulier est le centre de figure de ce polygone.

Théoréme III.

La somme des carrés des distances de n points A, B, C... 4 un
point quelconque S, est égale & la somme des carrés des dis-
tances des mémes points a leur centre O, augmentée de n fois
le carré de SO.

Soient A/, B’; (“,... les projections des points A, B, G,...
sur la droite SO ; nous avons :
s’ =K()’_|_0_S‘ 4+ 20S. A’0O,
BS = BO' + 03" — 208 . B0,
CS =C0 4+ 08" —208 . ¢'0,
d'ou résulte
AS +BS 4G +...=A0+B0 +CO + ... +7n0S
+ 20S(A’0—B0—C0+4...).

11 est visible que le point O, centre des moyennes
distances des points A, B, C,... esl aussi le cenire de
leurs projections A/, B’, (/... Donc la somme algébrique
des distances A’0, 1’0, C/O..., est nulle, et 1'égalité pré-
cédenle se réduit &

440 4...=A0+B0 +...4+# 05
Remarque. Cette égalité donne

AS4+BS 408+ ... <A0'4-B0 +CO +...
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Conséquemment, la somme des carrés des distances d'un
point 8 & des points donnés A, B, C.... est un minimum,

quand ce point S se confond avec le centre O des
moyennes distances. ‘

Théoréme EV.

Le lieu géométrique des points tels que la somme des carrés des
distances de chacun & des points donnés A, B, C,... soit
constante, est une circonférence qui a pour centre le centre O
des moyennes distances des points A, B, G,...

Soit S I'un des points du lieu, et soit / la constanie
donnée. L’égalité précédente donne
P=20 4+B0+...4+n.08;

-ou
—O—Sz=-}"-[l2_A_-02_E62—-G_O‘2—. ],

c’est-3-dire que la distance OS est constante : le lieu, s’il
existe, est donc une circonférence ayant pour centre le
point O.

Remarques. 1. Pour que la circonférence existe il faut
que 'on ait

2>A0 +B0 +C0 +...

I Si 2=20 +B0 +CO +..., la circonférence
se réduit aw point 0.

Fig. 98
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Théoréme V.

Les droites qui joignent les sommets homologues de deux poly-
gones P, P/, semblables et semblablement ou inversement
situés, se coupent en un méme point.

Soient AB, BC deux c6tés consécutifs du polygone P,
et A’B’, B'C’ les cotés correspondants du polygone P'.
Soit O le point de rencontre des droites AA’, BB/ : il s’agit
de démontrer que la droite GC’ passe par le point O.

Les triangles semblables OAB, OA’B’ donnent

AB BO
N B0
d’ou
AB—A'B’ _ BW¥
AB " BO
Appelons O’ le point de rencontre des droites BB/, CC’;
nous aurons, de Ja méme maniere,
BC—B'C _ BB
BGC ~ BO

Mais, les polygones P, P étant semblables, on a
AB BC

P

d’od .
AB— AR’  BC— B/
AB - BG )
Les proportions ci-dessus ont donc un rapport commun.
Conséquemment,

BB’ _ BB
BO — BO’
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d’ot
BO =B0'.
Ainsi, 0’ coincide avec O.

Remarques. 1. On appelle, en général, centre de simi-
litude de deux lignes un point situé de la méme maniére
par rapport & l'une et a l'autre. Si I’on adopte cette défini-
tion, on voit que le point O est le centre de similitude des
polygones P, P’.

I1. Le centre de similitude est externe lorsque les deux
figures sont direclement semblables; il est interne dans
le cas contraire.

III. Deux figures semblables et semblablement pla-
cées peuvent avoir,a la fois, deux centres de similitude.
Exemple : deux circonférences.

Théoréme VI.

Deux polygones semblables ont un centre de similitude.

AB, A’B’ étant deux cdtés homologues, soit C leur point
de concours. Par les trois points A, A’, G, faisons passer
une circonférence ; puis, par les trois points B, B/, C,
faisons passer une autre circonférence. Ges deux lignes,
qui se coupent en G, se coupent en un autre point 0: ce
point est le centre de similitude des deux polygones.

En effet, dans le quadrilatére inscrit OACA’, les angles
A, A’ sont supplémentaires ; donc OAB = OA’B’. De méme,
OBA = OB’A’. Conséquemment, les triangles OAB, OA’B’
sont semblables, et le point O est situé de la méme ma-
niere relativement aux cotés AB, A’B’. C’est ce qu’il fallait
-démontrer.

Fie. 100.
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Théoréme ViIi.

Les centres de similitude de trois polygones P, P, P/, semblables
et semblablement placés, sont en ligne droite.

Soit X le point du polygone P/, homologue du centre de
similitude 0’ de P, P”. La droite 0’X, qui joint deux points
homologues de P, P/, doit passer par 0”, centre de simi-
litude de ces polygones. Celte méme droite, joignant
deux points homologues de P/, P”, doit passer par leur
centre 0. Les quatre points 0, 0/, 07, X, sont donc en
ligne droite.

Remarques. 1. La droite qui passe par les centres de
similitude de trois figures semblables et semblablement
placées s'appelle axe de similitude.

1I. Trois circonférences ont en général six centres de

similitude, lesquels sont situés, trois a trois, sur quatre
axes de similitude.

Théoréme VIII.

Toute transversale A/B'C’ détermine, sur les cotés d’un triangle
ABC, six segments tels, que le produit de trois segments non
consécutifs est égal au produit des trois autres (*).

Menons, par le sommet C, la droite CD paralléle & la
transversale ; nous aurons
DG’ A CA’ _ BA
CB’ ~ AB’’ D’ — BC

{*) Cette proposition, connue sous le nom de Théoréme de Plo-
{émée, lui est antérieure d’au moins un siécle. (CHASLES, Géoméirie
supérisure.)
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Ces deux proportions donnent
CA’ A/ BA/

CB ~— AW’ ° B

ou
AB’.CGA’. BCG' =BA’.CB’. AC/.

Remarques. 1. Pour exprimer la relation précéderte,
on dit que les segments sont en involution.

II. La réciprogque du théoréme est vraie ; c’est-a-dire
que st trois points, pris sur les cotés d’un triangle, déter-
minent siw segments en involution, ces trois points sont
en ligne droite. On démontre aisément cette réciproque,
au moyen de la réduction ¢ Uabsurde.

III. Cette réciproque prouve que: 1° Dans tout triangle,
les bissectrices ewmtérieures rencontrent les cdtés op-
posés en trows points situés en ligne droite; 2° deux
bissectrices intérieures et une bissectrice ewtérieure ren-
contrent les cdlés opposés en trois points situés en ligne
droite; etc.

Théoréme IX.

Trois droites AA’, ‘BB’, 'CC/, issues des sommets d’un triangle,
et concourant en un méme point O, déterminent, sur les cotés
du triangle, six segments en involution (*).

Le triangle ACC’ et Ja transversale BOB’ donnent, par
le théoréme précédent,
AB’.CO.BC’=AB.0C'. CB'.

Le triangle BCC/ et la transversale AOA’ donnent, en

(*) Ce théoréme, qui avait été attribué a Jean Bernoulli, est peut-
étre dii 4 Jean de Ceva, géométre italien. (CHASLES, Géométrie
supérieure.)

Fia. 102
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vertu du méme théoréme,
AB.OC’.CA’=BA’.CO. AC’. ’

Multipliant membre & membre ces deux égalités, on

trouve
AB’.CA’ .BC’=BA’.CB’. AC'.

Remargues. 1. La réciproque de ce théoréme est vraie.

II. On conclut, de cetle réciproque, que les médianes
dun triangle se coupent en un méme point, et qu’il
en est de méme pour les bissectrices intérieures, pour les
trois hauteurs, pour les droites qui joignent les sommets
aux points de contact des cdtés opposés avec le cercle
inscrit, etc.

Théoréme X.

Si les droites qui joignent les sommets correspondants de deux
triangles se coupent en un méme point, les points de concours
des cOtés opposés sont en ligne droite (*).

Soient ABG, A’B'(Y les deux triangles, et soit O le point
de concours des droites qui joignent les sommets corres-
pondants. Il faut démontrer que les points M, N, P, ou
se coupent les cotés respectivement opposés 4 ces som-
mets, sont en ligne droite.

Le triangle OAB et la transversale A’B’P donnent, par le
Théoréme de Ptolémée,

OA’. AP.BB’=0B’.BP. AA’.

Le triangle OBC et 1a transversale B/C'M donnent sem-
blablement,

OB". BM. CC’=0C’.CM. BP'.

(*) Théoréme attribué & Desargues.
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Enfin, le triangle ABC et la transversale A’C’N :
OC’.CN . AN = 0A’ . AN . CC.

Multipliant ces égalités membre & membre, on obtient
AP .BM.CN= BP.. CM . AN.

Donc les points M, N, P sont en ligne droite.

Remarques. 1. La réciproque du théoréme est vraie.

1. Les triangles ABC, A’B/C’ sont dits homologiques ;
0 est un centre d’homologie; PMN est un axe d’hc-
mologie.

Théoréme XI.

Si les cotés d'un polygone quelconque sont coupés par une
transversale, le produit des segments non consécutifs est égal
au produit des autres segments.

Soit ABC... un polygone, dont les cotés sont coupés en
M, N, P... par la transversale MQ. Il s'agit de démon-
irer que

AN.BN.CP.DQ.ER.FS= AS.BM.CN.DP.EQ.F3.

Décomposons le polygone en triangles, au moyen des
-diagonales BD, BE, BF. Nous aurons (Th. VIII)

AM.BX.FS=AS.BM.FX;
BY .ER.FX=BX.EY.FR;
BZ .DQ.EY=DBY.EQ.DZ;
BN .CP.DZ=BZ.DP.CN.

Multipliant membre & membre, et supprimant les fac-
teurs communs, on obtient la relation ci-dessus.

Fic. 106.
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Théoréme XII.

Si, par un point O, pris dans le plan d’un polygone quelconque
d’'un nombre impair de cdtés, on meéne & chaque sommet une
droite qui partage en deux segments le cdté opposé, le produit
des segments qui n’ont pas d’extrémités communes est égal au
produit des autres segments ().

Soit, pour fixer les idées, le pentagone ABCDE. Il sa-
git de démontrer que
AD’.BE’.CA’ . DB’ . EC/ = BD’.CE’.DA’.EB’. AC/. (1)
Remarquons d’abord que les deux triangles AOD’, DOA’
ayant un angle égal,
AOD _ 0A O
DoAY T 0A’ 0D -

De méme,
BOD’ _ OB oI
DOB’ — OB’ oD °
Conséquemment,
AOD’ ~ DOA” _ OA . OB 9
BOD' ° OB — O0A” OB ®)

En second lieu, les triangles AOQOD/, BOD’ ont méme

hauteur; donc
AODY A
o0~ B - @)
Enfin, si nous abaissons OM, ON respectivement perpen-
diculaires & DC, DB, nous aurons aussi
DOA” DA OM 4
DOB’ — DB’ ON ° ®)

(*) Celte généralisation du Théoréme de J. Bernoulli est due &
Poncelet.
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La relation (2) devient donc
AD’ DA/ OM O0A OB
BD © DB ° ON — 0A” ° OB’

ou
0A DA/ 0B DB/
OM'W . W“ON‘ oF B (5)
De 1a résulte, par une permutation tournante :
0B EB’ oG EC/
ON. 0B’ * BE =0P. o¢’ * CE°
0C AC 0D AD
-5 - w =% oy DA 6
og 0D BV _ . OB BE ’
Q'OD’ DB T T OE T ER’
OE CE 0A cA/
OR'W . EG,_OM' o AC

Multipliant membre & membre les égalités (5) et (6),
et supprimant les facteurs communs, on trouve
DA’ EB’ AC’ BD’ CE’ DB’ EC/ AD’ BE’ CA’

AD’ "BE/"CA’ DB’ "EC/
ou
(DA’ . EB’ . AC’ . BD' . CE"? = (DB’ . EC’. AD’.BE’ . CA’)?;
etc. (%)
Théoréme XIII.

Si Ton considere, sur les cotés du triangle ayant pour sommets
les centres G, C', G/ de trois circonférences, les trois centres
de similitude internes I, I'; I” et les trois centres de similitude
externes E, E/, E” : 1° les trois centres internes sont en invo-
lution; 2¢ deux centres internes et un centre externe sont en
involution. :

On sait que le centre 1” de similitude interne de deux

(*) ’emploi des sinus simplifie beaucoup la démonstration. (Voyez
le Traité des Propriélés projectives, du général Poncelet.)

F1g. 103.
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circonférences divise la ligne des centres GG’ en deux seg -
ments addatifs G17, (/17 proportionnels aux rayons R, R’.

Semblablement, le centre de similitude externe E” par-
tage la droite CC’ en deux segments soustractifs CE”, C'E”,
proportionnels & R, R’.

Cela posé, il faut démontrer que

fe a”.c1.0""=qar.c1. o,

20 CE".CI.C"V =CI'.C". CE”.

-Or, ces relations deviennent évidentes si 'on multiplie
lerme & terme les proportions

cr” R 1 R/ Y R”
TR’ T W W R
ou si ’on multiplie celles-ci : .
CE” R (W R/ ¢y R
TFSW’ UIT®' R
On voit donc que : 1° les droites CI, C'l’, C"1” concourent
en un méme point P; 2° les points 1, I/, E” sont en ligne
droite.
On démontrerait, de la méme maniére, que les points I,
17, ¥, sont en ligne droite, ainsi que les points I, 17, E.

Remarques. 1. On dit qu'une droite AB est partagée har-
moniquement aux points C, D, lorsque les segments
additifs AG, BG sont proportionnels aux segments sous-
tractifs AD, BD; c’est-d-dire loraque ’on a

AC _ AD
BC ~ BD -
1. Les points G, D sont dits conjugués harmoniques. 11

en est de méme des points A, B, parce que la droite CD
est partagée harmoniquement en A, B.

III. En adoptant ces définitions, on conclut que les bis-
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sectrices de langle d'un triangle partagent harmonique-
ment le coté opposé, et que les centres de similitude de
deux circonférences partagent harmoniquement la dis-
tance des centres.

[V. Plus généralement, d’apres les Théorémes VIII et IX,
si lon joint les sommets d'un triangle & un point 0, par
les transversales - AA’, BB/, CGC/, et que l'on méne ensuite
la transversale B'A'C, les points C/, C" partagent harmo-
niquement la base AB.

V. Cette remarque donne le moyen de constroire, avec
la régle seulement, le conjugué harmonique G’ d'un
point C’. ’

Théoréme XIV.

Toute paralléle & I'un des rayons d’un faisceau harmonique est
partagée en deux parties égales par les trois autres rayons.

Lorsque , aprés avoir partagé harmoniquement une
droite AB par les points C, D, on joint A, B, G, D avec
un point quelconque O, les quatre droites OA, OB, OC, OD
forment ce qu’on appelle un faisceaw harmonique.

Cette définition étant admise, menons, par le point B,
MN parallele a OA; nous aurons

BI=40. 20 pN=4A0. 20
Mais
BD _ BC .
AD ~ AC’
donc
BM = BN.

RECIPROQUE. Si, par le sommet dun triangle, on
méne une médiane et la paralléle 6 la base correspon-

Fre. 105.
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dante, ces"deux droites sont conjuguées harmoniques par
rapport auw deux quires cotés du triangle.

Théoréme XWV.

Si 'on mene, dans un faisceau harmonique, une transversale
quelconque, elle est coupée harmoniquement par les quatre
rayons.

Ce théoréme est évident par celui qui précéde.

Théoréme XVI.

Deux points réciproques quelconques C, D partagent harmoni-
quement le diametre AB qui les contient.

Deux points G, D, situés sur un diamétre AB, et d’un
méme coté par rapport au centre 0, sont dits réciproques,
lorsque le rectangle de leurs distances aw centre est équi-
valent au carré du rayon ; c'est-a-dire lorsque 1'on a

0C.O0D = OB

1l est évident, d’aprés celte définition, que sile point C est
intérieur au cercle, son conjugué D est extérieur.
Cela posé, il s'agit de démontrer la proportion
AC_ AD
BC — BD’
ou, ce qui est la méme chose, la proportion
BO40C _ OD--BO
BO—O0C ~— OD—BO °

Or, celle-ci équivaut a la suivante :

Bo _ op
0C "~ BO’

laquelle donne
0C . 0D =0B".
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Remarque. L'énoncé peut étre ainsi modifié :

Lorsqu'une droite AB est partagée harmoniquement
en C, D; la moitié de cette droite est moyenne propor-
tionnelle entre les distances de som miliew aux points
¢, D. .

Théoréme XVII,

Lorsqu’une droite AB est partagée harmoniquement en C, D, la
circonférence décrite sur AB comme diameétre coupe orthogo-
nalement toutes les circonférences passant par {les points
G, D. ’

Soit M l'un des points d’intersection des deux circon{é-
rences. D’aprés le théoréme précédent, le rayon OM est
moyen proportionnel entre OC et OD : ce rayon est donc
tangent, en M, a la circonférence CD. En d’autres termes,
les tangentes MO, MO/ auz circonférences CD, AB, sont
perpendiculaires entre elles. C’est ce qu’on exprime en
disant que les circonférences sont orthogonales.

Remarques. 1. Si, laissant les points C, D fixes, on fait
varier les points A, B, les circonférences décrites sur les
droites AB, A’B’, A”B”... prises comme diamétres, coupent
orthogonalement toutes les circonférences passant par les
points G, D (*).

11. Cette considération des systémes de cercles ortho-
gonaux sert de base a la projection stéréographique (*¥).

(*) On peut démontrer qu'il n'exziste pas, dans un plan, de sys-
témes de cercles orlhogonauz aulres que ceux qui résultent de cetle
construction (Journal de Liouville, tome XIX).

(**) (Manuel du Baccalauréat. — Cosmographie).

Fic. 373.
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Théoréme XVIII.

Les distances d’un point quelconque M d’une circonférence, a
deux points réciproques C, D, sont dans un rapport constant.
Les droites MA, MG, MB, MD forment un faisceau har-

monique, dans lequel les rayons conjugués MA, MB

sont perpendiculaires entre eux. Donc, d’apres le Théo-
reme XIII (Rem. UI), cesdroites sont les bissectrices des
angles formés par MC, MD. Conséquemment,

M Be
MD — BD

Théoréme XIX.

Le sommet D d’un angle circonscrit EDF a pour polaire la corde
de contact EF.

On appelle polaire d’un point D, par rapport d un cercle
0, la perpendiculaire au diamétre OD, menée par le con-
jugué du point D. Réciproquement, D est le pdle de la
perpendiculaire.

Cette définition étant admise, le théoréme énoncé con-
siste en ce que le point C, ou EF coupe OD, est le conju-
gué du point D.

Or, le rayon OE est moyen proportionnel entre I'hypo-
ténuse OD et le segment OC; donc

0C. 0D =08’

Théoréme X X.

Le pdle N de toute droite GH passant par un point C est sur
la polaire EF de ce point.

Le pole dela droite GH est situé sur OM, perpendiculaire
a GH. 1l faut donc, pour démontrer le théoréme, faire voir
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que le point N, ou les droites OM, EF se coupent, est con-
jugué de M. Or, les triangles rectangles OMC, ODN, sont
semblables; donc
OM.ON=0C.0D.
Maig, les points G, D étant réciproques, on a
0C.0D=0B;
donc aussi
OM . ON =0B".

Théoréme XXI.

La polaire de tout point pris sur une droite passe par le pole de
: cette droite.

Cette proposition est la réciproque évidente du Théo-
reme XX. Dans le cas ou la droite AB est extérieure a la
circonférence O, on peut remplacer I’énoncé par celui-ci :

Si, par différents. points G, ¢/, C”.... pris sur une droite
AB, on meéne des tangentes & une circonférence 0, les
cordes de contact DE, D'E’,... passent toutes par un méme
point P.

Théoréme XXIE.

Toute corde FG, menée par un point P, est divisée harmonique-
ment par ce point et par sa polaire BC.

Les points A, P étant réciproques, on a (Th. XVIII)

AF _ AG

PF T PG
ou

AF PR

AG T PG

Cette proportion exprime que AP est la bissectrice de
Pangle FAG. Et comme BC est perpendiculaire & AP, les

Fie. 116.

Fig. 117.
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quatre droites AP, AB, AF, AG forment un faisceau har-
monique (Th. XIII, Rem. III).

Théoréme XXIII.

Etant donné un polygone P, on peut toujours construire un po-
lygone P’ tel, que les sommets de I'un des polygones soient
les poles des cotés de I'autre, relativement & un cercle donné 0.

Supposons, pour fixer les idées, que le polygone P soit
un quadrilatére ABCD. Soient A/, B/, (, D’ les poles des
cotés de cetle figure. La droite A’B, qui joint le pole de
AB au pole de BC, es!la polaire de B (Th. XX), etc. Donc
les deux quadrilatéres ABCD, A’B'C/D’ jouissent des pro-
priélés énoncees.

Remarques. 1. En général, les polygones P, P’ sont dits
polaires réciproques par rapport au cercle directeur 0.

II. La théorie des polaires réciproques, due, en grande
partie a lillustre Poncelet, double le nombre des théo-
rémes de la Géométrie; c’est-d-dire qu'un théoréme de
situation (*) étant admis, la considération des polaires
réciproques en donne immédiatement un autre, corrélatif
du_premier. Soit, par exemple, ce théoréme trés-simple :
les hauteurs AM, BN, CP d'un triangle ABC se coupent en
un méme point 1 (I, Th. I).

Construisons la polaire réciproque de la figure, relative-
ment A un cercle ayant pour centre le point arbitraire O ;
et soient A/, B/, C/ les péles des cotes BC, GA, AB.

Le pole de AM est situé sur B’C’, polaire de A. De plus,
il est vi:ible que les pdles de deux droites perpendicu-
laires entre elles sont situés sur deux rayons perpendi-

(*) M. Mannheim, professeur a I'Ecolc polytechnique. est parvenu
a étendre, aux propriétés numériques des figures, I'application du
principe des polaires réciproques.
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culaires entre eus. Donc le pole de AM doit aussi se
trouver sur OM’ perpendiculaire & OA’; donc il est en M.
Une construction semblable donne les péles N, P des
droites BN, GP. Et comme AM, BN, CP se coupent en I,
les poles de ces lignes sont situés sur une méme droile,
polaire de I.- ‘
Conséquem:ment :

Théoréme XXiV.

Si, d’un point quelconque O, on mene des droites aux
sommets d'un triangle A’B/C/, et des perpendiculaires a ces
droites; qu'on prolonge chaque perpendiculaire jusqu'a ce
qu'elle rencontre le c6té opposé au sommet correspondant;
les points M/, N/, P/, ainsi obtenus, sont sur une méme droite.

Théoréme XXV.

Dans tout hexagone ABCDEF inscrit au cercle, les points de con-
cours I, G, H, des cotés opposés, sont sur une méme droite.

Ce théoréme, I'un des plus féconds de la Géométrie,
est da a Pascal (*). On le démontre facilement comme il
suit :

Prolongeons les cOtés, de deux en deux, jusqu’a ce qu’ils
se rencontrent aux points L, M, N. Nous aurons, par la
propriété des droites qui se coupent hors d'un cercle :

LA .LF=1LB. LC,
MC . MB =MD . ME,
NE . ND = NF . NA.

D'un autre coté, le triangle LMN, coupé par les trans-

(*) On peut voir, dans les Nouvelles Annales de Mathématiques
{t. XI), une analyse des travaux auxquels a donné lien I'Heza-
gramme mystique de Pascal. Quand il fit connaitre son théoréme,
cet homme extraordinaire avait & peine dix sept ans!

6

Fic. 120.

G., 238.
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versales AG, DI, FH, donne (Th. VIII) :

LB. MG .NA = MB.NG . LA,
MD.NI.LC=ND.LI.MC,
ME . NF.LH=NE .LF.NH.

Multipliant ces six égalités membre & membre, et sup-
primant les facteurs communs, il nous vient

MG .Nl.LH=NG.LI.MH.

‘Donc (Th. VIII, Rem. II) les trois points G, H, 1 sonut
sur une méme droile.

Remarques (*). 1. Ce théoréme n’est pas seulement
applicable & un hexagone convexe, comme celui dc Ia
figure. Les cotés pourraient s’entre-croiser et les sommels
se succéder sur la circonférence dans un ordre quel-
conque, ce qui fournirait soixante hexagones diffc-
rents (**) (dont un seul convexe) ayant les mémes som-
mets. On obtiendrait ainsi soixante groupes différents de
trois points situés en ligne droite. Toutefois, cela ne don-
nerait pas cent quatre-vingls points différents ; car, par
les six points de la circonférence, en les prenant deux &
deux, on ne peut faire passer que quinze droites; cha-
cune de ces quinze droites en rencontre huit aux deux
sommets par lesquels elle passe; restent donc, pour cha-
cune, six points d'inlersection non situés sur la circonfé-

(*) Tirées du Cours de Géomélrie de Vincent (2¢ édition).

(**) En effet, on peut supposer que le premier sommet soit A ;
et alors le nombre des hexagones est celui des permutatious des
¢inqg lettres B. G, D, E, F, c’est-d-dire 120. Mais il est visible que
chaque hexagone a été compté deux fois : par exemple, ABGDEF
et AFEDGB coincident. Le nombre précédent doit donc étre divisé

par 2.
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rence (*); ce qui donne quarante-cing points en tout
pour fournir les soixante groupes ci-dessus (*¥).

[I. On peut supposer qu'un ou plusieurs cotés de
I’hexagone inscrit, indéfiniment prolongés, deviennent
des tangentes. De 1a résultent divers corollaires ou théo-
rémes relatifs au pentagone, au quadrilatére et au triangle
inscrit. Nous allons en donner les énoncés, en observant
qu’ils sont susceptibles duv méme genre d’extension que
le Théoréme de Pascal.

Théoréme XXVI.

Dans tout pentagone inscrit, les points de concours de deux
paires de c6tés non consécutifs quelconques, et celui du cin-

quieéme coté avec la tangente au sommet opposé, sont tous
trois en ligne droite.

'Théoréme X XVII.

Dans tout quadrilatére inscrit, les points de concours des cdtés

opposés, et ceux des tangentes aux sommets opposés, pris deux
a deux, sont tous quatre en ligne droite.

Théoréme XX VIIE.

Dans tout quadrilatere inscrit, le point de concours de deux
cOtés opposés, et les points de concours des tangentes menées
aux extrémités de I'un de ces deux cdtés, avec les deux autres,
sont tous trois en ligne droite.

’

Théoréme X XEIX.

Dans tout triangle inscrit, les points de concours des ¢Otés avec les
tangentes aux sommets opposés, sont sur une méme droite.

(*) St I'on consideére les sommets G, D, L, F, les droites qui les
joignent deux & deux sont au nombre de six; par conséquent, sur
le ¢cOLé AB, il y a siz points dintersection non silués sur la circon-
férence.

(**) Un point étant situé sur deux droites, le nombre des points

15.6
est 7 = 45,
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Théoréme XXX.

Dans tout | hexagone abcedef circonscrit au cercle, les diagonales
menées par les sommets opposés se coupent en un méme point.

Si I'on trace les cordes de contaclt AB, BG,... elles for-
meront un hexagone inscrit ABCDEF. Les cotés de cet
hexagone ont pour péles les sommets correspondants
de I’hexagone circonscrif. Si 'on méne e, le pole de cette
droile doit se trouver sur 1a polaire-de b et sur la polaire
de e; donc il est en G. De méme, les péles des deux
autres diagonales ad, cf, sont les points I, H. Donc,
les points G, I, H élant sur une ligne droite, leurs po-
laires concourent en ur méme point P (Th. XXI).

Remargue. Ce dernier théoréme, découvert parM. Brian-
chon, est un corrélatif du Théoréme de Pascal (Th. XXIII,
Rem. II). Il donne lieu, comme celui-ci, & un grand
nombre de corollaires, parmi lesquels nous énoncerons
les quatre théorémes suivants:

Théoréme XXXI.

Dans tout pentagone circonscrit, les diagonales menées par deux
paires "de sommets non consécutifs quelconques, et la droite
qui joint le cinquieme sommet au point de contact du c6té op-
posé, concourent toutes trois cn un méme point.

Théoréme XXXIN.

Dans tout quadrilatére circonscrit, les droites menées par les
points de contact des cotés opposés, et les diagonales, con-
courent en un méme point.

Théoréme XXXIII.

Dans tout quadrilatére circonscrit, la droite menée par les som-
mets de deux angles opposés, et les droites qui joignent les
points de contact des cotés formant I'un de ces angles, avec les
deux autres sommets, concourent toutes trois en un méme point.
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Théoréme XXXIV.

Dans tout triangle circonscrit, les droites menées des sommets
aux points de contact opposés concourent en un méme point.

Théoréme XXXV.

Le lieu géométrique des points M d’égale buissance par rapport
a deux circonférences 0,0/, est une perpendiculaire MN & la
ligne des centres.

On appelle puissance d’un point, par rapport & une cir-
conférence, le rectangle constant des segments s dditifs ou
soustractifs que forme ce point sur toute corde qui le con-
tient.

Par exemple, dans la figure 116, PD.PE est la puis-
sance du point P. De méme, dans la figure 120, LA . LF
est la puissance du point L.

D’aprés cette définition, il est évident que : 1° la ligne
cherchée se confond avec le lieu des points d’oti I'on peut
mener, aux deux circonférences, des tangentes MT, MT’, g, 122.
égales entre clles; 2° si les circonférences sont tan-
gentes ou sécantes, le lien géométrique dont il s'agil est
la tangente commune ou la corde commune.

Considérons donc le cas ou les circonférences seraient
extérieures ou intérieures. :

Abaissons MP perpendicalaire & 00/, et menons MO,

MO’. Nous aurons
NT =0M — 0T, NT'=0M —0T ;
J'ou, & cause dc MT =MT’, et en appelant R, R’ les deux
rayons, :
OM —R*=0M —R™.
Or, .
[ -|-~Wz, W’:W’+M/‘P’;
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donc
0P —R*=0P —R~.
Cette égalité donne
P — 0P —R2 — R,
ou
(0P -+ 0P) (0P — 0'P) = (R R') (R —R) ;
ou encore, a cause de OP 4 0P =00/ :
' R+R) R—R)
— / —_ .
0P — 0P 00
Ainsi, la position du point P est indépendante de celle

du point M: tous les points da lieu cherché ayant méme
projection sur 00/, ce lieu est précisément la perpendi-
culaire MP.

Remargues. 1. La droite MN est appelée axe radical des
circonférences 0, 0’ (*).

il. D’aprés la valeur trouvée pour OP — OP’, on voit
que si R surpasse R/, OP doit surpasser (/P. Ainsi, l'axe
radical est plus prés dw cenire de la petite circonférence
que du centre de la grande.

IIl. De

0P —R2=0P — R?,
on déduit

(OP 4 R) (0P —R) = (/P +R) (0'P —RY),

ou
(OP4-R) . AP = (0P 4-R’) A’P.

Nous avons supposé R > R/, d’'oi nous avons conclu
OP > O’P. Donc, par compensation, AP < A’P. C’est-a-dire
que Uaxe radical est plus présde la gramde circonfé-
rence que de la petite.

(*) La théorie des axes radicaux est due a Gaultier (de Tours)
(Journal de I’ Ecole polytechnique, 16+ Cahier).
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Théoréme XXXVI.

Les axes radicaux de trois circonférences, considérées deux &
deux, se coupent en un méme point.

Les axes radicaux MN, M'N’ se coupent cn un point
tel, que si I'on mene de ce point les tangentes CT, GT’,
CT”, on aura, en méme lemps, CT'= CT”, CT” =CT.
Donc CT/=CT}; donc le point C est situé sur I'axe radical
M//N//.

Remarques. 1. Le point G est le centre radical des trois
circonférences.

Il. Pour trouver I'axe radical de deux circonférences
C, ¢/ qui n’ont aucun point commun, il suffit de les couper
par une circonférence auxiliaire C/, puis d’abaisser, par le
point de rencontre des cordes communes, une per-
pendiculaire sur la droite qui joint les centres des cir-
conférences G, (/. :

IlI. Si trois circonférences se coupent devx & deuw, les
trois cordes communes se coupent en un méme point; st
trois circonférences se touchent deux & deuz, les trois tan-
gentes communes se coupent en un méme point; elc.

Théoréme XXX VIX.

Le lieu des centres M des circonférences qui coupent orthogona-
lement deux cercles donnés 0O, 0, est I'axe radical de ces
cercles.

Si les circonférences 0, M se coupent orthogonalement
en T, les rayons OT, O'T" sont perpendiculaires entre
eux : MT est une tangenie a la circonférence O. Pour la
méme raison, le rayon MT’ est tangent & la circonférence
0/, Mais MT = MT’; donc le lieu des centres M coincide
avec le licu des points d’ou I'on peu! mener, aux circon-

Fie. 123.

F16. 374’
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férences 0, 0/, des tangentes égales entre elles. G'est ce
qu’il fallait démontrer.

Remarque. Cette proposition, combinée avec le Théo-
réme XVII, conduit & diverscs conséquences, parmi les-
quelles nous énoncerens celles-ci :

1o Sy les cercles 0, 0 n'ont aucun pomf commun, les
circonférences M, W, W, ..., qui les coupent orthogonale-
ment, passent loutes par deuz points fizes F, F', situés
sur la ligne des centres 00/, et également distantsde U'axe
radical MP. Ces points F, F divisent harmoniquement
le diametre AB du cercle 0, et le diamétre A'B' du
cercle 00/,

20 Lorsque les circonférences 0, 0' se touchent en un
point G, les circonférences M passent toutes par le point
de contact C.

3° St les circonférences 0, O/ sont sécantes, les circon~-
ferences qui les coupent orthogonalement n'ont aucun
point commun ; de plus, ces circonférences M, W', M”, ...
ne rencontrent pas la ligne 00’ des centres.

4° Cette ligne des centres est, dans tous les cas, l'aze
radical des circonferences M, ', M”, ... considérées deuw
o deuz.

5° Les circonférences M, M/, M7, ... sont orthogonales,
non-seulement par rapport aux cercles donnés, mais en-
core relativement & toutes.les circonférences qui, consi-
dérées deux o deux, ont méme ligne des centres et méme
axe radical que les cercles donnés (¥).

*) Lorsque plusieurs circonfércnces, considérées deux a deux,
auront méme ligne des centres et méme axe radical, nous dirous,
pour abréger, qu'elles ont méme axe.
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Théoréme XXX VIIL.

L’axe radical de deux cercles est également distant des deux
polaires de chaque centre de similitude.

La proposition est vraie lorsque les deux cercles ont
des tangentes communes; car le milien de chacune de
ces droites est sur l'axe radical; et les extre¢mités de la
tangente, c’est-a-dire les points de contacl, apparliennent
aux polaires du centre de simililude par lequel passe cette
méme tangente.

Dans tout autre cas, le théoréme subsiste. En effet,
les relations qui déterminent les centres de simililude,
leurs polaires, et les axes radicaux, sont indépendantes
des grandeurs et des positions relatives des deux cercles.

Théoréme XX XIX.

Le centre radical de trois cercles 0, 0/, 0” est le centre commun
des huit hexagones ayant pour c6tés les polaires des six centres
de similitude, pris trois a trois.

Soient, pour fixer lesidées :

G le centre de similitude directe des cercles 0/, 07;
¢ - — 07, 0;
(1 — — 0, 0.
Soient, par suite :

P, Q lespolaires da point G, relativement auxcentres 0/, 0”;

Pl’ Q/ - CI, - 0”7 0 5

o7, Q// — C”, — 0, 0.
Les six droites P, Q, P/, @/, P”, Q” déterminent un

hexagone dont les cOlés sont paralléles deux & deux.
Remarquons maintenant que, d’aprés le théoreme

précédent, le centre radical I est également distant des
cotés opposés de I'hexagone. De 1a résulte que les cotés
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et les sommets de celte figure sont deux a deux syme-
triques par rapport au point I : c’est ce que I'on exprime en
dizant que ce point est le centre de I'hexagone considéré.

Théoréme XL.

Lorsque deux circonférences sont orthogonales, la polaire d'un
point M de la premiére, par rapport & la seconde, passe par le
point M’ diamétralement opposé & M.

Soit P le second point d'intersection de la circonfé-
rence G avec la droite qui joint le point M au centre O.
Les circonférences étant orthogonales, on a (Th. XVII)

OP.OM="04";
en sorte que les points M, P sont réciproques. Donc la
polaire de M passe au point P. Et comme l'angle MPM
est droit, celte polaire est P,

Théoréme XLI.

Le lieu des points réciproques d’'un point donné M, relativement
a toutes les circonférences ayant méme axe, est la circonfé-
rence orthogonale aux circonférences données, passant par le
point M.

Supposons, dans la démonsiration précédente, le point
M fixe, ainsi que la circonférence CM. Si la circonfércuce
0 se déplace, cn restant orthogonale au cercle .C, de
maniére que le cenlre O décrive une droite OX, la per-
pendiculaire CD & OX scra I'axe radical commun & toutes
les circonférences O, con:idérées deux & deux (*). Pen-
dant ce mouvement du cercle O, le point P, réciproque
de M, décrit la circonférence "CM. CGest ce qu’il fallait
demontrer.

(*) Voir la note de la page 88.
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Théoréme XLIJ.

le Le lieu des points M tels, que les polaires de chacun d’eux,
par rapport a trois cercles donnés C, C’, C”, se coupent en un
méme. point P, est la circonférence O, orthogonale a ces
cercles; 2° le lieu des points P est la méme circonférence O;
3o le centre de cette circonférence est le centre radical des
cercles donnés; 4 les points M, P sont diamétralement
opposés (*).

Nous laissons au lecteur le soin de développer la d¢-
monstration : elle ne présente aucune difficulté. 11 en est
de méme pour la proposition suivanle, due a M. le capi-
taine Faure, '

Théovréme XILEil.

Trois cercles étant donnés, si 'on trace une circonférence ayant
méme axe que deux d’entre eux et touchant le troisitme, les six
points de contact ainsi obtenus coincident avec les points ot les
circonférences données coupent la circonférence orthogonale.

Théoréme XILIV,

Le point de rencontre O des hauteurs d'un triangle ABC est:
1o le centre radical des circonférences ayant pour diameétres
les cotés du triangle; 2° le centre radical des circonférences
ayant pour diamétres les segments OA, OB, OC des hauteurs.

1° Les circonférences décrites sur AC et BC passent par
le poinl G’ ; donc leur axe radical est GC/ ; etc.
2° Méme démonstration.
" Remargue. A cause de la premiére partie du théoréme,
‘ona '
0A.0A'=0B.0B =00C.0C.

(*j Théoréme de J.-B. Durrande (Annales de Gergonne, t. XVI).

Fia. 357.
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Théoréme XLV.

Dans tout quadrilatére complet, les circonférences décrites sur
les diagonales BE, CD, AF comme diamétres, étant prises
deux a deux, ont méme axe radical.

Les cordes CG, HE, Al, respectivement perpendiculaires
a DG, BH, FI, sont les hauteurs du triangle AEG : donc
elles concourent en un point L; et, & cause des quadrila-
téres inscriptibles HGGE, HEAI, AIGG, on a

LC.LG=LH.LE=LA.LL

Par conséquent, le point de rencontre L des hauteurs du

triangle AEG apparlient aux axes radicaux des circonfé-

rences CD, HE, AF, prises deux & deux.

De méme, les points de rencontre M, N, P, relatifs aux
triangles ABD, DEF, BCF, appartiennent, chacun, aux
mémes axes radicaux ; donc ceux-ci sont confondus en
une seule droite LMNP (*).

Théoréme XLVI.

Les points de rencontre des hauteurs des triangles déterminés
par les cotés d'un quadrilatere complet sont situés sur une
méme droite.

Ce théoréme est compris dans celui que nous venons de
démontrer.

Théoréme XLVII.
Dans tout quadrilatére complet, les milieux 0, 0’, 0” des trois
diagonales sont en ligne droite.
En eftet, les trois lignes des centres 00/, 0’0", 0”0 sont
perpendiculaires & I’axe radical commun LMNP; donc elles
coincident en direclion.

(*) 8i les points M, N, P pouvaient coincider avec L, on devrait
seulement conclure, comme dans le théoréme précédent, que le
point L est le centre radicil des trois circonférences.
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Remarques. 1. Ce théoreme peut élre démontré direc-
tement.

1. Les points 0, 0/, 0” étant les milieux respectifs des
droites BE, CD, AF, il s’cnsuit que la droite des centres
est un axe des moyennes distances relativement aux six
sommets A, B, C, D, E, F du quadrilatére (*).

Théoréme XKL VIIX.

Si, d’un point quelconque O, on meéne des droites aux sommets
d’'un quadrilatere ABCD et des perpendiculaires & ces droites:
1° Les points ou la perpendiculaire qui répond & un sommet
coupe les droites qui joignent deux & deux les trois autres som-
mets sont, trois & trois, sur quatre droites aa’a”’, bb'b”’,
ccc”, d'd"d"
2° Ces quatre droites concourent en un méme point I.
La premiére partie de la proposition a été démontrée
ci-dessus (Th. XXIV).
Quant & la seconde partie, elle se déduit du Théo-
rémeXLVI, par le moyen des polaires réciproques. Nous
laissons au lecteur le soin ds développer 1a démonstration.

Théoréme XLXIX.

Dans tout quadrilatére complet, chacune des diagonales est par-
tagée harmoniquement par les deux autres.

Soit ABCD un quadrilatére, dont les trois diagonales
sont AC, BD, EF. Pour démontrer que la diagonale EF, par
exemple, est partagée harmoniquement aux points G, H,
par les prolongements des deux autres diagonales, il suffit
d’observer que, dans le triangle AEF, AH, DE, FB sont
irois transversales menées des sommets & un méme

(*) Les démonstrations précédentes (Th XLV, XLVI, XLVIl) ont
€té données par M. Mention (Nouvelles Annales de Mathémaliques,
tome XI).

Fig. 109.
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point G. Donc (Th. XIII, Rem. IV) DBG et ACH partagent
harmoniquement EF.

De méme, dans le triangle ABD, CB, CA, BD sont trois
transversales issues d’'un méme point G; donc la base BD
est partagée harmoniquement par les droites CA, EF, aux
points I, G.

Enfin, dans le triangle ABC, DA, DB, DC sont trois
transversales issues d'un méme point ; donc la base AC est
partagée harmoniquement par la transversale DB et par
la droite EF.

Théoréme L.

Dans tout quadrilatere inscrit ABCD, le point de rencontre I des
diagonales AC, BD, et les points de concours P, Q des ctés
opposés, forment un triangle dont chaque sommet est le pole
du c6té opposé.

Menons la droite PQ: cette ligne forme, avec PA,
PD, PI, un faiscean harmonique (Th. XLIX), donc la corde
AD est partagée harmoniquement aux points Q, E. par
la méme raison, 1a corde CB est partagée harmonique-
ment aux points Q, F. Les points E, F, conjugués harmo-
niques du point Q, appartiennent a la polaire de ce point
(Th. XXII). Cette polaire est donc PI.

De méme, la droite Ql a pour péle le point P.

Quant & la droite PQ, elle a pour péle le point I, inter-
scction de QI, polaire de P, et de PI, polaire de Q.

Remarque. Si les droites AD, BC tournent autour du
point Q, les poinls [, P se déplacent, mais la droite Pt
resle fixe, attendu qu’elle esl la polaire du point Q. On
conclut, de cette remarque, le moyen de construire, avec
la régle, la polaire d'un point.
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'Théoréme LE.

Dans tout quadrilatere complet ciréonscritABGD, chacune desdia-
gonales est la polaire du point d’intersection des deux autres.

Soient G, H, I, K, les points de contact des cotés du
quadrilatére avecla circonférence inscrite. Construisons le
quadrilatere complet ayant ces points pour sommets.

D’apres le théoréme précédent, la droite MN, qui joint
le point de rencontre des diagonales GI, KH avec le point
de concours des cotés opposés IH, KG, est la polaire du
point L o se coupent les colés opposés GH, IK. Mais, d'un
autre cot2, les sommets B, D du quadrilatére circonscrit
sont les poles des cordes de contact GH, IK; donc la dia-
gonale BD est la polaire du point L ; c’est-d-dire que les
quatre points B, D, N, M sont en ligne droite.

Pour la méme raison, les points A, C, L, N sont en ligne
droile; et il en est de méme pour les points E, F, L, M.

Ea outre, les points ou ces droites se coupent deux
a deux sont L, N, M. Donc le point L, intersection
des diagonales AC, EF, a pour polaire la diagonale BD ;
etc.

Théoréme LIH.

Si deux quadrilateres sont l'un inscrit et 'autre circonserit & un
méme cercle, de manicre que les sommets du premier soient
les points de contact des cotés du second : 1° les points de con-
cours des cotés opposés de ces quadrilateres sont situés sur une
méme droite ; 2° les diagonales du quadrilatere inscrit et celles
du quadrilatere circonscrit se coupent en un meéme point, péle
de cette droite; 3° les points de concours des cotés opposés du
quadrilatere inscrit sont situés sur les diagonales du quadrila-
tere circonscrit.

La démoanstration de ce théoréme est renfermée dans
celle qui précele.

Fic. 119.
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Théoréme LIXK.

Si une premiere droite EF partage proportionnellement deux
cotés opposés AB, CD d’'un quadrilatére ABCD, et qu'une se-
conde droite GH partage proportionnellement les deux autres
cotés, chacune de ces droites est divisée, par l'autre, dans le
méme rapport que les cotés qui déterminent celles-ci.

Par le point E, menons C/ED’ paralléle & CD; menons
ensuite, parallelement & EF, les droites DD/, HH’, CC/,
GG’ ; enfin, tirons AD’ et BC'.

Nous avons, par hypothése,

AB_ DF
BE = CF’
d’ou, & cause des paralléles,
AE _ DE
BE — CE°

ainsi, les triangles AED/, BEC’ sont semblables, ef leurs
cdtés homologues AD', BC! sont paralléles.
Nous avons aussi, par hypothése,

AH _ DH
BG ~ CG’
d’ou
' AR DH
BG T CG

Il résulte, de cette proporlion, que les points H’, E, G
sont en ligne droite. Donc

B _AE

EG' ™ BE ’
Mais HGH’G’ est un parallélogramme ; donc aussi

10 _ 4B _ DE
16 ~— BE ~ CF
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On prouverait, de la méme maniére, que

IE _ AH _ BG

IF~ DH G
CorOLLAIRE I. Si deux cdtés opposés d'un quadrilatére
sont divisés proportionnelbement par les droites EF, E'F’,
E7F”..... et que chacune de ces droites soit divisée dans
un rapport donné, le liew des points de division 1,1, 1”,...
est une ligne droite.

CoroLLAIRE II. Si une droite mobile CD détermine, sur
deux droites données Az, By, et d partir de deux points
fizes A, B, des segments AC, BD dont le rapport soit
donné; si, de plus, un point M divise, dans un rapport
donné, la droite CD, le lieu de ce point est une ligne
droite (¥).

Remargues. 1. 0 étant le sommet de I'angle formé par
ies droites Az, By, prenons sur Az une distance AG
quatriéme proportionnelle 4 BD, AGC et BO : OG, c'est-a-
dire Oz, sera une position de la droite mobile DC. Si
donc R estle point ou la droite ME, décrite par le point
M, vient couper Oz, nous aurons

GR _ oM
OR = DM~
De méme, le point S, ou ME rencontre Oy, est déterminé
par les proportions

A0 _AC B _ DM
BH— BD’ 0SS  CM°

(*) Newton, Principes Mathématiques; traduction de Mme du
Chastelet. Livre I, Lemme XXIII.

7

F1a. 376.
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I1. Si I'on suppose

BC_, oM
AD 7 DM B
on trouve aisément, & cause des relations précédentes,
A.p+BO.2 AR
MR=——-——""" =
T+5 , BS -

Ces formules donnent lieu & une intéressante discussio:.

Théoréme LIV,

Par le centre O d’une circonférence inscrite & un angle £Ay, on
éleve la perpendiculaire BC a la bissectrice AO, et I’on méne
ensuite une tangente quelconque DE a la circonférence : ces
deux droites déterminent, sur les cdtés de l'angle, des seg-
ments BD, CE dont le rectangle est constant.

Menons les droites OD, OE : il en résulle deux triangles
0BD, OCE équiangles entre eux.
En eflet,

OBD=1"+%A=OCE,

et
1 a 1 1 1
BOD—ABO——§—D_1 —-Q—A—7 D_7E.

La comparaison des cotés homolcgues donne ensuile

BD_ 0B
oC — CE

puis
BD.CE=0B"

Remarque. Sur la figure, le cercle O est inscrit au
triangle ADE ; mais la démonstration et le théoréme sub-
sistent quand le cercle est ex-inscrit.
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Théoréme LV.

Les segments déterminés sur deux c6tés opposés d’un quadrila-
tere circonscrit, par le diametre perpendiculaire a la bissec-

trice de I'angle formé par ces cotég, sont inversement propor-
tionnels.

On a, par le théoréme précedent,
AE.DF=0E, BE.CF=0E ;
donce

AR CF
BE ~ DF -

Théoréme LVI.

Dans tout quadrilatére circonscrit, la droite MN qui joint les
milieux des diagonales passe par le centre du cercle ().

D’apres le Théoreéme LIII, la droite MN divise en deux

parties égales toutes les droites, telles que EF, satisfai-
sairt & la condition
AR _ CF
BE = DF°
Or le diametre EOF cst 1'unc de ces droites (Th. LV) ;
donc, etc. (**).

(*) Ce beau théoréme, qui subsiste pour toute conique, est di &
Newton (Principes Mathémaliques, Livre I, Lemme XXV, Corol-
laire 3).

(**) Cette démonstration du Théoréme de Newton, remarquable
par la simplicité, est celle qui a été donnée par I'immortel créateur
de la Mécanique céleste, 1l en existe un grand nombre d’autres
(Voyez les Annales de Gergonne, t. X111 les Nowvelles Annales de
Mathématiques, t. 1 et 111, ete.).

F16. 378.

Fi16. 379.
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Théoréme LVII.

Dans tout quadrilatére circonscrit ABCD :

1o La droite MN, qui joint les milieux M, N des diagonales AC,
BD, divise, en segments inversement proportionnels, les
cOtés opposés;

20 La partie de cette droite, comprise entre deux cotés opposés,
est partagée, par le centre du cercle inscrit, proportionnel-
lement & ces cOtés;

3o Les segments de la droite MN, déterminés par 'une des
diagonales et par les cotés, sont en proportion.

Les diverses parties de ce théoréme sont exprimées par
les relations

AP (R AS Q.
B TR DS B
PO _ AB Q0 _ BC
RO~ CD’ SO~ AD’
MP MR NP MR

MM’ NQ O NS
- Elles se déduisent, presque immédiatement, des Théo-
rémes LIII et LVI. Pour abréger, nous omettons les
démonstrations : elles ne sauraient embarrasser le lec-
teur.

Théoréme LVEIN.

Si d’'un point A, pris dans le plan d’un angle yOx, on meéne des
transversales AB, AB/, AB”,.... les points de concours D, D/,
D”..., des quadrilateres BC’, B/C”,... sont situés sur une méme
droite passant par le sommet O de I'angle.

Dans le quadrilatére BCB/C’, la diagonale B'C est par-
tagée harmoniquement aux points D, E (Th. XLIX) ; done
0A, Oy, 0D, Oz forment un faisceau harmonique. Il en
est de méme pour OA, Oy, O/, Ox. Donc les droites OD,
0D’ coincident. - Ge qui démontre la proposition.
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Remarques. 1. Si le point A se déplace sur OA, la droite
0D ne change pas. Si, au contraire, OA se déplace, 0D
tourne aulour du point 0. C’est ce qu’on exprime en disaut
que le point A est un pdle de la droite OD : celle-ci est la
polaire du point A. De meme, le point D est un pole de
OA, et celte droite est la polairede D.

Il. Dans an faisceau harmonique, tout point de I'un des
rayons est un pole du rayon conjugué, relativement a
I’angle formé par les deax autres rayons.

Théoréme LIX.

Si les cdtés d’un triangle ABC coupent une circonférence O, de
mani¢re qu'il y ait sur chaque coté deux segments déterminés
par un sommet et la courbe, le produit des six segments obte-
nus en faisant le tour dela figure dans un sens est égal au
produit obtenu en faisant le tour en sens contraire.

On a, par la propriété des sécantes qui se coupent hors
d’un cercle :
AP . AP = AN . AN/,
BM . BW =BP . BP,
CN.CN =CM. CM;
d’ot -
AP.AP’.BM.BM .CN.CN'=AN.AN’.CM.CM.BP.BP'.

Remarque. Ce théoréme, dit & Carnot, subsiste, comme
ceux de Pascal et de Brianchou, quand on remplace la cir-
conférence O par une ligne quelconque du second ordre. Il
est vrai, en particulier, dans le cas ou cette circonférence
serait remplacée par le systéme de deux droites DE, FG.
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Théoréme LX.

Un quadrilatere ABCD étant inscrit & une circonférence O, si
I'on méne une transversale XY qui rencontre la courbe en
deux points, et les cotés du quadrilatére en quatre points, ces
six points sont en involution : les points'conjugués sont situés
sur la circonférence et sur les cotés opposés du quadrilatere (*).
Avanl de passer 4 la démonstration de ce théoréme,

établissons quelques définitions :
1° Lorsqu'une droite AB est partagée aux points G, D

en trois segments AG, CD, BD, on donne le nom de rap-
port anharmonique A celui qui existe entre le rectangle des
segments extrémes et le rectangle de la droite entiére par
le segment moyen; c'est-d-dire que le rapport anharmo-
AG.BD ,,

AB.CD -
2¢ Lorsque six points A, B, G, A/, B/, (/, situés sur une

droite, sont tels que le rapport anharmonique de quatre

d’entre eux est égal au rapport anharmonique de leurs
conjugués ou a linverse de celui-ci, on dit que ces siz
points sont en involution.

3° Cette derniére dénomination a été adopiée, parce
que si ona

nique des quatré points A, B, G, D est

AB . B'C’ _ A’B’. BC
AB’.BC’ — A'B.BC
on a aussi, comme on peut le démontrer,
AB.CA' . B'C/ =A'B’. (/A . BG, )

(*) Théoreme de Desargues. .

(**) Il est plus exact de dire, avec M. Chasles {Géoméirie supé-
rieure, p. 7): le rapport anharmonique de quatre points est le rap-
port des distances de I'un des points & deux des autres, divisé par le
rapport des distances du qualriéme point a ces deuz-lg; mais j'ai
craint que cette définition générale embarrassit les commencants,
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relation analogue A celles que nous avons considérées ci-
dessus (Th. VII, VIII, etc.).

Cela étant, prolongeons les cotés opposés AB, CD jus-
qu’a ce qu'ils se rencontrent en E : le Théoréme de Carnot,
appliqué au triangle ELL/, donne

EB.EA.L/N. /N .-LC . LD=EC . ED.LN.LN .L/A. L/B.

Le méme théoréme, appliqué au triangle ELL’ et au
systéme des droites AD, BG, donne aussi

FC.ED.LM.LMW .L/A.L/B=EB.EA.L'M.L/'W.LC.LD.

Multipliant ces deux égalités membre & membre, et
supprimant les facteurs communs, on trouve

IN.I/N.LM.LW =LN.LN .L/M. 'W;
ou
N.LM LN .L'M
M.LN 7 WM. LU/N

Théoréme LXI.
Si I'on joint les sommets A, B, C d’un triangle & un point inté-
rieur O, par les droites AOA’, BOB', COC/, on a
0A | OB | OC
w 't T
Les triangles BAC, BOC, qui ont méme base BC, sont
entre eux comme leurs hauteurs, ou, ainsi qu'il est aisé
-de le voir, comme les droiles AA’, OA’. Donc

Y
BAC ~ AN

Dec méme,
AOGC _ OB AOB _ oC
ABC — BB’ ' ACB T CC’

Fic. 124.
G., 246,
256.
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Ces proportions donnent

+ 0B’ T 0C’ _ BOG+-AOC 4-AOB _
AA’ BB " CC/ ABG -

Théoréme LXII.

Si trois droites, aboutissant en un méme point O, sont coupées
par deux transversales ABC, A’B'C/, on a

AB  0OC BC OA _ AG 0B
AB 00 BG 0N AC 0B’

Prolongcons les transversales jusqu'a leur rencontre
en M : le triangle AA’M et la transversale BB’O donnent

AO.A'B’ .MB=AB.A0.MB.
Le méme triangle et la transversale GG/ donnent aussi
AG. A0 . MCY = A0 . A'CY . MC

En multipliant membre & membre czs deux égalités, et
supprimant les facleurs commuus, nous trouvons

A'B’ . MB. AG. MG/ =AB. MB' . A’V . MC,
ou
MB AC _ MC  AB )
T U TV U T

Maintenant, le Théoréme VIII, appliqué aux triangies
OB’C/, OBC, respectivement coupés par les transver—
sales MBC, MB'CY, dunne

MB’.CC’. OB =MC/.BB’.0C,
MB .CGC/.08’=MC .BB’.0C/;
d’ou
MB/ 0B __ MC 0G
MB OB T MG " OC¢ (2




DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 105
.Nous obtiendrons donc, par la combinaison des rela-
tions (1) et (2), et par un simple changement de lettres,

AC OB __AB  OC _ BC OA
ACC T OB T A’F T 0C T BC C 0A T

Théoréme LXIII.

Si d’'un point O, pris dans le plan d’un triangle ABC, on abaisse
des perpendiculaires sur les trois c6tés, on détermine six seg-
ments tels, que la somme des carrés de ceux qui n’ont pas
d’extrémités communes est égale & la somme des carrés des
autres.

Menons OA, OB, OC: nous aurons, & cause des triangles
rectangles,
0 +AB =00 + UB,
08" +BC =0A" +ATC,
0C" + /A’ ="0B" + BA’.
Donc, en ajoutant membre & membre et en supprimant
les termes égaux,
VB 4+ B0 +0A =80 + ¢ + DA
Théoréme LXIV.

SiTon joint le sommet A d’un triangle a un point quelconque M
de la base BC, on a -

AB’ . CM +AC’. BM = (AM’ + BM . CM). BC.
Abaissons AD perpendiculaire sur BC; nous aurons,
dans le triangle AMB, ,
AB =AM+ BM — 2BM . MD ;
et, dans le triangle AMC,
AC =AM 4 CM’ 4 2CM . MD.
Afin d’obtenir une relation indépendante de MD, mul-

F1a. 131.

Fie. 132.
G.,269.
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tiplions la premiére égalité par CM, la seconde par BM,
et ajoutons; il vient

AB.CM +AC .BM =AM .BC BN .CM --CM . BM;
ou, en simplifiant,
AB . CM-AC :BM =AM .BC+ CM.BM . BC.

Remarques. 1. Si le point M est le milieu de BC, la
relation précédente devient

AB 4-AC = 24N’ 42BN
Celle-ci exprime un théoréme connu.
1. Si la droite AM est bissectrice de ’angle A, on a

BM _CM _  BC
AB ~ AGC _ ABFAC’

d’olt
_ e BC
BM=AB e M=AMmrie

Ces valeurs, subslituées dans le premier membre de
la relation générale, donnent

BG

5 gg = (AW -+ BM. CM)BC;

(AB’ . AC +AC . AB)
d’ou
AM = AB . AC —BM . CM.

Ainsi, dans tout triangle, le carré d'une bissectrice est
équivalent au rectangle des cdtés adjacents, diminué du
rectangle des segments déterminés, sur le troisiéme coté,
par la bissectrice.

1. Ce dernier théoréme peut étre démontré directe-
ment. :
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Théoréme I.XV.

La somme des carrés des segments formés par deux cordes qui se
coupent rectangulairement est égale au carré du diamétre.

Soient AB, CD les deux cordes: je meéne BC, AD, le Fre. 134.
diamétre DOF et la corde AF.

Ona

AE +ED 4+ BR + CE =AD - BC.

Mais la somme des arcs AD, BC est une demi-circonfé-
rence, attendu que I'angle E est droit ; donc les arcs BC,
AF sont égaux, et, par suite, leurs cordes sont égales. La
relation précédente devient donc

AR ++ED +BE +CE =TF.
Théoréme LXVI.

La somme des carrés de deux cordes perpendiculaires AB, CD
est égale a huit fois le carré du rayon, moins quatre fois le
carré de la distance OE/ du centre au point d'intersection des
deux cordes.

On a évidemment
BB’ 4CD'=AE'+Bf +CE +DE -+2AE.BE42CE.DE;  Fro. 134.
ou, en verlu du théoréme précédent,
AB’ 1-TD =DF + 2(AE . BE + CE . DE).
Menons 0G, OH perpendiculaires & CD, AB, nous aurons
AE=AH--EH, BE=AH—EH;

d’ou
AE.BE = AH —EH

De méme,
CE.DE=DG —GE.



108 THEOREMES ET PROBLEMES

L’égalité précédente devient donc )
B 4 CD = DF - 2AH -+ 2DG° — 2(BH’ +GF),
ou
A+ @ =0F + (\F +TD) — 208,
ou enfin |
AB' 4-CD =80D — 40B - -

Théoréme LXVIK.

Dans tout triangle ABC, le point H de rencountre des trois hau-
teurs, le centre D des moyennes distances et le centre O du
cercle circonscrit sont sur une méme droite. De plus, la dis-
tance DH des deux premiers points est double de la distance
0D des deux derniers.

Soient E, F les milieux des cotés AB, BC. Menons EQ,
FO, AH, CH, CD et DE.
Les triangles AHC, FOE, sont équiangles entre eux;
donc '
CH AC

O EF =2

D’un autre coté, le point D étant le centre des moyennes
distances du triangle ABC, on a
GD
DE= 2
Les triangles HCD, OED ayant un angle égal compris
entre cotés proportionnels, semblables, donc les angles
GDH, EDO sont égaux; et ODH est une ligne droite.
De plus,
HD = 20D.
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Théoréme LXVIIL.

Dans tout triangle ABC, la distance d des centres de la circonfé-
rence inscrite et de la circonférence circonscrite est moyenne
proportionnelle entre le rayon R de celle-ci et 'exces de ce
rayon sur le double du rayon ¢ de la premiére (*).

Les droites Al CI, bissectrices des angles A, C, divisent
en deux parties égales les arcs BDC, BEA, aux points
D, E. De la résulte que la sommeé des arcs AE, CD est

égale & I'arc DBE; el, par suite, que lcs angles AlE, DAE
sont égaux. Donc AE =1E. \

Le diamétre EOF du cercle circonscrit est perpendicu-
laire au milieu G de AB; conséquemment

AE =EF . EG,
ou
TE = 2R . EG. (1)

D'un autre 'c6té, en menant IP perpendiculaire & EF,
c'est-a-dire paralléle & AB, nous aurons

T0'=TE + R2 — 2R(EG - GP);
ou ‘
@ =TE + R* — 2R(EG + 7). (2)
Les égalités (1) et .(2), ajoutées membre & membre,
donnent enfin
d?=R (R —2r).

Remarques. 1. Le rayon R du cercle circonscrit ne peut

étre moindre que le diametre du cercle inscrit.

I. Si Uon a, entre les rayons R, r de deux cercles, et la
distance d de leurs centres, la relation @@ =R (R — 2r),

(*) Relation trouvée par Euler.

Fig. 141.
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un méme triangle peut ére inscrit aw premier cercle, et
circonscrit au second.

Cette réciproque importan{e se vérifie aisément an
moyen de la réduction & U'absurde.

II. 8@ deuwm cercles sunt tels quun méme triangle
puisse étre inserit av premier cercle et circonscrit au se-
cond, il y a une infinité de triangles qui jouissent de la
méme proprieté (*).

Théocréme LXIX.

Dans tout triangle ABC, la distance j des centres d’une des cir-
conférences ex-inscrites et de la circonférence circonscrite est
moyenne proportionnelle entre le rayon R de celle-ci et la
somme de ce rayon et du double du rayon « de la premiere.

Le centre I’ dn cercle ex-inscrit opposé a I'angle A est
'intersection de la bissectrice Al et du prolongement de
la corde FG, perpendiculaire & la bissectrice CIE de
I'angle G. On vient de voir que les angles EAI, CII’ sont
égaux; donc leurs compléments TAF, II'C sont égaux; el
AF=TF. Enfin, un calcul semblable au précédent con-
duit & la relation :

¥=R(R -4 24);
d’on 1’on conclut, par un simple changement de lettres:

W =R(R =+ 26),
#=R(R 427).

(*) Poncelet a étendu ce théoréme au cas d'un polygone et de
deux coniques : st un polygone de n colés est inscrit & une coniqu:
et circonscrit & une conique, iy a une infinité de polygones salis-
faisant & ces deux conditions.Lorsque les coniques sont des cercles,
la question est encore assez difficile ponr avoir occupé divers,
géowmetres, parmi lesquels on peut citer Euler, Fuss, Steiner, Jacobi
et M. Menti on.
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Théoréme LXX.

Dans tout triangle, Ja somme des carrés des distances comprises
entre le centre du cercle circonscrit et les centres des cercles
tangents aux trois cotés est égale & douze fois le carré du
rayon du cercle circonscrit.

D’aprés les deux théorémes précédents :
B2t P=4R24 2R (- gFy—7).
Mais (Liv. II, Th. XVI)
B4 y—r=4R;

d® 92 4 p2 -2 =12 R2.

donc

Théoréme LXXI.

Dans tout triangle, le carré de la distance D comprise entre le
centre du cercle circonscrit et le centre des moyennes distances
est égal au carré du rayon de ce cercle, moins le neuvieme de
la somme des carrés des cotés.

Le Théoréme III, appliqué au triangle ABC, donne
3R2=AD - BD' -+ CD’ -+ 3D*
Mais (Liv. I, Th. II)
2
3

2

AD = 3

AN, BD = — BB/, etc.;
donc
A0 + B0+ 00’ = (3 +BF + C0).
De plus, on _sai& que la somme des carrés des médianes
est les trois quarts de la somme des carrés des cotés.

Fia. 23.

G., 271.
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Conséquemment

AD +BD +CD = (a2 - 524 ¢?);

o] ~

et enfin
D?2=R?— %(cﬁ + 5% + ).

Théoréme LXXII.

~ Dans tout triangle , la somme des carrés des distances des

sommets, au centre du cercle inschit, est égale & la somme des
carrés des cotds, augmentée de trois fois le carré du rayon du
cercle inscrit, et diminuée du carré du demi-périmetre.

On a, en désignant par S ceile somme,

S=AD+BF +CF + 3

Mais (Liv. II, Th. XIV)

AD=p—a, BF=p—10, CFﬁp—o;
donc
S=(p—af + (0 — b+ (0 — o - 3%
La somme des trois premiers carrés est
3pt—2p(a-t-bo) 0t = pr et 2o
donc
S=at+t 02424 32— p2
Remarque. Sil'on représente par T l'aire du triangle,
on a
T=pr,=p(p—a)p—2)p—o),

,.2= (p—a)(pp_b)(p-c) =_p2+ab+bc+ca_ _agf—’
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Par conséquent,

S=a24 b2+ —4p* + 3 (ab+ bc +ca) —3%’3
=ab—|—bc+oa—3%€£-
Enfin, si'on a égard A la relatidn connue
abc ‘
R_'4_T-9 G‘.,284.

on trouve
S=ab+bc+ ca —12Rr.
Ainsi :

Théoréme LXXIII.

Dans tout triangle, la somme des carrés des distances des som-
mets, au centre du cercle inscrit, est égale & la somme des
rectangles des cdtés, diminuée de douze fois le rectangle des
rayons du cercle inscrit et du cercle circonscrit.

Théoréme LXXIV.

Dans tout triangle, la somme des carrés des distances des som-
mets, au centre d’'un cercle ex-inscrit, est égale a douze fois le
rectangle des rayons de ce cercle et du cercle circonscrit,
plus le rectangle des cotés adjacents a I'angle auquel est
opposé le cercle ex-inscrit, moins la somme des rectangles de
chacun de ces cotés et du troisieme.

Un calcul analogue & celui qui précéde conduit aux
relations
Si=12Re 4+ bc— (b +¢)a,
S;=12RB+ca — (c+ a)b,
S;=12Ry 4 ab— (a + b)c.
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Théoréme LXXV.

Dans tout triangle, la somme des carrés des douze droites qui
joignent les sommets aux centres des cercles tangents aux
trois cotés est égale & quarante-huit fois le carré du rayon
du cerele circonscrit.

En effet, & cause des deux derniers théorémes,
S+8+8,+8;=12Re+p+y—1).
Mais (Liv. II, Th. XVI)
a+B+y—r=4R;

S-I-S‘ +S2+S3=48R2.
Remarque. Nous avons trouvé (Th. LXX)

RN 422 =12R2
Conséquemment, la somme des carrés des droites qui joi-
gnent les sommets d'un triangle aux centres des cercles
tangents aux trois cotés est égale a quatre fois la somme
des carrés des distances comprises entre les mémes cen-
tres et celui du cercle circonscrit.

donc

Théoréme LXXVI.

Dans tout triangle, le carré de la distance A comprise entre le
centre du cercle inscrit et le centre des moyennes distances
cst égal au carré du rayon de ce cercle, augmenté des deux
neuviemes de la somme des carrés des cotés, et diminuée du
douzieme du carré du périmetre.

Soient I le centre du cercle inscrit, et D le centre des
moyennes distances. Le Théoréeme III, appliqué a ce der-

nier point, donne
A 4+DL +C'=AD +BD 4CD + 3a2.
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Mais (Th. LXXI et LXXII) :

KIZ+B_IZ+(_]—12;S_a2+b2_|; ¢+ 32 —p2,
A’ +BD -|-CD =< (0,2_|_b2+cz);

donc

A2 — 72 + _g_ (a2 + b24-¢?) ___;_pz.

Théoréme LXXVII.

Dans tout triangle, le carré de la distance § comprise entre le
centre du cercle inscrit et le point de concours des hauteurs
est égal & quatre fois le carré du rayon du cercle circonscrit,
plus deux fois le carré du rayon du cercle inscrit, moins la
demi-somme des carrés des cotés.

Soient :

0 le centre du cercle circofiscrilt ;

I le centre du cercle inscrit;

D le centre des moyennes distances ;

H le point de concours des hauleurs.
Soient encore :

0D=D, Ol=d, ID=a, IH=3.

Le Théoréme LXIV, appliqué au triangle OIH, dans
lequel DH = 2D (Th. LXVII), donne

8 - 2d? = 3a% - 6D2.
Drailleurs (Th. LXVIII, LXXI, etc.) :

@?=RR—2r), D*= R-——-—(a2+b2+cz)
8= 2 (G b o) —

donc
8* = 4R? 4 4Rr + 372 — p2.

Fi6. 43.
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Pour simplifier le second membre, rappelons-nous que
= — p? + ab + bc + ca — 4Rr (Th. LXXII, Rem.);
nous trouvons
. 2 2 2
§% = 4R? 4~ 22 — #"_ *).

Remarque sur les deux derniers Théorémes. En dési-
gnant par A, A,, A3 3, 3, 3, etc., les quantités analo-
gues 4 4, 9, relalives aux cercles ex-inscrils, on trouve
aisément les relations suivantes :

N 8 — o (0t 0 o),
A§=—%- S, —%(a’—l— b - ¢2),
=g = (@ R0,
2 2 2
3’.=4R2—|—2a2—%-_|_—0—;,
st paam SEEES

., @402 c?
a§=432-|—_‘31-—_+_2_+—.

Théoréme LXXWVIIE.

Dans tout triangle, les carrés des rayons des cercles tangents
aux cotés, augmentés des carrés des cotés, donnent une somme
égale A seize fois le carré du rayon du cercle circonscrit.

On a, par les valeurs précédentes,
82814 8148 =16R2+-2(1>+ a2+ B2 -+42) — 2(a?-F-62-+-c?),
A% AT A3 A= 16R% — —3— (@® 40+ ¢?).

(*) Cette formnle a été donnée par M. Mention (Nouvelles An-
nales, tome V, p. 404).
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- Mais, par le Théoréeme LXIV, appliqué aux cercles ex-
inscrite, on trouve

8 31+ 848 =3(a2 + 42 4 a2} A3) -+ 24D* — 24R?
=R — L (@21 o) D

ou, en remplacant D2 par sa valéur (Th. LXXI) :
324 &4 &+ 5i=48R* — 4(a® + 02 4 c?).
Conséquemment,
16R? 4 2(r* 4 o2+ 62 4 9%) — 2(a2 + 12 + )
= 48R* — 4(a? 4024~ ¢?) ;
ou,

2o B2 42+ a2 4 b2} ¢ =16R2

Théoréme LXXIX.

L'inverse du rayon du cercle inscrit & un triangle est égal & la
somme des inverses des trois hauteurs.

Soient, comme précédemment, a, b, ¢ les colés d’un
triangle ; soient o/, V', ¢’ les hauteurs correspondantes. En
conservant nos autres notations, nous avons

M =ad’ =0V =cc’ = (a+c+b)r;
d'out
a b ¢ _a+bdb+c
1\ 1 T\ 1 )
a 17 c r
Dans cette suite de rapports ¢gaux, le dernier antécé-

dent est égal ala somme des trois autres ; donc
1 1 1 |
T Ty T

Remarque. On sait que linverse du rayon du cercle
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inscrit est égal & la somme des inverses des rayons des
cercles ex-inscrits ; donc aussi

g

\

R N T
?+—+7—7+7+—07-.

Théoréme LXXX.

Les circonférences circonscrites aux triangles formés par les
cotés d’un quadrilatere complet ABCDEF se coupent toutes les
quatre en un méme point M.

Considérons le triangle ABF et les points C, D, E, situés
sur ses trois cotés. Il est facile de voir que les circonfé-
rences ADE, BCD, FCD, passant par les sommets de ce
triangle, et se coupant deux & deuxen G, D, E, doivent
se couper en un méme point M.

Pour une raison semblable, les circonférences ABF,
BCE, ECD, se coupent en un méme point. Mais ces deux
derniéres ont déja le point M commun ; donc les quatre
circonférences passent par ce point.

Théoréme LXXXI.

Si l'on circonscrit des circonférences aux triangles formés par
chacun des cotés d’'un pentagone et les prolongements des
cotés adjacents, les points d’intersection de ces lignes sont tous
cing sur une méme circonférence.

Soit ABCDE un pentagone quelconque. Soient ABF,
BCG,... les triangles dont il s’agit. Les circonférences cir-
conscrites & ces iriangles se coupent consécutivement aux
points L, M, N, P, Q : il faut démontrer que ces cinq points
sont situés sur une méme circonférence.

Si nous considérons le quadrilatere complet ABCIFG,
nous concluons, du théoréme précédent, que les circon-
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férences circonscrites aux triangles ABF, BCG, FCI, se
coupent au point L.

De méme, les circonférences circonscrites aux triangles
CDH, EDI, FCI, formés par les cotés du quadrilatére com-
plet CDEFIH, se coupent au point N.

La circonférence circonscrite au-triangle FCI passe donc
par les points L, N.

Actuellement, les circonférences ABF, FCI ayant, avec la
circonférence qui passerait par les points L, N, Q, un
point commun L, et la droite FAI ¢tant menée par l'in-
tersection F des deux premieéres circonférences, il résulte,
de la réciproque du théoréme précédent, que si l'on joint
les points A, I aux intersections Q, N de ces deux lignes
avec la troisieme, les droites QA, IN, prolongées, se
coupent sur cette derniére circonférence.

Cela posé, en considérant le triangle ARI, et les
points Q, N, E, situés sur les trois cotés, nous voyons que
les circonférences QRN, NEI, QEA doivent se couper en un
méme point. Donc la circonférence QLN passe par le point
P, intersection des circonférences DEI et AEK.

On verrait, de la méne maniére, que cette ligne con-
lieut aussi le point M.

Donc les cing points L, M, N, P, Q sont silués sur une
méme circonférence (*).

Théoréme ILXXXIil.

Le lieu des points réciproques des points d’'une droite donnée AB,
relativement & un cercle donné C, est une circonférence.

Soit GH la polaire d'un point quelconque D de la droite
AB, et soit M le point de rencontre de GH avec le rayon

(*) Ce remarquable théoréme a été donné, dans le Géomeétre, par
Auguste Miquel, alors éléve a I'institution Barbet.

F1g. 207,
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CD: les points M, D sont réciproques (Th. XVI). Dail-
leurs, la polaire GH passe par le pole P de AB (Th. XX) ;
donc la figure réciproque de la droite AB est la circonfé-
rence décrite sur CP comme diameétre.

Théoréme LXXXIIN.

Le lieu des points réciproques des points d’une circonférence
donnée 0, relativement & un cercle donné G, estune circon-
férence.

M’ étant le point réciproque d’un point quelconque M
pris sur la circonférence G, nous avons

CM . CM/ =TA%.
Prolongeons la transversale CM jusqu’a ce qu'elle ren-

conire de nouveau, en N, la circonférence O; et menons la
tangente CT. Nous avons aussi

CM . CN= (T
Ces deux relations donnent
CM Gy 2
CN =(ﬁ) ‘
Ainsi, les rayons CN, GM’ sont dans un rapport cons-
tant; donc le lieu des points M’ est une circonférence.

Pour trouver, a la fois, le centre et le rayon de cette

ligne, construisons la polaire T1"0’ du point de contact T.
- oA
En premier lieu, CT’ =?J—T; puis, & cause des paral-

léles OT, O'T,

0 _ 0T _ GV
co~ or ~ ¢T -
Les points O/, T sont donc homologues des points O, T.
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Remarque. La position et la grandeur du cercle 0’ va-

rient avec la valeur du rapport —%% Si I'on veut que

ce cercle se confonde avec le cercle 0, il faut que

' CT =CA;
dans ce cas, les rayons CT, TO é‘tant perpendiculaires
entre eux, ces rayons sont des tangentes, et les cercles
C, O se coupent orthogonalement.

Théoréme LXXXI1V.
Dans deux figures réciproques, les angles correspondants sont
égaux.

Supposons que la premiére figure se réduise au sys-
téme de deux droites AG, BG (*). Soit O le centre du cer-
cle directeur (**). A’ i¢tant le pole de AC et B’ le pole de
BC, la circonférence décrite sur OA’ comme diamétre est
la figure réciproque de AG, et la circonférence OB’ est la
figure reciproyue de BC. Par conséquent, le systéme des
deux circonférences constitue la figure réciproque du
systeme des deux droites.

Cela posé, soient C'S, C'T les tangenles aux deux cir-
conférences, menées par le point G/, réciproque du point
G : il s'agit de démontrer que les angles SG'T, ACB, sont
égaux. Or, si 'on mene les tangentes 08/, OT’, évidem-
ment perpendiculaires a OA, OB, on aura

SO0T =8C'T, S8'0T=ACB;
SC'T = AGB.

doic

(*) Pour ia théorie générale des figures réciproques, le lecteur
pourra consulter, soit un beau Mémoire de M. Liouville, publié dans
le Journal de Mathémuliques (tome XII), soit l'intéressant opus-
culede M. Paul Serret: des Méthodes en Géoméirie.

(**) On n’a pas trace ce cercle, afin derendre la figure plus claire.

Fig. 361.
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Théoréme LXXXV.

A, B étant deux points d’une .figure, et A/, B/ les points corres-
pondants de la figure réciproque, on a, en appelant R le rayon
du cercle directeur :

A =AB. P
0A.0B
De
0A.0A’ =0B’.0B=R?,
on conclat
0A _ OB
0B~ 04’

done les triangles OAB, OB’A’, qui ont un angle égal com-
pris entre cotés proportionnels, sont semblables. Par suite
’/ / _. OA, — R!
‘ A’B’ = AB. OB = AB OR.0B

Remarque sur les figures réciprogues. La théorie dont
nous venons d’indiquer les premiéres notions peut, aussi
bien que la théorie des polaires réciproques, faire dé-
couvrir ai:ément un grand nombre de théorémes, aux-
quels il serait difficile d’arriver par d'autres voies. Pour
monlrer un exemple remarquable de cette application du
principe général de la transformation des figures, pre-
nons ce théoréme tres-simple :

S, & un cercle G, inscrit & un angle 20y, on méne une
tangenie intérieure AB, le triangle OAB @ un périmeétre
constant (Liv. I, Th. XII) ; et construisons la figure réci-
proque de OABCD, par rapport a un cercle de rayon R,
ayant pour centre le sommet O.

1° La figure réciproque du cercle CD est un cercle C’D’,
inscrit & I'angle 20y (Th. LXXXIII).

2° La figure réciproque de AB est une circonférence
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OA’T'B’, qui a son centre sur OC, et qui touche le cercle
(' au point T/, réciproque du point de contact T.
3° La relation

OA40B+ AB=2
devient, par le dernier théoréme,

R2 Ry R
on +ow T AP Grop =20
ou, plus simplement, ’
B / ’ R/
0B _lz)g,‘xog,_ AT constante.

40 Désignons par T 'aire du triangle OA’B’ et par r le
rayon du cercle inscrit & ce triangle. Nous aurons

=—;—0A’.OB’ sin 20y =% (OB’ - OA” + A’B)r;

donc I'égalité précédente équivaut a
r = constante.

Ainsi, quelle que soit la tangente AB, le triangle OA’D
est circonscrit & une circonférence fize 1 (*), inscrite d
Uangle z0y. Les tangentes exiérieures de cette circonfé-
rence sont les cordes A’B’ des circonférences variables
OA’B’, tangentes a la circonférence fize (/D’. Nous pou-
vons donc énoncer la proposition suivante :

Théoréme LXXXVI.

Si, & un cercle I, inscrit & un angle 20y, on méne une tangente
extérieure quelconque A’B’, la circonférence circonscrite au
triangle OA/B’ esttangente & une circonférence fixeC/, ins-
crite & I'angle Oy (**).

(*) Non tracée sur la figure.
(**} Ce remarquable théoréme est du & M. le capitaine Mannheim,
ainsi que les considérations précédemntes.

TriG ., 55.
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Théoréme LXXXVIK.

Si 'on construit des carrés sur les cotés d’un triangle rectangle
ABC, et que I'on mene les droites BD, CE et la hauteur AL :
1° ces trois droites se coupent en un méme point I; 2° les seg-
ments AH, AK sont égaux entre eux.

1o Les triangles semblables AHC, BHE doﬁnent
AH AC  AC

De méme,
CK _ AC
AK AB
D'ailleurs, par une propriéié connue,
BL_ 35
GL AC

Multipiiant ces pruportions terme & terme, on trouve
AH.BL.CK = BH.AK.CL; -

donc les droites CH, BK, AL se coupent en un méme point I
(Th. 1X).

2° De la proportion

AB_ A0
BH ~ AB’
on conclut
' AG
M =15 +AC
De méme,
' AB.AC
A =15 FAC
Donc AH = AK.

Remarques. 1. Si dans I'égalité
AH.BL.CK = BH.AK.CL,
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on supprime les facteurs égaux AH, AK, on trouve

BH _ BL .
~CK T cL ¢

II. Menons la droite HK, et soit P le point ou elle coupe
le prolongement de I'hypoténuse BC:: ce point est le
conjugué harmonique de L; donc

™~

BP _ BL

C CL

o= -
nllw‘
~

Théoréme LXXXVIIN.

Deux polygones quelconques de 2n cotés sont équivalents quand
leurs c6tés ont les mémes milieux (*).

Soient P, P’ deux de ces polygones. Joignons, par des
droites, les sommets de P aux sommets correspondants
de P’: ces droites sont égales et paralléles, car elles
forment, avec les demi-c6tés des polygones, des triangles
symétriques deux a deux. Prolongeons ces mémes droites
jusqu’a leur rencontre avec une droite A, perpendiculaire
4 leur direction commune: la dreite- A, leslignes de jonc-
lion, et les cotés des polygones, déterminent des trapézes
équivalents deux a deux. Les polygones P, P/, élant com-
posés d'un méme nombre de parties, respectivement équi-
valentes, sont équivalents.

(*) Ge théoréme, ainsi que celui de la page 9, est dit & Prouhet.
La démonstration suivante a été¢ donnée par M. I'abbé Jullien (Nou-
velles Annales, tome X).
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Théoréme LXXXIX.

La droite de Simson, relative & un point M de la circonférence
circonscrite & un triangle ABC (*), divise en deux parties
égales la droite menée du point M au point de concours H des
hauteurs du triangle.

Avec les perpendiculaires MA’, MB’, MC’, prises deux
4 deux, construisons les parallélogrammes MA’FB/, MB’ECY,
MC/DA’ : les diagonales MF, ME, MD, ont leurs milieux sur
la droite A’B/C’.

Cette droite détermine, avec les cotés du triangle donné,
un quadrilatére complet, donnant lieu a quatre triangles
dans lezquels les points de concours des hauteurs sont
D, E, F, H: D, par exemple, est le poinl de concours re-
latif au triangle A’B'CY. ‘

D’apres le Théoréme XLVI, ces points D, E, F, H sont
en ligne droite; donc la droite A’B’C’, qui passe par les
milieux de MD, ME, MF, passe aussi par le milieu P de
MH (**).

Théoréme XC.

Dans tout triangle ABC :

1o Les milieux A/, B’, C’/ des cbtés; les pieds A”, B”, C’' des
hauteurs ; les milieux M, N, P des segments compris entre
les sommets et le point de rencontre H des hauteurs, sont
neuf points situés sur une méme circonférence ;

2° Le centre de cette circonférence est le milieu I de la droite
qui joint le point de rencontre des hauteurs au centre O du
cercle circonscrit;

3o Le rayon de cette circonférence est la moitié du rayon du
cercle circonscrit (***).

1l est d’abord visible que H est le centre de similitude

) (Liv. II, Th. 1X). .

(**) Cette élégante démonstration m’'a été communiquée par
M. Mention. '

(***) Le savant Terquem attribuait ce théoréme a Euler (Nou-
velles Annales de Mathémaliques, tome 1, p. 196).
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directe de la circonférence ABG et de la circonférence
MNP. De plus, le centre de celle-ci est le milieu 1 de OH, et
son rayon IM est la moitié du rayon OA.

En second lieu, si 'on meéne les droites IP, 107, on forme
deux triangles 1HP, I0C/, égaux entre eux, a cause de
IH =10, HP =0C (Liv. II, Th. II, Rem. 1V), etc.; donc
PIC’ est un diamétre de la circonférence MNP: cette cir-
conférence passe par les milieux des cdtés du triangle ABG.

Enfin, le centre I étant le milieu OH, les obliques
1C/, 1G” sont égales; donc la circonférence MNP passe par
les pieds des hauteurs du triangle ABC.

Remarques. 1. Le centre du. cercle inscrit, le centre des

moyennes distances, le point de concours des hauteurs, le

centre de la CIRCONFERENCE DES NEUF POINTS, Sont stiués
sur une méme droite.

I. A cause de CP égale et parallele & OC/, la figure
COC’P est un parallélogramme ; donc le diametre G'P de la
circonférence des neuf points, passant par le miliew d’'un
coté du triangle, estégal et paraliele aurayon CO dwcercle
circonserit, aboutissant aw sommet opposé ¢ ce coté.

IlI. D’aprés le théoréme précédent, lorsque le point M
(fig. 381) parcourt Ja circonférence ABC, le milieu P de MH
décrit la circonférence des neul points.

Théoréme X CH.

Si deux circonférences mobiles G, C' touchent deux circonfé-
rences fixes O, O, aux points A, B, A’, B": 1°les cordes AA’,
BB/, des cercles mobiles, se coupent en un point fixe P ; 2° le
lieu du point de rencontre O des cordes AB, A/, B’, apparte-
nant aux cercles fixes, est 'axe radical de ces cercles (*).

{e Supposons, pour fixer les idees, que chacune des

(*) Cet énoncé ne doit pas étre adopté sans restriction: celle
qu'il comporte résulte de la démonstration suivante.

F16. 383.
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circonférences C, (Y touche, extérieurement, chacune
des circonférences 0, 0. Alors A est le centre de simili-
tude dnverse des circonférences 0, C, et A’ est le centre
de similitude inverse des circonférences 0/, C'; donc
(Th. XIII) la corde AA’ passe par le centre de similitude
directe des cercies 0, 0’. Pour la méme raison, la corde
BB’ passe en ce point : le point d'intersection P des cordes
AA’, BB est donc le centre de similitude directe descercles
fizes.

20 Soient D, M les points ou les cordes AB, A’B’ coupent

de nouveau la circonférence C’. On a
QB .QD=(QB’ . QE.

Mais, de méme que P est le centre de similitude directe
des cercles fixes, Q est le centre de similitude des cercles
mobiles. Conséquemment,

o w
QD QE
On conclut, de ces deux égalités,
QA.QB=0QA . QP
en sorte que les puissances du point (, relalivement aux
circonférences 0, 0/, sont égales entre elles: le lieu du
point Q est donc l'axe radical des cercles fixes.

Remargues. 1. Si une seule des Airconférences mobilcs
touche intérieurement une seule des circonférences fixes,
le théoréeme est en défaut: en effet, 1a corde AA’, par
exemple, passe par l'un des centres de similitude des
cercles fixes, tandis que BB’ passe par l'autre.

Il. Supposons que, la circonférence C’ restant immo-
bile, la circonférence C tende & se confondre avec I'une
des tangenles communes aux cercles O, 0. Pendant ce
mouvement, le point Q décrit un segment de I'axe ra-
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dical MM’ ; et, & la limite, il coincide avec I'un des points
R, R’ ou I'axe coupe la circonférence C’. Au méme in-
stant, le rayon RC' est perpendiculaire & la tangente
commune AA’. Cette conséquence du principe de conti-
muité équivaut a la proposition suivante, que l'on peut
démontrer directement :

Théoréme XCII.

Soit AA! une tangente commune a deux cercles O, 0’, et soit C’
une circonférence tangente a ces cercles : 3° les cordes de
contact AB, A’B’ se coupent en un point R de la circonfé-
rence C'; 2° le point R appartient & I'axe radical des cercles
0, 0/; 3° le rayon RC/ est perpendiculaire ala tangente AA’ (*).

Remarque. Sil'on remplace la tangente AA’ par la tan-
gente DI, conjuguée de la premiére, les droites RA, RA’
sont remplacées elles-mémes par les droiles R’D, R'DY,
qui passent aussi par les points de contact B, B’. Mais la
corde AD et ’axe radical MM'R sont des droites paralléles,
comme perpendiculaires 4 00’. De 14 résulte la similitude
des triangles DAI, M'RI, et aussi la similitude des trian-
gles BDI, M'RL. Par suite, les quatre points D, B, M/, R
sont sur une circonférence. 1l en est de méme des points
D/, B, W', R; des points A, B, R/, M ; et encore des points
A, B, R M.

(*) D’aprés une remarque de M. Mention (Nouvelles Annales,
tome IX, p. 401), les deux premiéres parties de ce théoréme doi-
vent étre attribuées & Cauchy. Du reste, 1'énoncé est soumis,
comme le précédent, & quelques res'rictions évidentes.

Fi16. 384.
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Théoréme XCIII.

Soient 0, 0’ deux circonférences données; AA/, DD/ deux de
leurs tangentes communes conjuguées; C’, une circonférence
tangente a 0, 0’; R, R’, les points ou cette ligne coupe 'axe
radical de O, O’ : la tangente DD’ est 'axe radical commun de
la circonférence C’ et de chacune des circonférences orthogo-
nales a 0,0, décrites du point R ou du point R’ comme centre.

Considérons, . par exemple, la circonférence dont le
centre est R/, et qui coupe orthogonalement les circonfé-
rences données : son rayon p est moyen proportionnel
entre R'B et R’D. Mais, d’aprés la remarque précédente,

R'B.R'D =R'M.R'R = g2
D’un autre coté, si nous tracons le diametre R'GH, per-

pendiculaire a DD’ (Th. XClI), la similitude des triangles
R’GM’, R’RH nous donne

R'MW.R'R =R'G R'H;
ou, en désignant par E I'un des points ou DD/ coupe la
RW.RR=RE.
p = R'E.
Ainsi, la circonférence orthogonale R’ passe par les

points B, B/ ot la tangente DD’ rencontre la circonfé-
rence (/5 etc.

Par suile,

- COROLLAIRE. Sotent deux circonférences 0,0 et deux
angentes communes, conjuguées, AA’, DD’; soit G/ une
circonférence tangente aux deux premiéres et passant
par le miliew M’ de DD’ : {0 la circonférence deécrite sur
DY comme diaméire passe par les points F, F' ou A’
rencontre la circonférence C; 2° la circonférence ortho-
gonale & 0,0/, et qui a pour centre l'extrémité R de la
corde MM’ perpendiculaire a 00/, passe par les points

b
/
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M/, B’ o DD rencontre la circonférence C'; 3° le diametre
M'C'G est perpendiculaire & la tangente AA'; 4° la corde
\GE’ est perpendiculaire d la tangente DIY. v

Remarques. 1. Si la circonférence C/ ne coupe pas la
tangente AA’, cette droite est toujours I'axe radical des
circonférences €/, R’. De méme,- DD’ est I’axe radical des
circonférences C/, M’. Conséquemment, la corde KK’, com-
mune aux circonférences R/, M/, passe par le point de con-
cours des tangentes DD/, AA’. Et comme cette corde com-
mune est perpendiculaire & MM/, elle se confond avec la
droite 00’. La méme propriété subsiste pour les circonfé-
rences R, R’ considérées ci-dessus (Fig. 384).

II. Le point B est le centre de similitude inverse des
cercles 0, ¢/; donc

BD R )
BR” ~ 5
De méme
. B/D/ RI
BR 5

Si I'on combine ces deux relations avec celle-ci :
R’BTR’D =R'B'.R'D,
BD.R'D R -
B RD — R
BD.R’D = DM'.DE/,
B'D.R'Y =DM .D'F;
donc, & cause de DM’ = D'M/,
DE’ R
DE T R
Ainsi la corde GE' divise la tangente commune DI
dans le rapport des rayons. De 14 résulte immédiate-

ment que le point S, ol cette corde coupe la ligne des
centres, est le centre de similitude inverse des cercles 0,0,

on trouve

Mais
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Théoréme XCIV.

Dans tout triangle, la circonférence des neuf points est tangente
au cercle inscrit et aux cercles ex-inscrits (*). '

D’apres la derpiére remarque, la circonférence (/, tan-
gente aux cercles 0, 0. passe par le pied E’ de la hauteur
SE’ du triangle TST' formé par les tangentes DI, ST, ST'.

De plus, a cause de DT = D'T” (Liv. II, Th.XIV, Rem. II),
le point M, milieu de DD/, est aussi le milien de TT'.
Enfin, le rayon MC’, perpendiculaire a la tangente
AA/, est parallele & la droite qui joindrait le point S au
centre du cercle circonscrit au triangle TST’ (Liv. II,
Prob. XXII). La circonférence (/ ne differe donc pas de la
circonférence des neuf points, relative a ce triangle ; elc.

On verrait, de la méme maniéere, que la circonlérence
des neuf points touche le cercle iuscrit et le troisiéme
cercle ex-inscrit.

Théoréme XCV.

Soit D le point ou le c6té BC du triangle ABC touche la circon-
férence inscrite I; soit E le point ou ce méme coté touche la
circonférence ex-inscrite «, opposée au sommet A. Si, sur DE
comme diameétre, on décrit-une circonférence qui coupe en F,

. G la tangente commune conjuguée de AB, ces points F, G
appartiennent a la circonférence des neuf points.

La circonférence des neuf peints, A’PB’B’MC/C’NA”,
est tangente aux circonférences I et « ; de plus, elle passe
par le milieu A’ de DE; donc (Th. XCilI, Corol.), elle
passe par les points G, F.

Remarques. 1. La circonférence DE a pour centre le
point A’.

II. Les points G, F sont symétriques des points de con-

(*) Ce premier complément du Th. XC est attribué au D*Hart
(The Quarterly Journal, 1861, p. 245),
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tact E, D, relativement i la perpendlculalre 4 Az, menée
par le point ou A« rencontre BC.

[1I. Une construction analogue & 1'une de celles qui
viennent d’étre indiquées, effectuée sur les cotés AB, AG,
donnerait quatre nouveaux pomts, situés sur la circonfé-
rence A'PB/B”...

IV. A cause des quatre points de contact avec les cir-
conférences I, «, B, y, il sensuit que la circonférence
des neuf points passe, véritablement, par diz-neuf points
remarquables : les théorémes suivants augmentent indéfi-
niment ce nombre.

Théoréme XCVI.

Dans tout triangle ABC, la circonférence Q des neuf points touche
les douze cercles inscrits ou ex-inscrits aux trois triangles dé-
terminés par deux des sommets A, B, C et par le point de con-
cours H des hauteurs ().

Soit ABH l'un de ces triangles. Les milieux M, N, ¢/ des
cotés AH, BH, AB appartiennent a la circonférence @;
donc @ est la circonférence des neuf points, relative au
triangle ABH. Mais, d’apres le Théoréme de Hart, cetle
derniére circonférence iouche les quatre circonférences
langenles aux cotés du méme triangle; donc, etc.

Remargues. 1. Le sommet C du triangle ABG est le
poinl de concours des hauteurs du triangle ABH.

Il. Les rayons des cercles circonscrils aux triangles
ABH, ABC sont égaux, chacun, 4 deux fois le rayon de la
circonftérence o (Th. XC) ; donc ces cercles sont égaux
entre eux. Nous avons déja demontré cette propriété
(Liv. 1I, Th. II).

(*) Théoréme de sir William Hamilton (The Quarterly Journal,
1861, p. 249).

F16. 386
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Théoréme XCVII.

Si deux cercles O, I sont tels, qu'un triangle ABC puisse étre
inscrit au premier et circonserit au second, les circonférences
tangentes aux cotés du triangle A’B'C’ qui a pour sommets les
points o ABC touche la circonférence I, sont tangentes & un
cercle fixe.

Il est d’abord facile de voir que la circonférence des
neuf points, relative au triangle A’B’'C’, est réciproque de
la circonférence O, par rapport & la circonférence I.

En effet, le milieu o de la corde B/C’, est le point réci-
proque de A (Th. XIX); donc la circonférence abc est ré-
ciprogue de la circonférence O ; etc.

En second lieu, d’aprés le Théoreme de Hart, la circon-
férence inscrite au triangle A’B'0/ est tangente a la cir-
conférence abc. De méme pour les circonférences ex-in-
scrites. Mais la circonférence abc ne dépend que des
cercles donnés ; donc, eic. (*). )

Théoréme XCVIII.

Si deux cercles O, I sont tels, qu'un triangle ABC puisse étre
inscrit au premier et circonscrit au second, la circonférence
circonscrite au triangle A//B”C/ formé par les tangentes en
A, B, C, au cercle O, est tangente & un cercle fixe.

D’aprés le Théoréeme de Hart, le cercle T touche la
circonférence abc qui passe par les milieux des cotés du
triangle ARC. Cette circonférence abc a pour réciproque,
relativement au cercle 0, la circonférence A”B”C” (**) ;
donc celle-ci est tangente & la circonférence réciproque
de I, relativement au cercle 0.

(*) Ge théoréme, qui parait dit i M. John Casey (The Quarterly
Journal, 1861, p. 251), a une certaine analogie avec celui du capi-
taine Mannheim, démontré ci-dessus (p. 123).

(**) Non tracé sur la figure.
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Théoréme XCIX.

Le cercle circonscrit & un triangle ABC touche les seize cercles
inscrits ou ex-inscrits aux quatre triangles ayant pour sommets
les centres des cercles tangents aux c6tés de ABC.

Soient I, «, B, y les centres du cercle inscrit et des
cercles ex-inscrits au triangle ABC. D’aprés une propriété
connue, les points «, C, B sont sur une droite, les points
7, I, G sont sur une seconde droite, et ces deux lignes sont
perpendiculaires entre elles. Donc la circonférence 0, cir-
conscrite aw triangle ABC, est la circonférence des neuf
points, relative au triangle «By. D’apreés les Théorémes de
Hart et d'Hamilton, elle est tangente aux circonférencesqui
louchent les trois cotés de chacun des triangles «By, «pl,
Byl, 98l Cest ce qu'il fallait démontrer. '

Théoréme C.

Dans tout triangle ABC, la circonférence @ des neuf points
touche : 1° les seize cercles inscrits ou ex-inscrits aux quatre
triangles ayant pour sommets les centres des cercles tangents
aux cOtés du triangle dont les sommets M, N, P sont les
milieux des segments compris entre les sommets A, B, C et le
point de concours H des hauteurs ; 2° trois autres groupes de
seize cercles.

1o Le point H est le centre de similitude des triangles
ABC, MNP. D’aprés le théoréme précédent, la circonfé-
rence ABC est tangente a seize cercles ; donc la circon-
férence MNP (ou @) est tangente & seize autres cercles
situés, a I'égard du triangle MNP, comme le sont les pre-
miers & I'égard du triangle ABC.

20 La circonférence circonscrite au triangle ABH touche

seize cercles qui se déduisent, de ce triangle, comme ceux’

que nous venons d'épumeérer se déduisent du triangle ABC.
Mais les circonférences ABH, ABC sont égales (Th. XCVI,
Rem. 1) ; donc la seconde est tangente & seize cercles re-

F16. 386.
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marquables; donc la circonférence o est également tan-
gente a seize nouveaux cercles, Le méme raisonnement
est applicable aux triangles BCH, CAH et aux trente-deux
cercles qui en dérivent (*).

Théoréme CI.

Soient deux triangles ABC, A’B’C’, semblables et semblablement
placés. Si un triangle abc est inscrit au premier et circonscrit
au second, I'aire de ce troisiéme triangle est moyenne propor-
tionnelle entre les aires des deux premiers (**).

Soit I le centre de similitude des deux premiers trian-
gles. Si I’on fait voir que le quadrilatere IA’CB’ est moyen
proportionnel entre les triangles [A’B’, 1AB, le théoreme
sera démontré. Or, ce quadrilatére est équivalent au
triangle 1AB’; et I'on a, simultanément :

B 1N AR 1B 1A I

IAF — A° TAB 1B’ 1A 1B’

donc
B _ B
IAB’ — IAB

(*) Aprés avoir démontré que la circonférence ¢ touche soixante-
quatre cercles remarquables (autres que ceux dont il vient d'étre:
question), M. John Casey ajoute: « [l est aisé de voir, par le
« moyen des 64 cercles de l'article 12, que le cercle y en touche
« 256 autres ; et, parle moyen de ceux-ci, qu'il en touche 1024 ; et
« ainsi de suite. » — Si l'on a égard aux soizanle-diz points nou-
veau, résultant des Théorémes XCV et C, puis & ceux que donne-
rait la combinaison répétée de ces théorémes avec ceux de Hart et.
d’Hamilton, on voit que la série infinie des poiuts remarquables.
situés sur la circonférence q se trouve beaucoup accrue.

(**) Ce théoréme, énoncé d’'une maniére un peu différente, semble
da & M. Hopps, de Hull (The educational Times, 1862). 1l ma été
communiqué par M. Dwelshauvers ’'un de mes collégues.
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Probléme 1.

Par un point donné A, mener une droite qui passe par le point
de concours de deux droites BC, DE, que l'on ne peut pro-
longer.

Premiére solution. Tragons deux-paralléles quelconques
FG, F'G’, qui coupent BC en G,G’, et DE en F, F’. TironsFA;
et, par le point F/, menons F/A’ paralléle a cette droilc.
De méme, menons GA et sa paralléle G/A’: AA’ sera Ja
droite cherchée. :

En effet, les triangles AFG, A’F'G’, semblables, el sem-
blablement placés, ont un centre de similitude, par lequel
passent les droites BC, DE, AA’ (Th. VI).

Seconde solution. — Aprés avoir tracé, arbitrairement,
une transversale XY; menons, d’un point M de cette ligne,
deux autres transversales MGF, MG'F’, qui coupent en
G, G/, F, F’'les droites BC, DE. Tirons ensuite les droites
AG, AF; et soient N, P les intersections de ces lignes
avec la transversale XY. Enfin, menons NA’, PF’ : le point
A/, ou ces nouvelles droites se coupent, appartient a la
droite cherchée (Th. X, Réciproque).

Remarques. 1. Cette solution a, sur 1a premiere, I'avan-
tage d’'exiger seulement l'emploi de la régle.

1I. La seconde construction est, pour ainsi dire, la
perspective de la premiére (*).

Probléme IX.

Placer, dans un angle donné AOB, une droite MN qui soit divi-
sée, par un point donné G, en deux segments ayant un rapport
donné.

(*) La Perspective, ou Projeclion conique, peut souvent étre em-
ployée comme moyen de démonstration. Voyez les Traités de La-
vit, Hachette, Leroy, La Gournerie, etc.

Fi6. 146.

Frg. 147.
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Soit%b— le rapport donné, de maniére que
MG m
NG n"
Par le point G, menons CD paralléle au coté AO ; nous au-
rons

—_— e —

On construira donc le pointN au moyen d’une quatriéme
proportionnelle; aprés quoi l'on joindra ce point au
point donné C.

Probléme IIX.

Par un point I, donné "dans le plan de trois droites OA, OB,
OC qui concourent en un méme point, mener une droite
MNP -telle, que les segments MP, PN aient un rapport

,m
donné —.
n

Aprés avoir pris arbitrairement un point E sur la droite
0B, on méne, par ce point, une droite DEF telle, que l'on
ait .
DE m
DF ~ n’

[l ne reste plus qu’a mener, par le point I, une paralléle
MPN a DEF.

Probléme IV.

Par un point D, donné sur le coté AB d’un triangle ABC, mener
une droite DE qui partage ce triangle en deux segments ayant
un rapport donné.

Soit £~ ce rapport : nous aurons

q
ADE _ p
ABC T ptgq
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Mais, & cause de I’angle commun A,

ADE _ AD.AE . 6., 277.
ABC T AB.AC’
donc AB
14
AE=AC.—— . ——.
AD " p+gq

Ainsi, la droite AE peut étre construite au moyen de
deux quatriémes proportionnelles.
- Probléme V.

Partager un triangle ABC, dans un rapport donné, par une droite
MN, paralléle & une direction donnée.
Les triangles CAB, CMN, ayant un angle égal C, W
sont entre eux comme les rectangles des cotés qui com-

prennent I’angle égal; si donc 1‘;— est le rapport donné,
-CACB_p+q .
CM.CN ™~ p
Mais, la droite MN étant paralléle 4 DE, on a
CN _CF
™ TG

Ces deux proportions donnent
CA.GB p+q CF
o 2 G
Soit CI une moyenne proportionnelle entre CA et CB.
Alors

o __p  C6
Daprés cetle derniére égalité, CM est le c6té d'un carré

qui est,au carré de CI, dans un rapport donné.. Le pro-
bléme peut donc étre regardé comme résolu. G., 127.



Fia. 154.

6. 155.

140 THEOREMES ET PROBLEMES

FProbléme VI.

Partager un quadrilatére ABCD en deux parties équivalentes,
par une droite partant du sommet A.

On construit un triangle ADE équivalent au quadrilatere.
On mene la médiane AM : elle partage ADE en deux par-
ties équivalentes. Donc AM est la droite demandée.

Probléme VII.

Partager un quadrilatére ABCD, dans un rapport donné, par une
droite MN, paralléle a une direction donnée EF.

Soit % le rapport donné, de maniére que

ABMN _ p
MNCD ~ ¢ -

Prolongeons les cotés BC, AD jusqu’a leur rencontre en
0; nous pourrons remplacer la proportion précédente
par celle-ci :

0OAB — OMN p
0OMN—O0CD ¢
ou bien, en substituant aux triangles OAB, OMN, OCD les
rectangles proportionnels,
OA.OB—OM.ON p
OM.ON—OC.0D ¢

Cette proportion donne

P
OM.ON=—2 . 0A.0B .0C.0D.
Pt+q MrET P +q
Mais, MN étant paralléle & Ja droite EF, on a
OM OE

ON ~ OF
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Par suite, en multipliant membre & membre,

— q P o OE
on _(p-l-q 0408+ .Ou.OD) o
Soit OG une moyenne proportionnelle entre OA et OB;
soit OH une moyenne proportionnelle entre OC et OD.
Nous aurons ' )
2 q =2 P 22| OF
oM _(p-l-q OE T OPF) OF
On voit que, pour déterminer OM, il suffit d’appliquer
les solutions de ces problémes: construire un carré qui
soit, & un carrédonné, dansun rapport donné; trouver un
carré équivalent a la somme de deux carrés donnés (*).

Probléme VIIIL.
Inscrire un carré MNPQ & un triangle donné ABC.

Abaissons la hauteur AD du triangle; et, sur AD comme
cOté, construisons un carré ADEF. Les deux carrés étant
semblables et semblablement placés, les droites qui joi-
gnent les sommets homologues concourent en un méme
point, lequel est évidemment le sommet B.

Ainsi, pour résoudre le probléme, on méne AF paraliéle
ala base BC et égale & la hauteur AD. On trace BF, qui
coupe AG au sommet cherché N ; etc.

Remarques. 1. Si 'on désigne par a, b, ¢ les cotés du
triangle ; par a’, U/, ¢/ les hauteurs correspondantes ; par
x, vy, 2 les cOlés des trois carrés qui satisfont & la ques-
tion, on trouve

aa’ bt oc!
r=—

ec’
ata VT s+ c+dc

(*) On peutaussi construire 0M au moyen de plusieurs quatriémes
proportionnelles et d'nne moyenne proporticnnelle.

Fig. 149.
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1. On peut conclure, de ces valeurs, que le plus grand
carré s'appuie sur le plus petit coté du triangle.

Probléme IX.

Inscrire, & un triangle donné, un rectangle semblable & un
rectangle donné.

Ce probléme ne différe pas essentiellement de celui qui
précede. )
Probléme X.

Inscrire, & un triangle ABC, un rectangle MNPQ équivalent a un
carré donné m2.

Abaissons la hauteur AD ; nous aurons
P _ B N _ AM
AD  AB’ BC AB
Ces deux proportions, multipliées terme a terme,

donnent
MP.MN _ BM.AM -

AD.BC —  ap®
puis, & cause de MP . MN =m?:
—2
m?. AB
BM oAM’—'W »

Soit p 1a moyenne proportionnelle entre la base BC ct
la hauteur AD du triangle, et soit « la moyenne propor-
tionnelle, inconnue, entre AM et MB: 1’égalité précédente

se réduit &
m

r=AB.—.
p
Si donc 'on cherche une quatriéme proportionnelle aux

droites p, m, AB, et quel’'on méne, parallelement & AB,
une droite qui en soit & une distance égale a celte qua-
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triéme proportionnelle, on trouvera le point E, et, par
suite, le point M.

Remarque. Le probléme admet ordinairement deux so-
lutions.

Pbobléme XI.

A un quadrilatére donné ABCD, circonscrire un quadrilatére MNPQ
semblable & un autre quadrilatére donné.

Le quadrilatére MNPQ devant étre semblable & un qua-
drilatére donné, il s’ensuit que ses angles sont connus.
Par suite, les sommels M, N, Q doivent étre situés sur
trois arcs AMB, BNC, AQD, capables de trois angles
donnés.

Soient E, F les points d’intersection du premier arc avec
les deux derniers. Menons ME, MF, QE, NF. Prenons en-
suite, arbitrairement, un point M’ sur ’arc AMB, et me-
nons encore M'AQ’, WBN’, M'E, M'F, Q'E, N'F.

A cause de 1'égalilé des angles AME, AM’E, et de celle
des angles AQE, AQ'E, les triangles MQE, M'Q’E sont sem-
blables; et I’on a

ME _ MQ

WE~ WQ
Pour la méme raison,

MF _ MN

MF ~ NN

On tire, de ces §bux proportions,
ME _ME WN MO
MF~ MF " M(Q " MN
Le rapport des distances ME, MF est donc connu. Par
suite, le'sommet cherché M, qui doit se trouver sur la
circonférence AEFB, appartient aussi au lieu des points
tels, que les distances de chacun d’eux aux points E, F,

F1e. 379.
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soient dansun rapport donné. Or, on sait que ce lieu est
une circonférence. On peut donc regarder le probleme
comme résolu :

Probléme XII.

Inscrire, & un rectangle donné ABCD, un rectangle semblable
a un autre rectangle donné EFGH.

Renversons d’abord la question, et proposons-nous de
circonscrire, au rectangle EFGH, un rectangle MNPQ sem-~
blable au rectangle ABCD.

Ce probléme inverse, cas particulier du Probléme XI,
peut étre résolu aussi comme il suit :

L’angle M étant droit, le sommet M appartient & la
circonférence décrite sur EF comme diamétre; denc il
s'agit d’évaluer 1'un ou l'autre des segments EM, MF, cu
seulement leur rapport.

Les triangles EMF, FNH, évidemment semblables,
donnent

M_ MF _EE
PN T NH T FR
Drailleurs, le rectangle NMPQ devant étre semblable
a4 ABGD, on a
MN AB

p B

[

ou, i cause de HP = EM,

MF+FN _ AB
NH--EM — BG
Remplacons, dans cette derniére proportion, FN par
FH

- FH
EM . B et NH par MF . EF ) hous aurons
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FH

M L

Fr+ oM. 5 __AB
FH ~ BC’

EM NP

puis, par un calcul trés-simple,

EM _ EF.BC—FH.AB
MF — EF.AB— FH.BC

Le rapport des segments EM, MF étant connu, on peut
déterminer le point M par sa projection I; et alors le rec-
tangle MNPQ sera connu.

Si ensuite I'on divise AB dans le rapport de MF & FN, on
aura le sommet R d’un rectangle RSTU, inscrit & ABCD, et
semblable a EFGH. _

Remargue. Ce probléme donne lieu & une intéressante
discussion algébrique.

Probléme XIII.

Par un point O, situé sur la bissectrice d'un angle droit CAB,
mener une transversale MN telle, que le segment de cette
droite, compris entre les c6tés de I'angle, ait une longueur
donnée /. :

Du point donné O, abaissons, sur les c6tés de I'angle,
les perpendiculaires égales OD, OE. Par le pied N de la
transversale cherchée, menons NF perpendiculaire a4 MN,
puis NG perpendiculaire & DO. Si le point F, ot NF
rencontre DO prolongée, était connu, on obtiendrait le
point N, en décrivant, sur OF comme diaméire, une demi-
circonférence.

Or, les triangles rectangles MDO, FGN sont égaux, car
ils ont les cotés perpendiculaires, et DO=O0E =GN. Donc
MO = NF. Il suit de 14 que ’

MN' = 2= (ON 4 NF)2=ON -+ NF - 20N . NF.
10

F1a6. 159.
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D’un autre c6té, le triangle ONF étant rectangle en 0, on a

ON 4 NF = OF, ON.NF=0F.GN=0F.OE.
L’égalité précédente devient donc
1 =0F -+ 20F . OE,
‘ou”
{2=0F (OF + 20D).

Supposons que, du point D comme centre, avec DF pour
rayon, nous décrivions la circonférence FHF’, et que nous
prolongions EO jusqu’'d sa rencontre en H avec la cir-
conférence. Nous aurons )

OF’ = OF 4- 20D, oH' = OF .OF/;
d’ot, & cause de i* =OF . OF,
OH=1. ,

1l faut donc, pour résondre le probléme : 1° prendre
OH =1; 2° décrire, du point D comme centre, la circon-
férence FHEF’ ; 3° décrire, sur OF et OF/ comme diamélres,
les circonférences ONF, ON“F’; 4° joindre le point O avec
les points ou ces circonférences coupent AB ou son pro-
longement : les droites MN, M/N’, M”N”, M"N" satisfont a
I’énoncé, ou 4 I’énoncé généralisé.

Remarques. 1. Si la longueur donnée ! est moindre que
le double de AO, la circonférence OF ne coupe pas AD,
et les solutions MN, MW'N’ n’existent plus.

1. La question que nous venons de résoudre est connue
sous le nom de Probléme de Pappus (*).

() Pappus, géometre grec, vivait dans le quatriéme sidcle ; il est
surtout célébre par l'ouvrage intitulé : Collections mathémaliques.
La discussion du Probléme de Pappus sc trouve dans mon Appli-
cation de U'Algébre & la Géométrie (1848).
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Probléme XIV,

Par un point O, situé sur la bissectrice d’'un angle droit CAB,
mener une transversale MN telle, que le triangle MAN soit
équivalent & un carré donné m?,

Cherchons, comme dans le probléme précédent, & dé-
terminer le point od DO rencontre NF perpendiculaire
a4 MN. Si nous abaissons FP perpendiculaire & AB, nous
aurons, &4 cause de I'égalité des triangles MDO, NPF:

GFPN = 2MDO.

De méme, le rectangle GOEN est double du triangle OEN.
Si donc nous constraisons le carré DO’E’A égal & DOEA,
le rectangle FPE'Q’ sera double du triangle MAN ; c’est-
a-dire qu’il sera équivalent a 2ms2.
Or, nous connaissons la hauteur OE de ce rectangle. Il
suffit donc, pour trouver le point F, de prendre O'F égale
m2

a?——OE .

Probléme XV.

Par un point O, situé dans un angle droit CAB, mener une
transversale MN telle, que le triangle MAN soit équivalent a
un carré donné m2.

Du point donné O, abaissons sur AB la perpendiculaire
OE ; soit 0’ le point ou elle rencontre la bissectrice de
'angle droit. Joignons le pied N de la transversale cher-
chée, avec le point 0/, par la transversale M'O'N. 1l est
clair que .

MAN MA  OE _ AE

MAN — WA  OE  OE
Conséquemment,

AE
_ OE
Ainsi, pour construire le point N et la transversale MN,

MAN =m?.

Fic 160.

Fia. 161.
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il suffit de mener, par le point O/, situé sur Ja bissectrice,

une droite M'O’N qui détermine un triangle équivalent

ama. —g—g . Le probléme proposé est donc ramené au pré-
cédent.
Probléme XVIH,

Par un point O, situé dans le plan d’un angle quelconque CAB,
mener une transversale MN telle, que le triangle MAN soit
équivalent & un carré donné m?.

Aprés avoir tiré OE paralléle & AC, élevons AC/, EQY

perpendiculaires & AB, et coupons ces droites par MM,

00’ paralleles a AB: les points M/, 0/, N seront en

. ligne droile, etles triangles M’AN, MAN seront équivalents.

Il suffit donc, pour trouver le point N et la trans-
versale MN, de mener par le point 0/, situé dans I'angle
droit C’AB, la transversale MO'N telle, que le triangle
M’AN soit équivalent au carré donné m?. Ce probléme est
celui que nous venons de résoudre.

Remarque. Les solutions des deux dernicrs problémes
sont fondées sur le principe de la transformation des
figures (p. 96).

Probléme XVII,

Par un point O, situé dans le plan d'un angle CAD, mener
une transversale MN telle, que le rectangle des segments AM,
AN déterminés par cette droite sur les cotés de I'angle, soit
équivalent & un carré donné me.

SiI'angle donné est droit, le rectangle construit sur AM
et AN sera double du triangle MAN; de telle sorte que
celui-ci sera équivalent 4 la moitié¢ du carré donné.

Si I'angle A est aigu ou obtus, abaissons MP perpendi-
culaire & AB; nous aurons
_MB__ 1 4 MP |

1 1
= —AN. —_— . . —_— —_
MAN 3 A MP 3 AN . AM N 2 mA
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c’est-a-dire que le triangle MAN sera, au carré m?, dans un
rapport connu.

Dans les deux cas, le probléme est ramené au précé-
dent.

Probléme XVIII.

Par un point O, situé¢ dans le plan d’un angle CAB, mener une
transversale MN telle, que le rectangle des segments de cette
droite, interceptés entre le point donné et les cotés de ’angle,
soit équivalent a un carré donné m?2,

Apres avoir tracé OD paralléle a AB, prenons, sur cette
parallele, une distance OF troisiéme proportionnelle & 0D
et m. Nous aurons

DO . OF=m2=0M. ON.
Les points M, N, D, F appartiennent donc & une méme
circonférence. Conséquemment, pour déterminer le point
N, il suffit de décrire, sur OF, un arc capable de 1’angle
ONF =MD0O =A.

Remarque. Ordinairement, le probléme admet deuw
solutions.

Probléme XIX.

Inscrire, 3 un angle donné CAB, une droite MN de longueur
donnée [, de maniére que le rectangle résultant soit équiva-
‘lent a un carré donné m?.

Soit MP la hauteur du triangle cherché: nous aurons
AN . MP = 2m32. D’un autre coté, ’

=AM 4 AN" — 2AN. AP.
Pour simplifier cette équation, et pour y introduire le

rectangle des cotés cherchés AM, AN, abaissous, dun
point quelconque D de AC, DE perpendiculaire sur AN.

Fi1c. 164.
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Nous aurons, en appelant p, g, r les trois cotés du triangle
rectangle ainsi déterminé,
Ab=2L aM, Mp =2 pm.
r r

L’équation precédente devient alors

l’=m2+}&—N2—2%—AN. AM;
ou, 4 cause de
—f—AM.AN:fzme:

B=AN + AN — 4-:—)-’"1’.
Dans le second membre, ajoutons el retranchons
2AM . AN=4 L 3
p
il nous vient
(AM 4+ AN =22 4+ 4 q—':l ma.

Nous voyons donc quindépendamment du rectangle
des deux cotés AM, AN, nous connaissons la somme de
ces droites. La question est ainsi ramenée 4 un probléme
connu.

Remargues. 1. Quand on veut décomposer une somme
donnée en deux facteurs dont le produit est donné, il
faut que le carré de la somme ne soit pas inferieur 3
quatre fois ce produit.

Conséquemment, la condition de possibilité du pro-
bléme est '

| )

q+'r 2= r
m2_8—m3,
P >"p
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ou
9 = r — q PN
I > 4 m3,
1. Les rapports%, —3; , %sont, comme V'on sait, dési-

gnés sous les noms de sinus, cosinus et tangente de
Pangle A. En employant ces dénominatious, nous aurons,
au lieu des relations précédentes,

—_2 2 22 2 1
AM.AN= e (AM 4 AN)2=1 -4 m?cot. 5 A,
= 1
=, 1
l2>4m tg . 3 A.

IIl. Lorsque 2 = 4m? tang.%A, la droite ! est la

plus petite possible. En méme temps, le triangle MAN
est isoscéle; et la valeur commune des cOtés AM,

AN est .
? sin ?A

Probléme XX.

Inscrire, entre les cdtés d’'un angle donné CAB, un triangle MNP
semblable & un triangle donné DEF, et ayant un sommet
donné P.

Décrivons sur DF, homologue du coté inconnu MP, un
arc capable.de I'angle connu CAP. Décrivons de méme,
sur EF, un arc capable de I’angle BAP. Ces arcs,
qui se coupenti en F, se coupent en un second point O.
Menons OD, OE, OF. Prenons, sur les c6tés de P’angle
donné, des distances AM, AN, déterminées par les pro-
portions

OF 0D OF _ OF |
AP T AM' AP T AN

Fic. 167.
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les points M, N seront les deux sommels cherchés.
On justifie aisément celte construction.

Probléme XXIX.

A un triangle ABC, inscrire un triangle DEF semblable & un
triangle donné MNP, et qui ait 'un de ses sommets situé en
D sur le c6té AB. '

Sur le c6té MN, homologue du c6té inconnu DE, décri-
vons un arc capable de l'angle B. De méme, décrivons
sur MP un arc capable de I'angle A. Menons ensuite, par
le point M, une droite A’B’ telle, que I'on ait

MA” _ DA
MB”~ DB °
ce probléme auxiliaire ne présente aucune difficulté.

Gela posé, si nous menons A’P et B’N, nous formons
un triangle A’B’C/, semblable au triangle ABC ; car ces
triangles ont, par hypothése, deux angles égaux
chacun & chacun. 11 suffit donc, pour achever la
construction, de faire les angles ADF, BDE, respective-
ment égaux & A’MP, B'MN: ‘'on obtient ainsi les som-
mets F, E.

Probléme XXII.

Construire un triangle, connaissant ses trois hauteurs.

Désignons par a, b, ¢, les cotés du triangle, et par a’,
o, ¢/, les hauteurs correspondantes. Nous avons
aa’ =bb' = cc;
d'ot

—_— e, e —— .
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Cette proportion continue apprend que le triangle cher-
ché est semblable & celui dont les cotés seraient &', a’,
et une quatriéme proportionnelle a ¢/, o/, ¥'. Si Uon cons-
truit ce triangle auxiliaire, il sera facile ensuite de tracer
le triangle cherché, en observant que, dans deux trian-
gles semblables, les hauteurs correspondant aux cOtés
homologues sont des droites homologues.

Remarque. Le probléme est possible, si l'on peut
construire le triangle auxiliaire. Admettons que l'on ait

. / bl .
a'’>b>c,doua < ﬂo’— . Alors 1a condition de pos-
sibilité est

'y
'Elé,— < o + b.

Probléme XXIIK.

Construire un triangle, connaissant deux hauteurs et le rayon
du cercle inscrit.

Soient : o/, b’ les hauteurs données; a, b les colés
inconnus correspondanis; ¢ le troisiéme c6té; ~ le rayon
du cercle inscrit.

L’aire du triangle est représentée par chacune des trois
expressions,

—%—aa’, —%—bb’, -—;—(a‘+b+c)r;'
donc
ad =b'=(a+4b+4c)r;
d’ou

a b a+b+c
T d ST Y .

v~ d
r

On voit, par cette proportion continue, que le triangle
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cherché est semblable & celui dont deux cétés et le
périmétre seraient b’, o’ et 1a quatritme proportionnelle
a r, o, t'. Le probléme peut donc éire regardé comme
résolu. ‘

Probléme XXIV.

Construire un triangle, connaissant la hauteur a’ abaissée sur
coté inconnu a, le rayon r du cercle inscrit, et le rayon « du
cercle ex-inscrit, tangent au coté a.

En raisonnant comme dans le probléme précédent, on
a d’abord
ad' =(@+4b+tc)r=>0b+c—ae
On-déduit, de ces deux égalités,
aa’ aa’

a+b+0=—T, b+c—a= ;

«

“puis, de celles-ci :

A _1r_1
d’_2 r «/

Celle équation de condition entre o, r et « nous ap-
prend que :

Dans tout triangle, U'inverse de chacune des hauteurs
est égal o la demi-différence entre Uinverse du rayon du
cercle inscrit, et Uinverse du rayon du cercle ex-inscrit,
opposé a cetle hauteur.

Conséquemment aussi :

Tous les triangles dans lesquels les rayons du cercle
inscrit ei de P'un des cercles ex-inscrits sont constanits ont
méme hauteur.

En revenant au probléme proposé, nous voyons qu'il
est indeterminé ou impossible, selon que les données sa-
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tisfont ou ne satisfont pas & la relation
1 (1 1
o 2\r T a)

Probléme XXV.

Construire un triangle, connaissant la hauteur a’ abaissée sur le
¢oté inconnu a, et les rayons [3, 7 des cercles ex-inscrits, tan-
gents aux cbtés b, c.

Nous avons, par les expresswns connues. de I'aire du
triangle :

ad =(a+c—b)p=(@a+b—c)y;
puis, par un calcul semblable au précédent :

/ /
a,+o—b——‘1—, a,+b-—c—gi,
g 7
et
1 1 /1 1
7=zl +7)

Ainsi, dans tout triangle, Uinverse de chacune des hau-
teurs est égal a la demi-somme des inverses des rayons
des cercles ex-inscrits, adjacents & cette hauteur, elc.

Probléme XXVI.

Construire un triangle, connaissant les rayons «, 8, y des trois
cercles ex-inscrits.

On a, comme précédemment,

abto—ay=B(c+a—0)=y(a+b—o);
d’olt

bt+c—a _c4+a—b adb—c

S
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On déduit, de cette proportion continue,
a b

ot L gl ef
7 7

Ainsi, le triangle cherché est semblable a celui quj

aurait pour cotés « -|—-—, p_|_— , « 4 B.

Si I'on construit ce tnangle auxlhalre, et que l'on
décrive les trois cercles qui le touchent extérieurement, il
suffira, pour avoir le triangle cherché, de mener des pa-.
ralleles aux cotés du triangle auxiliaire, & des distances
des trois centres respeclivement égales a «, B, 7.

Probléme XXVII.

Construire un triangle, connaissant le rayon 7 du cercle inscrit,
et les rayons «, § de deux des trois cercles ex-inscrits.

Ge probléme se résout aussi facilement que le précé-
dent, et par les mémes considérations.

Probléme XXVIII.

Construire un triangle ABC, connaissant la base BC, I'angle
opposé A et le rapport des deux derniers cotés.

Le sommet A appartient & l'arc capable de J'angle
donne, décrit sur la base BC. ‘

Suppesons menée la bissectrice AED : elle passe au
milieu D de I'arc BDG; de plus, elle divise la base BC
en deux segments BE, EC, proportionnels aux cotés AB,
AC. 1I est donc facile de trouver les poinls D, E, de cette
bissectrice : lintersection de cette ligne avec l'arc BAC
sera le sommet A.
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Probléme XXIX.

Décrire une circonférence qui passe par deux points donnés A,
B, et qui touche une droite donnée CD.

Soit O le centre de la circonférence demandée, et soit
E le point de contact de cette circonférence avec la droite
CD. Menons AB, et prolongeons cette droite jusqu'a sa
rencontre avec CD, en F. La tangente FE est moyenne
proportionnelle entre FA et FB ; donc le point E se déter-
mine aisément. Ce point étant connu, on oblient le
centre par l'intersection de EO perpendiculaire & CD, avec
GO perpendiculaire au milieu de AB.

Remarque. Le probléme admet ordinairement deux so-
lutions. Pour qu’il soit possible, il faut que l:s points
A, B soient d’'un méme c6té de CD.

Probléme XXX.

Décrire une circonférence qui passe par deux points donnés A,
B, et qui touche une circonférence donnée I.

Soit E le point de contact de la circonférence deman-
dée O avec la circonférence donnée I. Soit F le point ou
la droite AB rencontre la tangente commune EF, Si nous
enons une sécante quelconque FDC, nous aurons

FE =FA.FB=FD.FC:

donc les quatre points A, B, C, D appartiennent & une
méme circonférence.

Pour résoudre le probléme, il faut donc : 1® décrire une
circonférence quelconque passant par les points A, B et
coupant la circonférence donnée ; 2o tirer les cordes AB,
CD, et les prolonger jusqu'd leur rencontre en F;
3° mener, par ce point, des tangentes FE, FE’ a la cir-

F16. 170.

Fie. 171.
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conférence donnée. Les points E, E/, ou cette circonfé-
rence touche les deux cercles cherchés, étant connus, le
probléme s’achéve comme le précédent.

Probléme XXXI.

Decrire une circonférence O qui passe par un point donné A, et
qui touche deux droites MN, PQ.

Que les droites MN, PQ se coupent ou qu’elles soient
paralléles, nous pouvons facilement construire leur aze
de symétrie CD, axe qui est aussi celui de toute la figure.
Si donc nous abaissons AE perpendiculaire a CD, et que
nous prolongions cette droite d'une longueur égale EA’,
le point A’ appartiendra & la circonférence demandée. 1l
suffit donc de faire passer, pur les points A, A/, une
circonférence qui touche la droite PQ (Prob. XXIX).

Probléme XXXII.

Décrire une circonférence O qui passe par un point donné A, et
qui touche deux circonférences données B, C. :

Soient D, E les points de contacl inconnus. Menons la
corde ED, et prolongeons-la jusqu’a sa rencontre, en F,
avec la ligne des centres. Les circonférences B, O se
touchant extérieurement en E, ce point de contact
est up centre de similitude “nverse. De méme, les cir-
conférences O, C ont pour centre de similitude inverse
le point D. Donc (Th. VII) F est le centre de similitude
directe des circonférences données.

Si nous prolongeons FDE jusqu'd sa rencontre en L
avec la circonférence B, les points D, L seront homologues
dans les circonférences données; et, en appelant H,
W/, K, K’ les points de rencontre de BC avec ces lignes,
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lignes, nous aurons
FL_FL
FD — FK'°
FH.FH' =FL.FE;
donc, en multipliant membre & membre,
FH' . FK’ = FD . FE.
Cette relation nous apprend que les quatre points B’,
K’, D, E sont sur une méme circonférence.

Soi, maintenant G le point inconnu ou la droite AF
rencontre le cercle cherché 0. Nous aurons

FD.FE=TFA .FG;
d’ou, a cause de I'égalité précédente,
FH' . FK’ =FA . FG.

Ainsi, les quatre points A, H, K/, G sont situés aussi
sur une méme circonférence.

Construction. Aprés avoir mené la ligne des centres
BC et avoir construit le centre de similitude F, on trace
AF. Par les points A, H’, K’ on fait passer une cir-
conférence, laquelle coupe AF en un point G. Il suffit en-
suite de faire passer, par les points A, G, une cir-
conférence qui touche l'un des deux cercles donnés
(Prob. XXX) : elle touche en lautre, el satisfait a la
queslion *. v

Remarque. Par les points A, G, on peut faire passer
deux circonférences tangentss au cercle B. D'un aatre
coté, si, dans la construction précédente, on subslitue le
centre de similitude inverse au centre de similitude directe,

D’aillears,

* Alors qu'il était éleve a I'Ecole polytechnique, Cauchy a donné
upe autre solutin de ce probléme, fondée sur le Théoréme XI du
Livre 11, théoréme qui parait appartenir a l'illustre géométre. Voyez
Gorrespondance de U Ecole polytechnique, t. 1, p. 193.
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on doit remplacer le point H’ par le point H. On trouvera
donc, au lieu du point G, un certain point G’. Si, par les
points A, G’, on fait passer deux circonférences tan-
gentes au cercle B, elles satisferont encore  la question.
Celle-ci peut donc admettre guatre solutions.

Nous laissons au lecteur le soin d’examiner dans quels
cas le nombre des solutions est inférieur a quatre.

Probléeme XXXIII.

Décrire une circonférence O qui passe par un point donné A, et
qui touche une droite donnée BC et une circonférence
donnée 1.

Soit E le point inconnu ou la circouférence cherchée
touche la droite BC, et soit D le point de contact des deux
circonférences. Menons Ol qui passe par ce poiut D ; joi-
gnons le centre inconnu O au point E; menons, par le
centre donné I, la droite FIKH perpendiculaire & BGC;
enfin, tirons les cordes ED, FD, DK.

Le rayon OE, perpendiculaire & la tangente BC, esl pa-
rallele & IF; donc les angles EOD, FID sont égaux, comme
alternes internes, et les triangles isosceles EOD, FID
sont semblables. Par suite, les points E, D, F sont sur
une méme ligne droite. De 11 résulte que I'angle EDK
est droit, parce qu'il est supplémentaire de I'angle FDK,

. inscrit & un demi-cercle.

Le quadrilatére EDKH ayant deux angles opposés
droits, est inscriptible. On a donc

FD.FE=FK. FH.

Soit G le point ol la droite connue AF rencontre la cir-
conférence cherchée 0. On a aussi

FA.FG=FD.FE.
La comparaison de ces deux égalités donne
FA.FG=FK . FH.
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‘Ainsi, les quatre points A, G, K, H sont situés sur une
méme circonférence.

On construira donc aisément le point G, aprés quoi il
ne s’agira plus que de faire passer, par les points A, G,
une circonférence tangente & la droite BG (Prob. XXIX).

Remarque. Ordinairement, il y 4 deux circonférences
passant par les points A, G, et tangentes a la droite BC.
D'un autre coté, si 1’on rémplace le point F par le point
K, et vice versa, le point G sera lui-méme remplacé par
un autre point G’. Le probléme peut donc admettre
quatre solutions. '

Probléme XXXIV.

Décrire une circonférence O qui touche deux droites données
AB, AC, et une circonférence donnée I.

Soient N, P, R les points de contact de la circonférence
0 avec les droites données et avec la circonférence I.
Menons ON, OP, OR; du point O, décrivons une circon-
férence qui passe par le centre I de la circonférence don-
née : elle coupe les prolongements des droites ON, OP
en des points M, Q tels, que

MN =P(Q =IR.

Conséquemment, si I'on méne des paralléles A’B’, A’C/
aux droites AB, AC, qui en soient distantes d’une lon-
gueur égale au rayon IR de la circonférence donnée, ces
paralleles seront tangentes a la circonférence OI.

On est donc ramené a trouver le centre O d’une circon-
férence passant en un point donné 1, et tangente & deux
“droites données A’B’, A’C’ (Prob. XXXI).

Remarque. SiPon construit les droiles A”B”, A”G”, sy-
métriques de A’B’, A’C’ par rapport & AB, AC, respective-
ment, on pourra trouver deux nonvelles circonférences

11

Fic. 175.
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auxiliaires, passant en I, et tangentes a A”B”, A”C”. Le
probléme comporte donc, au plus, quatre solutions (*).

Probléme XXXV.

Décrire une circonférence tangente a une droite donnée PQ et a
deux circonférences données AN, BM.

[l peut arriver plusieurscas: 1°la circonférence cher-
chée peut toucher extérieurement les circonférences
données; 2° elle peut les toucher intérieurement; 3° elle
peut toucher l'une d'elles intérieurement et I'autre exté-
rieurement.

Soit, pour fixer les idées, O le centre d’une circonférence
tangente a la droite PQ et langente, extérieurement, aux
circonférences données. Décrivons, du point O comme
centre, une circonférence passant par le centre A du plus
petit des cercles donnés : elle touchera la circonfé-
rence décrite du point B, comme centre, avec un rayon
BF égal ala différence des rayons donnés; elle louchera
aussi la droite P/Q’ menée parallelement & PQ, & une
distance de cette droite égale au rayon AD de la petite
circonférence. La question est donc ramenée au Pro-
bleme XXXIII.

Remarque. Des quatre circonférences satisfaisant & ce
dernier probléme, il n’yen a que deuz qui conduisent a
des solutions de la question proposée : ce sont les circon-
férences langentes, extérieurement, au cercle BF. En effet,
si 'on considére une circonférence 0’ passant en A, tan-

(*) Dans le Journal de U Ecole polyfechnique (11e Cahier, p. 199),
12 probléme dont il s'agit est placé parmi ceux qui ont huil solu-
tions. Cette légére inadvertance ne diminue en rien la valeur du

célebre Mémoire de Gaultier.
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gente & P'QY et ayant, avec le cercle BF, un contact in-
tériewr, une circonférence concentrique avec G/ peut
bien toucher Je cercle AD et la droite PQ, mais elle ne
touche pas la circonférence BC. o

Si I'on remplace P'QY par la droile P”Q”, symétrique de
P/ relativemeut & PQ, et que I'on conserve la circonfeé-
rence auxiliaire BF, on trouve deux autres cercles sa-
tisfaisant 4 la question.

Enfin, les droites P’/QY, P”Q”, successivement combiné¢es
avec une circonférence décrite du point B comme centre,
et dont le rayon soit BC -+ AD, donneront cncore quatre
solutions du probiéme. Le nombre de ces soluliors peut
donc s’élever & husit.

Probléeme XXXVI.

Décrire une circonférence tangente a trois circonférences
données A, B, C.

Premiere solution. Soit O le centre de la circonférence
demandée, et soient M, N, P les points de contact incon-
nus. Menons OA, OB, OC. Décrivons, du point O comme
centre, une circonférence qui passe par le centre B du
plus petit des cercles donnés, et qui coupe les rayons
0A, OC aux points D, E: elle sera tangente aux cercles
qui seraient décrits des points A, C comme centres, avec
AD, CE pour rayons. La question est donc ramenée a
celle-ci: décrire une circonférence OB qui passe par un
point donné B, et qui touche deux circonférences données.

Ce dernier probléme a été résola ci-dessus: il admet
quatre solutions, parmi lesquelles deuz, seulement,
peuvent conduire & des solutions du probléme actuel.

En remplacant les cercles AB, CE par deux cercles
ayant pour rayons, respectivement, AM - BP, CN 4 BP,

Fie. 177.
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et en combinant deux & deux ces cercles et les deux pre-
miers, on trouvera les siz autres circonférences qui satis-
font & 1a question.

Seconde solution. L'élégante solution qu’on va lire est
due en partie & Bobillier, en partie & Gergonne; elle est
extraite, presque texluellement, de la Géoméirie du pre-
mier de ces savants professeurs.

Les circonférences données peuvent étre touchées toutes
trois extérieurement ou toutes trois intérieurement ; cha-
cunc peut étre touchée extérieurement et les deux autres
intérieurement, ou bien intérieurement et les deux autres
extérieurement.

Deux circonférences qui determinent, sur chacune des
trois circonférences données, un contact extérieur et un
contact intérieur, sont appelées circonférences conjuguées.

Considérons les circonférences conjuguées abc, a'b'c’,
qui touchent les circonférences données, l'une exté-
rieurement et ’autre intérieurement. Le point de con-
tact a’ estle centre de similitude directe de a’d’c’, aad’a”;
le point de contact a est le centre de similitude inverse de
abc, aa’a’. Donc la droite aa’ doit passer par le centre
de similitude inverse de abc, a'b'c’. 1l en est de méme
pour bb' et pour cc’. Par conséquent, ces trois droites
concourent en un point o, quiest ce centre de simili-
tude. De plus, si l'on prolonge aa’ en s, et cc’ en ¢, les
droites os et oa’, ot et oc sont des droites homologues ;
d'ou résulte

os __ of
0d T o’
ou
0s . oc' = o0a’ . ot.
On a aussi

oc .0t = ¢s . 0a;
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donc
oc.o¢’ =oa.oa =ob .ob.

Le point o est donc le centre radical des circonférences
données (*).

La droite ab, passant par le centre de similitude in--
verse de abc, aa’a”, et par le centre de similitude inverse
de abe, bb'b”, doit contenir le centre de similitude directe
de aa’a”, bb'b". 1l en est de méme pour a’b’. Donc m est
ce centre de similitude. De méme, m’ est le centre de
similitude directe de b&'d”, cc’c”; enfin m” est le centre de
aa’a”, cc'c”. Donc mm’m” est 'axe de similitude directe
des trois circonférences données.

A cause de la relation oa.oa’=oc .oc¢’, les quatre
points a, @/, ¢, ¢/ sont situés sur une méme circonférence ;
donc

m'a.m"¢'=m"a .m"c.
Ainsi, le point m” apparlient a ’axe radical des deux ecir-
conférences cherchées. On prouverait, de la méme ma-
niere, que les points m’ et m” appartiennent & cel axe;
d’ou l'on conclut que mm/m”, axe de similitude directe
des circonférences données, est en méme temps l'axe
radical des deux circonférences conjuguées.

Puisqu'il en est ainsi, les tangentes en @ et o’ doivent
se couper en un point @ situé sur cette droite; el il en
est de méme des tangentes en b, ¥, et des tangenles en
¢, c.

La polaire du point  est aa’ ; doncle pole p de mm/'m’
doit se trouver sur aa’. Ainsi, les pdles de Uaxe de simi-
litude directe des trois circonférences données,par rapport

(*)On a vu, ci-dessus, une partie de cette démonstration (Th. XCI).
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a chacune d'elles, sont placés respectivement sur les trois
cordes de contact aa’, bly, cc'.

De 1 cette constraction : 1° tracez laxe de similitude
des trois circonférences A, B, C; 2 cherchez les pdles de
cet axe par rapport & chaque circonférence ; 3° joignes
ces poles p, p’, p” au centre radical o.

En remplacant I'axe de similitude directe par chacun
des trois axes de similitude inverse, on obtientles trois
autres couples de circonférences conjuguées.

Probléme XXXVIIL. -

Décrire une circonférence O passant par deux points donnés A, B
et interceptant, sur un cercle donné C, une corde DE de lon-
gueur-donnée L.

Faisons passer, par les points A, B, une circonférence
quelconque A BFG, qui coupe en F,G la circonférence don-
née G. Les cordes AB, FG, et la corde inconnue DE, se
coupent en un méme point I, centre radical des trois cir-
conférences. Ge point étant obtenu par la construction
précédente, il suffira d'inscrire, au cercle donné G, une
corde DE, de longueur donnée, passant par le point I.

Probléme XXX VIII.

Décrire une circonférence I, qui passe par deux points donnés
A, B, et qui coupe, suivant un diametre, une circonférence
donnée 0.

Ce probléme peut étre regardé comme un cas particu-
lier de celui qui précéde. On peu‘t aussi le résoudre direc-
tement, comme il suit.

Si 'on joint le point A au centre O de la circontérence
donnée, et qu'on prolonge AQ jusqu’a sa rencontre en E
avec la circonférence 1, on aura

OE.0A=0C.0D=R2
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0On obtient donc le point E en construisant une troisiéme
proportionnelle DE & la droite AO et au rayon R du cercle
donné.

Probléeme XXXIX.

Trouver, sur un arc AB, un point C tel, que le rectangle de ses
distances aux extrémités de I'arc soit équivalent & un carré
donné p2.

Si Pon méne le diamétre CD, et qu'on abaisse CE per-
pendiculaire & AB, on a, d’aprés un théoréme connu,

AC .CGB=CD. CE;
et, par suite,
CD . CE = p2.

2
On tire, de celte derniére égalité, CE =-%)IT . La dis-

tance du point G & la corde AB étant connue, le probléme
peut étre regardé comme résolu.

Probléme XL.

Par un point A, extérieur & un cercle O, mener une droite ABC
qui soit partagée en moyenne et extréme raison par la circon-
férence.

1° Supposons d’abord que la corde BC soit le plus grand
des deux segments de la droite ABC, de maniére que

CB = AC. AB.
Si nous menons la tangente AD, nous aurons
AD" =AC . AB.

02a déduit, de ces égalilés, BC = AD; en sorte que le
probleme est ramené & l'un des précédents (Pro-
bléme XXXVII).

Fic. 169.
G., 282.

Fie. 177.
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Pour qu'il soit possible, AD ne doil pas surpasser le
diamelre du cercle. Cette condition équivaut & '

0A"—0D" < 40D° ;
d’01‘1', en désignant par R le rayon du cercle et par d ia
distance OA, *
d<RY5.
2° Admettons que le segment extérieur AB soit moyen

proportionnel entre la sécante entiére AG et le segment.
intérieur BG; nous aurons

AB' = AC . BC;
el, en menant encore la tangenle AD,
AD"=AC. AB.
La premiére égalité équivaut a la proportion
AC ___AB
AB 7 AC—AB

Multiplions tous les termes par AB, et remplacons AC. AB
par AD’; nous aurons
AD’ AB

2

A AD'—AB®

2

Cette nouvelle proportion démontre que le carré de AB
est moyen proportionnel-entre le carré construit sur la
tangente AD et la différence des carrés construits sur AD
et AB; c'est-a-dire que, pour trouver AB, il fau? paria -
ger, en moyenne et extréme raison, le carré construit sur
la tangente; puis chercher la moyenne proportionnelle
entre les deux dimensions du plus grand des segments.

On simplifie cette construction en observant que, dans
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tout triangle rectangle AFD, les carrés des cotés de
Pangle droit et le carré de I'hypoténuse sont entre eux
comme les projections AE, DE et AD. Si donc I'hypoté-
nuse est partagée en moyenne et extréme raison au point
E, nous aurons

m_w
A—Fz DF2 b
ou
AD AR’

AP AD —AF
Cette proportion, comparée a la précédente, nous ap-
prend que AB = AF.

La condilion de possibilité du probléme est

AFS AG,
ou

AFSR —d.
Mais

AF = AD (#): (@ — RY) (;1_;-_\/'5—)
La condition cherchée est donc .
@Ry =EVE S g Rp,
ou
(d-+R %"“/g S d—R;

ou enfin, aprés quelques réductions,

dZR@ + y5)-
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Probléme XLI.

Inscrire, a une circonférence donnée O, un triangle isoscéle ABC,
connaissant la somme @ de la base et de la hauteur.

Prenons sur le diamétre CI, & partir du point C, la dis-
tance CE égale 4 o. Prenons ensuite, sur la tangente CT,
o
2 .
généralement la circonférence en deux points B, B,
sommets de denx triangles CAB, (/A’B’ satisfaisant & la
question.

Il résulte, en effet, de cette construction, que AB = DE;
donc

CF égale 4 — . Sinousmenons EF, cette droite rencontre

AB 4 CD =CE =a.
Remargue. Pour que le probléme soit possible, il faut
que le pied P de la perpendiculaire abaissée du centre sur
EF soit intérieur au cercle. Or

0P _ OB
CF — EF°
d’ou
op— 2=
p—r v? )
R elant le rayon. La condition de possibilité est donc
oZR(14y5)

Probléme XLII.

A un cercle donné O, inscrire un trapéze ABCD ayant une
hauteur donnée h, et équivalant & un carré donné m?.

Menons le diameétre OEF perpendiculaire aux bases,
¢t le rayon OHL perpendiculaire au coté BC du tra-
péze : le point H est le milieu de ce coté. Joignons ce
joint au milieu G du coté opposé, par la droite HMG.
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Enfin, tracons LN paraliele & GH, et CP perpendiculaire
a cette droite.
Le trapeze a pour mesure GH . EF ; donc la longueur
2
de GH esl %
La question se réduit & déterminer le milieu L de Varc
BC, ou la longueur de LN.

Or, les triangles LNO, HMO sont semblables; donc

LN
MH=0O0H . oL -

De méme, les triangles LNO, CPH xont gsemblablies,
et donnent
LN

CP = —_—
PCHOL

Elevant au carré et ajoutant, on trouve

LN
MH 4-CP'=0C - (OL)

d’ou
FH = LN.

Ainsi, la droite cherchée LN est ¢gale a I'hypoténuse
. 2
d’un triangle rectangle dont les cotés seraient % et —Z;% .
Cette droite est donc connue.

Probléme XLIIN.

Trouver, sur une droite donnée MN, un point C tel, que la
somme de ses distances & deux points donnés A, B, soit égale
a une longueur donnée /.

Supposons la droite inconnue AG prolongée d'une lon-
gueur CD égale & CB; nous aurons AD =1; en sorte quele
point D appartient 4 la circonférence DD’ décrite du point
A comme centre, avec ! pour rayon.

Fic. 186.
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Si nous abaissons BGH perpendiculaire 4 MN, et si nous
prenons GH = GB, les deux obliques BC, HC seront égales
entre elles; d’ou il résulte que le point chercheé C est le
centre de la circonférence passant par les points B,
H, D. De plus, les circonfércnces BDH, DD’ se touchent
en D; car ce point D est sur la ligne des centres.

On a vu précédemment (Prob. XXX) comment on dé-
lermine une circonférence tangente & une circonférence
donnée, et passant par deux points donnés. Conséquem-
ment, on est conduit a la constructivn suivante :

Du point donné A, comme centre, avec ¢ pour rayon, on
décrit la circonférence DD'. D’un point quelconque N de
14 droite donnée MN, comme centre, on décrit une cir-
conférence passant au point donné B, et coupant la pre-
miére circonférence aux points E, F. On mene la corde EF,
que l'on prolonge jusqu’a sa rencontre en T avec BH per-
pendiculaire & MN. On construit les points de contact
D, D’ des tangentes menées, du point T, & la circonférence
DD’. Les rayvons AD, AD/ déterminent, par leurs intersec-
tions avec MN, deux points C, ¢/, qui satisfont & la ques-
tion.

Discussion. 1o Lorsque le point H, symétrique du point
B par rapport a la droite MN, est intérieur a la circonfé-
rence DIV, on peut, par ces deux points, faire passer deux
circonférences qui touchent la premiere. Donc le probleme
admet deux solutions.

20 Si le point H est sur la circonférence DD/, il se
confond avec le point de contact D, et le probleme n’ad-
met plus qu'une solution. En méme temps, le point G,
qui se trouve en I, & l'intersection de AH avec MN, est
le point de cette derniére droite pour lequel la somme
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de- distances aux deux points donnés est un minimum
(Liv. I, Prob. X).

3o Enfin, quand le point H est cxtérieur 4 MN, le pro-
bleme proposé est impossible.

Remarque. On sait que le lieu des points tels, que la
comme des distances de chacun a deux points fixes
A et B, soit une constante /, est une ellipse ayant A, B
pour foyers, el dont le grand axe est égal a 1. Conséquem-
ment le probléme que nous venons de résoudre peut élre
énoncé en ces termes : Construire les points de rencontre
d’une droite donnée et d'une ellipse mon tracée, mais
dont le grand axe et les foyers sont donnés.

R3]

Probléme XLIV.

Trouver, sur une droite donnée MN, un point C tel, que la diffé-
rence de ses distances & deux points donnés A, B, soit égale &
une longueur donnée I.

L’analyse de ce probléme esl la méme que celle du pro-
bléme précédent. Elle donne lieu & la construction indi-
quée dans la figure 187. ‘

Remarque. On sait que le lieu des points tels, que la
différence des distances de chacun & deux points fixes
A, 'B, soit une constante I, est une hyperbole ayant
A el B pour foyers, et dont 'aze transverse est égal a [.
Conséquemment, le probldme que nous venons de résoudre
peat étre énoncé en ces termes : Construire les points de
rencontre d'une droite donnée et d'une hyperbole non tra-
cée, mais dont Uaxe transverse et les foyers sont donnés.
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FProbléme XLV,

Par I'extrémité A d’'un diameétre AB perpendiculaire & une corde
CD, mener une droite dont la partie FG, comprise entre la
corde et la circonférence, soit de longueur donnée /.

Si nous menons les cordes AD et GD, nous formons
deux triangles FAD, GAD, ayant l'angle A commun, et
dans lesquels les angles en G et en D sont égaux, comme
ayant pour mesures les moiliés d’arcs égaux. Ces triangles

sont donc semblables ; en sorte que

AF . AG=2AD".

D'apreés cette relation, AF et AG sont les c6tés d'un
rectangle équivalant au carré construit sur AD.

Construction. A lextrémité D de la corde AD, élevons
la perpendiculaire DH égale a L ; puis, sur cette droite,
prise comme diamétre, décrivons une circonférence. Joi-
gnons le centre | avec le point A, par la sécante AH, qui
renconire cette circonférence en M eten N. Du point A
comme centre, avec AM pour rayon, décrivons un arc : il
coupe, au point cherché G, la circonférence donnée.

Remarques. 1. Sila longueur donnée ! est moindre que
EB, il ya, indépendamment de AGF, une droite AF'G’
répondant & la question. On obtiendra I'extrémité G’ de
cette ligne au moyen de l'arc décrit du point A comme
centre, avec AN pour rayon.

II. A chaque droite, telle gue AF ou AF’, il en répond
une autre, placée symétriquement par rapport & AB, et
qui n’a pas été indiquée sur la figure. Le probléme peut
donc admettre quatre solutions.
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Probléme XLVI.

Par un point A, extérieur a un cercle O, mener une sécante telle,
que la somme des carrés des segments BC, AC de cette droite,
soit équivalente & un carré donné m?2.

Soit AT la tangente menée par le ‘point donné A. Joi-
gnons le point de contact T aux points inconnus B,
C; et menons CD paralléle & BT. Si le point D était trouvé,
la construction s’achéverait facilement; car les triangles
ADC, ACT, évidemment semblables, donnent

AC" = AD . AT.
Ainsi, AC serait une moyenne proportionnelle entre AD

et AT. :
Pour déterminer AD, observons que les paralleles BT,

CD, donnent

BC_ DT
AC T AD°
d’ou
oL
AD
A cause de I'égalité ci-dessus, cette valeur se réduit a
—s AT DT
B =—7p

La somme des carrés de AC et de BC doit égaler m?; donc

2
T m2

D
M+ =7
Prenons maintenant une droite EF, troisiéme pro-
portionnelle a4 AT et m. Décrivons, sur EF comme dia-
métre, une demi-circonférence ; menons la tangenle

F16. 225.

Fig. 226.
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EG =EH=AT, et tirons GH. Du point M, ou cette droite
coupe la circonférence, abaissons MN perpendiculaire &
EF : le segment EN est 1a longueur cherchée AD.
Eo effet, nous avons d’abord
EN 4 NM =EN + NH = EH = AT.
En second lieu, ‘

EN - NF = EF,
ou
o MN® mA
BN 4 5 =EF = -

Donc EN et NM sont égaux, respectiverment, aux seg-

ments AD, DT de la droite AT.

On peut réunir les figures 225 et 226, et 'on obtient
aipsi la figure 227.

Probléme XLVII.

Par I'un des points d’intersection A de deux circonférences don-
nées, mener une corde commune BAC telle, que le rectangle
fait sur le segment AB et une droite donnée m, augmenté du
rectangle fait sur le segment AC et une droite donnée n, soit
équivalent & un carré donné p2.

Menons les diameétres AD, AE, puis les cordes BD, CE :
ces droites, perpendiculaires a4 BC, sont paralléles entre

elles. _
Divisons le diameétre AD, au point F, de maniere que

AD
AP m>’

puis abaissons FG perpendiculaire & AB : nous avons
AB m

— —
b

AG T n
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-ou
m . AB=n. AG.
En remplacant m . AB par n . AG dans la relation
m.AB 4+ n. AC =p?,
nous trouvons .
n (AG 4 AC) = p2;
d’ou
p?
GC=-"—.
n

La longueur de GC est donc connue.

Actuellement, joignons ie point F au point E, et menons
FH perpendiculaire & EC. Dans le triangle rectangle OHE,
nous connaissons I'hypoténuse et le coté FH, égal a GC.
Nous pouvons donc aisément trouver le point H, et ensuite
la corde BAC paralléle & FH. '

Construction. — Du point donné A, menez les dia-
métres AD, AE; partagez AD en F, de telle sorte que
AD
“AF
circonférence ; du point F comme centre, avec un rayon
égal 4 la (roisi®éme proportionnelle aux droites =, p,
décrivez un arc qui coupe en H cette demi-circonférence ;
enfin mepez, par le point A, BAC paralléle a OH.

===, Sur EF comme diamétre, décrivez une demi-

Probléme XL VIENI,

Inscrire, & un cercle donné O, un triangle MNP, dont les cotés
soient paralleles  trois droites données AB, CD, EF.

Par un point quelconque G de la circonférence 0, me-
nons GH paralléle & EF et GI parallele 4 CD : l'angle HGy
étant égal a 'angle cherché P, les copdes interceptées IH,

12

Fg. 188.
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MN, sont égales entre elles. Il suffit donc, pour oblenir
MN, ou pour déterminer le triangle demandé, de résoudre
cette question trés-simple: Inscrire, & une circonférence
donnée, une corde paralléle ¢ une droite donnée et égale
a une droite donnéee.

Remargue. On trouve deux triangles satisfaisant a1'é-
noncé. Ces triangles sont symétriquement placés par
rapport au centre 0.

Probléme XULIX.

Inscrire, & un cercle donné O, un triangle MNP, dont deux cotés
soient paralleles & deux droites données AB, CD, et dont le
troisieme cOté passe par un point donné L.

Si I'on cherche, comme dans la question précédente,
une corde IH égale au coté inconnu MN, et que I'on fasse
passer, par le point L, une corde MN égale 4 IH, le pro-
bléeme pourra étre regardé comme résolu.

Probiéme L.

Inscrire, a un cercle donné O, un triangle MNP, dont deux cotés
passent par deux points donnés A, B, et dont le troisieme coté
soit parallele a une droite donnée CD.

Par le sommet inconnu N, menons NE paralléle & AB,
et tirons la corde EM. Soit F Ie point ou celle droite, pro-
longée §’il est nécessaire, rencontre AB. Si ce point F-
était connu, le probleme scrait résolu ; car ENM étant égal
a l’angle des droites AB, CD, la corde EM pourrait étre
déterminée en grandeur, et ensuite en position.

Pour trouver le point F, observons que les angles E, F
sont égaux, comme alternes internes, et que les angles E,
P sont égaux, comme inscrits au méme segment; donc
les angles P, F sont égaux, et les triangles PAB, MAF,.
ayant un angle égal et un angle commun, sont sem-
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blables. Ainsi
AB AP
AM T AF
ou
AM . AP = AB . AF.
Si 'on méne une sécante quelconque AGH, on a
AG. AH = AB . AF.

Dans cette égalité, tout est connu, excepté AF. De plus,
les quatre points G, H, B, F sont sur une méme circonfé-
rence, etc.

Probléme 4.X.

Inscrire, & un cercle donné, un triangle MNP, dont les cotés pas-
sent par trois points donnés A, B, C.

Soient encore, comme dans le probléme précédent, NE
parallele a AB, puis la corde EMF qui rencontre AB en F.
Nous pourrons, comme ci-dessus, construire le point F,
aprés quoi il ne s’agira plus que d’inscrire, aw cercle 0,
un triangle EMN dont deux cdtés passent par deux points
donnés C, F, et dont le troisiéme coté soit paraliéle ¢ une
droite donnée AB : ce probléme est précisément celui qui
précéde (*).

(*) La question que nous venons de résoudre est connue sous le
nom de probléme de Castillon. Résolue d’abord par ce Géométre,
elle I'a été ensuite, de différentes maniéres, par Lagrange, par
Giordano di Ottaiano, et par Malfatti (Voyez Nouvelles Annales de
Mathématiques, t. 111, p. 403).

Fic. 191.
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Probléme LIEX.

Inscrire, & un cercle donné O, un polygone dont un c6té passe
par un point donné A, et dont les autres cOtés soient paral-
leles & des droites données.

Il ya deux cas a distinguer, suivant que le nombre n
des cotés du polygone est impair ou pair.

1° n impair.

Inscrivons au cercle, & partir d’'un point quelconque
M, une ligne brisée M'NP’Q’'R’S'T” dont les cotés soient,
respectivement, paralléles aux directions données. Nous
trouvons ainsi un arc MIT’ égal & I’arc inconnu MIT. En
effet,

MIT = MIT 4+ MW — TT
et, 4 cause des couples de cordes paralléles,
MW =NN'=...=TT.
Par suite, la corde M'T’ est égale au coté inconnu MT. Il
ne s’agit donc plus que d’inscrire une corde MT, égale @
une autre corde N'T’, et passant par le point A.

20 m pair.

Si nous efllectuons la méme construction, il en résulte,
a cause ae MM =S¥, que M’S est parallele qu colé in-
connu MS. Et comme ce cOté doit pasrer par le point
donné A, il est complétcment déterminé. Le pobléme est
donc résolu.

Probléme LIII.

Inscrire, 3 un cercle donné O, un polygone MNPQ... dont les
cOtés passent par des points donnés A, B, C...

Soient PQ, QR deux cotés consécutifs, lesquels doivent,
respectivement passer par les points D, E. Soit, comme
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dans le Probléme L, PP’ paralléle ala droite DE. On
verra que le point F, ot DE rencontre la corde P'R, peut
aisément étre déterminé. Par suite, la recherche du poly-
gone MNPQR est remplacée par celle du polygone MNPP'R,
dont un c6té PP’ doit étre paralléle a une droite donnée,
et dont les autres cotés doivent passer par des points
donnés.

Semblablement, la recherche de ce second polygone se
réduit & celle d’un nouveau polygone ayant deux cotés
paralléies & deux dreites données, et dont les autres cotés
passent par des points donnés.

En continuant de la sorte, on voit que la question pro-
posée est ramenée au probléme précédent.

Probléme LIV.

Circonscrire, & un cercle donné O, un triangle MNP dont les
sommets soient situés sur trois droites données X, Y, Z.

Soit DEF le triangle inscrit ayant pour sommels les
points de contact de la circonférence O avec les cotés
du triangle circonscrit MNP. Il est clair que les sommets
du second triangle sont les poles des cotés du premier.
Conséquemment, la droite X, qui passe par le point M,
a sou pole A sur DF. De méme, les péles B, C des deux
aulres droites données sont situés sur FD, DE.

[ faut donc, pour résoudre le probléme proposé : 1° cher-
cher les poles A, B, G des droites données ; 20 construire
le triangle inscrit DEF, dont les cOtés passent par ces
trois points (Probl. LI}; 3° mener, par les sommets de ce
triangle, des tangentes 4 la circonférence O.

Remargue. La solution que nous venons d’indiquer est
une application de la Théorie des polaires réciprogques.

Fia. 195.
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Probléme LV.

Construire un cercle tel, que les angles circonscrits, dont les
sommets seraient trois points donnés A, B, C, soient respecti-
vement égaux & des angles donnés 2«, 28, 27.

Soit O le cercle cherché. Menons les tangentes AD, AD',
BE, BE’, CF, CF’. Menons aussi les rayons OD, OE, OF.
L’angle DAO, moitié de DAD’, est égal & «. De méme,
les angles EBO, FGO sont respectivement égaux a p et
4. Dailleurs, les triangles ADO, BEO, GEO sont rec-
tangles.

Si donc, d'un point arbitraire 0/, pris en dehors d’une
droite indéfinie XY, nous menons la perpendiculaire 0],
puis les obliques O’A’, 0'B/, O’C/ faisant avec XY des
angles égaux 4 «, 8, y; cette construction déterminera
des triangles A’10/, B'I0, /10, semblables aux premiers.

La comparaison des cotés homologues donne

o1 oN o1 OB 01 oc
oD O0A ' EO_ OB’ OF OC '’
d’ou, 4 cause de OD = OE=0F : '

0L _ oW - 0A_ oW
OB~ 0B’ 0oC o0

Les distances du point O aux points A, B, G étant pro-

~ portionnelles & des longueurs connues, ce point sera de-

terminé par l'intersection de deux circonférences que l'on
construira facilement.
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Probléme LVIE.

Construire un cercle O tel, que les tangentes menées a ce cercle,
par trois points donnés A, B, C, aient des longueurs données
a, b, c. ‘

Des points A, B, C, comme centres, avec a, &, ¢ pour
rayons, décrivons trois circonférences. Chacune d’elles
coupe orthogonalement le cercle cherché; car, par
exemple, le rayon OD de ce cercle, étant perpendi-
culaire au rayon AD, est une tangente 4 la circonfé-
rence AD.

Il résulte, de cette observation, que le cercle cherché
-est celui qui coupe orthogonalement les treis autres
cercles. Tl a pour centre leur centre radical (Th. XXXVII
et XLII).

Probléme LVII.

Quelle est la route ABC que doit suivre une bille sur un hillard
circulaire, pour revenir au point de départ A, aprés deux ré-
flexions successives sur la bande ?

D’aprées la loi de la réflexion des corps élastiques
(Liv. I, Probl. X), les rayons OB, OC divisent en deux
parties égales, respeclivement, les angles ABC, ACB. Mais,
dans le triangle isoscéle OBC, les angles B, G sont égaux;
donc les angles ABG, ACB, doubles des premiers, sont
egaux entre eux; et le triangle ABC est isoscéle. Gonsé-
quemment, la figure est symétrique par rapport au dia-
metre EF passant par le point A, et BC est perpendicu-
laire & ce diamétre. '

Cela posé, prolongeons le rayon OB jusqu’a sa rencontre,
en G, avec la perpendiculaire a EF menée par le point
A ; et décrivons, de ce point comme centre, la circonfé-
rence OHL. Ainsi qu’ou le voit aisément, le triangle BAG
st isoscéle, et la circonférence coupe BG en un point H

Fie. 215.

Fia. 219.
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tel, que GH = OB. Donc, la différence des segments BG,
BH est connue, et égale au rayon R du cercle donné.
D'un autre coté, si nous menons LH, nous formons

un triangle rectangle OHL, évidemment semblable au
triangle rectangle OAG. La comparaison des cotés homo-
logues donne

OH _ OL

04 T 06

0G . OH=0A.OL.

Le rectangle et la différence des segments cherchés
étant connus, le probléme peut étre regardé comme résolu.
Calcuwl dw chemin parcourw par la bille. Représentons
par a la distance donnée OA, par z le segment OG, par ¥
le coté AB du triangle ABC. La longueur ! du chemin
parcouru se compose de 2AB -+ 2BD. Or  °
0B
m' )
et, dans le triangle rectangle 0AG, y = \'2* — a*; donc

ou

BD=AB

=2 ( 1+ %} VI =2,
D’aprés ce qui précede, on a
z(x — R) = 202,
équation d’ou l'on tire, cn prenant sculement la racine
positive,

T

. 1 —
— (R + VR +384%).
Avant de substituer dans la valeur de {, on peut obser-
ver que 2> — a®* =Rz -~ a?; et I’on obtient
I— 3R 4 VR2 -+ 8a2
R + VR4 8a2

V 2[R 420 +RyRF8a |;
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ou, en simplifiant,

1
ay?2

3
2

l=

I/Sa‘ +-20a?R® — R% + R(8a® + R?)? (*).

Probléme TVIII.

Trouver un point M tel, que la somme de ses distances a trois

' points donnés A, B, C, soit un minimum.

Du point C comme centre, décrivons une circonférence
passant par le point inconnu M. La somme des distances
d’un point quelconque M’ de cetle ligne, aux points
A, B, G, doit étre plus grande que la somme des distances
AM, BM, CM. Ainsi

AW/ 4 BW + CM/ > AM 4 BM -+ CM;
ou, a cause de CM' =CM :
AN + BW > AM -}- BM. (1)

M est donc le point de la circonférence MM/, pour le-
quel la somme des distances aux points A,B est un
minimum.

Menons la tangente TMT’; et soient @, b les points ou
elle est coupée par AM’ et BM'. Menons aussi Ab. Le
triangle AbM’ donne

AN 4 M6 > Ab;
et, en ajoutant Bb de part et d’autre, .
AN’ -+ BM’ > Ab -} Bb. )
Si donc nous disposons du point M de maniére & véri-

(*) Pour la discussion du probléme, le lecteur peut consulter les
Nouvelles Annales de Mathématiques, tomes [ et IX.

Fia. 220.
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fier 'inégalité
Ab -+ Bb > AM + BM, @3)-

I'inégalité (1) aura lieu, & plus forte raison.

Or, pour que la somme des distances AM, BM soit
inférieure & Ab-}-Bb, b étant un point quelconque de
MT, il faut (Liv. 1, Probl. X) que les droites AM, BM
soient également inclinées sur la normale MC. En d’autres
termes: la droite CMC/, quijoint le sommet G aw point M,
doit diviser en deux parties égales Uangle formé par les
droites menées, de ce méme point, qux autres sommets.

Ce que nous disons du sommet C s’applique aux points
A, B; c’est-a-dire que le point dont la somme des dis-
tances & trois points donnés est un minimum est tel,
que chacune des trois droites qui le joignent aux points
donnés est la bissectrice de U'angle formé par les deux
autres.

On conclut aisément de 12 que chacun des trois angles
formés autour du point M est égal a 120°. Conséquem-
ment, le point M est celui d’ou les colés du triangle ABC
sont vus sous un méme angle (Liv. I, Th. III). Il est donc
facile de le construire (Liv. II, Th. 1I).

Remarque. Cette solution devient illusoire si un angle
A du triangle ABG surpasse 1200. Dans ce cas, le point
M coincide avec A ; et le minimum égale AB 4 AC (*).

Probléme LIX.

M étant le point dont la somme des distances aux sommets d'un
triangle donné ABC est un minimum, on demande dexprl-
mer cette somme en fonction des cotés. :

Désignons par a, b, ¢ les longueurs des cotés ; par z,
y, z les distances MA, MB, MC ; et par s leur somme. Les

(*) Bertrand, Journal de Liouville, tomé VI, p. 158.
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triangles ABM, BCM, ACM donnent, comme il est aisé de le
vérifier

=y +24yz,

b =2 + 2 + 2z,

C = g2 _I_ye -+ zy.

Nous aurons ensuite, en exprimant que I'aire T du

triangle ABC est égale & la somme des aires des trois
autres triangles,

1 —
T =2—V3 (zy + yz + z2).
On déduit, de ces quatre équations,

a? 4 b2 ¢ -+ 4T B =2a? 12+ 22 2wy ++202-+2y3),

ou

S =2TV3+ -%- (a* 40 4 2.

Probléme LX.

Trouver un point M tel, que la somme des carrés de ses dis-
tances aux trois c6tés d’'un triangle ABC soit un minimum.

Du point cherché M, abaissons les perpendiculaires
MP, MQ, MR, sur les cotés du triangle donné, et menons
PQ, QR, RP ; puis, d'un autre point quelconque M, abais-
sons les perpendiculaires M'P/, M'Q/, M'R’, et les obliques
M’P, WQ, M’'R. Nous aurons

WP' + MQ + MR’ < WP 4 Q" + WR

et, & plus forte raison,
MP' 4+-MQ + MR’ < WP' + WQ + WR™

Conséquemment le point M est tel, que la somme des

carrés de ses distances aux poinis P, Q, R, est un mini-

Fia. 221.
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mum. Ce point est donc (Th. IlI) le centre des moyennes
distances du triangle PQR.

Menouns 1a droite CM, et soit ¢/ le point ot elle coupe
Ie coté AB. Abaissons ('D, C/E perpendiculaires sur AG,
BC. Menons encore, des points P, Q, les perpendiculaires
PG, QF sur la médiane RM : ces droites sont égales entre
elles. Enfin, soit CI 1a hauteur du triangle ABC.

Pour évaluer le rapport de AC’ & B(Y, observons d’abord
que les triangles rectangles AC’D, ACI, évidemmeut sem-
blables, donnent

, C'D
AC' = AG. <
De méme,
C’E
BCG’=BC. <
Donc
A AC OD
-BT-— ﬁ . G—IE .

Les distances /D, C'E sont proportionnelles 3 MQ, MP :
il ne v’agit donc plus que de chercher le rapport de ces
derniéres droites. . '

Or, les triangles rectangles QMF, CIA, ayant les cotés
respectivement perpendiculaires, sont semblables ; donc

oM __ QF
AC T T
De mérpe.
M _ PG
BG ~— CI
On déduit, de ces proportions,
QM _ AC

TR
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puis
AU AC
W
Ainsi : 1o lesdistances du point M, auz ctés du triangle,
sont proportionnelles d ces cotés; 2° la droite menée du
point M, a un sommet,partage le cdté opposé en deux
segments proportionnels aux carrés des cotés adjacents.
Remargque. Nommons a, b, ¢ les c6tés du triangle, doat
|’aire sera représentée par T; et soient «, B, y les distances
MP, MQ, MR. On a

2T = aa + b + ¢y;
puis, par ce qui précéde,

e _#

b

— X
a

e

Ces relations donnent

_ PAN sy 21 _, 2
=GRt ' T ot T et

Le minimum cherché est donc
2
R R s

ae+b2+oa'

Probléme LXI.

Exprimer, en fonction des cdtés d’'un triangle ABC, le périmétre

du triangle A’B/C’ ayant pour sommets les pieds des hauteurs
de ABC.

On a vu (Liv. I1, Th. I) que, de tous les triangles ins-
crits & ABG, A’B’CY est celui dont le périmétre 2p’ est mi-
nimum.

On calcule aisément 2p’ si I'on observe que les triangles

Fig. 403.
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AB'C’, BC/A!, CA'B’ sont semblables aw triangle ABC, et,
conséquemment, semblables entre euw ().

On a donc, en appelant a, b, ¢, o/, ¥/, ¢ les cotés des
triangles ABC, A’B'C :

a AU
a b
D’ailleurs,
a?="0+c® — 2 . AC/,
ou
a=ttr—a,
20
donc

a(d+ct—a?)  a®(B®4ct—a?) (1)
20c - 2abe )

o =

Un simple changement de leltres donne ensuite :

b2 (c* 4 a® —b?) o = 2 (a 02— c?)
2abe L 2abc ’

b=

11 résulte, de ces trois valeurs,

_ —at— D — W P2t at -2 D
= 2abc - @

Le numérateur représente 16T%, T étant I'aire de ABC.
Ainsi

_ 8P

!
P abc *

®3)

(*) Cette propriété résulte, soit de ce que Cr est le supplément de
2C (Liv. 11, Th. I), soit de ce que la circonférence décrite sur le cité
BC, pris comme diamétre, passe par les sommets B’, C/.
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Probléme LXII.

Etant donnés un cercle O et une droite AB, trouver, sur le dia-
meétre OE perpendiculaire & cette droite, un point P tel, que,
menant par ce point une corde quelconque CC/, et abaissant,
des extrémités de cette corde, les perpendiculaires CD, C'D’
sur la droite donnée, on ait

1 1
o5 T gy = constante.

Remarquons d’abord que la condition donnée équi-
vaut

ch . C'
CD 4 &'
Conséquemment, nous allons évaluer la somme et le
rectangle des perpendiculaires CD, C/D’. »
Soit R le point de rencontre de CC’ avec la droite don-
née, nous aurons

= coustante. 48]

—_— ]:)_E_ m/ PE
(D= pr-CR, CD _ﬁ{—ca
d’ou
CD. O] = (PE) CR. C'R, CD—]—G’D’—-BE— (CR 4+ C'R).

Pour transformer la premiére relation, menons la tan-
gente RT : elle est moyenne proportionnelle entre CR et
C'R ; donc'

PE
N —
cD . /D (PR) RT';
ou, & cause des triangles rectangles OTR, OER,
' - PE\? 1 | = oo '
LR - 2
GD.C'D’_( PR) (OE 4+ ER —R?), ()

R étant le rayon du cercle.

Fic. 234.
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Abaissons OF perpendiculaire & la corde CC’ : nous au-
rons

CR + C'R = 2RF = 2(FP + PR);

puis
CD+CD =2 %ﬁ— (FP 4 PR).
Les triangies OFP, REP sont semblables; donc nous
PR

pouvons remplacer FP par PE . Nous obtenons ainsi

oP
D4 O =2 LE o
=2— (PE. OP 4 PR),
PR
ou, par une transformation simple,
) +G’D’=2?1RE,- (OF + FR' — OP . OF). (3)
Au moyen des valeurs (2) et (3), la relation (1) devient
PE OE +ER — R
2 OE 4 ER —OP.OR

= constante. (4)

La fraction contenue dans le premier membre varie avec
la position du point R, 4 moins que OP . OE = R?, auquel
cas cette fraction se réduit a 'unité. En méme temps, la
relation (1) est remplacée par
cb . oD 1

Ch 4 O’ 2
ce qui est exact.

PE =constante;

Remarques. 1. Lé point P est le pole de la droite AB.
II. Ona
| 1 2
AN e v
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Probléme LXIII.

Etant données deux circonférences 0, 0/, on prend un point A
sur la premiere et un point B sur la seconde ; et 'on propose
de trouver, sur l'axe radical de ces lignes, un point C tel,
que si 'on mene les sécantes CAD, CBE, la droite DE, qui
joint les seconds points d’intersection de ces sécantes et des
circonférences données, soit perpendiculaire & 1'axe radical.

Menons la perpendiculaire AC’ & CD, et soit C/ lepoint ou
elle coupe I'axe radical. Soit G le point de rencontre de
cet axe avec la droite DE. Les triangles rectangles GGD,
GA(C/, évidemment semblables, donnent

GG . CC’=CA . CD.

De méme, si P'on menait par le point B une perpen-
diculaire a CE, on aurait, en appelant C” le point d’in-
tersection avec 1’axe radical,

CG. CC"=CB. CE.
Mais le point G appartient a cet axe ; donc
- CA.CD=CB.CE;
et aussi
CG. CC' =CG. CC”;

ce qui apprend que les points G, €’ se confondent. Et
comme les angles A et B sont droits, les points A, B sont
situés sur une circonférence ayant GC/ pour diametre.

Il suffit donc, pour trouver les points G, €/, qui satisfont
tous deux a la question, de décrire une circonférence pas-
sant par les points A, B, et dont le centre soit sur l'axe
radical.

13

Fie. 223.
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Probléme LXIV.
Décomposer un carré en trois carrés égaux (*).

Premiére solution. Le carré ABCD étant partagé en
sept parlies, par les paralléles GG, EI, et par les droites-
NK, LF, BM, HP, perpendiculaires aux premiéres, il s'agit
de déterminer les dimensions de ces divers segments,
de maniére qu'en les réunissant comme I'indique la
figure 388, on obtienne les carrés KNLP, MBNK, PLEM,
égaux entre eux.

Si le probleme est possible, le coté de chacun des pe-
o

tits carrés doit étre , @ désignant le coté du grand

carré_ Donc (fig. 387) :

BM=MP = NK = CN = NL = —.
V3

Les triangles CMB, BMG étant semblables, on a

oM _ CB
BM — BG’
pnis, a cause de

2
CM = —
a|/3 :

BG = a_ .

V2

Ainsi, la possibilité de la décomposition demandée étant
loujours admise, la distance BG est égale @ la moitié de

(*) Ge probléme appartient & une partie de ]a Géométrie dont le
jeu du Casse-1éle chinois offre de curieuses appiications. Les deux
solutions empiriques suivantes m’ont é(¢ communiquées par-
M. Busschop, de Bruges.
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la diagonalefdu carré donné. Les diverses parties dont se
compose la figure 387 ne dépendant que de cette distance
BG, nous laissons au lecteur le soin d’en faire le calcul,
et de veérifier qu'elles satisfont a toutes les conditions du
probléme. ’

Seconde solution. Le carré ABCD, au lieu d'étre décom-
posé en sept parties, peut I'étre en huit, disposées comme
indique la figure 389. Alors ces huit parties, groupées
ainsi qu'on le voit dans la figure 390, formeront trois
carrés égaux, si le probléme est possible.

On a d’abord (fig. 389) :

LC=IR=RP=(S=AQ= —

V3

En second lieu, la similitude des triangles ABK, LDE

donne
V3

« représentant BK.

Enfin, la somme des droites DE, CK devant étre égale
au coté du troisiéme petit carré (fig. 390), on a aussi

m(i—v%—')+(a—-a;)= \/“_ :

On tire, de cette équation,
r=a(y3—1);

en sorte que le point K se construit aisément.

La vérification de la possibilité du probléme ne pre-
sente ensuite aucune difficylté.
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Probléme LXV.,

On donne une circonférence O et un point A de cette ligne. Par
ce point on méne une sécante quelconque sur laquelle on
prend un point C tel, que le rectangle de la sécante enticre et
de sa partie extérieure soit égal & un carré donné m2. Quel est
le lieu géométrique du point C? '

Si, par le point G, on méne la tangente CM, on aura

\
TN =AC.CB:;
donc
CM =m.

Dans le triangle rectangle OMC, on connait le coté OM
égal au rayon de )a circonférence, et le coté MC égal a M ;
on peut donc construire ce triangle, et trouver ainsi la
distance OC du centre O & un point G quelconque du lieu;
par conséquent ce lien est la circonférence décrite du
point O comme centre, avec OC pour rayon.

Probléme LXVI.

Etant donnés quatre points A, B,C, D sur une droite indéfinie,
on demande quel est le lieu géométrique des points M tels,
que les angles AMB, CMD soicut égaux entre eux.

Les triangles AMB, GMD ont un angle égal ; ils ont aussi
méme hauateur ; donc
AMB _ AM.BM _ AB
CMD — CM.DM — €D
Les triangles AMC, BMD donnent, pareillement,

AMC _ AM.CM _ AC
BMD — BM.DM ~ bD
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Si 'on multiplie terme a terme, on trouve
1

AM' _ AB.AC
m’ CM.BD
Soit p la moyenne proportionnelle entre AB et AC; soit

g la movenne proportionnelle entre CD ét BD : la relation
précédente équivaut a

M _r

BM T ¢
Les distances AM, BM étant dans un rapport constant,
le lien demandé est une c1rc0nférence que I'on constroit

facilement.

Probléme LXVII.

Par deux points A, B d’une circonférence O, on fait passer une
circonférence quelconque AMB. Par deux autres peints G, D
de la circonférence O, on fait passer une circonférence CMB,
tangente & AMB. Quel est le lieu des points de contact M ?

Le point R, ou se coupent les cordes AB, CD, est le
centre radical des trois circonférences. Par conséquent, la
droite RM est la tangente commune aux circonférences
AMB, CMD. Le lieu du point M est donc la circonférence
décrite du point R comme centre, avec un rayon égal & la
moyenne proportionnelle enire RA et RB.

Probléme LXVIII.

Quel est le lieu des points de contact mutuels de deux circonfé-
rences variables G, C’, tangentes a deux circonférences fixes
0,07?

- Supposons, pour fixer les idées, que les quatre circon-

férences soient extérieures deux a deux; et soient A’, A,

B, B/, M les cing points de contact. D'aprés le Théo-

Fra. 198.

Fie. 199.
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réme XCI, le point de concours P des cordes AA’, BB’ est
le centre de similitude directe des cercles donnés. D'un
autre coté (Probl. LAVI) :

PM =PA .PA’ =PB . P}';
et il est facile de voir que la distance PM est conslante.
En effet, soit D le point ou la transversale PA’A coupe,
de nouveau, la circonférence O, et soit EE’P une tangente
commune aux cercles 0, 0’ On a, simultanément :

— ! I
PA . PD = PE;, %‘]‘)_:%;

donc
PA . PA'=PE. PE.
Le lieu du point M est la circonférence décrite du point

P comme centre, avec un rayon égal & la moyenne propor-
tionnelle entre PE et PE’.

Remargue. Ce probléme donne lieu & une discussion
intéressante, que nous supprimons.

Probléme LXIX.

Par l'une des extrémités d’'un diametre AB du cercle O, on méne

une transversale ACD, sur laquelle on prend CD =mAC, m
étant un nombre donné. On joint le point D au centre du
cercle, par la droite OD; enfin I'on trace la corde BC, qui ren-
contre CD en M. Quel est le lieu du point M?

Du centre O, abaissons OE perpendiculaire a AC : le
point E est le milieu de cette corde. De plus, OE étant
paralléle a BC,

0D =(2m-1) OM;
donc les lieux décrits par les points M, D sont semblables,
et ont, pour centre de similitude, le point O.
Pour la méme raison, le lieu décrit par le point D est une
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-circonférence qui touche en A la circonférence 0. Donc le
lien du point M est pareillement une circonférence.

On peut observer que cette ligne touche en B la cir-
conférence donnée, et qu'elle coupe le rayon AG en un
point G tel, que
0A .

0G=m.

Probléme LXX.

Quel est le lieu des points tels, que la différence des carrés des
distances de chacun & deux points donnés A, B, soit égale
a un carré donné m2?

M étant un point du lieu cherché, abaissons MP per-
pendiculaire & la droile qui joint les deux points, et
menons MA, MB. Nous aurons

ATM2=E2—|-_ NTﬁz, B_Mz=ﬁ32—|— l\ﬂ"z;
d’ou
AW — BW'="AD" —BP = m?.
Cette relation donne
m2
A AB’
en sorle que le point P cst fixe. Le lieu demandé est

donc une perpendiculaire a AB, dont on peut aisément
conslruire un point quelconque.

AP —PB=

F16. 201.
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Probléme LXXIJI.

Etant donnés deux points A, B, trouver le lieu des points C satis-

faisant a la relation

mAG + nBC’ =12,

dans laquelle m, n, { sont des nombres donnés et-une longueur-

donnée.

Partageons la distance AB en deux parties AD, BD qui
soient en raison inverse des nombres m, 7 ; nous aurons

(Th. LXIV) :
BD. AG -4-AD. BG = (CD"+AD.BD) AB;;
ou, a cause de

m n '
= = B:
BD B AD m_‘_nA

mACG + nBC = (m +n) @’—F%AB.

La relation proposeée devient donc

(m—l—n)(ﬁz—}— _mn_ IfB’—l2
m-tn T

Celle-ci exprime que la distance CD est constante; donc
le lieu du point C est une circonférence.

Remargue. Si m et n étaient des nombres entiers, on
pourrait supposer que s points sont confondus en A et
que n points sont confondus en B. Alors le point D serait
1e centre des moyennes distances de ces deux groupes de
points; et le probléme proposé serait un cas particulier
de celui-ci : trouver le lieu des points tels, que la somme
des carrés des distances de chacun, & des points donnes,
soit équivalente a un carré donné. Nous savions déja
(Th. III) que ce lieu est une circonférence ; mais comme
les nombres m, » pourraient n’avoir pas de commune
mesure, une solution directe était nécessaire.
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Probléme LXXII.

Etant donnés deux points A, B, trouver le lieu des points C satis-
faisant a la relation

—2 — 2
mAL — nbC =12,

dans laquelle m, n, [ sont des nombres donnés et une longueur

donnée. .

Ce probléme se résout comme le précédent : le lien
est une circonférence dont le centre partage AB en deux
segments soustractifs AD’, BD’, inversement proportion-
nels aux nombres m, n.

Probléme LXXIIE.

Etant donnés deux groupes de points, trouver le lieu des points
tels, que la somme des carrés des distances de chacun aux
points du premier groupe, diminuée de la somme des car-
rés de ses distances aux points du second groupe, soit égale a
un carré donné m2.

Soient A, B, C..., les poinis, en nombre n, appartenant
au premier groupe, et A’, B/, (..., les points, en nombre
n/, composant le second groupe. Soient O, 0’ les centres
des moyennes distances relatifs & ces deux groupes de
points.

Nous aurons (Th. III) :

AM 4-BW 4-CM +...=AO + B0 + ...+ n0M>
AN A BN ON ... =N0 + B0 ...+ /0N 5
d’oti, en retranchant, '

= (10" 4 ...) — (WO +...) + nON — w/ON -

Fi1a. 202.

Fia. 203.
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Cette relation donne
nOM — W/ON = k2,

I représentant une droite que 1’on peut supposer connue.
Le probléme est conc ramené A celui qui précede, et
Ie lieu est une circonférence.

Probléme LXXIV.

Quel est le lieu des points tels, que les tangentes MT, MT', menées
de chacun a deux cercles donnés O, O', soient entre elles
comme deux longueurs données m, m’?

Si nous menons les rayons OT, OT’ passant par les
points de contact, nous aurons

MT = 0N — 0T, NI =0N — 0T ;
conséquemment,
-(-)-Mz - O-—T2 _ ﬂ:‘
oM — o m*
Cette preportion donne
m2. 0N — m2. OM =m?2.0T — m2. 0T .

Ainsi, la diftérence des carrés des distances OM, OM’,
respectivement multipliés par des nombres donnés, est
constante. Donc le lieu est une circonférence.
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Probléme LXXVW.

Quel est le lieu géométrique d’un point M tel, que sa distance a
la base AB d’un triangle isoscele donné, soit moyenne propor-
tionnelle entre ses distances aux deux autres cotés ?
Abaissons MQ, MN, MP pFrpendlculalres sur les cOtés

du triangle. Nous aurons

MQ
NN T WP -

Les angles QMN, ABC sont égaux, comme ayant les
cOtés respectivement perpendiculaires. De méme, 'angle
NMP est égal a BAC. Donc les angles QMN, NMP sont
égaux entre eux.

Par suite, les triangles MNQ, MNP sont semblables,
comme ayant un angle égal compris entre cotés propor-
tionnels ; et les triangles QBN, NAP sont équiangles entre
eux. Donc les quadrilateres MQBN, MNAP sont semblables.

Menons les diagonales-MB, MA : nous formons ainsi
deux triangles rectangles MQB, MNA, semblables & cause
de la similitude des quadrilatéres ; donc les angles MBQ,
MAB sont égaux entre eux ; d’ou il suit que I’angle AMB
est constamment égal a I'angle CBA du triangle donné.
Le point M décrit donc la circonférence tangente en A et
en B aux cotés AC, BC.

Remarque. Les extrémités D, E du diametre COE sont
les centres da cercle inscrit et de 1'un des cercles ex-
inscrits au triangle ABC.

Probléme LXXVI.

Quel est le lieu des points M d’ou deux cercles O, O’ sont vus
sous des angles égaux?

Menons, du point M, deux tangentes MA, MB au cercle

O : I'angle AMB est celui sous lequel un observaleur,

Fie. 205.

F1ea. 206.
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placé en M, verrait le cercle 0. Menons aussi les tan-
gentes MA/, MB’. 1l faut, d’aprés 1'énoncé, que les angles
AMB, A’MB’ soient égaux entre eux.

Si nous joignons les centres au point M et aux
points de contact A, A’, par les droites OM, O’'M, OA,
0’A’, nous formons deux triangles rectangles dans les-
quels les angles en M, moitiés d’angles égaux, sont
égaux entre cux; donc ces triangles sont semblables,
et

OM  OA
oM T O0A

Les distances du point M aux centres 0, 0’ étant dans
un rapport constant, le lieu de ce point est une circon-
férence ayant son centre sur la ligne des centres.

Pour la déterminer complétement, menons les tan-
gentes communes GG/, DD, et soient T, T/ les points ot
elles coupent la ligne des centres; nous aurons,

OT _ O _ OA
0T 0T OA

La ligne cherchée est donc la circonférence décrite sur
TT’ comme diamétre.

Remarque. Chacun des points M est situé de la méme
maniere a I'égard des cercles donnés. Ce point est donc,
conformément & la définition, un véritable centre de simi-
litude. Ainsi, deux cercles donnés, situés dans un méme
plan, ont une infinité de centres de similitude *.

(*) Cette généralisation, que neus croyons nouvelle, peut étre
étendue a d’autres figures.
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Probléme LXXVII.

Etant données une droite fixe AB et deux perpendiculaires AC,
BD, on coupe ces dernieres par une transversale quelconque
EF; on prend sur AB un point P tel, que le rectangle des
segments de AB soit équivalent au réctangle des segments
déterminés sur les perpendiculaires; puis, du point P, on
abaisse PM perpendiculaire & EF. Quel est le lieu du point M ?

Dins le quadrilatére APME, les angles en A et en M
sont droits; donc ce quadrilatére est inscriptible a la
circonférence décrite sur EP comme diamétre. De méme,
la circonférence décrite sur PF comme diamétre passe
par les points M, P.

Menons AM et MB : nous formons ainsi deux anglés
AMP, BMP, respectivement égaux a AEP, BFP, comme
ayant mémes mesures que ceux-ci.

Les triangles rectangles EAP, PBF sont semblables ;
car, par hypothése,

. AE.BF=PA.PB;

donc les angles AEP, BFP sont complémentaires ; et,
par conséquent, les angles AMP, BMP le sont aussi.

De 1 résulle que l'angle AMB est droit. Le lieu cher-
ché est donc la demi-circonférence décrite sur AB comme
diamétre.

Remargue. Lorsque le point E reste fixe et que la
transversale EF tourne autour de ce point, le point M
décrit la circonférence AMB. Pour une seconde position
du point E, on obtient 1a méme circonférence ; et ainsi de
suite. Le lieu géométrique proposé se compose donc, en
réalité, d’une infinité de circonférences superposces.

Fie. 212.
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Probléme LXXVIII.

Par I'un des points d’intersection de deux circonférences o, o/, on
méne deux droites rectangulaires Pa, Pa’, qui rencontrent la
ligne des centres en a, a/, et les circonférences en b, ¢ et b,
¢’. Démontrer que ’on a toujours

ub al
- !l .

ac — dc
Les angles en P étant droits, les cordes cc¢/, bb’, sont
des diametres. D'ailleurs, les (riangles dPd/, cPc’, coupés
par la transversale oo’, donnent

ab.Pa’ . Vo' =00 . o'V . Pa,
co.a'c.Pa =ac.Pa’.co;
d’ou, 4 cause de bo’ =b'0’, co=7c'o:
ab.a'c’ =a'V.ac;
etc.

Probléme LXXIX.

Par un point O, pris sur le prolongement d’un diamétre BA du
cercle C, on meéne une sécante quelconque OMM’ ; on prend les

" milieux N, N’ des arcs AM, AM’; on joint le centre C aux points
N, N’, par les droites CN, CN/, lesquelles rencontrent en D, D/
la perpendiculaire menée au diameétre AB par le point O.
Prouver que le rectangle de OD par OD/ est constant, quelle
que soit la direction de la sécante’ ().

Menons la droite BME: elle est parallele 3 CND. En
effet, I'angle ABM a pour mesure la moitié de I'arc AM;
donc il est egal a ACN ; donc, etc. Pour la méme raison,
BWE’ est paralleie a GN'D/.

Cela étant, nous avons, a cause des paralléles :

0B 0G

— Rl — r M,
0D = O0E. 57, O =O0F .5 ;

(*) Grand Concours de 1844.
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d’ot e
A ’
0D . 0D’ = OE . OF '(T)T;‘) .

11 suffit donc de vérifier que le rectangle de OE par OE’
est constant.

Or I’angle M’MB, ayant pour mesuye la moitié de l'arc
BM’, est complémentaire de 1’angle OBM’, c’est-a-dire
égal 4 E'. Par suite,le quadrilatére EE’'M’'M, dans lequel
les angles E’, EMM’ sont supplémentaires, est inscrip-
tible & une circonférence. Donc

OE . OF' = OM . OM' = 0A . OB.
(’est ce qu’il fallait démontrer.

Probléme LXXX.

Prouver qu’il existe, sur la ligne CC/ des centres de deux cercles
qui ne se coupent pas, deux points O, O’ satisfaisant aux re-

lations .
C0.CO'=R?, C0.C0 =R?

dans lesquelles R, R’ désignent les rayons ().

D’aprés le premier Corollaire du Théoréme XXXVII
(p- 88), les points O, O’ sont ceux ou la droite GG/ est
coupée par une circonférence I, orthogonale aux circon-
férences données. Nous pouvons donc regarder le pro-
bléme comme résolu.

Remarque. On trouve aisément, en représentant par
d la distance des centres, '

d2 R2_ 2
co 400 =EE R,
en sorte que l'on pourrait encore déterminer les points
0, 0’ en cherchant un rectangle équivalent 3 R2, et dont
la somnme des dimensions serait donnée ; mais la pre-
miére construction vaut mieux.

(*) Grand Concours de 1845.

F1a. 232.
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Probléme LXXXI.

Prouver qu'il existe, sur la ligne CC/ des centres de deux cercles
intérieurs I'un & l'autre, deux points O, 0’ tels, que les dis-
tances de chacun aux extrémités d’'une corde commune MM/,
perpendiculaire a la ligne des centres, sont dans un rapport
constant (*).

Considérons, comme dans le probleéme précédent, les
points de rencontre O, 0/ de la ligne des centres avec la
circonférence I, qui ecoupe orthogonalement les deux
cercles donnés. Joignons les extrémités M, M’ de la corde
commune MM, avec I'un de ces deux points, par exemple
avec le point O, par les droites OM, OM’. Nous pouvons
démontrer que le rapport de ces droites est indépendant
de la position de la corde.

En effet, le triangle OCGM donne :

OM =0C + R*— 20C.CP= 0C 4R2—20C . (OC — OP),
ou '

OM =R —0C + 20C. 0P ;
ou encore, 4 cause de R2=C0.C0’ :

OM’ = CO (CO’ — CO + 20P) ;

ou enfin : .
) OM = 2C0 . IP.
De méme, .,
OM" =2C¢'0.1IP;
donc _’_2
oM  CO
ow’ G0

Ainsi, le rapport des distances OM, OM’ est constant, et
son carré est égal au rapport des distances du point O
aux centres des cercles donnés.

(*) Grand Concours de 1845.
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Probléme LXXXII.

Etant donnés un cercle O et une droite AB qui ne se rencontrent
pas ; on prend, sur la droite, un point quelconque M, d’oti 'on
méne deux tangentes au cercle ; on prolonge la corde de con-
tact CD jusqu’a sa rencontre, en M’, avec la droite donnée.
Existe-t-il un point P d’ou le segment MM’ soit vu sous un
angle droit, quelle que soit la position du point M (*)?

Si le point P existe, il appartient & la perpendiculaire
abaissée du centre O sur AB. En effet, quand le point M

s'éloigne indéfiniment du pied E de cette droite, -

ie point M’ s'en rapproche; de fagon que l'angle MPM'
devient, & la limite, XPE, PX étant paralléle & AB. Mais
cette méme droite PX doit étre perpendiculaire & PE :
donc, elc.

Dans le triangle rectangle MPM/,

PE =EM.EM;

donc le point P sera fixe, si le second membre a une
valeur constante. Or, les triangles MEO, WEF, évidem-
ment semblables, donnent

EM _ KO
EF — EM”’
EM . EM’=EF.EO.

Le point F, intersection de CD avec OE, est le pdle de
AB; ainsi

-ou

EM . EM’ = constante;
-elc. :

Remarque. Si, du point E comme centre, on décrit une
circonférence ayant pour rayon la tangente TE, elle
coupe la perpendiculaire OE en deux points P, P/ qui
satisfont & la queslion. '

¢) Grand Concours de 1846.
14

F16. 144.
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Probléme LXXXIIN.

Un triangle PQR étant circonscrit & un cercle 0, on forme un
second triangle ABC dont les sommets sont situés surles cotés
du premier, et tel, en outre, que les droites AP, BQ, CR se
coupent en un méme point D. Des sommets A, B, C, on méne
les tangentes Aa, Bb, Cc: elles coupent en a, b, ¢ les cbtés BC,
CA, AB respectivement opposés a ces sommets. On propose de
démontrer que les trois points a, b, ¢ sont en ligne droite (*).

Si les points @, b, ¢ sont sur unc méme droite, leurs
polaires se coupent en un méme point, et réciproque-
ment.

La polaire du point @ passe par le point de contact E
de la tangenle AE et par le pole de BC. Ge pole est I'in-
tersection « des droites FM, GN, polaires respectives des
sommets B, C. Ainsi, la polaire de o est la droite Ex (**).
De méme, F$ et Gy sont les polaires des points b, c.

D’apres la réciproque du Théoréme de Ptolémée, ap-
pliquée au triangle «fy, les (rois polaires se coupent en
un méme point si

uG.[3E.7F=aF.(3G.7E.‘ (1)

Remarquons maintenant que, d’aprés 1’énoncé, les
points de concours des cdtés opposés, dans les triangles
ABC, PQR, sont en ligne droite (Th. X); donc les po-
laires de ces points se coupent en unp méme point. La po-
laire du point de concours des cotés BG, QL est la droite
el (***). De méme, BM et yN sont les polaires des deux
autres points de concours. Ces trois droites se coupant

(*) Un cas particulier de ce probléme a été proposé au grand
Concours, en 1847 (Mathématiques supérieures).

(**) Non tracée sur la figure.

(***) Non tracée sur la figure.
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en un méme point, on a, par le Théoréme de Ptolémée,
aM . BN . 9L =N . gL . yM. Q)

Le Théoreme de Carnot, appliqué au triangle aﬁ'y.et
au cercle 0, donne

«F .aM . BG. BN . 9E. oL =aG. «N . BE.BL . 9F.oM. (3)

Or I'égalité (1) est une conséquence des égalités (2)
et (3) ; donc le théoréme est démontré.

Remarques. 1. Si I'on construit la figure polaire réci-
proque de la premiere, relativement au cercle 0, on est
conduit au théoréme suivant :

Un triangle LMN étant inscrit @ un cercle 0, on forme
un second triangle «fy, dont les cdtés passent par les
sommets du premier, et tel, en outre, que les points de
concours e, f, g, des cdtes correspondants, soient situés sur
une méme droite. On joint ensuite les sommets a, B, y
avec les points E, F, G ots les cdtés By, ya, «f coupent, de
nouveau, la circonférence O : les droites «E, BE, G con-
courent en un méme point 1. .

II. Les deux théorémes précédents, comme ceux de
Pascal, de Brianchon, de Garnot, etc., subsistent quand
on remplace le cercle O par une ligne quelconque du
second degré. '
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Probléme LXXXIV.

Etant donnés deux points fixes A, B et deux longueurs }, g, on
prend, sur la direction de AB, un point quelconque M qu’on
regarde comme le centre d’un cercle décrit d'un rayon R,
déterminé par la relation

R.AB=1). AM + & . BM..

Prouver que les différents cercles, ainsi décrits pour les diffé-
rents points M de la droite AB, sont tous tangents & deux
mémes droites fixes ().

Décrivons, des points A, B comme centres, avec g et

X pour rayons, les circonférences C(/, DD’; menons, &

ces lignes, les tangentes communes CD, C/D’ ; abaissons,
sur ces droites, les perpendiculaires ME, ME/, évidem-
ment égales entre elles; enfin décrivons, du point M
comme centre, la circonférence EE/, laquelle est tangente
aux droites CD, C’'D’. Cette circonférence sera précisé-
ment celle qui est déterminée par la relation ci-dessus.
En effet, & cause des paralléles AC, ME, BD, nous avons
(Th. 1)
ME . AB=1X.AM 4 p. BM;

donc ME =R.

Probléme LXXXVWV,

Etant donnés deux axes fixes Oz, Oy, autour d’un point fixe P on
fait tourner un angle aPb de grandeur donnée «. On demande
de prouver qu'il existe sur 'axe Oz un point fixe A, et sur l'axe
Oy un point fixe B, tels que le rectangle des segments Aa, Bb
reste constant pour toutes les positions de I'angle (**).

Si la proposition énoncée est vraie, il sera facile de

déterminer les positions des points A et B. En effet, sup-
posons que le point variable @ coincide avec A ; alors le

(*) Grand Concours de 1850.
(**) Grand Concours de 1850,
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segment Aa s'annule ; donc, pour que le rectangle des
deux segments puisse étre différent de zéro, le segment
Bb doit devenir infini, ou le coté Bb étre paraliele
a Oy.

Ainsi, pour trouver le point A, nous menons PD paral-
lele & Oy, et nous faisons I'angle DPA = «.

De méme, aprés avoir mené PG paralléle & Oz, nous
ferons CPB = «.

1l s’agit donc de vérifier que, les points A, B étant dé-
terminés comme il vient d'étre dit, le rectangle Aa . Bb
est constant.

Or, si des angles égaux bPa, DPA, nous retranchons
la partie commune DPa, il reste les angles 5PD, aPA,
égaux entre eux. D'ailleurs les angles OPD, B&P sont
égaux, comme alternes internes ; donc aPA=BbP.

On prouverait, de la méme maniére, que les angles bPB,
AaP sont égaux. De 14 résulte que les triangles AaP,
BbP sont semblables. Par suite,

Aa .Bb = AP . BP.

Probléme LXXXVWVI.

Etant donnés deux cercles O, O’ qui ne se touchent pas ; de chaque
point M de l'un, O, on méne deux droites aux centres de simi-
litude S, S’ des deux cercles ; ces droites rencontrent I'autre
cercle O’ en quatre points a, a/, b, b". Prouver que deux de
ces points sont sur un diametre du cercle O', et que la droite
qui joint les deux autres passe par un point fixe, quel que soit
le point M pris sur le cercle O ().

1o Les points homologues M, b sont sur deux rayons
paralleles, MO, 60’. De méme, M, a’ sont sur deux rayons

paralleles, MO, a’0’. Donc 60’a’ est un diamétre.
2¢ Si le point mobile M- vient en A ou en B, aux ex-

(*) Grand Concours, année 1851.

Fie. 394.
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tréemités du diametre situé sur 00/, les droites MS, MS
coincident avec 00/ ; donc le point fixe P, s'il existe, est
Pintersection de la corde abd’ avec la ligne des centres.

En considérant le triangle SMS, et les transversales
aPb, a’0'b, on a, par le Théoréme de Ptolémée :

Sa . MY .8P=SP. SV . Ma,
Sa’ . Mb . 50" =80'. 8. Mo/ ;
d’ov, en multipliant membre & membre,
Sa.Sa’ . Mb. MY .§'P. S50/ =8P.S0’.8b. §'b. Ma . Ma’. (1)
A cause de
Mo . Mb = Ma . Mo/,
Sa . Sa’ =SA’. SB/,
S’ .8 =S'A.SB.
I'égalité (1) se réduit &
SA/.SB/ . §'P. &0’ =8P .S0’. S'A’ . S'B
ou encore, a
' Sp_ SA” S8BT S0 @
SP T SA T SA SO

Le second membre est indépendant de la position du
point M ; donc le rapport des distances SP, S'P est con-
stant, et le point P est fixe. '

Probléme LXXXVII.

Par un point A, situé sur la bissectrice d’'un angle £Oy, on méne
une transversale BAC, qui rencontre en B, C les cités de
I'angle. On abaisse BD, CE perpendiculaires a la bissectrice ;
puis, ayant pris le milieu G de OA, on décrit une circonférence
sur GE comme diameétre. Quel est le lieu des intersections de
cette ligne avec la perpendiculaire BD (*) ?

M étant ’'un de ces points d'intersection, la corde GM
est moyenne proportionnelle entre GD et GE.

(") Grand Concours, 1852.
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D'un autre coté, si I'on prolonge la transversale CB
jusqu’a sa rencontre avec la perpendiculaire OF & OE, la
droile AF sera partagée harmoniquement en B, G (Th. XIII,
Rem. II). De 1a résulte, que OA est partagée harmoni-

quement aux points D, E; donc (Th. XVI, Rem.) GA est

moyenne proportionnelle entre GD et GE; ou, par ce qui
précede,

GM =GA.

Le lieu du point M est donc la circonférence décrite
sur OA comme diamétre.

Probléme LXXXVIII.

Par le point de contact A de deux circonférences O, 0, on mene
deux cordes AC, AC/, dont lc rapport m est donné. Des centres
0, 0/, on abaisse des perpendiculaires OP, O’P sur ces cordes.
Quel est le lieu du point P (%)?

Il est visible que le lieu du point P est semblable au
lieu décrit par l'intersection M des cordes BC, B'CY, sup-
plémentaires des premiéres; de plus, A est le centre de
similitude des deux lignes inconnues : cherchons donc
le lieu du point M.

Si le rapport donné est un, c’est-a-dire si les cordes
AC, AC’ sont égales, les triangles MCA, MC’A, rectangles
en C, (7, sont égaux; donc MA est la bissectrice de I'an-
gle BMB’. Conséquemment,

MB _ AB
MB” T AR

Dans ce cas particulier, le lieu du point M se réduit

donc & une circonférence tangente, en A, aux circonfé-

(*)Grand Concours, 1859.

F1a. 396.

F16. 397.
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rences données, et dont le diamétre partage harmoni-
quement BB’.

Pour ramener le cas général au cas particulier, rem-
placons la circonférence AB’ par une circonférence auxi-
liaire AB”, telle que

AB” = mAB' :
les cordes homologues AG”, AC/ scront dans le rapport i ;
donc il y aura égalité entre les cordes AC, AC”, et le point
auxiliaire M’ décrira une circonférence passant en A.

Mais, & cause des paralléles B’M, B”M’ :
BM _ BB’ _  AB4- AR’

BM ~ BB” T AB -} mAB ’
donc le lieu du point M est encore une circonférence.
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LIVRE IV.

Théoréme I.

Dans tout pentagone régulier, les diagonales se coupent mutuelle-
ment en moyenne et extréme raison.

Soient AD, CE deux diagonales du pentagone régulier
ABCDE, inscrit au cercle O. Je dis que l'ona

DF _ AF
AF 7 AD
En effet, les triangles DEF, DAE sont isoscéles et ont
un angle commun ; donc ils sont semblables, c’est-a-dire
que
DF _ DB
DE — AD °
De plus, le triangle AEF est isoscele, parce que les an-
gles AEF, AFE ont des mesures égales ; donc
DE = AE = AF.
C'est ce qu’il fallait démontrer.

Théoréme II.

Le coté du décagone régulier étoilé inscrit est égal au coté du
décagone régulier inscrit, augmenté du rayon.

Supposons qu’aprés avoir partagé la circonférence O
en dix parties égales, on joigne le premier point de divi-
sion A au quatriéme point B, par la corde AB; puis le point
B au septiéme point de division C; et ainsi de svite. On

F16. 235.

Fic. 237.
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obtiendra un décagone ABCDEFGHIK qui est, & la fois,
équiangle et équilatéral, mais dont les cOtés se coupent
dans Tintérieur du cercle. Ce polygone est le décagone
régulier étoilé.

Cela posé, soient AB le colé de ce décagone, et AH le
coté du décagone régulier convexe. Menons les rayons OB,
OH. Nous formons ainsi deux triangles AMH, BMO, sembla-
bles, attendu que les arcs AG, BH étant égaux entre eux,
la corde AH est parallele au diametre BOG. De plus, les
angles en M eten H ont des mesures égales; donc ils
sont égaux ; donc les triangles sont isoscéles. Il suit
de 1a que

AB = AM 4- BM = AH - BO.

Remargues. 1. La similitude des triangles donne
0B _ N
AH 7 MH

Mais, dans le triangle AMO, les angles en A et en O ont
des mesures égales ; donc ce triangle est isoscéle ; donc
OM = AM = AH, et la proportion devient

o _ o
OM — MH

Ou retrouve ainsi ce théoréme : le cété dw décagone régu-
lier convexe est égal d la plus grande partie du rayon,
partagé en moyenne et extréme raison.

11. La proportion précédente donne

OH-OM — OM 4 MH
oH — oM

ol
BM 4 AM _ BM
BM AM '
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ou éncore
AB _ BM
BM T AM°
c’est-a-dire que : si 'on partage, en moyenne et extréme
raison, le coté du décagone régulier étoilé, le plus grand
segment est égal au rayon, et le plus petit segment est égal
au coté du décagone régulier convere.

Théoréme BII.

Si, sur les segments AC, BC du diamétre AB d’'un cercle O, on
décrit, de part et d’autre de cette droite, deux demi-circonfé-
rences ADC, CEB; la ligne ADCEB, formée par I’ensemble de
ces demi-circonférences, partage le cercle en deux segments
proportionnels aux segments du diametre.

Les demi-cercles décrits sur AB, AC, BCG sont entre eux
comme les carrés des diaméires ; donc

AFBECD _ AB' 4 BC — AC
AGBECD ~ 75 —BG + AC

Mais
AB’ = (AC+BC)’, BGC —AC = (AC+BC) (BC — AC);
donc

AFBECD _ (AC + BC) 4- (BC —AC) __ BC
AGBECD ~ (AC +BC) — (BC —AC)  AC °
Remarque. La somme des demi-circonférences ADC,

CEB est équivalente & la demi-circonférence décrite sur
AB. 1l résulte de 1a et de ce qui vient d’étre démontré,
que, st l'on divise le diamétre d'un cercle en n parties
égales, puis que, sur chacun des couples de segments ainsi
déterminés, on décrive, de part et d’autre du diamétre,
des demi-circonférences, on aura partagé le cercle en n
parties, équivalentes en surface et en périmetre.

Fig. 254.
G., 376.
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Théoréme IV.

Si deux arcs AC, BD ont une somme moindre que la demi-circon-
férence ABD, le rectangle de leurs cordes est équivalent a celui
qui aurait pour dimensions le rayon et 'excés de la corde du
supplément de la différence desarcs sur la corde du supplément
de leur somme.

Menons AD, BG, CD: le quadrilatere ACBD étant inscrit,
AD.BC=AC. BD -+ AB. CD.
Soit €’ le point symétrique de C, relativement au dia-
métre AB ; menons BC/, AC’, DG’ ; nous aurons aussi
AB. (D= AC.BD 4 AD. BC.
Ajoulant membre & membre, et réduisant, on trouve,
R étant le rayon,
AC.BD =R (C(’D — CD).
Or I'arc CD est égal 4 la demi-circonférence, diminuée
de la somme des arcs AC, BD, et I'arc (/BD se compose

dela demi-circonférence'AC’B, diminuée de I'arc AC’ égal
4 AC, et augmentée de I'arc BD ; donc, etc.

Théoréme V.

Si deux arcs AD, BC ont une somme plus grande que la demi-
circonférence, le rectangle de leurs cordes est équivalent & celui
qui aurait pour dimensions le rayon et la somme des cordes du
supplément de la différence et du supplément de la somme de
ces arcs.

On vient de voir que
AC .BD =R (C'D — CD).
Drailleurs, dans le quadrilatére AC/BD,
AC’. BD + AD . BC’ = 2R . C'D.
Donc, en retranchant membre & membre, nous avons, a
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cause de AC’ = AC, B’ =BG :

AD . BC =R (C'D + CD).

Remarque. Si les deux arcs sont supplémentaires,
comme AC, BC, les deux théorémes qui viennent d'étre

démontrés donnent

AC.BC=R.CC;

relation évidente.

Théoréme VI.

Une circonférence étant partagée en un nombre impair de par-
ties égales, si I'on joint le point diamétralement opposé a 'un
des points de division avec tous ceux quisont situés sur la méme
demi-circonférence, le produit des cordes ainsi menées est égal
a une puissance du rayon marquée par le nombre des cordes. -

Cette proposition est une conséquence immédiate de la

remarque précédente ; car
0A| . AA‘ =R. AAG,

ou

04, .

De méme :

04, .
04, .

04,
04,

04, .
Donc, en mullipliant membre & membre :

OA, . 0A; . OA; . OA, . OA, . 0A, = RS.

AA, =R. AA,.
AA,=R . AL,
AA; =R . AA,,
-AA, = R.Aay,
.AA;=R. AA,,
AA;=R . AA, .

F1c. 240.
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Théoréme VII.

Une circonférence étant partagée en un nombre impair de par-
ties égales; si I’on joint le point diamétralement opposé & celui
dont I'indice est zéro avec les points dont les indices sont les
termes de la progression 1, 2, 4, 8..., le produit des cordes
ainsi menées est égal & une puissance du rayon marquée par le
nombre des cordes.

F1e. 240. En effet,
0A, . AA, =R . AA,,
04, . AA, =R . Aj,,
04, . AA, =R . AA,;
d’ot
0A, . 0A, . OA, =RS.

‘Fhéoréme VIEE.

On peut, au moyen de la régle et du compas, diviser la circonfé-
rence en dix-sept parties égales.

Par le Théoréme VI, on a
0A,.0A, . 0A; . OA; . 04 . 045 . OA, . 0A; = RS.
Par le Théoréme VII,
04, .04, .04, . 0A; =RS (1)
Donc
0A;. OB, . OA; . OA, = R&, . ?)
Les relations (1), (2) peuvent étre écrites ainsi :
{0A,.0A,! 1 04;.0A;} =R, (3)
{0A; . 0A,} {04, .0A; } =R&L (4)
Par les Théorémes IVet V : )
0A, .07, =R (04A; - 04,),
04, . 0Ag =R (045 4 04,) ,
0A; . 0A; =R (0A, 4 04y) ,
0A; . 0A;, =R (0A, 4 0A,).
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Posons

0A, +0A; =M, OA, —O0A, =N,
0A, +0A; =P, O0A, —O0A, =0

les égalités (3), (4) deviendronl
MN =R?* (5), PQ=R? (6).

Ainsi les produits MN, PQ sont connus.

Remplacons M, N, P, Q par leurs valeurs, el efiectuons
les multiplications indiquées : nous obtiendrons, au lieu
des ¢équations (5) et (6) : :

MN = OA, . 0A; + OA, . 0A, — OA, . OA, — OA, . OA,
PQ=OA, . OA, -+ OA, . OA; — 04, . 0A, — OA, . OA,.

Si, dans MN ou dans PQ, dans PQ, par exemple, on
iransforme les produits, on a :

0A, . OA, =R (0A, - 04,)
0A, . 0A; = R (0A, — OAy)
0A, . 0A, = R (0A, - OA,)
0A, . OAg = R (0A, — OAy)

b

)

)
)

donc
{(0A54-04y)--(0A—0A,)}—((0A;4-0A)-- (0A;--0A,),=R.

ou bien
M—N) — (P —Q) =R ul

La différence des quantités (M — N), (P — Q) est donc
connue. Pour en déterminer le produit, observons d’abord
que

(M—N) (P—Q)=04,.04,+0A,.0A,—0A,.0A,+0A,.0A,
+0A;.045--04.04,—0A;.0A¢+0A;.0A
—0A,.0A,—04, 0A;--0A,.0A,—0A,.0A,
++044.0A,+0A,.0A,—0A,.04,+0A,.0A;.
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Drailleurs,
OA2 . 0A3 = R (0A4 + OAs) )
0A, . OA, = R (0A; 4 04,),
OA2 . OAG = R (OA/‘ —I_ OAB) L]
0A2 . 0A7 = R (OAs - OAS) L]
OA; . OA; =R (0A; — 04
)

’ .
,

)

0A; . OA;=R (0A; — 04))
0A;. 0A; =R (04, — 04,),
0A; . 0A; =R (04, —04,)
0A, . 0A; =R (0A,+ 04,),
0A, . 0A, =R (04, 4 0Ay),
04, .0A; =R (0A; 4 04,),
0A, . OA; =R (04, -+ 0Ay)
0A; . 0A, =R (04, + 04A))
04, . 0A; =R (0A, — 04Ay)
04,.0A; =R (0A, — 04,),
03, . 0A; =R (0A; —0A,) ;

donc, par la substitution,

M—NP—Q=4R{M—N)—(P—Q},
ou

K

’
I
’

M—DN)(P— Q) = 4R2. (8)

Les équations (7), (8) déterminent donc M — N et
P — Q. Comme on connait MN et PQ, on pourra trouver
MetN, P et Q. De plus, le rectangle des cordes 0A;, OA,
est équivalent & RQ, et leur différence est égale 4 N. I
sera donc facile de construire ces cordes, et, par suite,
de trouver un arc égal a la dix-septi¢me partie de la cir-
conférernce.

Remarque. L'illustre Gauss a démontré, le premier,
dans l'ouvrage intitulé Disquisitiones Arithmetice, qu’il
est possible, au moyen de la reégle et du compas,
de partager la circonférence en dix-sept porties égales.
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La démonstration géométrique ci-dessus est attribuée a
Ampére.

Théoréme IX.

Entre tous les triangles formés avec deux cotés donnés, le maxi-
mum est celui dans lequel ces cotés sont perpendiculaires 'un
a l'autre. ‘

Soicnt les triangles CAB, C’/AB, ayant le cot? AB
commun et les cotés AG, AC’ égaux : je dis que le pre-
mier triangle, dans lequel ’angle CAB est droit, est plus
grand que le second.

Menons la hauteur C'D; nous aurons G'D << (A, ou
G'D < GA. Or, les triangles GAB, C’AB, qui ont méme
base AB, sont entre eux comme leurs hauteurs; donc,
ele.

Théoréme X.
Le cercle est plus grand que toute figure isopérimetre.

La démonstration de cet important théoréme sera par-
tagée en plusieurs parties.

1o Une figure qui a un périmeétre donné ne peut avoir
une aire infinie.

En effet, la proposilion n'a de sens qu’autant que l’on
suppose la figure fermée de toutes parts. Donc cette
figure est une portion finie de plan.

2° Entre toutes les figures qui ont un périmeéire donné,
1l existe un ou plusieurs mazimums.

Gette proposition est évidente d’aprés celle qui précede.

3° Une figure qui, avec un périmétre donné, renferme
une atre maximum, est convexe.

Considérons, en eftet, la figure non convexc ACBD. S

nous faisons tourner la partie rentrante ACB autour de
15

Fic. 242
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droite AB, nous pourrons former une figure AC’BD, de
méme périmétre que la premiére, et plus grande que
celle-ci.

4o Toute droite, qui divise le contour d’'une figure mawi-
mum en deux parties équivalentes, divise aussi.la sur-
face de cette figure en deux parties équivalentes. -

Soit ABCD une courbe qui, avec une longueur donnée,
renferme une surface maximum. Supposons que la droite
AB partage celte courb2 en deux parties ACB, ADB ayant
méme longueur. '

Si la surface ABDA est plus grande que ABCA, faisons
tourner ADB autour de AB; nous obtiendrons une figure
AD’BD, isopérimétre avec ACBD, et dont l'aire sera plus
grande que celle de ACBD. Cette conclusion est contraire
a V’hypothése.

5 Une figure qui, avec un périmétre donné, a une aire
mazimum, est un cercle.

La remarque précédente fait voir que si ADBGC est une
figure maximum, ADBD’ en sera pareillement une.

Cela étant, soit ADBD’ une pareille figure, composée de
deux parties symétriques par rapport & AB.

Prenons sur ADB un point quelconque D, et soit D/ le
symétrique de D, relalivement & AB; menons DA, DB,
D’A et D’B.

Si les angles D et D’ ne sont pas droits, transformons
le quadrilatere ADBD’ en un autre adbd’ ayant les cotés
respectivement égaux a ceux du premier, et dans lequel
les angles d, d’ soient droits. D’aprés le théoréme précé-
dent, ce quadrilatére adbd’ est plus grand que l'autre.
Si donc nous apportons les segments AED, DFB, etc., en
aed, dfb, elc., la figure aedfbg... sera plus grande que
AEDFBG,..; donc celle-ci ne serait pas un maximum.
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1l résulte de 1 quela courbe AEDFB est le lieu géo-
métrique du sommet d’'un angle droit, dont les cotés
passent par les points A, B. Donc cette courbe est une
demi-circonférence.

Ainsi, dans la figure maximum ADBC, une moitié quel-
conque, déterminée par une droiie telle que AB, est un
demi-cercle. Donc la figure enliére est un cercle.

‘Théoréme XI.

Entre toutes les figures équivalentes, le cercle a le périmétre

minimum.

Si une figure F avait un périmétre moindre que celui
du cercle G équivalent, on pourrait la transformer en
un cercle ¢/, isopérimétre avec F, et plus grand que F.
Ce second cercle ¢/, plus grand que le cercle G, aurait

donc un périmétre moindre que celui de G ; ce qui est
absurde.

Théoréme XII.

1l existe toujours une circonférence & laquelle est inscriptible un

polygone convexe dont les cotés sont respectivement égaux
a des droites données (*).

Soit AB lc plus grand des n cotés donnés ; soit O le
centre d’un #res-grand arc BMA, passant par les points
A, B, etsitué, par exemple, au-dessus de AB. A partir
du point B, inscrivons & I'arc BMA, les uns 4 la suite des
autres, les n— 1 cotés BG, CD,... GH: si l'arc BMA
est suffisamment grand, la ligne brisée BCD... GH sera
tout entiére au-dessus de AB.

Actuellement, faisons mouveir le cenire O jusqu'a ce

(*) On suppose, bien entendu, la plus grande des droites données
moindre que la somme de toutes les autres.
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qu’il passe au-dessous de AB : pendant ce mouvement,
I'extrémité H de la ligne brisée se rapprochera du
point A, puis le dépassera, de maniére & descendre au-
dessous de AB. ~

En effet, & mesure que le centre Q descend, l'arc AMB
diminue ; et comme il a pour limite la droite AB, il finit
par étre plus petit que la ligne brisée BCD... GH: 4 ce
moment, I'extrémité H de cette ligne brisée est donc sur
le prolongement ANB de I’arc BMA, ou au-dessous de AB.

Remarquons & présent que, par la nature du mouve-
ment de H, ce point ne peut passer au-dessous de AB sans
avoir coincidé, & uue certaine époque, avec le point A.
Donc il existe une circonférence, et une seule, a laquelle
est inscriptible le polygone convexe ABC... GA, ayant ses
cdtés respectivement égaux d des droites données (*).

Remarque. La grandeur de la circonférence circonscrite
est indépendante de 'ordre dans lequel sont disposés les
cotés du polygone.

Théoréme XNIR.

Entre tous les polygones formés avec des cOtés donnés, le maxi-
mum est le polygone convexe inscriptible,

Soient deux polygones ABCDE, abcde, équilatéraux
entre eux, et dont le premier est inscriptible (Th. XII).
Apportons les segments AMB, BNC,... en amb, bnc,...:
nous formerons une figure ambne..., isopérimétre avec
le cercle AMBN..., et plus petite que cc cercle (Th. X).
Donc, & cause des parties communes, le premier polygone
est plus grand.que le second.

(*) Cette démonstration cst due 4 Prouhet (Nouvelles Annales,
t. IX).
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Théoréme XIV.

Entre tous les triangles isopérimétres et de méme base, le maxi-
mum est le triangle isoscele.

Soient ie triangle isoscele ACB et letriangle scaléne

AC’B, ayant méme base AB, et dans lesquels
AC 4 CB = AC’ 4 C’B.
Prolongeons AC d'une longueur égale CE ; menons EC’
et EB. Nous aurons
AC' 4 C'E > AE,
ou
AC’ 4+ C'E > AC 4+ CB,-
ou enfin :
¢’E > ('B.

L’oblique C’E étant plus grande que Ioblique C'B,
le point G/ doit étre situé enmire le point B et la perpen-
diculaire CF élevée au miliea de EB ; donc

ch > ¢'D,
ou
ACB > AC/B.

Théoréme XV.
Entre tous les polygones isopérimeétres et d’'un méme nombre
de cbtés, le polygone maximum est équilatéral.

Si, dans le polygone ABCDEF, les deux coéfés consé-
cutifs AB, BC sont inégaux, nous pourrons remplacer le
triangle ABC par le triangle isoscéle AB'C, isopérimétre
avec le premier. D’apres le théoréme précédent, le
polygone AB’CDEF, isopérimétre avec ABCDEF, sera plus
grand que celui-ci. Le polygone maximum, entre tous
ceux qui ont uo périmeétre donné, est donc équilatéral.

Fig. 247.

Fic. 248.
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Théoréme XVI.

Entre tous les polygones isopérimétres et d'un méme nombre
de cotés, le maximum est le polygone régulier.

En effet, ce polygone maximum est en méme temps
équilaléral (Th. XV) et inscriptible (Th. XIII).

Théoréme XVII.

Entre tous les polygones équivalents et d’'un méme nombre
de cotés, le polygone régulier a le périmétre minimum.

La démonstration est la méme que celle du Théoréme XI.

Théoréme XVIKI.
De deux polygones réguliers isopérimetres, le maximum est celui
qui a le plus grand nombre de cotés.

Soient deux polygones réguliers isopérimétres, 1'uon de
n cotés, 'autre de n + 1 cotés.

Prenons un point sur I'un des cétés du premier poly-
gone : nous pouvons considérer cette figure comme un
polygone drrégulier de n + 1 cotés ; donc, par le Théo-
réme XVI, elle est plus petite que le second polygone
régulier donné (¥).

Théoréme XIX.
. De tous les triangles inscrits & un méme segment, le maximum,
en surface et en périmetre, estle triangle isoscele.
p;m, 9249. Soient le triangle isoscéle ACB et le triangle scaléne
AC’B, inscrits au segment ACC/B, ét ayant pour base com-

(*) Cette démonstration, remarquable par la simplicité, est due
a Steiner, ainsi que celle du Théoréme X. (Voyez Journal de Ltou-
ville, tome VI.)
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mune la base AB du segment. Il est d’abord évident que
ACB, qui a pour hauteur la hauteur du segment, sur-
passe AC’B.

Pour démontrer que ACB a aussi le périmétre maxi-
mum, décrivons, du point C comme centre, la circon-
férence ABD ; prolongeons AC’ jusqu'a sa rencontre en D
avec cette ligne ; enfin, menons DB.

L’angle D, qui a son sommet & la circonférence, est
moitié de I’angle ACB ; donc il est moitié de 'angle AC’B.

- Conséquemment, le triangle BC'D est isoscele, et

AD = AC’ -+ BC.

Or, la corde AD est moindre que le double du rayon AC
donc

AC’ + BC’ < AC + BC. -

Théoréme XX.

Entre tous les polygones d’'un méme nombre de cotés, inscrits
a un méme cercle, le maximum, en surface et en périmetre,
est le polygone régulier.

La démonstration est la méme que celle du Théo-
réme XV.

Théoréme XXI.

~De deux polygones réguliers, inscrits & un méme cercle, celui qui
a le plus grand nombre de cdtés est le plus grand en surface.

Soient AB, AGC les cotés de deux polygones réguliers,

P'un de n cotés, 'autre de n - 1 cotés, inscrits & un
méme cercle de rayon AO. Menons BO et CO.
Le premier polygone se compose de n triangles, égaux

Fi6. 251
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4 ABO ; le second se compose de n - 1 triangles, égaux
3 ACO. Cela étant, je dis que Uon a
(n + 1) ACO > nABO.
Les triangles ABO, ACO ayant méme base AO, sont

entre eux comme leurs hauteurs BB/, CC/ ; et l'inégalité
precédente revient 4

(n + 1) CC’ > nBBY".

Projetons B, G sur le rayon perpendiculaire & OA ; il
suffit de faire voir que I'on a
CC’ > nB"C".

. 1 1
Les arcs AB, AG sont respectivement w et —m—de

la circonférence ; donc
r 1
n+1" nntl)

de cette méme circonférence, et

arc BC =i—
n

arc BC = —1—arc AC.
n

Portons I'arc BC sur l'arc AC ; soient D, E... les
points de division. En projetant ces points, nous aurons,
ainsi qu'il est aisé de le reconnaitre :

C//D// > BI/C//’
D//E// > B//C//,

d’ol, en ajoutant,
CI/O > nB/IC/I,

ou enfin
CC’ > nB"C”.
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Théoréme XXII.
De deux polygones réguliers, inscrits & un méme cercle, celui qui
a le plus grand nombre de cdtés a le plus grand périmétre.
AB étant le colé d’un polygone régulier de n cotés, soit
p, le périmetre de cette figure. Divisons l'arc AB en deux
parties égales, par le rayon OG, et menons AG, qui sera le
coté du polygone régulier de 2n cotés. Svit P, laire de
ce polygone.
On a p, =n AB. D’ailleurs, le quadrilatere AGBO a pour
mesure
L ap. oo =L r.as;
2 2
donc
P, = -é— R . nAB.
Ces valeurs donnent

pn='— o

Nous venons de voir que P, augmente avec n ; de plus, -

2
le facteur —R—est constant ; donc, etc.

Théoréme XXIIF.

De tous les triangles qui ont méme hauteur et méme angle opposé
ala base, le plus petit est le triangle isoscele.

Soient le triangle isoscele ACB et le (riangle scaléne
A’CB’, ayant méme hauteur CD, et dans lesquels les
angles ACB, A’CB’ sont égaux enlre eux. Je dis que la base
AB du premier est moindre que la base A’B’ du second.

Ges bases ont une partie commune A’B; donc il suffi;
suffit de faire voir que 'on a AA’ <C BB’.

Fig. 252.
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Faisons tourner le triangle ACA’ autour de CD, de
maniére qu’il vienne prendre la position BCE. Alors, 4
cause de I'égalité des angles BCB’, ACA’, BC sera bissec-
trice de I'agnle ECB’. Nous aurons donc

BE _ CE

BB~ CB’
ou

AN CE

BB CB

Mais I'oblique CE est plus petite que I'oblique CB’:
donc, etc.

Théoréme XXIV.

De tous les polygones d'un méme nombre de cotés, circonscrits
a un méme cercle, le plus petit, en surface et en périmetre, est
le polygone régulier.

Soit un polygone irrégulier ABCD, circonscrit & un cercle
0. Parmi les cotés de cette figure, il y en aura au moins un,
tel que BC, dont le point de contact F avec la circonfé-
rence ne sera pas le milieu de BC. Remplacons ce c6té par
une droite B/C/ qui soit divisée en deux parties égales par
son point de contact F'. Je dis que le nouveau polygone
AB'C’D a un périmétre moindre que celui de ABCD.

La somme des angles B, C du premier polygone est
égale a celle des angles B/, (/ du second. Si donc nous
menons les droites OB, OC, OB/, OC’, bissectrices de ces
angles, nous aurons :

OBC + 0GB = 0B/’ 4 0C’B’
d’'ou, en prenant les suppléments,
BOC = B'0C’.
De 1a résulte que les triangles BOC, B’OC’ peuvent
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étre regardés comme ayant méme hauteur el méme angle
opposé 4 la base ; donc, par le théoréme précédent,
B/C’ < BC.
Cette inégalité équivaunt &
B'F 4 F'C’ < BF + FC;
d’ou
BE 4 B'F + F'(/ 4+ C'G < BE -+ BF + FC 4 CG;

elc. ‘ ‘

Ainsi, tant que le polygone considéré n'est pas régu-

lier, on peut diminuer son périmétre et sa surface. Le
polygone minimum est donc régulier.

Théoréme XXV.

De deux polygones réguliers, circonscrits & un méme cercle, celui
qui a le plus grand nombre de cotés est le plus petit, en surface
et en périmetre.

En effet, un polygone régulier circonscrit, de n cétés,
peut étre regardé comme un polygone irrégulier den 4 1
cotés; donc, d’aprés le théoréme précédent, il est plus
grand que le polygone régulier circonscrit, den 4 1 co-
tés, etc.

Probléme XK.

On construit, sur le diametre AB d'une circonférence G, un
triangle équilatéral ABD ; on divise AB en n parties égales,
et I'on joint I'extrémité E de la deuxieéme division, avec le point
D, par la sécante DEF. Quelle est I'expression de la corde AF?

Prenons pour unité le rayon de la circonférence ; dé-
signons , pour abréger, par & la distance CE, égale a

{— % Représentons AF par z. Enfin, abaissons FP per-

pendiculaire sur DF.

Fic. 261.
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Le trapeze ACPF a deux angles droils, en G et en P;
donc
AF = CP + (AC— FP);
ou, a cause du triangle rectangle CPF :

2= 2 — 2FP. 1)
D’un autre coté,
R P
EC ~ CE’
ou
FP CP+ 3
8 Vi o
Conséquemment

CP=3 (F—sp —1 )
Le triangle CPF donne ensuite
. 2
P +3(F—8P— 1) =1,
ou . )
(348 TFP —65.FP +22=0. (2

On tire, de celte équalion,

. 34y3—2®
FP=3. ()

donc la formule (1) devient

34+ ¢yV3— %
2 __9_ 92T Vo~ 0 .
2 =2—28 5T 3 ;

puis, a cause de § =1 ——:-;— :

(*) La seule valeur admissible pour FP est celle qui est représen-
tée par la plusgrande racine de 1’équation (2). En effet, la somme
des racines est inférieure a 2§, et FP doit surpasser §.
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n—4 3n4 v n2 4 16n — 32 (4
) m—tr+3 - @
Supposons n égal, successivement, & 3, 4, 5, 6 ; nous

aurons :

=2 —

pour n=3, 8:——%-, z=V3 ;
n==4 3§=0, r=V72 ;
nes st _|/61—~\/73
5,
=6 8-—1 z=1.
n=6 3=-—, =

Les deux premiéres valeurs et la quatriéme représenient
rigoureusement les cotés du triangle équilatéral, du carré
et de ’hexagone régulier, inscrits au cercle C.

Quant a la valeur de 2 qui répond & n = 5, elle n'est
pas égale au coté du pentagone régulier, dont I'expression
est

! —
c=—-y10—2y5’
mais elle en différe assez pev ; car on trouve :

z = 1,1785..., ¢=1,1749...

La construction indiquée dans 1'énoncé du probléme
permet donc d’inscrire, & une circonférence donnée, un
certain nombre de polygones réguliers, soit rigoureuse-
ment, soit par approximation (*).

(*) Cette construction. ou plutét cette régle pratique, m'a été
indiquée, il y a quarante ans, par un ouvrier : on la trouve dans
le Traité de la construction et des principauz usages des Instrument s
de Mathématigues, par BioN (4¢ édit., Paris, 1752).Voyez, sur ce sujet*
unc intéressante Note de M. Housel (Nowvelles Annales, tome VIL
p. 11).



Fia. 261.

238 THEOREMES ET PROBLEMES

Probléme Ii.

On construit, sur le diametre AB d’une circonférence C, un
triangle équilatéral ADB; on divise le rayon CA en n parties'
égales, et 'on joint extrémité E de la quatrieme division, avec
le point D, par la sécante DEF. Quelle est 'expression de la
corde FG, G étant ’extrémité du diamétre DCG ?

Représentons par &' le segment CE du rayon, et par «’
la corde FG. Cetie droite est moyenne proportionnelle
entre sa projection PG et le diameétre j donc

@2 =12 — 2CP.

Dailleurs (Prob. I)

SRR

done
V3 —28 — §2
34 &2 ’

X 4
ou enfin, & cause de & = ot

22 —9 \/g

- = ny3nt —32—16
2?=2—2\3 T 16

Cette formule, un peu plug simple que la formule (4)
(Prob. 1), donne, plus approximativement que celle-ci,
le c6té. du polygone régulier inscrit, de n cotés; du
moins & partir de n» = 8. La construction indiquée dans
I’énoncé (*) doit donc étre préférée  la régle pratique de
Bion.

(5)

(*) Elle est due a M Tempier, sous-directeur des Ecoles primaires
3 Montpellier (Voyez les Nouvelles Annales, tomes XI1 et XIII).
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Remarque. Sil'on prenait CE = % , 1a perpendiculaire

FP serait, a fort peu pres, la moitié du coté cherché. On
peut. donc remplacer les formules (4) et (5) par celle-ci:

3+|/3——
=2,

c'est-a-dire
3n +y3nt—38
In2+ 4

Probléme IIX.

A l'extrémité B du rayon CB d’un cercle donné C, on éléve une
tangente BD égale au diamétre ; on prolonge cette tangente
d’une longueur Da égale au cinquieme du rayon, et d’une lon-
gueur Db égale aux trois cinquitmes du rayon; on prend BA
égale a Ca ; enfin, par le point A, on méne AE paralléle & Cb.
Quelle est I'expression de BE ?

*)-

.T”:ll

Prenons le rayon pour unité : nous aurons, successive-
ment,
1 13

Ba—2 +_.-‘—=—5- ; Bo=;

121 1 3 —
BA_ca—I/1+ —\/146 BE=33 . BA:;—Q\/M(S.

(*) Cette nouvelle formule et la construction d’ou elle est tirée
sont fort approchées lorsque n = 4, 5, 6..... Si n est trés-grand,

au lieu de prendre CD = V3 = 1,732..., il vaut mieux supposer

cD =% = 1,75. Entre ces posit.ons extrémes du point D, il y en

une pour laquelle l'approximation moyeune du résultat est la
plus grande possible.

F1g. 262.
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La droite BE est, a fort peu prés, égale & la circonfé-
rence rectifice.
En effet, en employant les logarithmes, on trouve

. log 146 = 2,16435286.
% = 1,08217643,

log 13 = 1,11394335,
log 50 = 1,69897000.

1
log 5 BE = 0,49714978,

—;— BE = 3,1415915.
Or, le rapport de la circonférence au diameétre est égal
a 3,141592... ; etc.
Cette construction a été donnée par M. Specht.

robléme IV.

Connaissant les périmeétres p, P de deux polygones réguliers
semblables, I'un inscrit, I'autre circonscrit, déterminer les pé-
rimetres p’, P’/ des polygones réguliers, I'un inscrit, I'autre
circonscrit, d'un nombre double de cotés.

AB étant le c6té d’un polygone régulier de n cotés,
inscril & un cercle O, menons la (angenie GD, parallele
a AB, el terminons-la aux rayons prolongés OA, OB : CD
sera le coté du polygone régulier circonscrit, homologue
a AB.

Joignons le point de contact E, milieu de I'arc AB, au
point A ; la corde AE est le coté du polygone régulier
inscrit, de 2n c6tés. Enfin, si nous menons les bissectrices
OF, OG des angles AOE, EOB, la partie FG de CD sera
Je coté du polygone régulier de 2n cotés, circonscrit au
cercle 0.
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Nous aurons donc, en premier lieu :
p=mn.AB, P=n.CD, p’=2n.AE, P'=2n.FG.
Pour évaluer P’ en fonction de p et de P, observons que
1a bissectrice OF et les paralléles CD, AB donnent

CF__CO__CO_ CD,
FE — OE — A0 ~ AB’
d'ou
CE__ CD-+ AB
FE T~ T AB
Si I'on multiplie par 4n les deux termes du premier

rapport, et par n les deux termes du second, on trouve, &
cause des valeurs ci-dessus,

2Pp

Pour déterminer p, considérons les triangles semblables
EIF, AHF : il en résualte

El _ EF
AN T AR
d’ou
AE = 2AH . EF.

En multipliant les deux membres par 4n?, et extrayant
les racines, nous aurons donc

P=VPp. @)
Remarque. Au moyen des formules (1), (2) on peut
prouver que la différence P'—p’ enire les périmétres des
polygones réguliers de 2n cdtés, Uun inscrit, Uautre cir-
conscrit & un cercle donné, est moindre que le quart de
la différence P — p entre les périmetres des polygones
réguliers de n cotés, L'un inscrit, Uautre circonscrit.
' 16
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Mais on parvient plus rapidement au méme résullat en
employant la démonstration géométrique suivante, donnee
par M. Henri Bertot.

Soient, comme précédemment, AB, CD les cotés des
polygones réguliers de n cotés, 'un inscrit, 'autre cir-
conscrit; et soit AE le cdté du polygone régulier inscrit,

~ de 2n coOtés. Si nous menons la tangente FG paralléle a

AE, et que nous la terminions aux prolongements des
rayons OA, OE, cette tangente sera le c6té du polygone
regulier circonscrit, de 2n c6tés. Nous aurons donc

—=2n.AH, P=2n.CE, p'=2n.AE, P'=2n.FG;

en sorte qu’il suffit d2 démontrer la relation suivante :
FG— AE < 71!— (CE — AH).

Menons AML paralléle & OE; il en résulte
FM = FG — AE, GL=CE = AH,

et 'inégalité devient
1
M < T GL.

La corde KE étant bissectrice de l'angle GEA, on a

K < -%— IN ; d’ol1, en menant APQ paralléle & OKN :
1
AP < e AQ.

Conséquemment, une paralléle & CL, menée par le pointP,.
et terminée aux cotés de U'angle CAL, serait plus petite
que le quart de CL. Or, FM étant'également inclinée sur
les cotés de cet angle, est moindre que cette parallele
donc, etc.
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Probléme V.

Connaissant les aires A, B de deux polygones réguliers sem-
blables, I'un inscrit, 'autre circonscrit, trouver les aires A’, B/
des polygones réguliers, I'un inscrit, I'autre circonscrit, d'un
nombre’double de cotés. .

En conservant les constructions précédentes, et en ap-
pelant 7 le nombre des cétés de chacun des deux pre-
miers polygones, nous aurons :

A =2n.A0H, B =2n.COE,
A’=2n AOE, B = in FOE.

Cherchons donc des relations entre les aires des trian-
gles AOH, COE, AOE, FOE.

Les triangles AOH, AOE ayant méme hauteur,

AOH OH

AOE — O -
De méme, les triangles AOE, COE ont méme hauteur;

par suite,

AOE _ 0A
COE — OC -
Mais, & cause des paralléles,
OH _ OA
_ OE — oG’
conséquemment,
AOH _ AOE |
AOE ~ COE?
d’ou
A_N
NT BT

La premiére relation est donc
A= VAB.

Fi1c. 257.
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Pour trouver la seconde, observons d'abord que les
triangles COE, FOE, qui ont méme hauteur, donnent,
4 cause de la bissectrice OF,

COE _ CE _ OC4-OE
FOE — FE _ OF °
Mais OE = OA, et 'on a
00 _ OB _ AOE
OA ~— OH ~ AOH’
COE _ AOE 4- AOH
FOE — AOH )

Multipliant les deux termes de chaque rapport par 4n,
nous trouvons

donc

28 _AMN+A
B A’
ou 9AB
V=1Frv- )

Remarque. On peut démontrer, assez simplement, que
la différence B' — A’ entre les aires des polygones de 2n
cotés, est moindre que le quart de la différence B — A
entre les aires des polygones de n cotés.

Observons d’abord que ces différences sont proportion-
nelles & AFE et ACEH. Conséquemment, il suffit de faire
voir que le triangle AFE est moindre que le quart du
trapéze ACEH, ou que I'on a

FE < —4- (CE + AH).

Soit K le point de rencontre de la bissectrice OF avee
AH : nous aurons

FE = AF = AK = KE,
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ﬁttendu que AE est la bissectrice de l'angle FAB. L'iné-
galité précédente se réduit donc a

FE < (CF +KH).

Or, les triangles rectangles CAF, EHK, sont semblables,
et ils donnent

CF AR

K KA’
ou

CF_ FB

FE ~ KH -

Mais on sait que la moyenne par quotient est moindre
qne la moyenne par différence : l'inégalité est donc de-
montrée.

Probléme VI.

Connaissant le rayon R et 'apothéme 7 d’'un polygone régulier,
trouver le rayon R’ et I'apothéme / d’'un polygone reguller
isopérimétre, d’'un nombre double de cotés.

Soient AB le c6té du premier polygone ; O, son centre ;
0A, le rayon du cercle circonscrit ; OD, I’apothéme. Pre-
nons le milieu G de I’arc ACB. Menons AC, CB, puis OA’
perpendiculaire & AC, et OB’ perpendiculaire & BC.

La corde A’B’ est moitié de AB, et 1'angle A'OB’ est
moitié de AOB ; d’ou il résulte que OA’ et OD’ sont le
rayon R’ et I’apothéme 7’ du second polygone (*).

Cela posé, le point D’ est le milieu de OC, et OA’ est

(*) Cette élégante construction est due a Léger, ancien chef
d'institution & Montmorency. (Voyez Nouvelles Annales de Mathé-
matiques, tome V.)

Fig. 259.
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moyenne proportionnelle entre OC et 0D ; donc
1 —
r=-(+h), K =VRv.

Ainsi : 10 le second apothéme est moyen, par différence,
entre le premier apothéme et le premier rayon ; 2° le se-
cond rayon est moyen, par guotient, entre le premier
rayon et le second apothéme.

Remarques. 1. La fleche CD est égale 4 R — r; et si, du
point O pris comme centre, nous décrivons l'arc A’ER’,
nous aurons R’ — »" = ED'. Or la corde A’E est bissectrice
de I’'angle CA’D’ ; donc, & cause de A'D’ < A’C, on a

1

Y/
ED<2

Y, ED < % cD,
ou enfin
R — <—i— (R — 1),

Ainsi, la différence entre le second rayon et le second
apothéme est moindre que le quart de la différence entre
le premier rayon et le premier apothéme.

I. Les formules ci-dessus sont beaucoup plus simples
que celles qui résolvent les Problémes IV et V. Mais, ainsi
que Vincent l'a fait voir, on peut ramener celles-ci
aux premiéres. Prenons, par exemple, les relations

— 2AB
J — o ——
A’ = VAB, B_AlA"
Si I'on suppose ,
_i' _1 I._1 /_1 .
A_a’B_b‘A_—a’B__b’

on trouve, par un calcul trés-simple,

o = \/a)_, b’=-;—(a’ + b).
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Probléme VIE.

Connaissant les périmetres de deux polygones réguliers inscrits,
I'un de n cotés, 'antre de 2n cdtés, trouver,le périmetre du po-
lygone régulier inscrit,de 4n cotés.

Nommons p, p', p” les périmétres successifs ; nommons
P, P/, P” les périmétres des polygones réguliers circon-
scrits, respectivement semblables aux premiers poly-
gones. Nous aurons, par le Probléme 1V :

2Pp

P=vip P
/ 19/
PI/ — P/Qipp_/ , pll2 p— P//pl.

Si, entre les trois dernitres équations, on élimine P’
et P”, on aura la relation cherchée.

/23
Or, P/ = pT ; d’otli, en substituant,

pr— 2P
ouis p+p’
P = AN
P+

Remargues. 1. Si, & un cercle donné, on inscrit une
série indéfinie de polygones réguliers, dont les nombres
de cotés aillent sans cesse en doublant, on aura, en re-

présentant par Py, Pa, Pse-es Py_ys Pps Py ygs +<- 1€S Péri-
métres de ces polygones :
(p,)?

Petpiy
11. Cette formule peut étre écrite ainsi :

P \F (3%:)
(e =

Pr—s

(P *=2
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Si donc nous représentons généralement par m, le
rapport du périmétre P,,, au périmeétre p,, nous aurons

I/ kal
m, =
tL+m,_,

Il1. Si, au lieu d’éliminer P’ et P” entre les équations
ci-dessus, on éliminail p ¢t p/, on lrouverait des résultats
moins simples que les précédents.

Probléme VIII.

Connaissant les aires de deux polygones réguliers inscrits, I'un de
n ctés, I'autre de 2n cotés, trouver l'aire du polygone régulier
inscrit, de 4n cotés.

Les formules du Probléme V donnent, par un calcul
semblable & celui que nous venons d’effectuer
2 A/3
A2 = .

A+ N
Remarques. 1. La loi des aires est la méme que la loi

des périmetres.

lII. Nommons A,, A,, A, ..., A,_,, A, App oo le8

aires des polygones dont les périmétres ont été repré-
sentés par p,, Ps, Py ... 3 DOUS aUTONS

o, =2 A
Ac+A,’
A
1+ —=
(Ak+l )2= P Ay .
Ak Ak ’
Ak—l
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Probléme IX.

Connaissant les rayons R, R’ de deux polygones réguliers isopéri-
metres, I'un de n cités, lautre de 2n cOtés, trouver le rayon
R” du polygone régulier isopérimetre, de 4n cotés.

Les formules du Problé¢me VI donnent

R2 (R 4R/ .
2R !

Rll 2 —

d’ou, en général,

Remarques. 1. Si 'on emploie les plus simples for-
mules de la trigonométrie, on arrive, au moyen de la re-
lation précédente, 4 un résultat assez remarquable.

Les rayons R,, R,, .... vont en diminuant ; donc
le rapport -%— , inférieur & I'unité, est égal au cosinus

1
d'un certain arc «. Dés lors,

R, l+cosa _  a
-Rz—l/ 5 = cos 5 ;

et, par conséquent,

R «
T = CO0S ';k:r .
Cette conclusion est, du reste, évidente & l'inspection
de la figure 259. En effet,

!
—%—:%:cos AOA’;
donc, semblablement,
Ry =cos AN
R2 2 ’

etc.
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II. Multiplions entre elles les valeurs de tous les rap-

ports ; nous obtiendrons

13 « «

n= R, . cosa. cosT . COS = €os o=t

It
Probléme X.
Calculer les aires et les périmetres des polygones réguliers de 4,
8, 16,... cbtés, inscrits & un cercle donné.
Prenons pour unité le rayon de ce cercle, et commen-
¢ons par déterminer les aires et les périmétres du carré
et de I'octogone. Un calcul facile donne

A=2 A=2V2 p=4y3, p,=8V213,
d’ou

1,:\/?:-‘%—-, my =2 2—2‘/2 = _2 .
Ve vz

Nous trouvons ensuite, par les formules

)_I/
1+)/c-z
" —I/l—l-m 1:

2 = my,

V2+¢2
4 = -
]3 = — = = m2,
2+W+ﬁ Ve V242
4 2
l‘= —=_= —_— N 3
2V Vorve etz
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La loi de ces valeurs est manifeste ; et d’ailleurs, par
un procédé bien connu, on pourrait démontrer qu’elle
est générale.

Maintenant, I’aire et le périmétre du polygone de 2%+
cOtés sont représentés par A et p;; et nous avons
Ay = AN 0y pp=pymymyamy..m
donc

k=1

2 2 2
Ak —_— - = . .o
V2 VehG Vetyitys
k étant le nombre des facteurs ; et
2 2 2

=4.—. . .
V2 Vats Verats

k-1 étant le nombre des facteurs.

Par exernple, l'aire et le périmétre du polygone régu-
lier de 64 cotés ont pour valeurs:

Py

*

A=2. 2. 2. 2 = =
VEVIE VeitE Vorvavarg
2 2 2 2
Ps=4.—. = —— ——X
V2 Ve Y eratg \/ 2V 2425
0 ‘
AN

Remarques. 1. Si on voulait passer au calcul numéri-
que, ces formules seraient fort incommodes ; mais il est
aisé de les transformer. En effet, si nous considérons,
par exemple, la valeur de A, nous aurons, en divisant



252 THEOREMES ET PROBLEMES

les deux membres par \/ 2—VoyV2+y2

A .22 2 2

VeV Vo2 V2 VARV o Vo2
02 2 Z _2 Vi_u,

x/g\/ VR V2 Y,

donc
A =2Vo o2t y3 .
De méme,
py =28\ o Vo Vot Vorys .
En général ‘

Ay =25"Vo—V2 v ... , :
k étant le nombre des radicaux ;
et

Pe=2""Vo o ver...,
£ 41 étanl le nombre des radicaux.
II. La comparaison de ces valeurs donne la relation
simple
pk = 2Ak—1

Ill. Ea général,
1
Ak= 7]9,5 , ak,
@, représentant I'apothéme ; donc
k=3 Voot ,

e nombre des radicaux étant &k + 1.
IV. Quand le nombre des cotés du polygone augmente,
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I'apothéme tend vers le raycen ; donc

a=tim. V24V 2+ VI, *).

Probléme XI.

Les cOtés d’'un décagone régulier étoilé ABC..., inscrit a un
cercle O, forment, par leurs intersections successives, un poly-
gone régulier AgHhEe..., ayant vingt cdtés. Quels sont, en
fonction du rayon R du cercle O, l'aire P et le périmeétre p de
ce polygone ?

1o Menons la corde AH : nous formerons deux triangles
AaH, AHM, isoscéles et semblables.
Conséquemment,

AM
On sait que
i S —
A= R (V5—1), AM=R (Th.H);
donc

M= RWE—1) =3BV ™)
Cette valeur donne, pour expression du périmetre,
p=10R (3— V).
20 Le polygone AaHh... se compose de vingt triangles

égaux 4 AaO; donc Paire de ce polygone est égale au
produit du périmétre p par la moitié de V'apothéme OP.

(*) Les Prob. IX et suivants peuvent servir 4 approcher du rap-
port de la circonférence au diamétre. On peut consulter, sur ce
sujet, les Nouvelles Annales de Mathématiques (tome 1, p. 190).

(**) 11 résulte de cette expression, ou de I'inspection de la figure,
que Aa + AH = R. On reconnait aussi que le c6té Aa de notre
polygone est égal 3 la plus grande partie du coté du décagone
régulier convexe, partagé en moyenne et extréme raison.

I'a. 263.
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Celui-ci a pour expression (Th. II, Rem. II) :

a:l/Rz—— L E2=RI/1 ——T[_z';
| (V5—1)
ou, en simplifiant,
1 —_—
a=—RYT0—2V3-
Conséquemment,

5 —_—
P=7REB—VE V10—2V3;

w|

oun
5 —_—
P=oR¢ 50— 22y5-

Probléme XXII.

Inscrire, & une circonférence donnée, un polygone regulier

de trente-quatre cotés.

Nous avons démontré ci-dessus (Th. VII) qu’il est pos-
sible de partager la circonférence en dix-sept parties
égales, au moyen de la régle et du compas. De 13 re-
sulte qu’a une circonférence donnée, 1’on peut inscrire le
polygone régulier de dix-sept cotés, et aussi celui de
trente-quatre cotés. Pour plus de simplicité, nous nous
occuperons seulement de ce second polygone.

Remarquons d’abord que si la circonférence G, de
rayon R, est partagée en dix-sept parties égales, la corde
0Ag, qui joint le point A avec le point O diamétralement
opposé au point A,, est le coté cherché. Or :

0A, + OAg =P, 0A,.0A;=R (0A;— 04));
ou
0A, 4 0Ag =P, 0A,.0A;=RN.
_ Lorsque P et N ‘seront connus, ces deux équations
détermineront OA,, coté d’'un polygone étoilé, et A0,
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coté du polygone convexe de trente-quatre cotés : OAg
est évidemment donné par la plus petite des deux ra-
cines.
Pour déterminer P et N, posons
M—N=2zP—-Q=ua,
alors, @ et o’ étant supposés connus, nous aurons, .en
premier lieu,
M—-N=g, MN = R?,
et ensuite
P—Q=u, PQ =R2.
Enfin, © et 2/ sont donnés par les équations
r—a/' =R, ao/=4R2

Nous pouvons maintenant nous proposer, soit la réso-
lution de ces diverses équations, soit la construction qui
en résulte.

Résolution. La premiére question ne présente aucune
difficulté : on obtient en effet, par les propriétés les plus
simples de I’équation du second degré, les valeurs qui
suivent : .

g= 4R (14/T), o=-aR(=1+yT);

2
M-y T+ BT,

P =% R(—1+1/ T7+\/34-2¢ﬁ), N=-

0A3=%R(—1+\/1_7+\/34—2\/ﬁ)—
: e
TR/ (Vi Vaimay ) 61— Vi Vaigay ),

Cette derniére valeur, développée, devient

Odg=c=

-1 Vina Vot var—/ssiaVir—2Va—eVir—1oV aspavineVsalrr - Vi )
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On peut réunir les termes

—V3u—2/17 ,  V3k(17—y17);

et 'on obtient, finalement,

c.—_% R[—1+T17+\/34 —2y/17-2 \/17+3 VT4V 10—26y/17—aVsu42y/ 1_7](‘)

Construction. Sur le rayon OA du cercle donné, pris
comme diameétre, décrivons une circonférence ; élevons
la tangznte AD égale & 2R ; joignons le point D au mi-
lien G de OA, par la transversale DC, et soient E, E
les points ou elle coupe la petile circouférence. Nous
aurons .
DE.DE =AD =4R?, DE —DE'=R;
donc

DE=2z, DE =g

Sur ces deux segments DE, DE’, décrivons les demi-
circonférences DHE, DH'E’ ; menons, perpendiculairement
a CD, la droite DF égale 4 R ; joignons le point F aux
centres G, G’ des demi-circonférences DE, DE’. Soient
H, H’ les points ou les droites de jonction coupent ces
lignes : il est facile de voir que

FH=N, FH'=P.

Actuellement, & cause de 'équation

0A, . OA; =RN,

(*) On peut encore réduire cette expression ; car st 1'on pose
8y/34+2y T7-\/170—26y IT=r,
on trouve, par une méthode indiquée dans tous les Traités d’al-
gebre,
r=1/170+38y1T ,
1 Z - 7 =
e=5 Rl-—l+\/17+\/34-—'2 \/17—2\/17+3‘/17—\ 170438y/17 I
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-et ’aprés ce qui a été dit ci-dessus, Odg, ou c, est égal
au plus petit coté d’un rectangle équivalent & celui dont
les dimensions seraient R et N. Nous devons donc, préa-
lablement, chercher le c6t¢ du carré équivalent a cette
-derniere figure. G'est ce que ’on fait en décrivant, sur DF
comme diamétre, une demi-circonférence DLF, portant
FH de F en K, élevant KL perpendlculalre a DF, et me-
nant FL.

Décrivons maintenant, sur FH’ = P, comme diamétre,
une nouvelle demi-circonférence FMH’ ; menons MN pa-
rallele & FA’ el & une distance de cette droite égale
a FL; puis abaissons MP perpendiculaire & FH’. Nous
.aurons :

FP 4+ PH'=P,FP.PH' =PM=RN;
done .
PF =c.

Remarqgue. A cause de I'imperfection des instruments
et de la multiplicité des constructions, il est bien diffi-
.cile, dans la pratique, que PF soit rigoureusement la
corde du trente-quatriéme de la circonférence. Aussi,
lorsqu’il est question d’un probléme graphique, doit-on
préférer, a la construction précédente, 'une des méthodes
indiquées ci-dessus (Prob. II et IIT).

Probléme XIEN.

‘Calculer, & moins de 0,001, le rapport entre le c6té du polygone
régulier de trente-quatre cdtés et le rayon du cercle cir-
conscrit.

Reprenons I’expression

- %[_1+\/ﬁ+\/34-2\/ V1713 V1TV 17026y 17—V 3142 ‘/ﬁ],

Afin d’arriver plus rapidement au résultat, nous appli-
; 17
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querons les logarithmes. Mais, comme on ne peut effec~
tuer par leur moyen ni addition ni soustraction, nous
calculerons s¢parément les diverses parties :

—14V1T=A4, V3i—9yiT=8, 17+3yT7=c, \/170—26¢ﬁ=0,
V3u42V17=E, VOFD—IE=F.
Les opérations prennent alors la disposition suivante :

Log 17=1,23044892 /17= 8,24620
_;_ =0,61522446 34—2y/17=25,75380
1
VIi=4,12310 . 5 log= 0,7054206
- A=3,12310 B= 5,072482
—;Iog 17=0,61522446 2\\//E= 8,24620
3 T=
Log 26=1,41497335 .4"’12 17=42,24620
2,03019781 5 log= 0,8128944
26y 17=107,2018 E= 6,49972
170—26V17= 62,7982 3y/T7=12,36930
1 — o,8089736 D= 7,924534-
2 4E=25,99888—
D= 7,92453 112930
A=3,12310+4 Log= 1,0528846
B=5,07482- 1
9F=6,72160— 5 = 0,5264423+-
1,47632 Log 2= 0,3010300-
1 _ _C 0.8274723
§ =018, 2F— 6,72160
Le rapport cherché est donc

c

= 0,18454.
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Cette valeur, bien qu'oblenue par I'emploi des loga-

rithmes, est approchée & moins de 0,000 01 ; car ontrouve,

par une autre méthode,
c

= 0,184538...

Probléeme XIV.

Calculer, a moins de 0,0001, le rapport entre le c6té du poly-

gone régulier de dix-sept cdtés et le rayon du cercle circon-
scrit.

On sait qu’en appelant ¢ et C les cOtés des polygones
réguliers, de 2n cOlés et de n cOtés, inscrits au cercle de
rayon R, ona

S

Appliquons cette formule, en remplacant -E— par la va-

leur 0,18454, trouvée ci-dessus.
Nous aurons

2+ ’% = 2,18454, 2 — .E. = 1,81545;

puis .
Log 2,18454 = 0,3393600
Log 2,81546 = 0,2589867
0,5983467

—; = 0,2991733

Log 0,18454 = T,2660905

1,5652630 = log % .
G

= 0,367505.

G., 351
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On vérifie, par d’aatres méthodes, que cette valeur est
approchée a moins de 0,001.

Remarques. 1. Nous avons vu, précédemment, com-
bien est compliquée la construction du polygone régu-
lier de trente-quatre cotés : il en est de méme pour le
polygone de dix-sept cotés. Une construction approxima-
* tive peut dong étre utile. Or, si I'on compare la valeur ci-
dessus avec celle qui donne le coté du triangle équila-
téral inscrit, on reconnait que lc cdté du polygone régulier
inscrit, de diz-sept cotés, égale, & fort peu preés, la demi-
difference entre le cdté du triangle équilatéral insorit et
le cdté de Uheragone régulier inscrit.

En effet, le rayon élant pris pour unité,

le coté du triangle équilatéral = V3 = 1,73205,

le coté de I'hexagone régulier = 1.
différence = 0,73205,
-;— = 0,36602.

Cette quantité differe de G d’environ 0,001; donc, etc.
II. Si i'on appliquait le procédé de Bion (Prob. I), on
arriverait & un résultat moins approché, mais assez cu-

_ rieux. On a, en effet, pour n =17, § = % ; puis & =—;,—,

valeur rationnelle et fort simple.
Elle donne ¢ = 0,37796..., quantité qui surpasse G
d’environ 0,02.
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Probiléme XV.

A un cercle donné O, inscrire cing carrés égaux, de maniére que
Pun d’eux soit concentrique au cercle, et que chacun des
quatre autres ait deux sommets sur la circonférence.

Si I'on désigne par R le raybn du cercle et par = le

cOté de chacun des carrés cherchés, on a, par le triangle

rectangle OPL :
2 (2N (37

R _(2 ),—l-(‘Qm) ;

d’on
2
2 — "~ R2,
. = R
Ainsi, le cdté de chaque carré est moyen proportionnel

entre le rayon et les deux cinquiémes du rayon.

Remarque. Les sommels du carré intérieur sont situés
sur deux diamétres RT, US perpendiculaires entre eux.

Or, la demi-diagonale OC est égale & OP V2 . Donc, &

cause de z =R I/—?)- :
0c = l/—;— R%

en sorte que la demi-diagonale OG est moyenne propor-
tionnelle entre le rayon et le cinquiéme du rayon.

Probléme XVl.

A un cercle donné, inscrire six pentagones réguliers égaux, de
maniére que I'un d’eux soit concentrique au cercle, et que cha-
cun des cinq autres ait un sommet sur la circonférence.

Premiére solution. Si, sur un méme cété ab, on con-
struit deux pentagones réguliers abede, abfgh, la droite

Fie. 39!

F16. 40
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od, menée du centre de celvi-ci au sommet d, est le rayon
d’un cercle auquel on pourrait inscrire six pentagones
égaux aux deux premiers, et disposés conformément a
I'énoncé. Il suffit donc, pour achever aisément la con-
struction, de chercher une quatriéme proportionnelle
aux droites 7, R et oa.

Seconde solution. Le diamétre DOS se compose de DG
et de GS. Or

GS=LT =LU 4 0U — OT.

Conséquemment, si 'on désigne par R, r et ¢ le rayon
donné, le rayon OT et 'apothéme OU, on a

R=2(r+a++a)+a—r

R=17r 4 2a.
Mais, dans tout pentagone régulier,

a=— ROF +1);

ou

donc
R=—5r 3+ V5).

On tire, de cette équation,
r=—-R(3—V5);

en sorte que le rayon r se construit facilement.

Femarque. Le c61é d du décagone régulier, inscrit au
cercle donné, est dooné par la formule

d=— R (5 —1)-

Si l'on compare cette valeur 4 la précédente, on trouve
r+d=R.
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‘On conclut, de cctle relation, que le rayon OG est égal
au plus petit segment du rayon 0D, partagé en moyenne
et extréme raison. '

Probléme XVIIL.

A un cercle donné, inscrire sept hexagones réguliers égaux, de
maniére que l'un d’eux soit concéntrique au cercle, et que
chacun des six autres ait deux sommets sur la circonférence.

Un raisonnement analogue a celui qui a été employé
ci-dessus (Probl. XV) donne

. , e _f'{;_ :
@ étant le coté de chaque hexagone. Ce cdté est donc
moyen proportionnel entre le rayon- et le septiéme du
rayon.

Remarque. D’apres le Probleme 1 (Rem. II), ce méme
00t est, & fort peu pres, égal & la corde qui sous-tend le

| .
T de la circonférence.
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LIVRE V.

Théoréme I.

Dans tout angle triedre, les plans bissecteurs des angles diédres
se coupent suivant une méme droite.

Soient ASO le plan.bissecteur de l'angle diédre SA, et
BSO le plan bissecteur de l'angle diédre SB. Ces deux.
plans se coupent suivant une droite SO, inicrieure a
Pangle triédre. Un point quelconque M de cette ligne,
appartenant a la fois aux plans ASO, BSO, est également.
distant des trois faces du triédre ; donc il appartient au
plan bissecteur de I'angle diédre SC; etc.

Remarques. 1. Le lieu des points tels, que chacun
soit également distant des treis faces du triédre se com-
pose de la droite SO, et de trois autres droites SP, SQ,
SR. Chacune de ces dernieres droites est située, a la fois,
dans un plan bissecteur intérieur, et dans deux plans:
bissecteurs extérieurs. ‘

II. Coupons le triédre S par un plan quelconque L, per-
pendiculaire & la droite SO. Soient A’B'C’ 1a section ob- ’
tenue et 0’ le point ou la droite SO perce le plan L. Les.
traces des plans bissecteurs intérieurs sont les droites.
A0/, B'0Y/, C/0’. Quant aux traces des plans bissecteurs.
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extérieurs, ce sont des droites N'P/, P'M/, W'N/, respecti-
vement perpendiculaires aux premiéres. En effet, la droite
NP/, par exemple, a été menée dans le plan L, perpendi-
culairement & la trace A’0’ du plan ASO ; donc elle est
perpendiculaire & ce dernier plan ; donc le plan bissec-

teur extérieur, perpendiculaire au plan ASO, et passant.

par le point A’, contient la droite NP’ ; etc.

Remarquons maintenant que les trois plans bissecteurs,
dont les traces sont P’M’/, N'M’, A’0Y, se coupant suivant
une méme droite, leurs traces doivent converger en un
méme point; et A’0/, prolongée, passe en M’. Ainsi :
tout plan, mené perpendiculairement & U'intersection des
trois plans bissecteurs intérieurs d'un triédre, coupe les
siz plans bissecteurs suivant les trois cotés et les trois
hauteurs d'un méme triangle. (Voyez Th. I, Liv. 1.)

11I. Nous savons que les droites A’0’, B’O, C'0’ sont les
bissectrices des angles du triangle A’B’C’ (Th. I, Liv. II).
Donc les traces des six plans bissecteurs d’un triedre, sur
un plan L perpendiculaire & U'intersection des trois plans
bissecteurs intérieurs, sont les siz bissectrices du triangle
suivant lequel ce plan coupe le triedre. '

Cette remarque peut recevoir son application dans cer-
taines épures de Géométrie descriptive.

Théoréme TN,

Dans tout angle triedre, les plans menés par les arétes et par
les bissectrices des faces opposées se coupent suivant une méme
droite.

Prenons sur les trois arétes, & partir du sommet, des
distances SA, SB, SC, égales entre elles ; puis faisons
passer un plan par I«s points A, B, G.

Le triangle SBC élant isoscele, la bissectrice SM de

F1g. 269.
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'angle BSC passe parle milieu M du c6té BC. Donc la
trace du plan ASM, sur le plan ABC, est une médiane du
triangle ABC. De méme pour les plans BSN, CSP. Or les
trois médianes se coupent en un méme poiut; etr.

Remarque. Si l'on considere, indépendamment des bis-
sectrices intérieures SM, SN, SP, les bissectirices exté-
rieures des angles BSC, ASC, BSA ; puis que, par chacune
de ces droites et par I'aréle qui n’appartient pas a la
méme face, on méne un plan, on obtient trois nou-
veaux plans qui, combinés avec les trois premiers, déter-
minent trois nouvelies droites SA’/, SB/, SC’. Il est facile
de reconnaitre que, A’ étant la trace de SA’ sur le plan
ABC, le point M est le milieu de AA’. De méme pour SB’
et SC/. :

Théoréme IIE.

Dans tout angle triedre, les plans menés par les bissectrices
des faces, perpendiculairement & ces faces, se coupent suivant
une méme droite.

Prenons sur les trois aréies, a parlir du sommet S, les
distances égales SA, SB, SC, et menons le plan ABC. la
bissectrice SM de la face SBU est perpendiculaire au coté
BC, en son milieu M ; et il en est de méme des bissec-
trices SN, SP, a I'égard des deux autres faces. Conséquem-
ment, les plans menés par ces droites, perpendiculaire-
ment aux faces correspondantes, ont pour traces, sur le
plan ABC, les perpendiculaires élevées sur les milieux des
cotés du triangle ABC. Or ces perpendiculaires se coupent
en un méme point O ; donc, etc.
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Théoréme 1IV.

Les plans menés par les arétes d’'un angle triedre, perpendicu-
lairement aux faces opposées, se coupent suivant une méme
droite.

Soit ASM le plan meué par 'aréte AS du triédre S, per-
rendiculairement  la face opposée BSC. Soit, de méme,
SN le plan mené par BS, perpendiculeirement & la face
ASC. Ces deux plans se coupent suivant une droite SO :
il s’agit de faire voir que le plan OSG est perpendicu-
laire & 1a face ASB.

Par un point quelconque O de la droite OS, menons le
plan perpendiculaire & cette ligne, et soit ABC le triangle
déterminé par les intersections de ce plan avec les trois
faces de l'angle trieédre. Menons les droites AOM, BON,
COP, et joignons le point P au sommet S.

Le plan AMS, qui contient une droite perpendiculaire
au plan ABC, est perpendiculaire a ce dernier plan ; d’ail-
leurs il a été mené perpendiculairement au plan BSC; donc
la droite BG, intersection des plans ABG, BSC, est perpen-
diculaire & AMS ; donc elle est perpendiculaire & la droite
AM; c’est-a-dire que cette derniére droite est la perpendi-
culaire menée, par le sommet A du triangle ABC, sur le
c0té opposé BCG.

Par un raisonnement semblable on voit que BN est la
perpendiculaire abaissée du sommet B sur le coté AG ;
donc (Th. I, Liv. I) COP est perpendiculaire & AB; donc
le plan CSP est perpendiculaire & AB ; etc.

Fie. 271.
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'Théoréme V.

Dans tout tricdre, la somme des angles formés par les arétes,
avec les hissectrices des faces opposées, est moindre que la
somme des faces. '

Coupons I’angle triédre S par un plan ABC, perpendi-
culaire, en un point M, & la bissectrice SM de la face BSC.
Menons la droite AM, et prolongeons-la d’une longueur
égale MA’. Enfin, tirons SA’, CA’, BA/.

Le quadrilatére ABA’C, dans lequel les diagonales sg
coupent mutuellement en parties égales, est un parallélo-
gramme ; donc

CA’=AB, BA'=AC.

En outre, SM est perpendiculaire au milieu de AN
d’ou il résulte que SA = SA’. On conclut de la que les
triédres SABG, SA’CB sont égaux entre eux. Or, dans
Vangle triedre SABA’, la face ASA’, double de ASM, est
moindre que ]a somme des deux auntres. Conséquemment,

ASM < ASB -2}- ASC .

Ainsi, Vangle formé par Uaréte AS et par la bissectrice
de la face opposée est moindre que la demi-somme des
deux autres faces.

Cette propriété démontre le théoréme. (Voyez Th. IlI,
Liv. I).

Théoréme Vi.

La somme des diedres d'un angle polyédre convexe de n faces
est comprise entre 2n et 2 (n — 2) diédres droits.

D’abord, chacun des diédres d’'un angle polyédre con-
vexe est moindre -que 2 droits ; donc la somme des n
diedres est inférieure a 2n droits.
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En second lieu, si I'on fait passer des plans par une
aréte de 'angle polyédre et par toutes les arétes oppo-
sées, on décompose cet angle en n — 2 triedres, dans
chacun desquels la somme des diédres est supérieure a
2 droits; elc.

Théoréme VII.

Tout plan, parallele & deux cotés opposés d'un quadrilatere
gauche, partage proportionnellement les deux autres cotés.

Soient E, F les points ou le plan MN, paralltle aux
cotés AB, CD, coupe les deux autres cotés AD, BG. Je dis
que

AE _ BF
ED T Fo
Faisons passer, suivant CD, le plan PQ paralléle & AB

et & MN. Menons, par le point A, une paralléle & BC, et
soient G, H les points ou elle perce les plans MN, PQ.
Enfin, tirons EG, DH : ces droites sont paralleles, comme
étant les intersections de deux plans parailéles par un
troisieme plan. Conséquemment,

AE _ AG
ED ~ GH -
Mais les droites AG, BF sont égales, comme paralléles
comprises entre plans paralléles. De méme, GH = FG, etc.
ReciprOQUE. Toute droite, qui divise proportionnelle-
ment deux cotés opposés d'un quadrilatére gauche, est
dans un plan paralléle auz deux autres cotes.

G, 496.

F16. 274.
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Théoréme VIIK.

Si une premiére droite EF partage proportionnellement deux
cbtés opposés AB, CD d’'un quadrilatere gauche ABCD, et si
une seconde droite GH partage proportionnellement les deux
autres coOtés du quadrilatére : 1° ces deux droites sont dans
un méme plan; 2° chacune d’elles est partagée, par l'autre,
en deux segments proportionnels aux segments des cités
qu’elle ne rencontre pas.

o Suivant AB, faisons passer un plan P paralléle a
CD, et, conséquemment, paralléle & GH. Par les points
C, D, H, G menons GC/, DD/, HH’, GG’ paralléles a EF;
el soient (/, D/, H’, G’ les points ou ces droites percent
le plan P.

Le plan des paralléles G/, FE, DD’ coupe le plan P
suivant une droite C’ED’, paralléle & GD. De plus, les
droites BG/, AD’ sont paralleles, comme étant les intersec-
tions du plan P par les plans paralléles ADD/, BGG/. [I
s’ensuit que les triangles BEC/, AED’ sont semblables.

Nous avons, par hypothese,

AH _ HD |
BG — GC
d’ou, & cause des paralléles,
AL’ H'DY A AE
BG — GC ~ B’ BE °

Si donc nous menons G'E et H'E, les triangles BG'E,
AH’E seront semblables, comme ayant un angle égal com-
pris entre c6tés proportionnels.

Par suite, les angles BEG/, AEH’ sont égaux, et G'EH
est une ligne droite ; donc G'H’HG est un quadrilateére
plan ; etc. :

2° Soit I le point de rencontre des droites EF, GH. On a

El = HK/, EF=DD’;
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d’ou, & cause du triangle ADD/,

E[ _ AH _ BG )

IF ~ HD — GC°
et, de méme,

HI AE _ DF

R
Remarques. 1. Chacune des droites EF, GH est dans
un plan paraliele aux deux cotés qu’elle ne rencontre
pas.

II. Ce théoréme est la généralisation d’une propriélé
relative aux quadrilatéres plans (Liv. 111, Th. LIII).

Théoréme IX.

Tout plan transversal détermine, sur les quatre cdtés d’un qua-
drilatére gauche, huit segments tels, que le produit de quatre
segments non consécutifs est égal au produit des quatre autres.
Soit le quadrilatére gauche ABCD, dont les cotés sont

coupés par un méme plan P, aux points E, F, G, H. Je

dis que 'on a

AH .DF. CG . BE=AE. BG . CF. DH.
Soit M le point de rencontre de la diagonale BD avecle

plan P : les transversales FG, HE concourront en M ; donc,
par le Théoréme de Piolémée :

AH. DM .BE=AE. BM. DH,
DF.CG.BM =DM. BG . CF.

Multipliant membre & membre, et supprimant DM et BM,
on obtient la relation demandée.

Remarques. 1. La réciproque de ce théoréme est vraie.
Elle renferme, comme cas particulier, le Théoréme VII.

Fi. 276.



F16., 277.

272 THEOREMES ET PROBLEMES

I. Si le plan P était parallele & la diagonale BD, on
aurait
AH _ HD DF _ CF
AE BB BC 6
etc.

Théoréme X.
Dans tout quadrilatére gauche, les milieux des cdtés sont
les sommets d’un parallélogramme.
La démonstration de ce Théoréme est la méme que celle
da Théoreme IV, Livre I.

Théoréme XI.

Dans tout quadrilatére gauche, le point de rencontre des droites
qui joignent les milicux des cdtés opposés est situé au milieu de
la droite qui joint les milieux des diagonales.

(Voyez Th. X, Liv. L,j

Théoréme XIl.

Tout plan transversal XY détermine, sur les cotés d’'un triangle
ABC, six segments tels, que le produit de trois segments non
consécutifs est égal au produit des trois autres.

Le plan XY coupe le plan ABC suivant une transversale
MN; et les points de renconire de cette droile, avec les
cotés du triangle, sont ceux ou ces colés percent le plan
XY. La proposition est doenc ramenée au Théoréme de
Ptolémée.

Théoréme XIIX. .

Si les cotés d’un polygone gauche sont coupés par un plan trans-
versal, le produit des segments non consécutifs est égal au pro-
duit des autres segments,

(Voyez Th. XI, Liv. IIL.)
Remargue. Cette proposition est la  généralisation du

Théoréme XI. '
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Théoréme XIV.

Si, par une droite quelconque XY, et par les différents sommets
d'un polygone gauche ABC... ayant un nombre impair de
cotés, on fait passer des plans qui partagent les cotés respecti-
vement opposés & ces sommets, chacun en deux segments, le

produit des segments non consécutifs est égal au produit des
autres segments.

Projetons la figure sur un plan quelconque P perpendi-
-culaire a XY; et soit A’B’C’D’E’ la projection du polygone

gauche. Les traces des différents plans AXY, BXY..., sont

des droites A’O, B/O..., passant toutes par un méme
point 0, projection de XY. De plus, les points o/, ¥'..., ou
ces transversales A’O, B’O..., coupent les colés C'D’,
D’E',..., du polygone plan, sont les projections des points
@, b,..., ou les plans AXY, BXY..., sont rencontrés par
les cotés CD, DE..., du polygone gauche.

Cela posé, les segments déterminés sur un cdlé quel-
conque du polygone gauche, par exemple sur le coté CD,
sont proportionnels aux segments déterminés <ur la pro-
jection de ce coté, aitendu que CC/, DD’, aa’ sont trois
paralleles. Or, dans le p‘olygone plan,

Nd'. Be. Cad/. D'V Ec. = Ac¢. BV, D'/ Ce. B'd’

(Th. XI, Liv. III).
Donc aussi, dans le polygone gauche,

Ad .Be .Ca .Db.EBc=Ac.Eb.Da. Ce.Rd.

C’est ce qu'il fallait démontrer.

Remarque. Le théoréme qui précéde peut, de la méme
maniére, se déduire du Théoréme XI (Liv. III).

18

Fic. 278.
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Théoréme XV.

Lorsqu’une droite AB est partagée en deux segments AC, BC
proportionnels aux nombres b, a; si, des points A, B, C on
abaisse, sur un plan quelconque XY, des perpendiculaires AA/,
BB/, CC/, on a

(@ + b) CC' = a.AN + b BB.

Cette proposition se démontre, 4 fort peu prés, comme
le Théoréme I du Livre II.

Théoréme XVI.

Etant donné un systeme de points A, B, C..., on peut toujours
déterminer un point O tel, que sa distance & un plan quel-
conque XY soit égale a la moyenne arithmétique entre les dis-
tances, au méme plan, des points A, B, C...

(Voyez Th. I, Liv. IIl.)

{Chéoréme X VIl.

La somme des carrés des distances de n points A, B, C..., & un
point quelconque S, est égale & la somme des carrés des di-
stances des mémes points a leur centre O, augmenté de n fois
le carré de SO. .

(Voyez Th. I, Liv. I11.)

Théoréme XVIIE.

Le lieu géométrique des points tels que la somme des carrés des
distances de chacun d’eux & des points donnés A, B, C..., soit
constante, est une sphére qui a pour centre le centre O des
moyennes distances des points A, B, C...

(Voyez Th. IV, Liv. [II.)
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Théoréme XIX.

Si, dans un angle polyédre convexe, dont toutes les faces, excepté
une, sont constantes, on fait varier un seul des angles diédres
opposés a cette face, de maniére que 'angle polyédre reste
convexe, la face variable augmentera si 'angle diedre aug-
mente, et elle diminuera s’il diminue.

Supposons, par exemple, que dans I’angle polyedre S,
supposé convexe, on fasse varier ’angle diédre SD, opposé
ala face ASB ; supposons, de plus, que les autres angles
diedres SC, SE, SF n’éprouvent aucun changement, et
qu’il en soit de méme & l'égard des faces BSC, CSD...,
FSA.

Si 'on meéne les plans ASD, BSD, on décompose 1'angle
polyédre donné, en un angle triedre SABD, et en deux
angles polyedres SAFED, SBCD. Or il résulte, des hypo-
theses précédentes, que ces derniers angles sont con-
stants.” Par suite, la variation de l’angle diédre SD,
dans I'angle polyedre donné, est égale a la variation de
I'angle diedre SD, dans l’angle triedre SABD. Dailleurs,
si un angle triedre SABD a deux faces constantes ASD,
BSD, la troisiéme face ASB augmente ou diminue suivant
que I’angle diédre opposé augmente ou diminue ; donc, etc.

Remargue. Au lieu de supposer que I'angle diédre SD
varie seul, on pourrait faire varier successivement plu-
sieurs des angles diédres opposés & la face ASB. Par con-
séquent, st, dans un angle polyédre convexe, dont toutes
les faces, excepté une, sont constantes, on fait varier, dans
le méme sens, quelques-uns des angles diedres opposes &
cette face, de maniére que I'angle polyédre reste conveze,
la face variable augmentera si les angles diédres ont
augmenté, et elle diminuera s'ils ont diminué.

Fie. 279.
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Théoréme XX. ‘
Silon fait varier d’une maniére quelconque les angles diédres
d’un polyedre convexe dont les faces sont constantes ; que 1'on
mette le signe -+ sur 'aréte de chaque diédre qui augmente,
le signe — sur l'aréte de chaque diédre qui diminue, puis que

Pon fasse le tour entier de 'angle polyédre, on trouvera au

moins quatre variations de signes.

11 faut que 'angle polyédre considéré ait plus de trois
faces, sans quoi l'invariabilité de celles-ci entrainerait
I'invariabilité des diedres. De plus, on suppose que I'angle
polyédre reste convexe, aprés comme avant la variation
de ses angles diédres. Cela posé :

{° On ne‘peut pas supposer que tous les diedres aient
varié dans le méme sens, car alors, d’aprés le théoréme
précédent, il y aurait eu variation d’au moins une des faces.

9o En faisant le tour de l’angle polyédre, on ne trouvera
pas une seule série de signes 4, suivie d’une seule série
de signes —.

En effet, supposons que, dans 'angle polyédre S, les
arétes SB, SA, SF soient affectées du signe -+, les autres
étant affectées du signe —. Si nous menons le plan diago-
nal BSE qui laisse d’un c6té une série de signes 4+ et de
Iautre coté une série de signes —, il résulte, du théo-

" réme précédent, que I'angle plan BSE aura, tout & la fois,
augmenté el diminué ; ce qui est absurde.

3o D'aprés ce qui vient d'étre dit, en faisant le tour
entier de I'angle polyédre, on trouvera plus de deux va-
riations de signes. Et, comme on doil revenir a 'aréle
d’ou l'on était parti, il s'ensuit que le nombre des varia-
tions de signes est pair ; donc il est au moins égal a 4.
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Probléme .

£tant donnés un plan XY et deux points A, B, situés d’un méme
coté de ce plan, trouver, sur XY, un point M tel, que la
somme des distances AM, BM soit un minimum.

Construisons le point B/, symétrique du point B, par
rapport au plan XY ; menons la droite AB/, et soit M le
point ou elle perce XY. M est le point demandé. (Voyez
Probl. X, Liv. 1.) ‘

Probléme II.

Etant donnés un plan XY et deux points A, B, situés de coté et
d’autre de ce plan, trouver, sur XY, un point M tel, que la
différence des distances AM, BM soit un maximum.

Soit B’ le point symétrique de B, par rapport a XY.
Menons la droite AB’: le point M, ou elle perce le plan, est
le point demandé. (Voyez Probl. XVI, Liv. I.)

Probléme Kil.

Trouver, sur une droite donnée AB, un point tel, que la somme
de ses distances aux faces VXY, XYZ d’un angle diedre donné,
soit un minimum.

Soient A, B les points ou la droite AB perce les faces.
Prenons, sur cette ligne, deux points quelconques M, M’;
abaissons MP, MP’ perpendiculaires sur la premiére
face VXY, et MQ, MWQ’ perpendiculaires sur la se-
conde face XYZ: ces droites déterminent les projections
APP’, BQ'Q de AB. Enfin, menons MR paralléle a PP/, et
M§/ paraliéle & QQ’.

Afin de connaitre laquelle est Ia plus grande des deux
sommes MP -+ MQ, M'P’ -+ WQ, posons

. MP 4+ MQ z WP LMY

I1aG. 280.
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A cause de P’'R = MP, et de QS = M'(Q/, cette relation
se rédait a

MS z MR,

Or les triangles rectangles MRM’, MSM’ ont ’hypoténuse
commune. Donc, d’aprés une propriété connue, suivant
que l'angle aigu MM’S est plus grand ou plus petit que
I'angle aigu M’MR, on a

Msz MR.

D’un autre coté, les angles MM’S, M’MR sont égaux, res-
pectivement, & MB(), MAP. Donc, suivant que 1'angle MBQ
sera plus grand ou plus petit que I'angle MAP, on aura

19 < M/
MS>MR,

ou
MP + NQ Z WP’ 4 M.

11 résulte, de cette discussion, que la somme MP 4 MQ
est un minimum, quand, le point M se confond avec la
trace de la droite AB sur celui des deuz plans VXY, AYZ
qui fait le plus grand angle avec cette droite. (Voyez
Probl. XVII, Liv. I.)

Erobiéme 2V,

Couper un angle tétracdre SABCD par un plan, de maniére

que la section mnpq soit un parallélogramme.

D’aprés un théoréme connu, les plans BSC; ASD, pas-
sant par deux droites paralléles ng, mgq, se coupent
suivant une paralléle SF & ces droites. De méme, !'inter-
section SE des deux autres faces de l'angle polyédre est
parallele & mn, pg. Conséquemment, pour résoudre le
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'prdbléme proposé, ilbsuﬁ“xt de couper par un plan quel-
-conque, paraliéle & ESF, I'angle donné.

Probléme V.

‘Couper par un plan un angle triedre trirectangle SABC, de ma-
niére que la section MNP soit égale a un triangle donné.

Du sommet N, abaissons NN’ perpendiculaire au coté
MP, et menons SN’ : cette droite, projection de NN’ sur le
plan GSA, est perpendiculaire & MP. En méme temps, la
droite NN’ sera, sur le plan MNP, la projection de 'aréte
indéfinie SB, attendu que le plan SNN/, évidemment per-
pendiculaire 4 la droite PM, est perpendiculaire & MNP.

De méme, les arétes SA,-SC ont pour projections,
.sur ce dernier plan, les perpendiculaires MM/, PP/, abais-
sées des sommets M, P sur les cotés opposés. En d'autres
termes:

Sil’on coupe, par un plan quelconque, un angle triedre
irirectangle, les arétes se projettent suivant les hauteurs
du triangle déterminé par le plan ; et le sommet de
Langle triedre a pour projection le point de rencontre
-des trois hauteurs.

Observons, maintenant, qu’il est facile de construire les
‘rois triangles rectangles MSP, MSN, NSP ; car dans MSP,
par exemple, on conpeil I'hypoténuse MP, ainsi que le
pied N’ de la perpendiculaire abaissée du sommet S sur
I'hypoténuse. Le probléme peut donc étre regardé comme

résolu (*).

(*) Trailé élémentaire de Géométrie descriptive, 3¢ édition,
4re partie, p. 8l1.

Fic. 286.
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Probléme Vi.

Etant données deux droites fixes X, Y et un angle di¢dre D, que
'on fait tourner autour de son aréte G, supposée fixe, prouver
qu’il existe sur la premicre droite un point fixe A, et sur la
seconde droite un point fixe B, tels que a, b étant les points ou
ces deux droites percent les faces de 'angle diedre, dans une
position quelconque, le rectangle des segments Aa, Bb soit
constant.

Projetons toute la figure sur un plan P, perpendiculaire
4 laréte G. Cette aréte aura pour projection un point.
fixe ¢ ; l'angle diedre sera projeté suivant un angle plan,.
de grandeur constante, mais mobile autour de son som-
met ¢ ; enfin le systéme des droites X, Y aura pour pro-
jection un angle fixe zoy. D’un autre c6té, les segments
de ces deux’ droites sont proportionnels aux segments
interceptés sur les cotés de I'angle. Si donc le rectangle
de ces derniers est constant, le rectangle des deux autres
le sera aussi; et réciproquement. Or, d’aprés le Pro-
bléme LXXXV du Livre I, le premier rectangle est con-
stant ; donc, elc.

P cobléme WVilk.

Quel est le lieu des points également distants de deux droites
qui se coupent?

Abaissons, d’un point quelconque M du lieu, les per-
pendiculaires MP, MQ aux droites données AB, AC ; abais-
sons aussi MM perpendiculaire an plan ABC ; enfin, menons
P/, QM.

D’aprés I’énoncé, les droites MP, MQ doivent étre égales:
eutre elles ; donc les triangles rectangles MM'P, MM/Q:
sont égaux, et M'P = MWQ.

Le point M doit donc étre situé de maniére que sa pro-
Jection M sur le plan ABC soit également distante des
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cotés de ’angle ABC. Par conséquent, le lieu -demandé
se compose du systtme de deux plans, perpendiculaires
au plan des droites données, et ayant pour traces,sur
celui-ci, les bissectrices des angles formés par ces droites.

Probléme WIII.

Quel est le lieu des points tels, que la différence des carrés des
distances de chacun, & deux points donnés A, B, soit égale
a un carré donné m2?

Si Ton se i‘eporte au Probléme LXX du Livre III,
on verra que ce lien est un plan perpendiculaire a la
droite AB.

Probléme IX.

On donne n droites OA, OA’... passant par un point O; et l'on
demande sur quelle surface sont situés les points M tels, que
si l'on abaisse, de chacun, les perpendiculaires MP, MP’,
MP”..., sur ces droites, la somme des rectangles construits
sur les distances OP, OP/, OP”..., et sur des longueurs données
b, b, b”,... soit équivalente & un carré donné (2.

Prenons les distances OB, OB/, OB”..., respectivement
egales 4 b, &', b”, ... ; et abaissons, sur OM, les perpen-
diculaires BG, B'C/, B”C”.... Nous aurons, comme il est
aisé de le voir:

OP.5=0M.0C, OP. b/ =0M . 0C¢’/, OP”.p"=0M. 0C”,..
La relation donnée devient donc
OM (OC + 04" + OC” +...) = 3.
Soit I le centre des moyennes distantes des points B,

B/, B”.... : sa distance & un plan XY, mené par le point
0, perpendiculairement & OM, est (Th. XVI)

d=% (0C +0C! + ...).

\
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Par suite, .
OM.nd=10.

Mais, si nous abaissons MR perpendiculaire & OI, nous

aurons aussi

OM.d=0l.0R;

- donc enfin

[2

OR =-')—’161—'

Cette valeur exprime que la projection de OM sur Ol
est constante ; ou que la surface cherchée est un plan,

‘perpendiculaire ¢ la droite qui joint le point O au centre

des points B, B/, B” ...

Probléme X.

On donne deux plans P, Q et un point A. Par ce point, on fait
paszer une droite arbitraire qui coupe les plans donnés en des
points C, D ; aprés quoi I'on construitle point B, conjugué har-
monique du point A, relativement aux deux autres points. Quel
est le lieu du point B ?

Par le point donné A, menons un plan perpendicu-
laire aux plans donnés. Soient EF, EG les traces de ces
derniers plans sur le plan auxiliaire ; et soit C’AD’B’ la
projection de la droite CADB. Les segments de ces droites
sont proportionnels entre eux; donc le lieu du point
B’ est une droite EH, conjuguée harmonique de EA
relativement a ’angje FEG. Le lieu demandé est donc un
plan R, perpendiculaire 4 celui de la figure, et ayant pour
trace la droite EH.

Remarque. Si les plans P, Q sont paralléles, le plan R
est parallele & chacun d'eux.

]
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Probléme XI.

Etant donnés un quadrilatére gauche ABCD et une droite EF qui
partage proportionnellement les deux cotés opposés AD, BC de
cette figure, trouver une droite GH qui partage proportionnel-
lement les deux autres cotés AB, CD, et qui soit perpendicu-
laire & la premiere droite EF.

Premiére solution. La droite cherchée doit partager
proportionnellement AB et CD ; donc elle est situé¢e dans
un plan parallele & AD et BG (Th. VII). De plus, cette
ligne doit &tre perpendiculaire a EF; elle est donc située
aussi dans un plan perpendiculaire & EF. D'aprés cela,
si 'on imagine, par un point quelconque de I'espace,
un plan paralléle aux cotés AD, BC du quadrilatére, et
un autre plan perpendiculaire & la droite EF, leur inter-
section sera parallele a la droite GH; en sorte que, pour
déterminer celle-ci, il suffira d’appliquer ce probléme
connu : Trouver une droite paralléle & une droite donnee,
et qui rencontre deux droites données (*).

Seconde solution. Sur les deux colés consécutifs AD,
DC, construisons le parallélogramme ADCI, et menons
Bl. La droite donnée EF est paraliele au plan AIB; de
méme, la droite cherchée GH est parallele au plan CIB.
Soient AL parallele & EF, et CM parallele & GH : AEFL
el CMGH sont des parallélogrammes. De plus, les droites
CM, AL doivent étre perpendiculaires eutre elles, comme
étant respectivement paralléles & des droites perpendi-
culaires entre elles. Il ne s'agit donc plus, peur déter-
miner CM, que de résoudre ce probléme : Mener dans
un plan donné CIB, et par un point C de ce plan, une

(*)Traité élémentaire de Géoméirie descriptive, 3¢ édition, 1** par-
tie, p. 30. ' .

Fia. 288.
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droite CM qui soit perpendiculaire ¢ une droite donnée
AL, située dans un plan donné AlB. ,

Or, si l’on .abaisse CP perpendiculaire au plan AIB; que,
du pied P de cette droite, on méne PQM perpendiculaire:
a AL; qu’enfin V'on joigne le point M, ou cette perpendi-
culaire rencontre l'intersection BI des deux plans, avec
le point donné C, on aura la droite cherchée CM.

Remarque. A chaque position de la droite EF corres-
pond une position de la droite GH; en sorte que si la
droite EF se meut, en restant parallele au plan direc-
teur AIB, la dreite GH se meut pareillement, et que le
point O, ou ces deux droites se coupent, décrit un cer-
tain lien géométrique. Ce lieu n’est pas rectiligne ; mais
nous allons prouver, dans le probléeme suivant, qu’il est
plan. ’

Probléme XI1I.

Une droite EF s'appuie sur les deux cotés opposés AD, BG d’un
quadrilatere gauche, en restant parallele a l'un des deux plans
directeurs. Une seconde droite GH s’appuie sur les deux autres
cotés opposés AB, CD, en restant paraliele au second plan
directeur. De plus, ces droites sont constamment perpendicu-
laires entre elles. De quelle nature est la ligne décrite par leur
point d’intersection?

Si nous considérons diverses positions EF, E’F'..., GH,
G’'H’... des deux droiles mobiles, nous obtiendrons une
infinité de quadrilatéres gauches, tels que OTO’S, dans
chacun desquels deux angles opposés sont droits. Il est
clair que chacune de ces figures pourrait;j tenir lieu du
quadrilatere donné. Nous pouvons donc, pour plus de
simplicité, et sans rien Oter a la généralité de la solution,
supposer que ce quadrilatére a deux angles droits, en B
et en D.

Soit ABCD un pareil quadrilatére. Si nous menons la
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diagonale AC, et que nous joignions le milieu K de cette
droite aux sommets B, D, les distances AK, BK, CK, DK
seront égales entre elles, comme rayons de deux demi-
cercles égaux.

De méme, si EF et GH sont deux positions correspon-
dantes des droites mobiles, en sorte que l'angle O soit
droit, les quatre points B, F, 0, G seront également di-
stants du milieu K’ de GF.

Construisons, comme dans le probléme précédent, le
parallélogramme ADCI : ses diagonales se coupent en leur
milieu commun U; donc, par ce qui précéde, DU=UB=LI ;
donc l'angle DBU est droit. »

De méme, si nous construisons le parallélogramme
EDHR, et que nous menions OR et DO, I'angle DOR ser:
droit. Mais les droites OR, BI sont paralléles, comme étant
les intersections de plans respectivement paralleles : donc
la droite DO est située dans un plan perpendiculaire
a BI, qui coupe le plan DBI suivant L:B. Donc le lieu du

- point O est plan.

Remarque. Les lecteurs & qui les Surfaces du second
ordre sont familiéres reconnaitront que la propriété indi-
quée dans le probléme précédent peut étre énoncée en
ces termes : Dans tout paraboloide hyperbolique, le liew
des intersections de deux génératrices perpendiculaires
entre elles est. une hyperbole dont le plan est perpendicu-
laire aux deuw plans directeurs (*).

(*) Manuel des Candidats & I Ecole polytechnigue, tome 11, p. 137.
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Probléme XIII.

Etant donnés deux points fixes A, B, et deux plans fixes VY, XZ,
on prend dans I'espace un point quelconque M; on meéne Ja
droite AM ; on joint le point P, ou elle perce le plan VY, avec
le point B, par la droite PpB, laquelle perce le plan XZ au
point p ; enfin on tire les droites BM, Ap; et I'on obtient ainsi
un quadrilatére plan MPpm. Sile sommet M de ce quadrilatere
décrit une droite CD, quel est le lieu décrit par le sommet m?

Convenons, pour abréger, d'appeler points homologues
les points M, m. Alors P, p sont des points homologues; et,
¢i G est la trace de la droite CD sur le plan VY, et que ¢
soit la trace de BG sur le plan XZ, les points G, ¢ sont
encore des points homologues. ,

Cela posé, considérons l'angle triédre dont les arétes
sont BM, BC, BP, et coupons-le par le plan mcp : les points
de concours des colés homologues, dans les triangles
MCP, mcp, doivent appartenir & une méme droite, inter-
seclion des plans de ces triangles. Or, les cotés MP, mp
concourent en A; les c6tés GP, ¢p concourent en un point
E, évidernment situé sur lintersection XY des plans
donnés ; donc le point de concours F des cotés CM,
cm est 'intersection de la droite AE avec la droite donnée
CD. Par conséquent, le lieu du point m est la droite cF,
laquelle est alors I’homologue de CD.

Remarqueé. I. On vient de voir que la trace C de la
droite CD, sur le plan VY, a pour point homologue Ia
trace ¢ de la droite cF sur le plan XZ. On verra, de méme,
que le point ou la premiére droite perce le plan XZ a pour
homologue le point ou la seconde droite rencontre le
plan VY.

II. Si une droite est paralléle & I'un des plans fixes, son
homologue est paralléle & 'autre plan.
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~[II. Si une droite est parallele  l'intersection des plans
fixes, son homologue est parall¢le a cette intersection.

IV. Sila premiére droite est située dans le plan VY, son
homologue sera située sur le second plan.

V. Les homologues de droiles concourantes sont aussi
des droites concourantes.

VI. Les homologues de droites paralléles sont, en gé-
néral, des droites concourantes. Leur point de concours F
s’obtient en menant, par les poinls A, B, des paralléles AP,
BF & la direction donnée, en joignant la trace P de la pre-
miére au point B, et en joignant la trace p de cette der-
niére droite au point A par la droite Ap, que l'on prolonge
jusqu’a sa rencontre avec BF.

VII. Supposons qu'une droite D s’appuie sur une droite
D/, en restant parallele 4 une direclion donnée ; alors
I’homologue d de D rencontre I'homologue d’ de D/, el
passe constamment par un point fixe : cette droite d en-
gendre donc un plan. Par conséquent, I'homologue de
toute figure plane est une autre figure plane.

VIIL. Le probléme que nous venons de résoudre, et dont -

nous venons d’indiquer quelques conséquences, est une
nouvelle application du principe de la transformation des

figures.

Fia. 293.
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LIVRE VL

Théoréme ¥.

Tout plan GFHE, mené par les milieux E, B de deux ardtes op-
posées AB, CD d’un tétraédre ABCD, partage ce corps en deux
parties équivalentes EGFBHCA, EGFBHD. :

Le premier polyedre EGFHCA se compose d'une pyra-
mide quadrangulaire EGFHC et d'un tétraédre AECH. De
méme, EGHFBD se compose d'une pyramide quadrangu-
laire EGFHD et d’un tétraédre EBGD.

Les deux pyramides quadrangulaires ont méme base
EGFH. De plus, & cause de FC = FD, leurs sommets C, D
sont également distants de cette base; donc elles sont
équivalentes. 11 resic & comparer les tétraédres AECH,
EBGD.

Si nous prenons pour base de ces tétraédres les trian-
gles ABC, EBG, nous aurons

AECH _ AEC  AH
EBGD = EBG = AD
Les triangles AEC, EBG ont leurs bases AE, EB en

ligne droite; leurs haoteurs sont proportionnelles 4 BC et
BG; ainsi, 4 cause de AE = EB,

ARC _ BC
EBG ~ BG '

d'ou
AECH _ BC AH
EBGD — BG AD °
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La figure ABCD est un quadrilatére gauche, dans lequel
les cotés opposes AB, BC sont coupés propodtionnellement.
Donc le plan EGFH doit partager, en segments proportion-
nels, les deux autres cotés BC, AD (Liv. V, Th. VII).
Ainsi,

BG _ AH

GG~ AD’
ou

BC _ AD |

BG AU’
ete.

Théoréme FZ.

Dans tout parallélipipede, le produit de l'aire d’une face par la
-hauteur correspondante est constant.

Remarquons d’abord que ce théoréme est vrai, sans
quoi un méme parallélipipéde aurait, a la fois, plusieurs
volumes. Il £'agit donc, ici, d’'une simple vérification.

Par un sommet quelconque E du parallélipipéde, me-
nons un plan perpendiculaire & 'aréte EH, et soit EMNP la
section faite, par ce plan, dans les faces EG, GB, BD, DE.
Si, du méme sommet E, nous abaissons EI, EK perpendicu-
laire sur PN, MN, ces droiles seront perpendiculaires aux
faces BD, BG. :

En effet, le plan EMNP, perpendiculaire & I'aréte EH, est
perpendiculaire & 1a face EG et & la face BD; donc la droite
El, menée dans EMNP perpendiculairement a I'intersection
PN, est perpendiculaire & Ia face BD.

On verrz, de Ia méme maniére, que EK est perpendicu-
laire & BG.

Cela posé, les parallélogrammes BD, BG ont pour

19

Frg. 2
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mesures, respectivement, BG. PN et BC.MN ; en sorte que
1’égalité & démontrer est , )
BG.PN.El =BC.MN. EK,
ou
PN . El = MN . EK.

Or, dans les triangles EPI, EMK, les angles P, M sont
égaux, comme angles opposés d'un parallélogramme;
donc ces triangles sont semblables; et 'on a

B _ B
EM ~ EK '
elc.

Théoréme IEF.

Si une surface polyédrale convexe est terminée par une ligne
brisée, dont les cotés soient ou ne soient pas dans un méme
plan, le nombre des faces, plus le nombre des' sommets, égale
le nombre des arétes plus 1.

Désignons par F le nombre des faces, par S le nombre
des sommels, par A celui des arétes. Il s’agit de faire voir

que
F4+S=A41.

Cette formule est vraie dans le cas de F — 1 ; car alors
§ — A. Admettons donc qu’elle ait été vérifice dans le
cas de F faces, et démontrons qu'elle subsiste pour F 4 1
faces.
" Soit ABC... la ligne brisée qui termine la surface. Con-
struisons, sur le c6té AB, une nouvelle face, composée de
n sommets et de n coOlés. Si celte face a m cotés com-
muns avec ABCD... elle aura m -+ 1 sommets communs
avec cette méme ligne; car on suppose que e nouvean
polygone ne ferme pas complélement la surface, et qu’il.
laisse une seule ouverture. De cette maniére, les nombres.



DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 291

F, S, A deviendront, respectivement

F=F41,¥=8S4n—(m 1), A=A4n—m;
@0, & cause de la formule ci-dessus,

F+8 = A 4 1.

Théoréme IV.

Dans tout polyedre convexe, le nombre F des faces, plus le

nombre S des sommets, égale le nombre A des arétes plus 27
c’est-a-dire que

F+8=A+2().

Enlevons une face du polyédre; nous aurons une sur-
face polyédrale ouverte, terminée 4 une ligne brisée, et
dans laquelle les nombres de faces, de sommets et d’aréics
seront, respectivement, F —1, S, A ; donc, d’aprés la pro-
position précédente,

’ F—14+8=A+41;
etc.

Ce théoréme remarquable a un grand nombre de cons¢-
quences, parmi lesquelles nous indiquerons les suivantes.

Théoréme V.

Dans tout polyedre convexe : 1o les faces d’un nombre impair de
cités sont toujours en nombre pair; 20 les sommets auxquels

aboutissent un nombre impair d’arétes sont toujours en nombre
pair.

Soient, respectivement, a, b, ¢, d..., les nombres de
faces triangulaires, quadrangulaires, pentagonales, etc.;

représentons de méme par «, B, v, 3,... les nombres d’an-
gles triédres, tétraédres, pentaédres..., de maniére que

(*) Théoréme d’Euler.
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F=a+b+c+d+...
S=atpf+y+ 34 ..

Chaque aréte appartient & deux faces, et aboutit & deux
sommets ; si donc nous comptons, soit le nombre des co-
tés de toutes les faces, soit le nombre des arétes de tous
les angles polyedres, nous aurons le double 2A du nombre
des arétes. Aiosi

oA = 3a 4 4b + 50 + 6d - Te o ...,
9A = 3 -+ 48 + 5y - 63 1 Te - ....

Or, ces deux derniéres égalités exigent que
ot+ct+ed ., gyt ...

soient des nombres pairs.

Théoréme VI.

Dans tout polyedre convexe de F faces, le nombre S des som-
mets et le nombre A des arétes satisfont aux conditions

$T2(F—9, AZ3(F-—2),
$S5F+2 AS>GFE
Les valeurs de F, S et 2A, écrites plus haut, donnent

oA —3F=b- 2 +3d + ...,
A — 38 =F 42 + B+ ...;

donc : 1o,
=3
A> 5 F
et
= 3
A>—2—S.

" Cette relation devient, par le Théoréme d'Euler,
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A’;‘—Z- A4 2—B;
ou : 20, '
AS3(F—2.

Remplacant A par F 4+ S — 2, on trouve les deux autres
conditions. '

Remarque. 11 est facile de construire des polyédres
dans lesquels le nombre des somiets soit, d'aprés les re-
lations précédentes, le plus grand ou le plus petit possible.
En effet :

1° Dans un prisme ayant F faces, le nombre des cotés
de la base est F — 2; donc le nombre S des sommets du
polyédre est 2 (F — 2).

2° Gonsidérons un polyedre formé de deux pyramides
ayant une base commune. Si le nombre des cotés de cette
base est m, on aura, en supposant que deux faces adja-
centes quelconques ne soient pas dans un méme plan :

’ F = 2n, S=mn + 2;
donc

1 Al
8= F42.

Et siles deux pyramides ont deux faces dans un méme

plan :
F=22—1, S=n-+2;
ou
1
S:-Q—(F—l— 1 + 2.
Théovéme VII.

Dans tout polyedre convexe, le nombre des faces triangulaires,

augmenté du nombre des angles triedres, donne une somme

qui ne peut étre inférieure a 8.

D’aprés les valeurs de F, de S et de A, I'équation

F4+8S=A+4+2
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devient
2(at-be+d+e. )42 (@+B4y+-04...) =44 304-4b4-5e+-6d+-. .,
A abt-etd. . )2 at-B4y+ 84 =443 4B4-5y4-63+...;
ou

2at-pty+2+. J—(a+2430-4d+...) =4, (1)
2(at-b4-0td+...)—(a-2p+3y 4434 )=4 (2)
Ajoutons membre 4 membre ces deux égalilés; nous
obtiendrons
(a-a)— (o) —2(d+3)- 3(ete)—...=8; (3)
d'ou
o4 a>8.

Remarques. 1. Tout polyédre conveze o des faces trian-
gulaires ou des angles triédres.

II. L’¢quation (3) exprime que, dans tout polyédre con-
vexe, la somme dunombre des faces triangulaires et du
nomore des angles triédres est égale a 8, plus la somme
du nombre des facespentagonales etdu nombre des angles
pentaedres, plus deux fois la somme du nombre des faces
hexagonales et du nombre des angles hexaédres, elc.

Théoréme VIII.

1e Tout polyedre convexe a des faces triangulaires, ou quadran-
gulaires, ou pentagonales, 20 tout polyedre convexe a des
angles tricdres, ou tétraédres, ou pentaedres.

Entre les équations (1) et (2), éliminons, successive-
ment, « et @ ; nous trouvons :
3a+-20+-c—e—2f—...—2B—by—...=12, (4)
Jat-2p4-y—e—2p—...—2b—4o—...=12. (5)
Or les relalions (4), (5) exigent que 3a + 2b + ¢ et
3o -- 28 -+ 7 soient des nombres égaux on supérieurs &
12 ; donc, etc.
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Remarques. 1. A Vinspection de 1'équation (4), on re-
connait que :

1o Si la surface d'un polyédre est formée seulement de
triangles, ou sielle est formée de triangles et d’hezagones,
le nombre des triangles est égal ou supérieur d 4;

20 Si la surface d'un polyédre est formée seulement de
-quadrilutéres, ou si elle est formée de quadrilatéres et
d’ hexagones, le nombre des quadrilatéres est égal ou
supérieur da 6 ;

30 Si la surfice d'un polyeédre est formée seulement de
pentagones, ou si elle est formée de pentagones et 4’ hexa-
_gones, le nombre des pentagones est égal ou supérieur
a12.

11. L’équation (5) conduit & des conséquences analogues,

1I. Sapposons @ =0, =0, e= 0, f=0..., 3 =0,
v = 0...; alors I'équation (1) devient ¢ = 12. C'est-a-dire
que :

Siun polyedre a seulement des angles triedres, et que
ses faces soient des pentagones et des hexagones, le nombre

-des pentagones égale 12.

IV. L'équation (5) prouve parcillement que :

St un polyeédre a toutes ses [aces triangulaires, et que
-ses angles soient en partie pentaédres, enipartie hexa-
édres, le nombre des pentaedres égale 12 (*).

V. On démonire, avec la méme facilité, les propriétés
-suivantes :

1o St un polyedre convexe n'a ni angles triedres ni an-
gles tétraédres, il a au moins 20.faces triangulaires ;

2° Si un polyedre conveze n'a ni faces triangulaires ni
faces quadrangulaires, il a au moins 20 angles triedres ;

(*) Géométrie de Legendre, 12¢ édition, page 308.
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30 i un polyédre convexe a un seul angle triédre, e

qu'il w'ait aucun angle tétraédre, it a o moins 16 faces

triangulaires ;

4° Si un polyédre convexe o une seule face triangu-
ladre, et qu'il n’ait aucune face quadrangulaire, il o au
moins 16 angles triedres;

Etc., etc.

Théoréme IX.

La somme des angles plans d'un polyedre convexc est égale a
autant de fois quatre droits que le polyedrec a de sommets
moins deux (*). )

Représentons par P cette somme, et conservoas les nota-
tions précédentes : nous aurons, en prenant I’angle dcoit
pour unité,

P=2a(3 -2)+4-2b(4—2)+2c(5—2)+2d(6—~2)+...,
ou
P=2(3a+4-4b-+5¢c+6d+...)—4(a-+o4-c+d+...),
ou encore :
P =4A — 4F.
Mais
A—F=85-—-2;

P=4E8— 2.

donc

Théoréme X.

Dans tout polyedre convexe, la somme des angles polyédres est
équivalente a l'exces de la somme des angles di¢dres sur autant
de fois deux diedres droits que le polyedre a de faces moins
deux (**).

D’aprés un théoréme connu, chacun des angles triedres
du polyédre est équivalent & T'exces de la demi-somme

(*) Théoréme de Simon Lhuilier.
(**) Dt & M. Brianchon (Journal de | Ecole Polytechnique, XXV Ca

hier).
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de ses angles diedres snr 1 diédre droit. De méme,
chaque angle tétraédre est équivalent a l'exces de la
demi-somme de ses angles diédres sur 2 diédres droits ; et
ainsi de suite. Dailleurs, chaque angle diédre du polyédre
appartient & deux angles polyédres. Si donc nous prenons
'angle diédre .droit pour unité, la somme de tous les
angles polyédres égalera a 'excésde la somme des angles
diédres sur la quantité

@ (3—)+p%—2) +7(5—3)+..
Or cette quantilé est égale a 2A — 28; ou, par le Théo-
réme d’Euler, égalea 2 (F — 2).

Théforéme XE.

Si une surface polyédrale convexe présente une seule ouverture,
ayant m cotés non situés dans un meéme plan, on peut tou-
joursfermer cette ouverture au moyen d’une surface polyédrale
ayant au plus m — 2 faces, de maniére & obtenir un polyedre
convexe fermé de toutes parts.

Soit ABCDEF le contour brisé qui termine la surface
convexe. On pouria toujours faire passer un plan qui
contienne an moins trois des sommets A, B, C, D, E, F,
et qui laisse d’'un méme c6lé les autres sommets et la
surface polyédrale. Soit, pour fixer les idées, AEC la face
ainsi obtenue. Par les sommets A, G, faisons passer un
plan qui laisse encore d’'un méme coté tovs les sommets

de la surface, ¢t supposons que ce plan tourne jusqu'a’

ce qu’il rencontre un nouveau sommet, B par exemple :
ACB sera une nouvelle face. En continuant de la sorte,
nous obliendrons une série de faces planes, donl I'en-
semble fermera l’ouverture ABCDEF. Le nombre de ces
faces sera le plus grand possible quand elles seront trian-
gulaires et qu’elles auront un sommet commun A; mais

G., 676.
G.,677.
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alors ce nombre égale m — 2. De plus, le polyédre résul-
tant sera convexe; car si le plan EDC, par exemple,
coupait la surface polyedrale proposée, le coté CB, pro-
longe, devrait aussi couper cette surface, laquelle, con-
trairement a ’hypothése, ne serait pas convexe.

Théoréme XIK.

Si la surface d'un polyédre convexe est partagée en P parties
séparées les unes des autres par A arétes formant R réseaux
isolés, et que S soit le nombre des sommets situés sur ces
arétes, on aura

P+S=A+RB+1(%

Considérons d’abord le cas ou les A arétes sont liées
entre elles, de maniére & ne former qu'un seul réseau.

L’égalitée P 4+ S —= A 4 2 est évidente si la surface to-
tale du polyédre est décomposée en deux parties seule-
ment, par une succession d’arétes formant un circuit
fermé. Car alors P = 2, S = A. Subdivisons 'une de ces
parties en deux autres, au moyen d'une ligne de sépara-
tion formee par des arétes consécutives, et terminée &
deux sommets déja considérés. Alors P augmente d’'une
unité ; mais, en méme temps, I'augmentation de A sur-
passe d'une unité 1'augmentation de S; d’ou il résulte
que P+ S — A ne change pas. La méme conclusion sub-
sistant pour chacune des subdivisions nouvelles qu’on
peut effectuer, la premiére partie du théoréme est dé-
montrée.

Admeltons maintenant que les A arétes ne soient pas
toutes liées entre elles, de sorte que leur ensemble consti-
tue R réseaux, isolés les uns des autres.

Ay

(*) Cette ingénieuse généralisation du Théoréme d’Euler a été don
née par le regrettable professeur Thibault (Voyez les Nouvelles
Annales, t. 11).
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Lions entre eux, par une succession d’arétes intermé-
diaires, deux réseaux consécutifs, et considérons le nou-
vel ensemble composé d'un réseau de moins.

P n’a pas changé, mais I'augmentation de A surpasse
d’une uniié 'augmentation de S ; ainsi P 48 — A dimi-
nue d'une unité. En diminuant aln51 successivement d'une
unité le nombre des réseaux, on aura, a la fin, diminué
P 48— A de R — 1 unités : mais alors toutes les arétes
seront liées entre elles, et I'on aura

' P+S—A—R—1)=2,
ou

P4+S=A-4R 1.

Le théoréme est donc démontré.

‘Théoréme XIII.

Deux polytdres convexes P, P’ sont égaux lorsqu'ils ont toutes
leurs faces égales chacune  chacune, et semblablement dispo-
sées (*).

Pour démontrer que les polyédres sont égausx, il suffit
de faire voir que chaque angle polyédre du premier
a son égal dans le second. Si cela n’a pas lieu, c'est que
les angles polyédres de P sont, en tout ou en partie, diffé-
rents des angles polyédres de P’. Ce second cas peut faci-
lement éire ramené an premier.

En cflet, soit SABCDE un angle polyédre de P, lequel
a son égal dans le polyédre P’. Si nous enlevons cet
angle S, et que nous fermions I'ouverture ABCDE par une
surface polyédrale convexe (Th. XI), nous remplace-
rons le polyeédre P par un polyédre , ayant moins de

“faces, moins de sommets et moins d'arétes que.le

(*) Théoréme de Cauchy.
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polyédre P. De méme nous pourrons supprimer dans P’
'angle polyedre S égal a S, et nous formerons un po-
lyédre (/ dont toutes les faces seront egales a celles du
polyédre Q. En continuant de la sorte, nous arriverons
nécessairement (puisque les polyédres P, P’ sont supposés
inégaux) & denx derniers polyédres convexes T, T/ ayant
toutes leurs faces égales, chacune & chacune, et tels
qu’aucun angle polyédre du premier n’aura son égal dans
le second. Le second cas que nous avions a examiner est
ainsi réduit au premier.

Admettons donc, s'il est possible, que chacun des angles
polyédres de P scit différent de 1'angle correspondant du
polyedre P/. Regardons ce dernier polyédre comme une
transformation du polyédre P, et, dans cette hypothése,
mettons le signe -+ sur l'aréte de chaque diédre qui a
augmenté, et le signe — sur 'aréte de chaque diédre qui
a diminué. D’apres le Théoréme XX du Livre V, le nombre
N des changemenls de signes obtenus en faisant le tour
de chacun des angles polyedres de P, et le nombre S des
sommets de P, vérifient la relation

N> 4S.

Deux aréles consécutives d'un angle polyédre appar-
tiennent toujours a une méme face de P, et n’appar-
liennent qu'a cette face : donc le nombre N doit étre
égal au nombre total des variations de signes rencontrées
en faisant successivement le tour de chacune des faces du
polyedre P.

Or, pour chaque face triangulaire, le nombre des varia-
ticns de signes esi, au plus, égal a 2.

Pour chaque face quadranguiaire, le nombre des varia-
tions de signes est, au plus, égal & 4,
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En général, si le nombre des cotés d’une face est pair

et égal & 2n, le nombre des variations de signes obtenues

en faisant le tour de cette face sera, au plus, 2n; et, si le

nombre des cOtés d'une face est impair et égal a 2n 1, le
nombre des variations de signes ne surpassera pas 2n.

Cela posé, soient a le nombre’ des faces triangulaires, b
le nombre des faces quadrangulaires, etc.; nous aurons

N Z 2a + 4b 4 4c+ 64+ 6e + 8f + 89 + ...
D'ailleurs,
2A = 3a + 4b 4 5¢ + 6d + Te 4 ...
F=a+t+bt+ct+dte+..;
d’ou ’
4A — 4F = 2a + 4b + 6¢ + 8d + 10e + ...
Mais, par le Théoréme d'Euler,

S+F=A42;

one 4S=8-+2a+ 4b+ 6c 48+ loe + -..:
¢t, & cause de l'inégalité ci-dessus,
NZT 48 —8.
Or, nous avons trouvé
N> 4s.

Par conséquent, le nombre N serait inférieur 4 45 — 8 et
supérieur a 45 ; ce qui est absurde. Donc il n'est pas pos-
sible que les polyedres convexes P, P, qui onl toutes lears
faces égales chacane & chacune, n’aient pas en méme
temps tous leurs angles polyedres égaux, chacun a chacuu.
Donc ces polyédres sont égaux.
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Théorcme XIV.

. 1~ Dans tout tétraédre, les droites menées des sommets, aux centres
des moyennes distances des faces opposées se coupent toutes
les quatre en un meéme point, centre des moyennes distances
des sommets du tétracdre. Ce point est situ¢ aux trois quarts
de chaque droite, & partir du sommet d’ou elle est menée.

20 Dans tout tétracdre, les droites qui joignent les milieux des
arétes opposées se coupent mutuellement en deux parties
égales, au centre des moyennes distances des sommets du
tétraedre.

Ces deux théorémes résultent, immédiatement, des pro-
priétés du centre des moyennes distances, énoncées dans
le Livre V. Ajoutons que la démonstration directe serait
fort simple. '

Théoréme XV.

Les droites qui joignent les sommets homologues de deux
polyedres semblables, et semblablement placés, se coupent
en un méme point.

(Voyez Th. V, Liv. lIL.)

Théoréme XVI.

Les centres de similitude de trois polyedres, semblables et sem-
blablement placés, sont en ligne droite.

(Voyez Th. VII, Liv. lIL.)

Théoréme XVIK.

Les six centres de similitude de quatre polyedres P, P/, P7, P/”.
semblables et semblablement placés, sont dans un méme plan.

D'aprés le théoréme précédent, les quatre polyédres,
considérés (rois & trois, ont quatre axes de similitude,
lesquels contiennent chacun trois des six centres- de simi-
litude. De plus, chaque centre de similitude est & la
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fois sur deux aves : par exemple, le centre de similitude
des polyedres P, P”, est sius <nr I'axe des polyedres P,
P/, P”, et aussi sur ’axe des polyédres P, P, P". vouc 1
quatre axes et, par suite, les six centres, sont dans un
méme plan, nommeé plan de similitude.

Théoréme XVIIE.

Dans tout tétratdre, le plan bissecteur de chaque angle diedre
partage 'aréte opposée en deux segments proportionnels aux
aires des faces adjacentes.

Considérons le plan AED, qui divise en deux parties
égales I'angle diédre dont I'aréte est AD. 1l s’agit de dé-
montrer que

BE  ABD
CE ~ ACD -

Projetons la figure sur un plan quelconque, perpendi-
culaire a AD. Cetle droite a pour projection un point |;
et les plans ABD, AED, ACD, étant perpendiculaires au
plan de projection, auront pour traces des droites IB’, IE/,
1¢/ telles, que IE’ sera la bissectrice de I'angle formé par
IB et IC’. Enfin la droite BEC se projettera suivant une
droite B'E'C.

Cela posé, on a, dans le triangle B’IC/,

B'E/ 1B

[TV
Mais il est facile de voir que B’E, C’E’ sont proportion-
nelles & BE, CE, et que B’I, C’I sont égales, respective-
ment, aux perpendiculaires abaissées des points B, G sur
AD, base commune des triangles AAD, ACD. La propor-
tion précédente revient donc 4 celle qu'il s'agissait de
démontrer.

"F1e. 297.

G., 466.
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Probléme 1.

Déterminer la hauteur d’un tétraédre dont les arétes sont données.

Soit SABC un tétraedre, dans lequel nous prendrons ABC
pour base, et SP pour hauteur correspondante. Du point
P, projection du sommet S, abaissons PD perpendiculaire
sur BC, puis menons SD : cetie derniére droite sera per-
pendiculaire a BC.

Faisons tourner la face SB autour de BC, jusqu'a ce
gqu'elle vienne se rabatire dans le plan ABC. Dans ce
mouvement, la droite DS n'a pas cessé d’étre perpendi-
culaire 4 BC; donc, lorsque les plans des deux faces
coincideront, celte droite DS viendra en DY/, sur le pro-
longement de PD. Ainsi, quand on fait lourner une des
faces du tétraédre autour du c6té commun a cetle face et
ala base, jusqu’a ce qu’elle vienne coincider avec le plan
de la base, le rabattement du sommet et le pied de la
hauteur du tétreedre, sont situés sur une méme perpen-
diculaire & I'axe de rotation.

Soit actuellement, en vraie grandeur, ABC la base du
tétraedre, et soient BGS, ACS”, ABS'” les rabaltements des
trois autres faces. Nous aurons

AS” = AS", BS' =BS", C§ =C8".

Si, des points §, §”, §'”, nous abaissons des perpen-
diculaires sur les cotés correspondants, ces trois droites
se coupent en un méme poini P, projection du som-
met inconnu. En outre, la hauteur SP est un cété de
I’angle droit du triangle APS, dans lequel AS = AS” est
I’hypoténuse. Si donc nous décrivons une demi-circonfé-
rence sur AS” comme diamétre ; qne, du poinl A comme
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centre, nous tracions I'arc PD ; et que nous menions SD,
cette droite sera égale a la hauteur du tétraédre.
‘Lorsque les aréles sont données en nombres, on
peut calculer, d’aprés celte construction, I’expression de
la hauteur du tétraédre, et ensuite déterminer le volume

de ce corps ; mais celte méthode est moins simple que la
suivanle.

Probléme 1X.
Calculer, en fonction des arétes, le volume d'un tétraédre.

Considérons d’abord le cas ou les aréles SA, SB, SC
seraient égales entre elles. Alors le point P, projection
-du sommet S, est évidemment le centre du cercle circon-
scrit au triangle ABG; et la droite AP estle rayon R de ce
cercle. Si donc nous représentons par «, B, y les cotés
BC, AC, AB de la base, par & la longueur commune des

arétes, par 2 la hauteur du tétraeédre, et par A 'aire de
sa base, nous aurons :

A= T B9 (=) (Fr—f) G-

R— By

s 2 52 _ Re.
T 7‘2 ¥ - R

v . 1
Le volume v sera ensuite donné par la formule v = —Ah;
o

d’on, en faisantla substitution indiquée,

v= N BTN B 1T BB =87 (A)

- Soit actuellement un tétraédre quelconque SABC ; dési-

gnons par a, b, ¢ les cOtés de la face ABC, et par o,

o, ¢ les arétes SA, SB, SC, respectivement opposécs a
20

Fre. 298.

F16. 300.
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ces cotés. Si nous prenons les distances SA’, SB/, SC/ ¢gales:
a4 une longueur quelconques, nous formerons un tétraédre
SA’B’C’ dont le volume sera donné par la formule précé-
dente. D’ailleurs, ces deux tétraédres, ayant un angle
triédre commun, sont entre eux comme les produits des
arétes qui comprennent cet angle; de telle sorte que si
nous appelons V le volume cherché, nous aurons
a/blol
V=

et il ne s’agira plus que d'exprimer, en fonction des don-
nées et de 3, les arétes «, B, 7.

Pour cela, considérons le triangle ABS et le triangle iso-
scéle A’B’S, qui ont un angle commun S. Abaissons, des
sommets B, B/, les perpendiculaires BD, B’D’ sar le coté:
AS. A cause des triangles semblables :

S _ 8 _ v,
S T SBFT 8
puis, dans les triangles SA’, SAB :
RA=2 — 2.8, cE=a%+ 03 —2a.8D.
On tire, de ces équations,

D _afeni—c b
sy T @@ —qr a
Donc
a/2+b/2+6’2 _8—— bl .
202 — o2 a3
d’ou

A= (c+a —=V)(c—a 4 V) ]
. a't!

Une permutation tournante donne ensuite
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1 (a+b'—c') (a—Db'+¢)
o= v ’
2 g (0+0—d) (b—c"+d)
F= c'a/ :

Observons maintenant que le produit
P = (a+f+y) (at+B—y) (aty—p) (B+y—a)
devient, étant développé,
— at — B — h1-96262 2022 + 2,%2,
Si donc, pour abréger, nous posons
(a+b'—c’) (a—b'4-¢') = m?2,
(b+c'—a') (b—c'+a’) = n?,
(e+a/—b) (c—a'+b) = p?;
nous ohtiendrons d’abord
= L (—a*m*—b"2ni—c2pt+-2Wb'men24+-2b'cn2p2+-2capm?) ;
a’2b'2c'2

puis

v= m\/ —a'mi—=l'2né—c¢2pi4-2a/b'm2n24-2b ¢'n2p?4-2¢'a’pm? —m2n2p?;

et ensuite

1
V= 17 \/—a’2m"—b”n“—c"p‘+2a'b’m’n2+‘Zb'c'n’p’+2c'a’p’m2—m"nZp’l. ]

La quantité placée sous le radical peut étre décomposée
de cette maniére : T
—(am2—bn?)?—p:m2-Wc)(n2—2a'c)+2ab'c2p*—c2p2(p*—2a'h’).
Conséquemment, si 'on pose
m2 — 2b'c’ = m"?,
n? — 2c'a’ = n’?,
P2 — 200 =p,
on aura, au lieu de cette méme quantité,
—(@/m3—=b'm3) = (p"4 206 Ym 220 b e (P 2h) —¢ 2 ppi 2y 5
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ou, en réduoisant :
_a’zm’b_b’ﬁn’b_c'2p’h__m’?nlzp'ﬁ_i_[ia»bzzclg.

1’expression du volume devient donc

V= -1—12- \/4a’9b’ﬂc’2—a’2m"—b’ﬁn"—c?p"— 2n'2p'2 . (B)

D'apres les valeurs de m?, n2, p?:

12— A2 I__nl\2 I ol —n®
m2= q2—(b'—c')2—2Wb'¢/ =a®—b'2—c'?,
n2=br—(c'—a’2—2c'b'=c?—c'*—a ',
p=c*—(a'—V')*=2a' a'=b*—a"2—b'%.

Dans chaque cas particulier, on calculera les quantités
m’2, n'% p2) aprés quoi 'on en substituera les valeurs dans
la formule précédente. Mais, si nous voulons exprimer V
en fonction explicite des arétes, commencons par former
les différents termes de Ja quantité placée sous le radical.
Nous aurons ainsi :

amt=ata’® - 2b'2+c'?)a2a’ 2+ (b2 4-c2)202,
b2ne=btb2—2(c'2d-a'2)b2b2 (¢ 24-a'2)2b2,
c2ph=ctc2—2(a2+0"2)c2 (a2 4 bt)2c?,

M= a2b2cr—(a4-2)abIH(a?H 2 ) (e a? ~(0 24 b)) (¢ 2 4a?)
—b'24-c2)b2e2 4 (b 24-c2) (b2 a'2)b2
—(c24-a?)c*a?+(c2+-a)(c*4-b"2)c?

La somme des seconds membres peut étre mise sous la
forme
402026 2=a20"2 b2 02— a2 02— a'2) — b2 2 c2+ a2— b2+ o2 a2 —b'2)

—c2¢'2(a? +b‘2—02+a’2+b'21—c'ﬂj+a?b‘!c?+a2b’?c'2+bﬁc'?a’2+o’2a’9b'2.

Par conséquent, si I'on suppose encore :
A=bA+c2—a’+b'*H-c*—a”?,
B=c*+a? —b>+c/*+a/2—b'2,
C=a?+b*>—c?+a"+b>—c"?,
D=a2b2c2_ a2 /20/2__ b20/20//2—’02a//2l)” ,
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on a, finalement,

V = V@R AT—D . (0)

EFrobléeme XK.

Couper un tétraédre ABC par un plan P, parallele aux arétes
opposées AC, BD, de maniere que la section EFGH soit
maximum.

Le plan P, étant paraliele & BD, doit couper les faces
ABD, CBD suivant des paralléles a cette aréte. De méme,
il coupe les deux autres faces du tétraédre suivant des
paralleles 4 'aréte AC. Conséquemment, le quadrilatére
EFGH est un parallélogramme dans lequel I’angle HGF
esl égal a I’angle des arétes AG, BD.

1l résulte, de celte observation, que ce parallélogramme
sera maximum en méme temps que le rectangle construil
sur les deux cotés HG, GF.

Or, & cause des paralléles :

BG GC
HG_AG.B—G, GF‘“BD"E’,
d’ou

HG.GF_AC BD g . .
BC

Dans le second membre, tout est constant, 4 I'exception
dcs segments BG, GG de l'aréte BC. D'aprés un theéo-
réme connu, le rectangle de ces segments est le plus
¢rand possible quand ils sont égaux, ¢ est-a dire quand le
point G est le milieu de BC.

Il faut donc, pour résoudre le probléme, mener le
plan P de maniére qu’il soit également distant des arétes
opposées AC, BD.

F1e. 302.
G., 443.
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Probléme IV.

Par les milieux E, F de deux arétes opposées d’un tétratdre
ABCD, on fait passer une infinité de plans. Quel est celui qui
détermine la section la plus petite en surface?

Soit EGFH le quadrilatére déterminé par 1'un duel-
conque des plans sécants. Menons la diagonale EF ; puis

-abaissons, des sommets G, H, les perpendiculaires GG/,
HH’ sur FE.

Le quadrilatére a pour mesure —;— EF . (GG’ + HH).

Si le plan sécant tourne autour de EF, le facteur
GG’ + HH' varie, 'autre étant constant. Il suit de 12 quele
quadrilatéere EGFH sera minimum en méme temps que la
somme des perpendiculaires GG/, HH'.

Par la droite EF menons un plan P, paralléle aux arétes
AC, BD (Prob. III). Généralement, les droites GG', HH’,
paralléles entre elles, sont obliques 4 ce plan; de plus,
elles sont égales entre elles, parce que le plan P est égale-
ment distant des arétes AC, BD. Leur somme est donc an

~minimum quand elles sont perpendiculaires au plan.

Alors GG’ est la commune perpendiculaire aux droites
BD, EF ; HH' est la commune perpendiculaire aux droites
EF, AC; et le plan EGFH devient perpendiculaire 4 P.

Ainsi, pour résoudre le probléme proposé :

Faites passer, par la droite EF, un plan P, parallele
auxw arétes AC, BD : par cette méme droite, menez un
plan P/ perpendiculaire au premier : il détermine la
section minimum.
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Probléme V.

‘Partager une pyramide quadrangulaire réguliére SABCD en deux
parties équivalentes, au moyen d'un plan BEFC passant par
I'un des cotés de la base.

Par le sommel S, menons un plan SGH, perpendiculaire
aux arétes AD, BC : il partage la figure en deux parties
.symétriques ; en sorte que si nous abaissons SO perpen-
diculaire a la base, et SP perpendiculaire au plan cher-
-ché CEFB, ces droites, hauteurs des pyramides SABCD,
SEFBC, sont contenues dans SGH.

Les volumes de ces pyramides sont proportionnels &

AD' . S0, M.IH.SP.

:Or, si nous abaissons HM perpendiculaire & SG, nous
avons

AD .80=GH.SO=SC.HM, IH.SP=SI.HM.

Nous pouvons donc rempiacer les quantités ci-dessus
par
AD + EF
—
Observons actuellement que la pyramide SEFBG doit
¢lre équivalente & la moitié de la pyramide donnée;
d'ou

AD . SG, Sl

AD . SG= (AD + EF) SL

Dans cette égalité, remplacons AD, EF par les longueurs
proportionnelles SG, SI ; nous aurons

SG* = (36 + 8I) §I,
Ol
s Sl
ST T SG—SI -

F1c. 304.
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Cette derniere proportion fait voir que le plan cherché
doit partager, en moyenne et extréme raison, la hau-
teur SG de la face ASD.

Probléme VI.

Etant donné un parallélipipede dont toutes les faces sont des
losanges égaux, on demande le volume de ce polyédre, en fonc-
tion des diagonales des faces.

Ge parallélipipede, dont le cube est un cas particulier,
porte, en Cristallographie, le nom de rhomboédre, parce:
que le losange est aussi appelé rhombe.

Imaginons qu’au sommet A du rhomboedre se réunis-
sent trois angles plans égaux BAD, DAE, EAB; et, pour
fixer Jes idées, supposons-les obtus. Alors, si nous menons
BD, DE, EB, ces droites seront les grandes diagonales des.
faces AC, AH, AF ; de plus, elles seront égales entre elles,
puisque ces faces sont des losanges égaux. ,

Par ces droiles, faisons passer un plan BDE; nous obtien-
drons un tétraédre ABDE, équivalent au sixiéme du rhom-
boédre.

En effet, ce létraédre est équivalent a la moilié de la
pyramide quadrangulaire ayant pour base ABCD el pour
sommet le point B, et cette pyramide est le tiers du rhom-

- boedre.

Nommons Ig la grande diagonale DE, et p la petite dia-
gonale AH ; nous aurons

AB=AD=AE=% Vo* + p?.

Par suite, et d’aprés la formule (A) trouvée ci-dessus.
(Prob. 1I), le volume du tétraédre est

1 —
27 9 V3P —¢*.
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Le volume du rhomboedre est donc

V= —i— g% y3p—g2.

Remarques. 1. Le rhomboédre que nous venons de con-
sidérer est appelé rhomboédre obtus. 1| est facile de voir
qu’avec les mémes faces on peut former un autre rhom-
boédre dans lequel les trois angies plans égaux, qui se
réunissent en un méme sommet, sont aigus. Le volume de
ce rhomboédre aigu est, d’aprés la formule précédente,
en permutant les lettres,

1 —_—
v, :Z P? \/392 —pt.

1. Le premier rhomboédre est toujours plus pelit que
le second, excepté quand p = ¢ ; alors les deux polyedres
se transforment en deux cubes égaux.

Ill. V deviendrait imaginaire si 'on avait 3p® = ¢%;
donc le rhomboédre-obtus est impossible si le rapport de

la grande diagonale & la petite surpasse \3.

Probléeme VIK.
Etant donné un dodécaddre dont toutes les faces sont des losanges
égaux, on demande, en fonction de l'aréte, le volume de ce
polyedre.

Ce polyédre, que l'on rencontre dans la nature, est
appelé dodécaédre rhomboidal. 1) est représenté dans la
figure 306.

Imaginons que trois angles oblus, égaux entre eux, se
réunissent par leur sommet commun G, de maniére a
former un angle (riédre.

Par le point G, menons, dans l'intérieur de cet angle,
une droite GS, également inclinée sur les arétes. Prenons
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GA =GB = (6C = GS; achevons les losanges GI, GK, GL;
puis, par les sommets A, I, B, K, G, L, menons des droites
égales et paralléles & AS : les extrémités de ces lignes se-
ront les sommets d'une ligne bri ée DMENFP, égale a
AIBKCL. Enfin, concevons que les plans PDM, MEN, NFB
viennent se couper en un point H, opposé au sommet G :
le polyedre GH sera un dodécaédre, décomposé en quatre
parallelipipedes. Si I'angle obtus AGB a été convenable-
ment choisi, ces parallélipiptédes seront, comme on le
reconnait aisément, des rhomboédres égaux enire eux,
el le polyedre GH sera le dodécaédre rhomboidal qu'il
s’agissail de coustraire.

Afin de déterminer 'angle AGB ou le losange AGBI,
observons d’abord que, d’aprés la construction précé-
dente, les trois angles diédres ayant pour aréte commune
GS sont égaux entre eux ; donc chacun d'eux vaut les
4 .

3 d'un angle diédre droit.

Cela étant, faisons passer un plan suivant les sommets
A, B, M; nous détacherons, du dodécaeédre, le tétraédre
ABIM (fig. 307), dans lequel chacun des angles diédres

d
Al, BI, MI est égal & % . Abaissons, du sommet I, la per-
pendictlaire 10 sur le plan du triangle équilatéral ABM.
Abaissons aussi, des points B, M, les droites BT, MT, per-
pendiculaires a l'aréte Al : elles se coupent en un méme
point T, parce que les triangles AIR, AIM sont égaux; et

comme 'angle de ces droites mesure 1’angle diédre Al,
nous aurons

4d

1l suit de 1a que les triangles isoscéles BTM, AOB sont
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égaux : donc, par une propriété connue,
Br=Bo= 42 .
V3

Enfin, si nous abaissons IU perpendiculaire sur AM, les
triangles AlU, AMT donnent

AL_ 10
AM — MT
Représentons par ¢ la grande diagonale AB de la face
AGBI, et par p la petite ; nous aurons :

AM=AB=y, lU=—;—p.

AMl=—V@Fp, N =BT =,
2 V3
et la proportion devient
Vot +p* = pV3;
d’ou résulte
g —
—=y2.
p =V
Ainsi, dans le dodécaédre rhomboidal, les diagonales

de chaque face sont entre elles comme V2 esta 1.
Conséquemment, si 'on désigne par a ’aréte du rhom-
boédre,

1 j———— 1 —
o= VP + 2 =—5-pV3;
puis
2 — 2 —
p——3-a\/3, g—g-a\/S

La formule trouvée dans le Probléme VI donne donc,
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pour le volume d’un des quatre rhomboédres, '

LI S .8 2_403\/3_-
4.9.6al/4a 3 =5

Multipliant cette quantité par 4, on a définitivement
le volume cherché :

_ 16—
V_.Ta, \/3.

Probléme VIII.

On prend, sur les arétes d’'un cube, & partir des sommets, les
distances EI, EK, EL, AM, ..., égales entre elles (fig. 308). On
méne le splans AIF, HLF, AKH, ..., lesquels déterminent un po-
lyédre ayant pour faces vingt-quatre quadrilateres égaux. On
demande d’évaluer la surface et le volume de ce corps.

Ce polyédre appartient, comme le rhomboédre et le
dodécaédre rhomboidal, & la Cristallographie. On 1'ap-
pelle trapézoédre. 11 est représenté dans la figure 309.

Les six faces du cube sont situées de la méme manieére
4 I'égard du centre 0. Conséquemment, les vingt-quatre
faces du trapézoédre sont égales entre elles et également
distantes de ce point; et les pyramides ayant pour bases
ies faces et pour sommet commun le centre, sont égales
entre elles. 11 suffit donc d’évaluer la base de I'une d’elles,
ainsi que leur hauteur commune.

Prenons & part (fig. 310) le tétraédre AIFO, qui a pour
base la section AIF faite dans le cube par I'un des plans
limitant le trapézoédre. Désignons par @ I'aréte du cube,
el par b la distance constante IE (fig. 308), laquelle est

. 1 ST
supposée moindre que 7 0 Nous aurons, ainsi qu’il est
facile de le voir .

AF=a\2, TA=IF=Vai P, OF=0A= - AG— % W3
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puis

OI_‘/ a\/2 )_i/—i'—a"-a,b—l— b,

Soit N (fig. 310) le mlheu de AF ; menons IN ; abaissons
OP perpendiculaire sur cette drone OP sera la hauteur
commune de nos pyramides. Abaissons encore 1Q perpendi-
culaire & ON. Nous aurons, dans le triangle OIN,

ON
0P =109
Or, dans la figure 308, ON est paralléle a HE ; douc
i 1 —
Q=-EB=a Ve
D ailleurs,
ON=a, IN —VIE 4 =I/b? +ya
donc

1

—a

. 2
=__%_.a V2 2 1 a

I/bw" BT

Si nous menons JL et AH, nous aurons

R IL IE
RA AH — HE®
d’ou
IR I8
1A T IE FHE
Ainsi,
__ b =T
IR = o Va2 F b8

Considérons maintenant en particulier le triangle iso-
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scele AIF (fig. 211), dans le plan duquel est située une
face du trapézoédre. Le plan HLF (fig. 308) coupe AiF
suivant la droite RF (fig. 311); et, si nous prenons
IR’ = IR, la droite HR’ représentera 'intersection des
plans AIF, HKA (fig. 308). De plus, le plan passant par les
points B, M, E coupe le plan AIF suivant- une droite
contenant N, et parallele & IF. Si donc, par le point
N (fig. 311), nous menons NF’ paralléle & FI, et NA/ paral-
lele & Al, le quadrilatére NSUT est, en vraie grandeur,
I’'une des faces du trapézoédre.

Afin de mesurer ce quadrilatére, posons, pour abréger,

AF = 2, Al=23, NI=7h, IR=y.

Nous aurons, en menant NX paralléle a FR,

_U_l___ IR v Yy
IN 7T X 1 -
7 ‘|-—2— B—7) P
d’ou
2hy
Ul =—7F7—.
]
Les quadrilatéres IRUR/, NTUS sont semblables; donc
UN \2
1Q — 2 ikl
NTUS = IRUR ( o ) .
Or, IRUR’ a pour mesure
| 1 hy Vi 2hay?
— Ul .RR' = Qu L= =
2 A
conséquemment
2hary? ( B—yv )2 I ha (B—9)?
NTUq = . _ — — — F’
B+v8 \ 2 2 B B4y

F élant I’aire d’une face.
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Mais
’ 1 . e - b _—
—_ — /g2 2 Jp— 2 2
a_.2a\/2, B=Var b, - a+b\/a+b

712\/(3"—az2=l//bf'—|--—:2—a2 ;
donc
Va® 20

1 al
F=—7~

4 @to)(ath
Enfin, si nous multiplions cette quantité par
A1 4
372 Yoo
nous aurons, V étant le volume cherché,
v al

T T @t

Probléme IX.

Dans une pyramide quadrangulaire SABCD qui a pour base un
trapéze ABCD, on donne : 1°la face SAB; 2° les directions
des arétes paralleles AD, BC ; 3° les angles de la face SCD; et
I'on demande de construire la pyramide.

Du sommet S, abaissons SP perpendiculaire au plan de
la base, lequel est connu de position. Abaissons ensuite
PQ perpendiculaire au c6té inconnu CD, et menons SQ :
cetle droite sera la hauteur de la face SCD, laquelle est
donnée d’espéce, mais non de grandeur.

Le rapport des segments CQ, D7) est donné; si donc
nous divisons le coté AB, au point E, dans ce méme rap-
port, le point Q sera situé sur EE’ paralléle & BC.

SQ
CQ

supposons QR = (S, le point R sera situé sur une paral-

est connu ; donc si nous

D'un autre c6té, le rapport

Fra. 312.
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lele FF/ & BC, passant en un point .F déterminé par la pro-
portion
S0 _ B
CQ = BE -
Menons PR et RS, nous aurons
RS =58P + PR'=5P + PQ + QR = 20R;
d’ou ‘
—GI—-{2 _ mz‘z S—Pz

Ainsi, dans le triangle PQR, rectangle en Q, la différence
des carrés construits sur les cotés de I'angle droit est
connue. La construction de Ja pyramide est donc ramenée
d ce probléme de Géomélrie plane :

Déterminer un triangle rectangle PQR, dont un som-
i et Pest donné, dont les autres sommets Q, R sont si-
tués sur deux paralléles données BE', FF/, et dans lequel
la différence des carrés construits sur les cotés PQ, QR de
langle droit, égale un carré donné m®.

Pour résoudre ce probléme, abaissons PP/, RR’ perpen-
diculaires a EE’. Nous aurons d'abord

W= +RR, PO =PP" +PQ";
d’ou
m? = Q—ﬁ” - P_’Q‘ —+ RR - PP
Les longueurs PP/, RR’ sont connues; donc cetle équa-
tion devient

‘ 6}?2 - m, - a',a
a étant une droite donnée.

En second lieu, les triangles PP’Q, QR’R sont semblables,
comme ayant les cotés perpendiculaires ; ainsi

QR’. P’Q =PV’ . RN
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- Le rectangle des segments QR’, P'Q etant connu, ainsi
que la différence de leurs carrés, le probléme ne présente
plus aucune difficulté.

Probléme X.

Couper par un plan un prisme triangulaire donné, de manicre
que la section soit semblable & un triangle donné.

On peut loujours supposer que la seclion passe par un
sommet de la base du prisme ; alors elle retranche du
prisme uone pyramide ayant pour base un trapéze, et I'on
est ramené au probléme précédent.

Remarque. Cette solution, remarquable par la simpli-
cité, est due a Simon Lhuilier. En la modifiant 1égére-
ment, on peut ’applijuer & cet autre probléme :

Projeter un triangle sur un plan donné, de maniére
que la projection soit semblable ¢ un triangle donné.

Probléme XI.

Sur les cotés d’'un hexagone régulier ABCDEF, on éléeve six plans,
perpendiculaires a celui de cette figure. On prend les arétes
non consécutives BB, DD’, FF’, égales entre elles. Enfin, par
chacune des droites B'D’, D’F/, F'B/, et parun point S, situé sur
l'axe de I'hexagone, on fait passer des plans SB’C’D’, SD'E'F’,
SF'A'B'. Comment doit-on prendre lc point S, pour que la
somme des faces du polyédre ainsi formé soit un minimum?

Remarquons d'abord que le volume de ce décaédre est
indépendant de la position du point S. En effet, le corps se
compose de douze prismes triangulaires égaux & OBCSB/C/,
ou symétriques de OBGSB'C’ ; el il est facile de voir que ce
dernier prisme a pour mesure OBG . BB'.

Pour déterminer , parmi tous les polyédres construits
comme il vient d'étre dit, celui dont la surface latérale
est la plus petite possible, observons que cette surface se

: 21

F1g. 314.
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compose de six trapézes égaux & RGB/CY, et de six triangles:
égaux a SB/C’. Il suffit donc que BCB/C’ - SB/C/ soit un
minimum.

Menons les diagonales OC, BD du losange OBCD, et les
diagonales SC’, B'D’ du losange SB'C’D’ ; menous encore la
droite II’ qui joint les centres de ces figures. Nous aurons,.
comme il est aisé de le reconnaitre :

BC = 201 =—21_B__ , BB =I, IB=IP.
V3
Le trapéze BCB'C’ a pour mesure
I'B/
N
D’un autre coté, 'aire du triangle SB/C/ est I'B’. I'C/.
La quantité qu’il favt rendre minimum est donc

(BB' + CC/) BC = (BB + (C/) —

R’
(BB - CC!) 1\/37 TR T

En négligeant le facteur constant I'B, ainsi que le terme-
constant BB, on la réduit a
ce’
— + I/G/
vy
Prenons & part (fig. 315) le trapeze ICI'C/, dans lequel
les deux cotés perpendiculaires IC, IU sont donnés;
menons C’G paralléle a IC. A cause de CC/ =1V — GV, il
nous cuffira de chercher le minimum de la quantité
por— -
V3

/
A cet eflet, désignons C/G par a, Gl’ par x, I'C/ — i

V3
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par z : uous aurons

Va2 + 22 — —w: =13z;
d’ou
2 — 22z \3 3 (a® — 2% =o.
Cette équation du second degré a ses racines imaginaires

tant que z* est inférieur & % a®. Conséquemment, le mi-
9

. 2
nimum de zest a I/—_g- , et la valeur correspondante

a
de ¢ est —.

De 1a résulte que la surface latérale du polyedre pro-
posé est la plus petite possible, quand la différence entre
les arétes BB’ et CC’ égale le quart de la diagonale du
carré construit avec AB comme caté. :

Remarque. Le polyédre dont nous venons de nous

occuper est celui qui constitue chacun des alvéoles de
Uabeille. )

Probléme XIK.

- Partager un tronc de pyramide en parties proportionnelles a des
nombres donnés, par des plans paralléles aux bases.

Ce probléme n’est pas susceptible d’une solution gra-
phique, fondée seulement sur l'emploi de la régle et du
compas. Nous allons dounc chercher les expressions algé-
briques des différents segments de 1a hauteur du tronc :
elles permettrout, dans chaque cas particulier, de calculer
les valeurs numeérigues de ces lignes.

Soient B, &, H les deux bases et 1a hauteur du tronc.

Supposons, pour fixer les idées, que ce polytdre doive
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étre partagé en quatre parties, proportionnelles & m, n,
P, q ; et soient z, v, 3, ¢ les hauteurs de ces segments. -

Prolongeons les faces latérales du tronc, de maniére &
reconstruire les deux pyramides dontil est la différence.
Seit A la hauteur inconnue de la petite pyramide ; alors
H -+ % estla hauteur de la grande.

Nommons actuellement B/, B”, B’/ les aires des sections
faites dans le tronc, par les plans paralleles aux bases ;
nous aurons :

BB B
H+hrE HF+h—2?: HF+h—z—y?
B/// b

T HFh—w—y—2° B

En comparant chacun des segments au tronc total, nous
twouvons :

_(B—l—-B’—I—\/—Bl—f)w: m

(B0 VBb) H '
O+ +VFF)y _ n
B+b+vVBo)H S
(B”—i— B”’—I—\/BTBT”—)Z: P

(B4 v+ veD) s

(B +04-VB") ¢t _ g
B+o+VBe)H 5

s étant 1a somme des quantités m, n, p, q.
Les premiéres proportions donnent aisément

VB—b_VE—F_VFT_T—T7 T

— = 3

H x Y 4 t
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d’ou
o VBV _ VB — VB
Yo YTV o
z=H— VB'— B t = \/—”/ \/b
VB— Vb VB — VB

En substituant ces valeurs dans les autres proportions,
on trouve

B\/B—B’\/B’ m
BVB—obVe S

B \/B'-—- B \/B” o

BVE— o6 S’
B” \/W/ _B/// \/B_’” _ P
BVB—bvb s’
B \/EF// —b \/5 _ —g_
BVB—b Vb $

On déduit, de la derniére proportion,
B”’\/B"'zb\/l;-l—is]-(B\/B —byb);
puis, par des substilutions successives :
B \/B‘//=w5+£ii (BVB— V5 )
BYE =5 V5 + 2P T (BVE—510).
Dans chacune de ces nouvelles équations, formons les

carrés des deux membres, et extrayons la racine cubique
de parl et d'autre ; nous obticndrons
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B — Fb \/b——|— Z—(B \/B_— b \/b—)]% ’

B’ — ’ b\/b_'_.}%__q(ﬂ\/ﬁ‘ b\/O) 2'

B — ) rb\/b+"+fj_i(B\IB—b \/b)]»
puis )

VT = |/ bVE+L(3VE— 06D,
VT = ls/b¢17+ﬂﬂ<3ﬁ-bv17),
N l/’b\/z+“_+_§i2 (BYVF—5V0).

{1 ne reste plus qu’a faire de simples substitutions pour
obtenir les valeurs définitives de z, v, z, t. Ce dernier cal-
cul ne présente aucune difficulté.

Probléme XIII.
Couper un cube par un plan, de maniere que la section soit un
hexagone régulier.

Prenons les milieux M, N, P, Q, R, S de six arétes con-
sécutives du cube : ces six points sont les sommets d’un
hexagone régulier satisfaisant a la question.

D'abord, le polygone MNPQRS est plan. En effet, les
cotés MS, NP, prolongés, rencontrent en un méme point I
le prolongement de l'aréte FB. Donc ces deux cotés, et
par suite tous les coiés, sont situés dans un méme plan,
paralléle a celui qui contiendrait les sommets B, E, G du
cube.

En second lieu, 'hexagone est équilatéral : car le coté
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MS, par exemple, est égal & 1a demi-diagonale de la face
ABFE.
Enﬁn,‘ chacun des angles de I'hexagone MNPQRS est

egal a%d’angle droit. En effet, l'angle SMN est le sup-

plément de IMN. Or le triangle IMN est équilatéral ;
-donc, etc.

Remarques. (. L'hexagone régulier MNPQRS est isopé-
rimélre avec le triangle équilatéral BEG. Il est facile de
‘reconnaitre que la méme propriété subsisterait pour tous
les hexagones déterminés par des plans paralleles a BEG.

I1. On sait (Th. XVI, Liv. IV) que, parmi tous les poly-
-gones isopérimetres et d'un méme nombre de cotés, le
maximum est le polygone régulier ; donc, d’aprés la re-
marque précédente, 'hexagone régulier MNPQRS est plus
grand que tous les hexagones résultant de la section du
cube par des plans paralléles o BEF.

III. Nous engageons le lecteur 4 essayer la résolution
de ce probléme général : Quelles sont les figures résul-
tant de la section d’'un.cube par un plan ?

Probléme XIV.

Trouver, d’aprés les données suivantes, le volume d’'un polyédre
ABCDA’B/C'D/, ayant pour faces deux rectangles ABCD,
A’B'C’'DY et quatre trapézes ABA’B/, BCB/C/, CDC'D’, DAD’A’.

AB = a = 2,50,

BC = b = 1=,50,

AR =a' = 2=,50,

BC = b = 0,50,
hauteur = h = 0=,50 (*).

Le plan mené par les arétes opposées A’B’, CD, dé- Fig. 213.

(*) Cette forme et ces dimensions sont celles des tas de pierres
que les cantonniers disposent le long des routes.
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- compose le polyédre en deux prismes triangulaires tron-

qués B/CC’A’DD/, BB/CAA’D. Pour mesurer chacun d’eux,
menons un plan EFE’F’ perpendiculaire & AB’: son inter-
section B'F avec A'B’'CD détermine les sectwns‘droztes EE'F,
E'FE’ de nos troncs de prismes.

Cela posé, le théoréme sur la mesure du prisme trian-
gulaire tronqué donne

vol. B’CC’A’DD’ = E'FF . —?l’ (A’B" 4- C'D" 4 D),

vol. BB/CAA’D = EE'F % (AB + CD 4 ABY);

c’est-3-dire

vol. B'CC’ADD =E'FF . 1 (Qa’ + a),

vol. BB'CAA’D = EE'F % (2 + o).

Les triangles E'FF/, EE'F, dans lesquels se décompose
le trapeze EFE'F’, ont pour hauteur % ; donc

1 1
'RR! — _—_ }/ / —_— .
BFF = bh, EEF=—-bh
puis
vol. B'CC/ADD = -Z)— (20’ + a)b'h,
vol. BB’CAA'D =% (Ra -+ a')bh.

Ajoutant ces deux expressions, nous aurons la formule
cherchée :

V= % (Ra 4 2" + 22/ 4 )b/},
Dans JV’exemple proposé,

v =% (6,5. 1,5 4 5,5.0,5]0,5 = 1me,041.
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I*robléme XV.

Déterminer le volume d’un polyédre qui a pour faces deux poly-
gones quelconques ABC..., A’B/C..., situés dans deux plans
paralléles, et une série de triangles ABA’, A’B’B, BCB'... (*).
Au moyen de plans menés par les arétes, perpendicu-

lairement aux plans des bases, on décompose le po-

lyédre en un prisme droit, projeté en A’B'C..., en une
série de prismes triangulaires tronqués, projetés en ABA’,

BCB’, CDB'..., et en une autre série de prismes (riangu-

laires tronqués, projetés en A’B’'B, B/C’'D, (/D’E... (**).

Par conséquent, si B, B’ désignent les bases du po-

lyedre; H, la distance des bases, ou la hauteur du

polyédre ; S, la somme des projections ABA’, BCB'... ; §/,
la somme des projections A’B’B, B/C/D, C/D'E...; le volume
cherché a pour expression

V=BH +% (S + 28)H.

Pour simplifier cette formule, considérons la section
A"B"C”..., menée a égales distances des deux bases. Nous
aurons, B” étant I'aire de celte section,

3 1 3 |
— B = Y /e B ——— - Q.

B—B 4S+4S, B B 4S+4S’

d’ou
B—B=8+¥%, 2B4BF—28)=8S-7.

1*) La figure représente une projection du polyédre, faite sur
un plan paralléle aux deux bases. De plus, et seulement pour fixer
les idées, on a supposé la projection de I'une des bases intlrieure
a la projection de l'autre.

(**) Les prismes de la premiére série sont, véritablement, des
pyramides triangulaires, et les autres, des pyramides quadrangu-
laires.

Fi6. 256.
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Par suite,
i
S+ 23’ =—€(B — 5B 4 4B"),

et enfin

Vv =% (B 4+ B 4~ 4B")H (*).

(*) Cette formule, qui renferme celle de la page 328, a été donnée
par le célebre professeur Sarrus.
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LIVRE VII.

Théoréme 1.

Deux points, réciproques par rapporta une sphére, partagent
harmoniquement le diamétre qui les contient.

(Voyez Th. XVI, Liv, IIL.)

Théoréme II,

Les distances d’'un point quelconque d’une sphére, & deux points
réciproques, sont dans un rapport constant.

(Voyez Th. XVIIL, Liv. IIT )

Théoréme IIL.

1o Les tangentes menées a une sphére S, d’un point extérieur A,
sont égales entre elles; 2° le lieu de ces tangentes est un cone
de révolution; 3° le lieu de leurs points de contact est une cir-
conférence située dansun plan P, perpendiculaire au diamétre
EF passant par A.

Par le diamétre EF, faisons passer divers plans : ils
coupent la sphére suivant les circonférences EBF, ECF,
EDF... Menons, & ces lignes, les tangentes AB, AC, AD...,
et les rayons BO, CO, DO...Nous formons ainsi des triangles
rectangles ABO, ACO, ADO..., évidemment égaux entre
eux. Donc, 1° les tangentes AB, AG, AD... sont égales
entre elles.

A cause de I'égalité des mémes triangles, les angles

Fig. 317.
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BAO, CAO, DAO... sont égaux entre eax ; ainsi, 2° le licu
des tangentes est un cone de révolution.

Enfin, si nous abaissons, des points B, G, D..., les
perpendiculaires BI, Cl’, DI'... sur AO, toutes ces droites
scront égales entre elles; et les points 1, I/, 17... se
confondront, parce que les triangles rectangles ABI, ACl';
ADI”... sont, d’aprés ce qui précede, égaux entre eux.
Donc, 3° le lieu des points de contact B, C, D... est une
ligne plane, etc.

Remarques. 1. On peut abréger la démonstration preé-
cédente, en supposant que la figure ABFE lourne autour
de AO. Dans ce mouvement, la demi-circonférence EBF
engendre la surface sphérique S; la droite AB, qui me
change pas de longueur, engendre une surface conique,
circonscrite a4 la sphére; enfin, le point de contact B
décrit une circonférence dont le plan est perpendiculaire
a l'axe de rotation.

II. Le point E est le péle du petit cercle BCD; donc
les arcs de grands cercles EB, EC, ED. . sont égaux entre
eux.

Théoréme IV.

Le sommet d’un cdne C, circonscrit & une sphére S, est le pole
du plan P de la circonférence de contact.

On appelle plan polaire d’'un point A, relativement i
une sphére S, le plan perpendiculaire au diameétre AO,
mené par le conjugué du point A. Réciproquement, le
point A est le pdle du plan.

Cette définition étant admise, le théoréme consiste en ce
que le point 1, ol le plan P coupe A0, est le conjugué du
point A, etc. (Voyez Th. XIX, Liv. 1IL.)
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Théorédme V.

Le pble A’ de tout plan P’ passant par un point A est
situé sur le plan P, polaire de A.

Par le centre O de la sphére S, concevons un plan Q,
perpendiculaire aux plans P, P/. Ce nouveau plan coupe
P et P’ suivant deux droites, dont 'une D’ passe par le
point A, et dont 'autre D est la polaire du point A, re-
lativement & la circonférence C déterminée par le plan sé-
cant. [l est facile de voir, maintenant, que le péle du
plan P/, relativement & la sphére S, se confond avec le
péle de la droite D', relativement a la circonférence C.
La proposition est donc ramenée au Théoréme XX du
Livre III.

Théoréme VI,

Le plan polaire P’ de tout point A/, pris sur un plan P, passe par
le pole A de P.

(Voyez Th. XXI, Liv. lII.)

COROLLAIRE. St chacun des points d'un plan P, exté-
rieur a une spheére S, est pris pour sommet d’un cone cir-
conscrit & la sphére, les plans des circonférences sutvant
tesquelles tous les cones ainsi déterminés touchent lo
sphere se coupent en un méme point A, pdle du plan P.

Théoréme VIEi.

Le pdle A de tout plan P, passant par une droite D, est situ¢ sur
la droite D', réciproque de la premiére.

Nous conviendrons d’appeler droites réciprogues deux
droites passant par deux points réciproques, perpendicu-
laires entre elles, et perpendiculaires au diamétre qui
contient les deux points.
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Cela étant, prenons, pour plan de la figure, celui qui
passe par le centre O de la spheére et par la droite D'.
Abaissons OE’ perpendiculaire & cette derniére droite ;
soit E le point réciproque de E’ : la droite D sera la per-
pendiculaire au plan de la figure, projetée en E; et le
plan P aura pour projection une droite telle que BEC.
D'ailleurs, le pole A du plan P est le conjugué du pied
A’ de la perpendiculaire abaissée sur ce plan, par le centre
0 de la sphére (Th. IV). Donc ce pole est situé sur la
droite D/, :

'Théoréme VIII.
Le plan polaire P de tout point A, pris sur une droite D', passe
par la droite D, réciproque de la premiere.

(Voyez Th. VI.)

Théoréme IX.
Toute corde, menée par un point A, est divisée harmoniquement
par ce point et par son plan polaire P.

Par la corde et le centre de la sphére, faisons passer
un plan Q; il coupe la sphére suivant une circonférence
de grand cercle; et il coupe le plan P suivant une droite,
polaire du point A par rapport & cette circonférence
(Th. V) ; dong, ete. (Voyez Th. XXII, Liv. IIL.)

Théoréme X.

Le lieu des péles d’une droite D, relativement a tous les cercles
situés sur une sphere S et passant par cette droite, est la droite
D/, réciproque de D.

Soit O la circonférence de grand cercle dont le plan est
perpendiculaire & la droite D. Soit, en outre, A la projcc-
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tion de celle-ci. Tout petit cercle de la sphére, passant par
cette droite D, est projeté suivant une corde BG concou-
ranten A; et il a BC pour diameétre. Conséquemment,
le pole M de la droite D, par rapport a ce petit cercle, est
situé sur la corde BC. Et comme le diamétre BC doit étre
partageé harmoniquement par D et M, il s’ensuit que ce
pole est l'intersection de BC avec la polaire EF du point
A, relativement au grand cercle O. Le lieu des pdles de
la droite D est donc cette droite EF, laquelle, évidemment,
est la réciproque de D.

Théoréme XI.

Le lieu des polaires d’un point A, relativement a tous les cercles
situés sur une sphére S et passant par ce point, est le plan
polaire de ce méme point.

La démonstration est analogue a celle du théoréme pré-
cédent.

Théoréme XIil.

Le lieu géométrique des points d’égale puissance, par rapport a
deux sphéres S, §/, est un plan P, perpendiculaire a la ligne
des centres. ‘

On reconnait facilement que si, par un point fixe, on
fait passer une droite quelconque, terminée de part et
d’autre & une sphéere donnée, le rectangle des segmenis
de celte corde, déterminés par le point, est constant.

Ce rectangle constant est appelé puissance du poinl par
rapport & la sphére.

Cela posé, la proposition est immédiatement ramenée
a la proposition analogue de Géométrie plane. (Voyez
Th. XXXV, Liv. IIL.) '

Remarques. 1. Le plan P est appelé plan radical des
spheéres S, 8. 1 se confond avec le lieu des points d’'ou
Yon peut mener, aux deux sphés=s, des tangentes égales-
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II. Si les sphéres se coupent, le plan radical contient la
circonférence commune.

III. Si les sphéres se touchent, le plan radical est le
plan tangent commun.

Théoréme XII.

Les plans radicaux de trois spheres, considérées deux a deux, se
coupent suivant une droite D, perpendiculaire au plan des trois
centres.

(Voyez Th. XXXVI, Liv. III.)

Remarques. 1. La droite D est 'aze radical des trois
spheres.

1. S¢ trois sphéres se coupent deuw & deuz, les plans
des circonférences communes se coupent sutvant une
méme drotte, etc.

Théoréme XIV.

Les plans radicaux de quatre sphéres, considérées trois a trois, se
coupent tous les quatre en un méme point, appelé centre radi-
cal des quatre spheéres, '

(Voyez Th. XXXV, Liv. IIL.)

Théoréme XV,

Le lieu des points d’égale puissance, par rapport & deux cercles
situés sur une méme sphere, est l'intersection des plans de ces
cercles.

Observons d’abord que toute corde, soit du premier,
soit du second cercle, est une corde de la sphére. Donc
tout point pris sur l'intersection des plans de ces cercles
est un point d’égale puissance par rapport 4 ceux-ci.

D’un autre coté, par un point non situé sar celte inter-
section, on ne peut faire passer, a la-fois, une corde du
premier cercle et une corde du second ; ce point ne saurait
donc appartenir au lieu dont il s'agit.
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Théoréme XVI.

Deux arcs de grands cercles PA, PB; passant par un méme point
P, et tangents & un petit cercle C, sont égaux entre eux.

Soit AT la tangente commune au. grand cercle PA et au
petit cercle C. Soit, de méme, BT la tangente commune
aux cercles PB, C. Ces tangeuntes, contenues dauns
un méme plan, se coupent généralement en un point T,
situé¢ sur l'intersection POP’ des plans des deux grands
cercles. Donc (Th. III) elles sont égales, et les arcs PA, PB
sont égaux.

Remargue. La circonférenc+ de grand cercle PAP/, tan-
gente au petit cercle C, est dile tangente sphérique de ce
“petit cercle.

Théoréme XVIN,

Le lieu des points P d’ou I'on peut mener a deux cercles C, C’,
situés sur une sphere S, des tangentes sphériques égales, est
une circonférence de grand cercle dont le plan passe par I'in-
tersection des plans des deux cercles.

Du point P comme péle, avec PA pour rayon sphérique,
-décrivons le petit cercle ABA’B’ : il coupe les cercles C,
C’ aux poiuts A, B, A/, B/, ou les tangentes sphériues PA,
PB, PA’, PB’ touchent ces pelits cercles (Th. XVI). De plus,
{es tangentes en A, B, A/, B/, A ces tangentes sphériques,
.concourant en un point T, situé sur le rayon OP pro-
longé. Or le point T appartient A I'intersection RR’ des
plans C, C’. Donc le lieu des points P est situé dans un
plan passant par le cenire O de la sphére et par 'inter-
section RR’.

Remarques. 1. La tangente AT & I'arc de grand cercle

PA est, par hypothése, tangente au petit cercle G. De
22

Fre. 220.

G, 320.
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plus, la tangente AH au cercle ABA’B est perpendiculaire
4 AT : c’est ce que I'on rcconnail en observant que les
plans des cercles PA, ABA’B’ sont perpendiculaires entre
cux, et que AH est perpendiculaire & leur intersection Al.
Donc le cercle ABA’B coupe orthogonalement le cercle C, le
cercle (7, et enfin tous les cercles dont les plans passent
par la droite RR'.

II. Si le point T se déplace sur la droite RR/, le cercle
orthogonal ABA’B’ varie ; mais le plan de ce cercle est le
plan polaire du point T (Th. VI) ; donc il passe constam-
ment par la dreite réciproque de RR’ (Th. VIII); donc
toutes les circonférences telles que ABA’B se coupent en
deux points fixes F, /| qui sont ceux ou la surface de la
sphére est rencontrée par la droite réciproque de RR.

‘Théoréme XVIEIN.

Si I'on concoit, sur unc sphere, une infinité de circonférences C
dont les plans passent par une droite D, et une infinité de cir-
conférences G’ dont les plans passent par la droite D', réci-
proque de D, chacune des premiéres circonférences coupe
orthogonalement chacune des derniéres.

Ce théoreéme est évidemment contenu dans les deux
remarques précédentes.

Théoréme XIX.

Le sommet A d’un angle sphérique CAD (fig. 321), circonscrit a
un cercle directeur CDE, a pour cercle conjugué celui qui
passe par les points de contact G, D.

Supposons que, par le centre O de la sphére, on fasse
passer un plan perpendiculaire 4 un cercle situé sur la
sphere. Soit alers CD la projection de ce cercle, lequel a
pour centre et pour pole les poinis I, P; et coient A/, B’
deux poinls réciproques, ou conjugués par rapport a ce
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méme cercle, c’est-a~dire deux points satisfaisant a la
relation

A . =1D .
Les rayons OA’, OB’ rencontrent la surface de la sphére
en deux points A, B, situ¢s sur la circonférence de grand
cercle ACD : ces points A, B sont dits conjugués par rap-
port au cercle directeur GD.

Ainsi, deux points A, B, situés sur la circonférence d’un
grand cercle perpendiculaire & un cercle directeur CD,
sont conjugués par rapport ¢ celui-ci, lorsque les droites
menees du centre de la sphére d ces deux points ren-
contrent, en deux points réciproques, le plan du cercle
directeur (*).

En second lieu, nous conviendrons d’appeler cercle con-
Jugué d'un point A, le grand cercle BO mené par le point
conjugué de celui-ci, perpendiculairement aw plan duw
grand cercle qui contient les deww points.

Réciproquement, le point A est dit conjugué du cercle
0B.

Enfin, deuz grands cercles AO, BO, menés par deux
points conjugués, perpendiculairement au grand cercle
qui contient les deuw points, sont appelés cercles conju-
gués (**).

Ces definitions étant ertendues, la démonstration da
théoréme est facile.

En effet, soient GA’, DA’ les droites suivant lesquelles

(*) Les lecteurs & qui les définitions de la Trigonométrie sont fa-
milieres verront immédiatement qu'en désignant par «, f, 7y
les arcs PA, PB. PC, on a

tang o . tang g = tang?y.

(**) Ces dénominations, ainsi que la plupart des théorémes con-
tenus dans ce V1I® Livre, m’ont ét¢ suggérées par la lecture d’un
trés-intéressant Mémotrz sur la sphére, dont l'auteur est M. Heeg-
nman, de Lille.

Fie. 321.
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les plans des grands cercles AC, AD coupent le plan du
cercle CED : ces droites, tangentes au pelit cercle, se
coupent en un point A’ pdle de la corde de contact CD ;
et le milieu B’ de cette corde est le point réciproque du
point B. De plus, toute la figure est symétrique par rapport
au plan OA’B’. Donc le grand cercle CBD est conjugué du
point A. ’
(Voyez Th. XVIII, Liv. ll.)

Théoréme XX.

Le conjugué A’ de tout grand cercle C/ passant par un point A,
est sur le grand cercle C conjugué de A.

Imaginons les droites menées du centre de la sphére
a tous les points de la figure, et prolongées jusqu’a ce
qu'elles rencontrent le plan du cercle directeur D : le lien
des points d’intersection est une figure plane qui peut étre
regardée comme une transformée de la figure sphérique
donnée, Ainsi, les cercles G, C’ sont transformés en deux
droites ¢, ¢’ ; et les points A, A’ sont transformés en deux
points a, a'.

Actucllement, de ce que le cercle G est conjugué du
point A, il est facile de conclure que la droite ¢ est la po-
laire du point a, relativement au cercle D. De méme, la
droite ¢’ est la polaire de a’. Mais, évidemment, cetle
droite ¢’ passe par le point @; donc son pole o/ est
situé¢ sur la droite ¢ (Th. XX, Liv. IlI) ; donc le point
A’ est situé sur la circonférence C. :

Remarque. La transformation dont nous venons de faire
usage s'appelle transformation conique ou transfor-
mation perspective : elle raméne, dans un grand nombre
de cas, les théorémes de la Géométrie sphérique aux théo-
remces de la Géométrie plane. Comme application de celte
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méthode, nous indiquerons les propositions suivantes, en
nous contentant de les énoncer.

Théoréme XXI.

Le grand cercle C/, conjugué de tout point A’ pris sur un grand
cercle C, passe par le point A, ¢onjugué de C.

CororrameE L. Si, par un point A, pris sur la surface
de la sphére, on fait passer un arc de grand cercle ABG
coupant en B, C un petit cercle donné BG ; que, par ces-
points, on mene & ce petit cercle deux tangentes sphé-
riques BM, CM ; le lieu du point de rencontre M de ces
tangentes est une circonférence de grand cercle.

GoroLLAIRE 1. Si, par différents points M, M/, M”,...
pris sur une circonférence de grand cercle, on méne, @
un petit cercle donné D, des tangentes sphériques, les
arcs de grands cercles BC, B'C’, B"C”,... qui joignent les
couples de points de contact, passent tous par le méme
point A,

(Voyez Th. XXI, Liv. IIL.)

'Théoréme XXII.

Si les arcs de grands cercles qui joignent les sommets corres-
pondants de deux triangles sphériques se coupent en un méme
point, les points de concours des c6tés opposés sont situés sur
une méme circonférence de grand cercle. — Et réciproque-
ment.

(Voyez Th. X, Liv. 1ll) ().

(*) On a vu, 3 'endroit cité, que si les points de concours des
cOtés correspondants de deux triangles rectilignes sont situés sur
une méme droite D, ces triangles sont dits homologiques. En
outre, la droite D est l'awe d’homologie ; et le point de concours
des droites menées par les sommets correspondants est le cenire
d’homelogie.

D'un autre c0té, on sait (Th. V, Liv. |II) que deux polygones rec-
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Théoréme XXIKil.

Si deux polygones sphériques sont composés d’'un méme nombre
de triangles tels, que les points de concours de deux c6tés ho-
mologues quelconques, pris dans deux triangles correspondants,
soient tous situés sur une méme circonférence de grand cercle,
les arcs de grands cercles qui joignent les sommets homologues
de ces polygones se coupent tous en un méme point.

Remarque. La réciproque n’est pas toujours vraie.

Théoréme XXIV.

Dans tout quadrilatére sphérique, inscrit & un petit cercle, le
point de rencontre des diagonales et les points de concours
des cOtés opposés forment un triangle dans lequel chaque
sommet est conjugué au coté opposé.

(Voyez Th. L, Liv. IlI.)

tilignes, semblables et semblablement situés, c’est-3-dire denx po-
lygones homothétiques, ont un centre de similitude.

[’ensemble de ces propositions pronve que deux iriangles
rectilignes, semblables et semblablement placés, sont figures homo-
logiques ayant leur ame d’homologie i: ansporté @ Vinfini; de sorte
que la similitude, ou plutdt liomothétie, est un cas particnlier
de 'homologie.

Si I'on passe des figures p anes aux figures sphériques, au moyen
de la projection conique, on n’apercoit plus aucune différence
centre 'homothétie et I'homologie . deux triangles rectilignes, soit
homothétiques, soit homologiques, donnent toujours lieu a deux
iriangles sphériques tels, que les points de concours des cotés
correspondants sont situés sur une circonférence de grand cercle.

Par suite, la propriété dont jouissent deux polygones rectilignes
homothétiques, d'avoir un centre de similitude ou d’homothétie,
est remplacée, quand on passe aux figures sphériques, par une
propriété plus générale, énoncée dans le Théoréme XXIII.

Nous n’avons pas besoin d’ajouter que cette généralisation de la
théorie du centre de similitude subsiste pour les tigures planes.

(Sur toutes ces questions, le lecteur peut consulter le Traité de
géomélrie supérieure, par M. Chasles.) :
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Théoréme XXV.

Dans tout quadrilatere sphérique complet, circonscrit & un petit
cercle, chacune des diagonales est conjuguée au point d'inter-
section des deux autres.

(Voyez Th. LI, Liv. IIL.)

Théoréme XXVI,

Si deux quadrilateres sphériques sont, 'un inscrit et l'autre cir-
conscrit & un meme petit cercle, de maniere que les sommets
du premier soient les points de contact des cotés du second :
10 les points de concours des cotés opposés de ces quadrilatéres
sont situés sur une méme circonférence de grand cercle;
2° toutes les diagonalesse coupent en un méme point, conjugué
4 cette circonférence; 3o les points de concours des cotés
opposés du quadrilatére inscrit sont situés sur les diagonales
du quadrilatére circonscrit.

(Voyez Th. LII, Liv. III.)

Théoréme XXVII.

Dans tout hexagone sphérique, inscrit & un petit cercle, les points
de concours des cotés opposés, pris deux 2 deux, sont tous trois
sur une circonférence de grand cercle.

(Voyez Th. XXV, Liv. IIL.)

Théoréme XX VIII.

1)
Dans tout hexagone sphérique, circonscrit & un petit cercle, les
diagonales menées par les sommets opposés, pris deux & deux,
se coupent en un méme point.

(Voyez Th. XXX, Liv. IIL.)
‘Théoréme XXIX.

Dans tout triangle sphérique, inscrit & un petit cercle, les points
de concours des cités avec les tangentes sphériques aux scm-
mets opposés, sont situés sur une méme circonférence de grand
cercle.

(Voyez Th. XXIX, Liv. IIL.)
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Théoréme XXX.

Par deux cercles AEB, CFD, tracés sur une sphére, on peut
généralement faire passer un cone.

Soit BACD le grand cercle perpendiculaire aux cercles
donnés ; et soient AB, CD, les cordes suivant lesqu lles
ceux-ci se projeltent sur le plan BACD. Les droites AC, BD,
prolongées, se coupent généralement en un point S, qui
peut étre considéré comme le sommet d’un cone oblique
ayant pour base le cercle AEB.

Cela posé, je dis que la courbe suivant laquelle ce cone
coupe de nouveau la surface de la sphere est la circonfe-
rence GFD.

Prenons sur AEB un point quelconque M; soit N le
point ou la génératrice SM du cone perce la surface de la
sphere. Abaissons SP perpendiculaire & AB : cette droite
est la hauteur du cone. Enfin, joignons le point M au point.
P puis, dans le plan MSP, élevons NQ perpendiculaire
a SM.

Le quadrilatére NMPQ, qui a deux angles opposés droits,
est inscriptible ; donc

SP. S = SM. SN.

Mais le rectangle des segments SM, SN est équivalent
au rectangle des segments 24, SCG (Th. X1l) : I'égalité pre-
cédente équivaut donc &

SP.SQ=S8A.SC.
D’apres cetle relation, le point Q est le pied de la per-
pendiculaire abaissée du point G sur SP ; donc ce point §
¢St indépendant de la position du point N; donc la courbe:
d’intersection du cone et de la sphére donnée appartient
a une auire sphere ayant QS pour diamétre, elc.
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Remarques. — 1. Ind¢épendamment du céne S, il en
existe en général un autre, ayant pour sommet, ou plutot

pour cenire, le point de rencontre S’ des diagonales AD,
BC.

IL. Si les cercles AB, CD sont égaux, le cone S se trans-
forme en un cylindre généralement oblique.

III. Les angles SAB, SDC, qui mesurent les inclinaisons
des plans AEB, CFD sur les génératrices opposées SA, SB,
sont égaux, comme ayant méme supplément. Pour cetle
raison, les sections circulaires AEB, CFD sont dites anti-
paralléles.

1V. Prolongeons les cordes AB, CD, projections des deux
cercles, jusqu’a ce qu’elles se coupent en un point G : ce
point sera, sur le plan du grand cercle BACD, la projec-
tion de lintersection des plans des circonférences. Or,
dans le quadrilatere inscrit ABCD, le point S est l¢ pole de
la droite &G (Th. L, Liv. Ill); et le point &' est le pole de
la droite SG; ainsi :

Quand deuz cercles sont situés sur une sphere linter-
section de leurs plans est confondue avec la drotte sui-
vant laquelle se coupent les plans polaires des sommets
des cones déterminés par ces cercles.

On peut simplifier cet énonce, en observant que, d’apres
le Théoreéme VII, cette derniére droile, perpendiculaire au
plan dela figure, est réciproque de la droite S8’ ; ainsi

Quand deux cercles sont situés sur unesphére, U'intersec-
tion de leurs plans est la droite réciproque de celle quijoint
les sommets des cones déterminés par ces cercles.

V. D’aprés la démonstralion précédente, si un cone pé-
netre une sphére, et que la courbe d’entrée soit une cir-
conference, la courbe de sortie est aussi une ciconfe-
rence.

Fia. 324.
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VI. SE, SM étant deux génératrices, qui rencontrent aux

points F, N la section antiparalléle du cdne, on a
SM.SN=SE . SF.

Ainsi, les points ot deux génératrices quelconques d'un

cdne rencontrent deux sections antiparalléles, sont les

sommets d’un quadrilatére inscriptible.

VII. La sphére qui a pour diamétre le segment SQ de la
hauteur SP du cone AEBS, déterminela section antiparalléle
CFD. Draiileurs, le point Q est arbitraire. Donc toute sphére
qui passe par le sommet d'un cone & base circulaire, et
qui a son cenitre sur la hauteur du cone, coupe ce cone
suivant une circonférence.

VIIL. 11 est évidenti, par la théorie des figures sembla-
bles, que tout plan paralle'e au plan du cercle CF coupe
le cone S suivant une circonférence. En particulier, si le
cercle GD se réduit & un point, le céne a son sommet sur
la sphére, et le plan du cercle CD devient tangent & la
surface, au sommet du cone. Donc, tout cone qui a pour
base ei pour sommel un cercle et un point de la sphére
est coupé sutvant un cercle par un plan quelconque,
paralléle au plan mené par le sommet, tangentiellement
a la sphere.

Théoréme XXXI.

Si un cercle variable I est tangent & deux cercles AB, CD, tracés
sur une sphere O :

fe Les points de contact M, N appartiennent & une génératrice
du cone déterminé par les cercles donnés;

2° La circonférence de grand cercle passant par ces deux points
coupe, sous un méme angle, les circonférences données;

30 Toutes les circonférences de grands cercles ainsi déterminées
se coupent en deux points fixes ou foyers F, G, situés sur le
diametre qui passe par le sommet S du cone.

Conservons les coustructions employécs dans le théo-
réme qui précede, et soit en outre SM'N’ une génératrice
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du cone, différente de SMN. D’aprés l'avant - derniére
remarque, les points M/, N, M, N’ appartiennent & une
méme circonférence, situéde sur la sphére. Sinous imagi-
nons que la génératrice SWN’ se rapproche indéfiniment
de la génératrice SMN, cette circonférence, continuelle-
menl sécante & I'égard des cercles donnés, tendra vers
une position limite IMN. En méme temps, les prolonge-
nients des cordes communes M’N, N’N auront pour limites
les tangentes MT, NT.

La premiére partie du théoréme est ainsi démontrée.

D'un aufre coté, le plan mené par le centre de la sphére
et par les points de contact M, N, renferme le diamétre
0S; donc toutes les circonférences de grands cercles, telles
que GMNF, se coupent aux extrémités G, F de ce diamétre.
En outre, les tangentes & celle circonférence, aux points

M, N, font, avec les tangentes MT, NT, des angles égaux

entre eux.

En effet, le plan qui serait élevé par le milieu de MN,
perpendiculairemnent & cette droite, serait un plan de
symétrie pour les tangenles égales MT, NT, pour le grand
cercle GMNF, et enfin pour les tangentes en M, N, a ce
grand cercle. Dailleurs, deux angles symétriques sont
égaux; donc, etc.

Remarques. 1. Si, au liev de considérer le cone dont le
sommet esl extérieur a la sphére, on prenait le cone ayant
pour sommet le point de rencontre des diagonales AD, BC,
on arriverait aux mémes conséquences. Ainsi, deuz cercles
tels que AB, CD, ont toujours quatre foyers, par lesquels
passent les circonférences de grands cercles (*) également
inclinées sur les deux circonférences données.

(*) M. Heegmann a proposé, pour ces circonférences de grands
cercles, la dénomination de sécantes isogonales des cercles AB, GD.
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Il. Ce qui vient d’étre dit du grand cercle GMNF s’ap-
plique & une circonférence quelconque, tracée sur la
sphere et passant par les points M, N. Ainsi : tout plan
passant par le sommet du cone déterminé par deum
cercles AB, CD, situés sur la sphére, coupe cette surface
sutvant une circonférence également inclinée sur les
deuz aiutres. '

II. Réciproquement : le plan de toute circonférence qui
coupe,sous des angles égaux, deux cercles de la sphére,
passe par le sommet du cone déterminé par ces cercles.

Théoréme XXXII.

Les sommets des cones déterminés par trois cercles tracés sur
une sphére et considérés deux a deux, sont trois & trois sur
quatre droites situées dans un méme plan. .

Supposons que, sur une spheére 0, on ait tracé trois
cercles C, (/, C”. Les cercles C, C/ déterminent deux cones
57, s”; les cercles (/, G’ déterminent deux cones S, s;
enfin, les cercles G”, C déterminent deux cones &', s’. Ad-
mettons, pour fixer les idées, que les cones S, S/, S” aient
leurs sommets extérieurs a la sphére. Je dis d’abord que
ces sommels sont en ligne droite.

Parmi tous les cercles yui toucheraient extérieurement
les cercles G, (/, considérons celui qui toucherait, exté-
rieurement aussi, le cercle C”. Soient m, m’, m” les trois
points de contact. La droite qui passe par deux quel-
conques de ces points passe aussi par le sommet corres-
pondant. Ainsi, les sommets S, S, S” sont dans le plan
du triangle mm/m”.

Pour la méme raison, ces trms sommets appartiennent
au plan du cercle nn’n” qui toucherait intérieurement
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les cercles donnés. Donc les points S, §, S” sont situés
sur une méme droite. v

On voit, semblablement, que les sommets S, ¢, s” sont
en ligne droite; qu'il en est de méme pour les sommets ',
s”, s, et encore pour les sommets S”, s, . Et puisque
chaque sominet appartient & deux droiles diftérentes, les
quatre droites sont dans un méme plan (Th. XVIJ,
Rem. VI).

Remarques. 1. La théorie qui vient d'étre exposée est
tout & fait analogue & celle des figures semblables. Les
sommels S, s tiennent lieu des centres de similitude, ex-
terne et inlerne; les droites S§’8”, Ss’s”, etc., remplacent
les axes de similitude, etc.

1. Considérons le cas particulier ou les circonférences
C, G/, C” seraient perpendiculaires & un méme grand
cercle. Le plan de celui-ci coupe les cones S, §, 8"
suivant six génératrices, dont I’ensemble constitue un
hexagone inscrit. Mais, ainsi que nous venons de le voir,
les sommets S, S/, S” sont situés sur une méme droite.
Nous retrouvons donc le théoréme de Pascal (page 81).

Théoréme XXXIIN.

Si deux cdnes ont un sommet commun S, et que leurs bases
soient deux circonférences sécantes C, C', tracées sur une
sphére O, l'angle sous lequel sc coupent ces hases est égal
a celui sous lequel se coupent les sections antiparalleles
¢, ¢, situées sur la méme spheére.

Par les points d’intersection A, B des circonférences
C, ¢/, faisons passer deux génératrices SA, SB : elles
percent la surface de la sphére en des points @, b qui,
évidemment, sont ceux ou se coupent les circonfé-
rences c, ¢’.

Cela posé, imaginons, sur la surface de la sphére, un
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cercle y qui touche G, ¢ aux points A, a. Ce cercle est éga-
lement incliné sur C’, ¢/ (Th. XXXI, Rem. II) ; donc ces
circonférences font, avec G, ¢, des angles respectivement
égaux. '

Théoréme XXXIV,

Si deux cones ont pour bases deux circonférences sécantes C, C’,
tracées sur une sphére O, et que leur sommet commun S soit
un point de cette surface, tout plan P, paralléle au plan tan-
gent T ala sphere en ce point S, coupe les cones suivant deux
circonférences ¢, ¢, dont I'angle est égal a celui des deux pre-
mieres (*).

Nous savons déja (Th. XXX, Rem. VIII) que les sections
failes dans les deux cones, par le plan P, sont des cercles
¢, ¢ ¢ il suffit donc de faire voir que 'angle sous lequel
ces cercles se coupent est égal & celui sous lequel se
coupent les deux autres.

Pour cela, imaginons, sur la surface de la sphére, deux
circonférences v, o/, respectivement tangentes aux cercles
G, G’ en 'un A des points ol se coupent ces cercles, et
passant toutes deux par le summet S du cone. L'angle
formé par les tangentes ¢, ¢’ & ces circonférences, au point
S, est égal a celui que font les tangenles en A, aux cercles
donnés. D’ailleurs, le plan P est parallele au plan des
tangentes t, i’; et il est facile de voir que l'angle sous
lequel se coupent les circonférences c, ¢’ est. égal a celui
de ces derniéres droites ; donc, etc.

Remarque. Les Théorémes XXX et XXXIV contiennent
les propriélés sur lesquelles est fondée la projection sté-

(*) M. Heegmann, dont je reproduis presque intégralement le tra-
vail, considére ce théoréme comme un cas particulier du précédent.
J'ai pensé qu'une démonstration directe était nécessaire, du moias
pour les commencants.
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réographique ou projection de Ptolémée. Ces propriétés
sont les suivantes :

1° La perspective d’un cercle quelconque, situé sur la
sphere, est un autre cercle ;

20 La perspective d’une figure sphérique TRES-PETITE
est une figure semblable & la premiére.

Théoréme XXXV.

Si un céne a pour base un petit cercle AB de la sphere O, et
pour sommet un point S de cette surface, le centre de la sec-
tion antiparalléle du cone est sur la droite qui joint le sommet
au pole P de la base.

Soit ABSM le grand cercle passant par le sommet S,
perpendiculairement & la base ; soit AB la corde suivant
laquelle se projetle celle-ci : le pole P de cette droile, par
rapport au grand cercle, est aussi le pdle du petit
cercle AB, relativement & la sphére (Th. IV). Si, par ce
point P, nous menons EPF parallele a la tangente ST,
cette droite EPF sera la projection de la section faite
parallelement au plan tangent en S, c’est-a-dire la pro-
jection d’une section antiparalléle. Pour démontrer le
théoréme, il suffit donc de faire voir que le point P est le
milieu de EF.

Or, les angles TSA, SAP sont égaux, comme ayant
méme mesure ; et, a cause des paralléles, les angles TSA,
PEA sont égaux ; donc, dans le triangle PAE, PA = PE.
Pour une raison semblable, PF = PB. D’ailleurs les tan-
gentes PA, PB sont égales entre elles ; donc, etc. -

Remarque. Supposons que la droite SP soit fixe el que
le point P se déplace: le cercle AB variera, mais de ma-
niére que son plan passera constamment par la droite ré-
ciproque de SP (Th. VH). De plus, cette droite réciproque

- F1c. 326.
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sera projetée en I, a la rencontre de AB avec ST. On con-
clut de 14 cette propriété remarquable :

Si des cdnes, en nombre guelcongue, ont pour sommet
commun un point de la sphere, et que leurs bases soient
des cercles de cette surface, se coupant susvant une droite
située dans le plan tangent o sommet, tout plan paral-
lele a celui-ci coupe tous ces cones suivant des cercles
concentriques.

Théoréme XXXV,

La \ﬁgure réciproque d’un plan P, relativement & une sphere S,
est la sphére S/ qui a pour diamétre la distance du centre de S
au péle de P.

(Voyez Th. LXXXIII, Liv. IIL.)

Théoréme XXXVII.

La figure réciproque d’un cercle EF, relativement & une sphére
S (*), est un autre cercle AB.

La figure réciproque du cercle EF est située sur le cone
qui a poar base ce cercle, et pour sommet le centre S de
la sphére directrice. Elle est située aussi sur la sphére
SMH, réciproque du plan EF (Th. XXXVI). D’ailleurs, cette
seconde sphére a pour diamétre la droite qui joint le
sommet S du cone au poéle H du plan EF; donc (Th. XXX,
Rem. VII) elle coupe le cone suivant une circonfé-
rence AF.

'‘Théoréme XXX VINE.
La figureréciproque d’une spheére &/, relativement a une sphere S,

est généralement une sphére.

Un plan quelconque, mené par les centres des sphéres
S, §, coupe ces surfaces suivant deux circonférences

(*) Non représentée sur la figure.
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€, ¢’. La figure réciproque de (7, par rapport & G, est une
circonférence (7, section méridienne de la figure réci-
proque de §'; efc.

Remarque. Si la sphere §' passe par le centre de la
sphére directrice S, la figure réciproque de'S’ devieit un
plan (Th. XXXVI).

Théoréme XXXIX.

Dans deux figures réciproques, les angles correspondants
sont égaux.

En considérant seulement le cas ou la premiére figure
est composée de droites et de plans, fa démonstration
est tout a fait analogue & celle du Théoréeme LXXXIV,
(Liv. 1II). Nous laissons au lccteur le soin de la déve-
Jopper.

Théoréme XIL.

La somme des carrés des segments formés par trois cordes qui
se coupent rectangulairement deux & deux, en un méme point,
est égale & six fois le carré du rayon R de la sphére, moins
deux fois le carré de la distance du centre au point M d’inter-
section des cordes.

Soit ABCD la section faite dans la sphére par le plan
passant par les cordes AB et CD : la troisieme corde, que
nous désignerons par EF, a pour projection, sur le plan
de la figure, le point M. En méme temps, le point I,
-centre du petit cercle ABCD, estla projection du centre O
de la sphére. :

Si nous menons le diamétre GH de ce pelit cercle, nous
aurons (Th. LXV, Liv. IlI):

AN - Fi' -+ CM I DN =GH. )
Concevons maintenant le plan des droites EF, GH :
23

Fic. 327.
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il coupe la sphére suivant un grand cercle ; et, comme
ces droites sont deux cordes perpendiculaires, se coupant:
en M, nous aurons encore :
EW + FM 4+ GM + HM = 3R®. @)
De plus, '
GH = (GM + M) =GN’ - BN’ - 2GM . AM,

ou, d’apres le Théoréme XII,

GH' = GM + AN + 2(R + OM)(R — OM). (3)
Si nous ajoutons, membre & membre, les équations (1),.
(2), (3), nous trouvons
AM'4-BY +-CM DM +-EN'4-FN =4R?--2(R+-0M)R— OM) ;
ou enfin, en appelant § la distance du point M au centre:
de la sphere, '

AM BN 4 CM’ + DM - EM' + FM’ = 6R2 — 281

Théoréme XLI.

La somme des carrés de trois cordes qui se coupent rectangu--
lairement deux & deux, en un méme point, est égale a douze
fois le carré du rayon de la sphére, moins huit fois le carré de
la distance du centre au point d’intersection des cordes.

Si nous ajoutons, aux deux membres de 1’égalité précé--
dente, la quantité
2AM . BM 4 2CM . DM + 2EM. FM,

nous obtiendrons d’abord

(AM - BM)? 4~ (CM -+ DM)? 4 (EM 4 FM)2 =

6R? — 28 -} 2(AM . BM - CM . DM -+ EM . FM).
Mais

AM .BM =CM.DM =EM.FM =R*—3%;
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donc

AB' 4D’ + EF’ — 12R® — 83"

Théoréme XILII.

On peut toujours construire, avec un c¢oté donné, un tétraédre
régulier.

Surle coté donné, tracons un triangle équilatéral ABC.
Par le centre O de ce triangle, élevons une perpendiculaire
indéfinie, et prenons sur cette droite un pomt D tel, que
AD = AB. Menons ensuite BD et CD.

Le tétraedre ABCD est régulier,.car toutes ses arétes sont
égales entre elles. Donc, etc.

Théoréme XLIKY.
On peut toujours construire, avec un c6té donné, un hexaedre
régulier.

Avec le coté donné, construisons un carré ABCD. Ele-
vons, sur les cotés, des plans perpendiculaires au plan du
carré ; puis coupons ceux-ci par un plan EFGH parallele
a ABCD, et qui en soit & une distance AE — AB. Nous

obtiendrons ainsi un cube, ¢’est-a-dire un hexaédre régu-
lier. .

Théoréme XLIV,

On peut toujours construire, avec un c6té donné, un octaédre
régulier.

Avec le coté donne, tracons un carré ABCD. Elevons,
par le centre O, la perpendiculaire EF au plan ABCD, et
prenons OF = OF = OA. Joignons enfin les points E, F
aux sommets du carré. La figure ABCDF est un octaédre
régulier.

En effet, la droite EF est 'axe du cercle circonscrit au

Fia. 328.

F1c. 329.

Fi6. 330.
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carré ABCD ; donc EA=FB = ... AB. Ainsi, toutes les
faces de l'octaédre sonl des triangles équilatéraux, égaux
entre eux.

De plus, les angles polyédres sont égaux ; car si nous
considérons, par exemple, les angles A, E, nous voyons
qu’ils appartiennent aux pyramides régulieres ABDEF,
EABCD. Ces pyramides sont superposables, comme ayant
méme base et méme hauteur. Donc, etc.

Théoréme XLV.

On peut toujours construire, avec un coté donné, un dodécacdre
régulier.

Avec le coté donné, formons des pentagones réguliers,
égaux entre eux. Assemblons trois de ces pentagones, de
maniére que leurs plans déterminent un angle triédre
ayant jour sommet le point A (fig. 331). Les faces de cet
angle étant égales, les angles diédres qu’elles forment
seronl égaux entre eux. Conséquemment, les angles
triedres B, A sont égaux, comme ayant un angle triédre
égal, compris entredeux faces égales, chacune a chacune,
et semblablement disposées. Donc les droites BH, BC
forment un angle égal & ABC.

Il résulte de 1a qu'apres avoir assemblé, autour du point
A, trois de nos pentagones réguliers, nous pourrons en
apporter un quatriéme dans l'angle HBC, puis un cin-
quie¢me dans I'angle KCD, etc. Nous obtliendrons ainsi une
surface polyédrale, ouverte suivant le contour FGHI...

Construisons une autre surface égale a la premiére
(fig. 332), et rapprochons ces deux figures, de maniére
que l'angle rentrant Imn coincide avec l'angle sail-
lant FGH. Alors 'angle triedre G sera égal a chacun
des angles triedres A, B..., ¢t I'angle diédre ayant mnp,
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GHB pour faces, el dont GH est 1'aréte, sera égal a I'angle
diédre ayant pour faces GHI, GHB, et pour aréte GH. Donc
np coincidera avec HI, puis pg avec IK, etc.

On voit ainsi que P'ensemble des deux surfaces polyé-
drales détermine une figure fermée, ayant pour faces
douze pentagones réguliers égaux, et dont les angles
polyédres sont égaux entre eux. Celte figure est donc un
dodécaédre régulier.

Théoréme XLVI.

On peut toujours construire, avec un cdté donné, un icosaedre
régulier.

Avec le colé donné, construisuns un pentagone régulier
MNPQR (fig. 333). Par le centre O élcvons, au plan du pe.:-
tagone, une perpendiculaire OS lelle, que MS = MN.

Joignons le point S & tous les sommets du penta-
gone : nous obtiendrons ainsi une pyramide réguliére
dont les faces sont ces triangles équilatéraux . égaux
entre eux.

Soit maintenant (fig. 334) le triangle équilatéral ABC,
dont le coté est égal 3 MN.

Construisons, en chacun des sommets de ce triangle,'
une pyramide égale & S, en prenant, pour l'une des faces
de cette pyramide, le triangle ABC.

11 est facile de voir que nous déterminons ainsi une
surface polyédrale, ouverle suivant DEFGHI, et dans la-
quelle I'angle rentrant DEF est égal a I'angle saillant
EFG, attendu que chacun d’eux est égal a1'angle EAC.

Si donc nous concevons une seconde surface égale  la
premiere, nous pourrons faire coincider ces deux figures
suivant leurs bords, etc.



o THEOREMES ET PROBLEMES

Théoréme XLVII.

Il n’existe que cing especes de polyedres réguliers.

Chaque angle d’un polyédre régulier se forme en assem-
blant, autour d’'un méme point, plusieurs polygones régu-
liers égaux. Nous avons vu qu’en assemblant des triangles
équilatéraux trois & trois, quatre a4 quatre, cinq & cinq,
on obtient le tétraedre, V'octaédre et P'icosaédre; qu'en
assemblant des carrés trois 4 trois, on obtient 'hexaédre;
enfin, que des pentagones réguliers, réunis trois a tiois,
donnent le dodécaédre.

Sil'on réunissait, autour d’un méme point, six triangles
équilatéranx, la somme des angles plans ayant ce point
pour sommet commun serait égale 4 quatre droils; donc
ces sixangles ne peuvent donner lieu & un angle polyédre.
A plus forte raison ne produira-t-on pas un pareil angle
en assemblant plus de six triangles équilatéraux.

Le méme raisonnement fait voir qu'on ne peut pas for-
mer d'angle polyédre en réunissant plus de trois carrés,
ou plus de trois pentagones réguliers, ou un nombre quel-
congque de polygones régualiers dans lesquels le nombre
des cOtés surpasserait cing. Donc, etc.

Théoréeme XU VINL,

Tout polyédre régulier est 1¢ inscriptible & une sphére; 20 cir-
conscriptible & une sphere. ’

1o Considérons deux faces adjacentes A, B, et l'aréte
qui leur est commune. Menons, par les centres de ces
facesy des perpendiculaires surleurs plans respectifs, et des
perpendiculaires a I'aréte. Les deux derniéres se coupent
au miliea de cette droite; donc les perpendiculaires
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-aux deux faces sont situées dans un méme plan, perpen-
diculaire au milieu de 'aréte commmune; donc elles se
renconirent en un point O, également éloigné de tous les
‘sommets des faces A, B ; et elles forment, avec les deux
autres perpendiculaires, un quadrilatére ayant deux
-angles droits. .

Soit actuellement une troisiéme face G, adjacente &
I'une des deux premiéres: si I'on répete, sur celle-ci et
:sur la face G, la construction précédente, on obtient
un point 0’ coincidant avec 0, attendu que les deux qua-
drilatéres sont égaux.

Il résulte de 1a que le point O est également distant
-des sommets A, B, C. En continuant, on verra qu'il est
également distant de tous les sommets ; donc ce point
est le centre d'une sphére circonscrite au polyédre ré-
gulier. .

2° D'aprés ce qui vient d’étre dit, le point O est éga-
lement distant de deux faces adjacentes quelconques, et,
par suite, également distant de toutes les faces. Douc ce
.point est le centre d’une sphére inscrite an polyédre.

Remarques sur les polyedres réguliers. Désignons,
comme dans le Livre VI, par F, S, A le nombre des faces,
le nombre des sommels et le nombre des arétes d'un po-
{yédre. Nous aurons les valeurs suivantes :

Tétraédre régulier: F= 4, S= 4, A= 6,
Hexaédre régulier: F= 6, S= 8, A=12;
Octaédre régulier: F= 8, S= 6, A=12;
Dodécaédre régulier : F =12, S=20, A=30;
Icosaédre régulier: F =20, S=12, A =30.
On voit, a I'inspeclion de ce tableau, que I'on passe

.de I'hexaédre a ’octaédre, en remplacant le nombre des
faces par le nombre des sommels, et vice versd. Ces deux
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polyédres sout donc, en quelque sorte, conjugués. 1l en
est de méme a I'égard du dodécaédre et de l'icosaedre.
Quant au tétracdre, comme ce corps a autant de faces
que de sommels, il s’ensuit qu'il est conjuguée a lui-
méme.

Cette considération des polyédres réguliers conjugués
parait justifiée par la proposition suivante, que nous
neus contenterons d’énoncer.

Théoréme XLIX.

1o Les centres des faces d’'un polyedre régulier sont les sommets
d’un autre polyedre régulier, conjugué du premier ;

20 Les sommets d’un polyedre régulier sont les centres des faces
d’un autre polyédre régulier, conjugué¢ du premier.

Theoréme L.

Les milieux des arétes d’un tétracdre régulier sont les sommets
d’un octaedre régulier.

Théoréme LY.

A tout hexaedre régulier on peut inscrire un tétraédre régulier,
dont les sommets et les arétes apparticnnent aux sommets de
I’hexaedre et anx diagonales de ses facces.

A l'inspection de la figure on reconnait que les som-
mets B, D, G, E de I’hexaédre sont ceux d’un tétraédre
régulier. _

Remarque. Indépendamment de ce premier tétraédre
inscrit, il y en a un autre, dont les sommets H, F, A, C
sont respeclivement opposés aux premiers. Ces deux é-
traédres sont placés symétriquement par rapportau centre:

de '’hexaedre.
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Théoréme ILII.

A tout dodécacdre régulier on peut inscrire un hexaédre ré-
gulier, dont les sommets et les arétcs appartiennent aux som-
mets du dodécacdre et aux diagonales de ses faces.

Reportons-nous a la construction indiquée ci-dessus
(Th. XLV), et soit AB... PQ l'une des deux surfaces po-
lyédrales ouvertes dont 1’ensemble constitue le do-
décaédre régulier. Menons, dans les pentagones AH, AC,
AP, BI, les diagonales FH. EC, FE, HC : nous formerons
ainsi un quadrilatere FHCE ayant les c6tés égaux. De
plus, les diagonales FH, EC, paralléles & AB, sont paral-
léles entre elles; et chac.ne d’elles est divisée en deux
parties égales par le plan élevé perpendiculairement
au miiieu de AB; d’oi 'on conclut que les angles F, H,
C, E sont droits. Donc FHCE est un carré.

Menons CL, EN, LN : la figure ECLN sera un carré égal
au premier. En effet, l’angle triédre CEDL est égal
a l'angle triedre CHBL: donc la face LCL est égale a
HCL ; etc.

Si nous considérons acluellement la seconde moitié de
la surface du dodécaédre, nous pourrons répéter les
mémes construclions, en’ choizissant, parmi les diago-
nales, celles qui aboutissent aux sommets F, H, L, N.
11 y aura donc, sur chacune des deux parties de la surface
du dodécaedre, six arétes d’'un méme cube ; etc.

Remarque. Chaque diagonale, telle que EC, prise arbi-
trairement sur une face ABCDE du do‘écaédre, détermine
un hexaedre inscrit. Le nombre des hexaédres réguliers
inscrits & un dodécaeédre régulier donné est donc égal an
nombre des diagonales d’un pentagone, c'est-a-dire égal
@ cing.

Fi6. 336.
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Probléme I.

Déterminer le rayon d’une sphére solide donnée (*).

Yrobléme IX.
D’un point donné, comme pdle, décrire une circonférence
de grand cercle.
Probléme III.
Tracer une circonférence de grand cercle passant par deux
points donnés.
Probléme IV,
D’un point donné, mener un arc de grand cercle perpendiculaire
a un arc donné. ‘
Probléme V.
D'un point donné, mener un arc de grand cercle coupant, sous
un angle donné, la circonférence d'un grand cercle donné.
Probléme VI.

Diviser, en deux parties égales, un arc de cercle donné.

Probléme VII.

Diviser, en deux parties égales, I'angle formé par deux arcs
de grands cercles donnés.

Probléme VIII.

A un triangle donné, circonscrire une circonférence.

Probléme X,

A un triangle sphérique donné, inscrire unc circonférence.

Remarque. Trois plans, menés par le cenire d'une

*) Les Problémes dont nous donons seulement les énoncés sont
faciles & résoudre, soit d'une maniére directe, soit par la com-
paraison avec les Problémes traités dans les Livres 11 et 11I.
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sphére, déterminent en général, sur sa surface, huit trian-
gles. Par conséquent, si I'on propose de tracer une cir-
conférence tangente & trois circonférences de grands
cercles données, le probléme admet huwit solutions.

Probléme X.
Construire un triangle sphérique, connaissant deux cotés et
I'angle compris.

Probléme XI.

Construire un triangle sphérique, connaissant deux cotés et
I'angle opposé a I'un d’eux.

Probléme XI1I.
Construire un triangle sphérique, connaissant les trois cotés.

Probléme XIHIX.

Construire un triangle sphérique, connaissant un coté et les deux
angles adjacents.

Au moven du triangle polaire, on raméne ce probléme
au Probléme X. La méme considération permet de résoudre
les deux questions suivantes.

Probléme XIV.
Construire un triangle sphérique, connaissant deux angles et le
coté opposé a l'un d’eux.
Probléme XV,

Construire un triangle sphérique, connaissant les trois angles.

Probléme XVI.
Par un point donné, mener un arc de grand cercle tangent & un
petit cercle donné.
Probléme XVII. .

D’un point donné, comme podle, décrire un cercle tangent & un
cercle donné.
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P robléme X WVIIH.
Tracer une circonférence de grand cercle tangente a deux petits
’ cercles donnés.
Rema%que. La solution de cette question est tout a fait
zemblable & celle de ce probléme de Géométrie plane :
Mener une tangente commune & deux cercles donnés.

Probléme XIX.

Tracer une circonférence tangente a deux cercles donnés et
ayant un rayon sphérique donné.

Remarque. Ce probléme admet, en général, huit solu-
tions.
Probléme XX.

Décrire une circonférence qui passe par deux points donnés A, B
et qui touche un cercle donné C.

Par les deux points donnés, faites passer une circonfé-
rence quelconque, cbupant en D, E la circonférence du
cercle donné. Traccz les sécantes sphériques AB, DE ; e,
du point F, ol elles se coupent, menez, au cercle C, des
tangentes sphériques FG, FG’ : les points G, G’ sont les
points ou les deux circonlérences qui satisfont & la ques-
tion touchent la circonférence donnée.

(Voyez Prob. XXX, Liv. IIL.)

Probléme XXI.

Décrire une circonférence qui passe par un point donné A, et qui
touche deux arcs de grands cercles donnés.

(Voyez Prob. XXX, Liv. III.)
Probléme XXII.

Décrire une circonférence I, qui passe par un point donné A, et
qui touche deux petits cercles donnés B, C.

Nous savons (Th. XXXI) que I'arc de grand cercle mené
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par les points de contact inconnus M, N, passe par les
foyers F, G des cercles donnés. Nous savons aussi que
ces foyers sonl les points ol vont concourir les arcs
de grands cercles, ¢galement inclinés sur les circonfé-
rences B, C.

Conséquemment, si les cercles donnés sont extérieurg
I'un a I'autre, ous'ils se coupent, nous leur meénerons deux
tangentes sphériques communes (Prob. XVIIl), lesquelles
se rencontrent aux foyers cherchés.

Si les circonférences B, C sont intérieures ['une & I"aulre,
prenons les points K, L, ou elles sont respectivement ren-
contrées par 'arc de grand cercle qui en joint les podles ;
puis, par ces points, faisons passer une circonférence
coupant B, G aux points K/, L/ : 1'arc de grand cercle K'L’
passe par les deux foyers (Th. XXX et XXXI).

Ces points, qui remplacent les centres d’homothétie de
deux cercles situés dans un méme plan, étant déterminés,
la question s’achéve aisément.

(Voyez Prob. XXXII, Liv. IlI)

P robléme XXIUII.

Décrire une circonférence tangente a trois petits cercles donnés-

Premiére solution. Le probléme se rameéne a celui qui
précede. (Voy. Prob. XXXVI, Liv. IlI, premiére solution.)

Seconde solution. Pour ne pas compliquer les construc-
tions, servons-nous de la figure 178, relative au cas ou les
circonférences étaient dans un méme plan. Cette figure
plane n'est, en aucune facon, la projection de la figure
sphérique, mais elle permettra au lecteur de se représen-
ter, avec plus de facilité, des constructions qui devraient
réellement étre effectuées dans 'espace.
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Soient donc A, B, C trois petits cercles situés sur la sur-
face d’'une sphére donnée; et, parmi les huit circonfé-
rences qui peuvent satisfaire & la question, considérons
abe, qui touche extérieurement ces cercles, et a/b'¢/, qui
les touche intérieurement,

La droite aa’, menée par les points de contact du ccrcle
A avec les cercles cherchés, est une génératrice du cone
(abc, a’b’c’) delerminé par ceux-ci (Th. XXXI). De méme
pour bb’ et pour cc’. Ainsi, ces droites concourent en un
méme point o, centre ou sommet de ce céne. Et comme
ces droites sont des cordes de la sphére, nous avons
00.00' = ob.ob’ = oc.oc¢’ (Th. XlI); d’ou il résulte encore
que le sommet o est le point ot se coupent les plans des
cercles donnés (Th. XV). Si I'on suppose ce point o joint
au centre de la sphére par une droite, celle-ci percera la
surface sphérique en un point F (non représenté sur la
figure), lequel est, tout a14 fois, I'un des foyers des
cercles cherchés (Th. XXXI), et le point d’ou l'on peut
mener, aux circonférences A, B, C, dcs tangentes sphe¢-
riques égales (Th. XVII).

Les sommets m, m/, m” des cones (A, B) (B, C) (G, A)
sont situés sur la droite suivant laquelle se coupent les
plans des cercles abe, a’t’c’ (Th. XXXII); et cette droite
est le lieu des points d'égale puissance par rapport a ces
cercles (Th. XV). Donc les tangentesen a et en a’ doivent
concourir en un point x situé sur cette ligne ; et il en est
de méme pour les tangentes aux points b, b/, et pour les
tangentes aux points ¢, ¢'.

La polaire du point z, relativement au cercle A, est la
corde de contact aa’; donc le péle p de mm/m” doil se
trouver sur cette corde.

De 1a, par le principe de la projection conique, on con-
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clul que le point conjugué de la circonférence de grand
cercle mm’m”, relativement aw cercle directeur A, est
situé sur la circonférence de grand cercle passant par
les points de contact a, a'. '

Donc : 1° Construisez les foyers des cercles donneés, pris
deux & deuw ; 2° tracez la circonférence de grand cercle
passant par trois de ces foyers; 3° cherchez les points
conjugués de cette ligne, par rapport & chaque cercle;
4° joignez, par des arcs de grands cercles, ces points con-
Jugués, au point F d’ov Uon peut mener, aux cercles A,
B, C, des tangentes sphériques égales : les intersections de
ces arcs avec les circonférences données sont les points
de contact cherchés.

(Voyez Prob. XXXVI, Liv. IIL.}

Probléme XXIV.

Quel est le lieu géométrique des sommets C des triangles sphé-
riques construits sur une base donnée AB, et dans lesquels la
différence entre la somme des angles & la base et 'angle au
sommet est constante?

Soit P le pole du petit cercle passant par les sommets
A, B, C. Si nous menons les arcs de grands cercles PA, PB,
PG, nous décomposons le triangle ABG en trois triangles
isosceles. Or, E étant I'excés donné, et «, B, y étant les
angles 4 la base dans ces trois triangles, I'égalité

CAB 4 CBA — ACB=E
équivaut a-
o tetr—(+a=E;
d’vu .
=3 E.

Ainsi, le triangle isoscéle APB est déterminé, c’est-a-dire

Fi6, 337.
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que le lien cherché est I'arc de petit cercle dont P est le
pole, et qui passe par les extrémités A, B, de la base
donnée.

Probléme XXV.

Quel est le lieu géométrique des sommets G des triangles sphé-
riques de méme hase AB et de méme surface ?

En représentant par m le rapport du triangle ABC au
triangle trirectangle, et en prenant pour unité l'angle
droit, nous aurons

A4+B+C=—2=m.

Prolongeons les cdtés AC, BC jusqu’a ce qu’ils rencon-
trent 1a circonférence ABA’B’, aux points A/, B’ ; nous for-
mons un triangle A’B'C, dans lequel les anzles A/, B
sont les suppléments resp-ctifs des angles A, B. L’égalité
précédente devient donc

QAN 4-2-B +C—2=mm,

~ou

N+B—C=2—m.

Ainsi, la différence entre 'angle C et la somme des
angles A’, B/ est constante ; donc le point G décrit un arc
de petit cercle passant par les poinis A/, B’. C'est-3-dire
que le liew géomeétrique des sommets des triangles sphé-
riques de méme base et de méme surface est un arc de
petit cercle passant par les points diamélralement oppo-
$és aux extrémitds de la base (*).

(*) Cette proposition est connue sousle nom de Théoréme de Lezell.
La démonstration ci-dessus, remarquable par la simplicité, est due a
Steiuer. (Voyez Journal de Liouville, tome VI.)
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Probléme XXVI.

Etant donné le ¢dté ¢ d’'un polyedre régulier, trouver le rayon R
de la sphere circonscrite et le rayon r de la sphere inscrite.

Tétraédre. On sait que les perpendiculaires abaissées Fic. 339.

des sommets A, D, sur les faces opposées, se coupent en G.,p 281.

un point O, situé aux trois quarts de chacune d'elles, &
partir du sommet correspondant. D’ailleurs, ce point O est

le centre commun de la sphére inscrile et de la sphere
circonscrite ; ainsi

R=3r.
De plus, dans le triangle rectangle 0GD, ¢
0D — 06 =GD"
ou

Rz—'r“.:,'(—o:)z.
‘\ \/3 !

Ces deux équations donnent

1 _ { _
R=7cV6r  "=TgcV6.
Hexaddre. Evidlemment

1 T 1
R=c V3, r= 7 ¢
Octaedre. Les droites OA, OB, OC sont perpendiculaires
entre elles et égales & R. Donc
¢c=RV2,
ou ‘

=

Fic.

3

4

0
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Si nous menons 0G perpendiculaire & ABC, cetle droite:
est le rayon de la sphére inscrite a I'octaédre nous avons
donc, comme ci-dessus,

R’—r2=-;—c’;

d’ou

=
V6
Dodécaédre Dans un pentagone régulier ABCDE dont ¢
est le coté, menons le rayon OB =R’et la diagonaleAC=d.
D’aprés le Théoréme I du Livre IV, le coté cest égal au plus
grand segment de la diagonale d, partagée en moyenne
et extréme raison ; donc

1 —
0__—4—d(\/5—- 1).

Cela posé, assemblons lrois triangles égaux a ABC.
Nous obtiendrons un tétraédre CABH (fig. 342), dans
lequel I'angle triédre B est I’'un de ceux du dodécaédre
(Th. XLV). Si donc nous abaissons BLI perpendiculaire &
GAH; si,sur BF nous prenons BO = R’; et si enfin nous

- menons Ol perpendiculaire & ABC, le poin¢ I sera le centre

dua dodécaédre.
Les triangles BLF, BOI donnent

Br _ FL
BI — OI°’
BE_FL
R = »r°

Pour évaluer le rapport de BF a FL, observons que

BF = VAP —AF — P ““717‘“ ,
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et que

1 —
FL=—pg— 1
5 FH_Tz-d\/B
Donc :
1
R_ I/cg‘z @
r 1 . -
<4 V3
puis, en remplacant ¢ par sa valeur :
VWE—12—1 e
R_VB=0=1 i ovey.
r 1 =
3V |

“Le triangle BOI donne ensuite
v-B—l'l _ ml — —B—OZ,
Rz— 72 =R"

Le raYon R’ du cercle circonscrit au pentagone régulier

oua

a pour valeur ———&}—————_— : 1a derniére équation devient,
10—2 V5

en vertu de la précédente,

—_ 2

(1a—6y5)n= 22,

5— 5

d’ou .

. 2 _c® (25 4 11v5)

C
rée—= — —-
(1—3v5)(56—V5) 40
Nous avons donc

1 %5 11 y5
=g /EE,

et, par suite,

R=-to (EVE).

G , 345.
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Icosaédre. Construisons, avec ¢ pour c6té, un pentagone
régulier ABCDE (fig. 343). Prencns cette figure pour base
d’une pyramide réguliére ayant G pour sommet, et dans
laquelle I'aréte aussi soit égale & c. Enfin, par le centre
[ du triangle équilatéral AGB, élevons, au plan de ce
triangle, la perpendiculaire 10 coupant en O la hauteur
GF. Le point O sera le centre de 'icosagdre.

Cela posé, si nous abaissons GH perpendiculaire a AB,
et si nous menons HF, les triangles GI0, GHF donneront

o0 _ 10
GH = FH’
Or,

GO=R, 0=r, CH=%—0\/§.

De plus, la droite HF, apothéme du pentagone régulier
ABCDE, a pour expression

1 V51
70———————t.
Vio—2V5

Remplacant donc les lignes par leurs valeurs, dans la
proportion ci-dessus, nous obtiendrons

r V5 +1
Nous avons aussi, comme précédemment,

R —2=10 = —;— c.

R 3Vio—2vs

Ces deux équations donnent, par un calcul facile,

1 3405 1 5 +VE
”'——3-0 ——‘/5;;—, R—- 5) GI/————2
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Probléme XXVII.

Connaissant le rayon R d’une sphere, trouver le c6té ¢ d'un po-
lyédre régulier inscrit, et le rayon 7 de la sphere inscrite a ce
polyédre. '

Si Y'on résout, par rapport a ¢ et a r, les formules trou-
vées dans le Probléme XXVI, on, arrive aux résultats sui-
vants : ‘

Tétraddre. c =—§—R V6, r= -;—R.
Hezaeédre. ¢ =—§—R V3, r= ; RV3.
Octaédre. c¢=R V2, =—;— Ry3

Dodécaédre. ¢ =% R (VI5—V3 ), r= RI/SH_?:\/ 5'.
15
Icosaedre. ¢ = —}5— v 10 (5— 75:), r= RI/5 _-}-2\/ 5

15
Remarque. Le rayon de la sphére inscrite ayant la méme
valeur pour le dodécaédre et pour I'icosaédre, on voit que,
si ces polyédres sent inscrits & une méme sphére, ils
seront circonscrits aussi & une méme sphére. La méme
propriété subsiste pour I’hexaédre et P'octaédre. Ces deux
résultats confirment ce que nous avons dit sur les po-
lyeédres conjugués.

Probléme XXVIIK.

Trouver l'aire A et le volume V d’'un polyédre régulier inscrit
a une sphére de rayon R.

Nous venons d’e'xprimer, en fonction de R, le coté ¢ du
polyédre régulier ; si donc nous désignons par a laire de
chacune des faces, nous trouverous, par les formules
connues, les valeurs suivantes :

G-) 349-
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Tétraédre. a=—% 23 =R? \/5; A= %Rz \/§
4

Hexaédre. a=c*= T R?; A =38R .
— 1 — —
Octaddre. a=%oe\/3=-2—m V3, A=zR2y3.
Dodécaedre. a = -% c2ﬁ—1—_
Vio—2v5
1 —_— R —
=5 BVI0 (5—y5); A=2RV10(5—5).
Icosaddre. a= % AY3= T10" R (53 —Vi5); »

A =2R2(5 V3 —V15).

Multiplions actuellement la valeur de A par 1 113 nous

3

aurons le volume V du polyédre, savoir :
Birae _i 2 t,_ 8 33
Tétraedre., V= 3 R \/3_.-§-R—-2-7—R \/3 .

Hezaedre. V= 8R2 %— R \/§-=—g— R3V3 .
Octaédre. V= 4R2V3 . % RV3= é R3.

Dodécasdre.V=2R2 V10 (3 —V5). 1R I/EiQ_\E
3

15
_—__3«33\'30 (34-V5).
: I 54 2v5
Icosaedre. V=2R® (5 V3 —\/15)'-§RI/ +15\/

= § R*V10 +2 5.
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Probléeme XXIX.

Une sphere variable S se meut en touchant continuellement trois
sphéres fixes A, B, C, données de grandeur et de position.
Quelle est la courbe décrite, sur chacune de celles-ci, par son
point de contact avec la sphére mobile?

Soient a, b, ¢ les points oula sphére S, considérée dans
une quelconque de ses positions, touche respectivement
les sphéres A, B, C; et, pour fixer les idées, supposons que
-celles-ci soient, deux a deux, extérieures I'une 3 1'autre,
et que la sphere S les touche extérieurement.

Le point a est évidemment le centre de similitude in-
verse des spheres S, A; de méme, b est le centre de simi-
litude snverse des sphéres S, B ; donc la droite ab passe
par le centre de similitude directe des sphéres A, B
(Liv. III et Liv, VI).

Pour la méme raison, la droite bc passe par le centre de
similitude directe des sphéres B, C, el la droite ca passe
par le centre de similitude directe des sphéres C, A. Donc
le plan des trois points de contact a, b, ¢ passe par l’axe
de similitude directe des spheres données. Il est évident,
en outre, que ce plan coupe les quatre sphéres suivani
des cercles tels, que celui qui appartient 3 S touche les
trois autres.

Soient (fig. 178) abe, a’aa”, bb'b", cc’c” ces quatre
cercles. Soient, de plus, m, m’, m” les centres de simili-
tude dont il vient d’étre question : ces points sont, en
méme temps, les centres de similitude des trois derniers
cercles, considérés deux & deux.

Le point de contact @ est sur la droite qui joint le centre
radical o de ces mémes cercles au pole p de leur axe de
similitude, ce pole étant relatif au cercle aa’a” (Liv. III,
(Prob. XXXVI). Or, le lieu décrit par le point p, quand le
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plan de la figure tourne autour de I'axe mm/m”, est la
droite réciproque de cet axe (Th. VII); et, d'un autre
colé, il est clair que le lieu du centre radical o est I'axe
radical des sphéres A, B, C. Conséquemment, le lieu du
point a est la circonférence suivant laquelle le plan de ces
deux droites coupe la sphére A.

Les mémes raisonnements s'appliqueraient aux lieux
décrits par les points & et ¢. On a donc ce théoréme :

Quand une sphére variable S se meut en touchant con-
tinuellement trois spheres fizes A, B, C, le liew décrit sur
chacune de celles-ci, par son point de contact avec la pre-
miére sphére, est un petit cercle dont le plan est perpen-
diculaire & celus qui contient les centres des trois sphéres
données (*).

(*) Cette propriété remarquable a été découverte par Dupuisr
ancien éléve de I'Ecole polytechnique, mort au commencemeat de
ce siécle,
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LIVRE VIIL

Probléme I.

Un demi-décagone régulier, dont le coté est ¢, tourne autour du

diametre du cercle inscrit. Quel est le volume V du corps en-
gendré? :

Ce corps se compose de celui qui est engendré par le
secteur polygonal régulier OBCDEFO, augmenté des cones
engendrés par OAB et OGF.

Or,

vol. 0B...FO = 2z04 . 20A % 0A = fof <07,
vol. OAB = vol. OGF = % ~AB". OA;
donc, en appelant @ 1’apothéme OA, nous avons
\Y =—1;— nad -i—-(l)T Qac?.

Dans le décagone régulier, le rapport de I’apothéme au
cote est

1 f—
'é—\/5 +2v5,
donc

v=%,wa [2(5+2ve)+1lVEF2ys

=—1—1§-7r03 (11+4V5) V5 F2v5 .

ou, en effectvant,

£ —
V=5 Vigg5 4 842 V5 .

FiG. 344.
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L’expression du volume, en fonction de 1'apothéme a,
serait bien moins compliquée.

Car
4 . 2 ., 1 4 2 —
V= P 3 — S - 3 —_— 3K ,
3wa+3na5‘w§—-ym+15m(52%)
ou

_._.2 3 ).
V_Tgm(w—Qﬁ)

Probléme II.

A une demi-circonférence ADB, on méne une tangente DC; aprés
quoi l'on fait tourner la ligne AFDC autour de ABC. Comment
doit-on prendre la tangente pour que la surface conique en-
gendrée par cetle droite ait un rapport donné m avec la sur-
face de la zone engendrée par AFD?

D'aprés I'énoncé, on doit avoir
GD.DE __ m
QR.AE T 7
R étant le rayon de la sphcre.
Menons le rayon OD : les triangles CDE, DOE donnent

CD _ DE_
0D~ OE”
d’ou DE
CD=R QOf
puis .
DE .
2AE . OE —
Mais \
. DE = AE . BE;
donc
BE

'ﬁ-=2m.



DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 379

Pour résoudre le probléme, on doit donc partager le rayon

OB en deux segments BE, OE, dont le rapport soit double
du rapport donné ; etc.

Probléme IIi.

Quelle est I'étendue A de la partie de la surface du globe, visible
pour un aéronaute placé & une hauteur h au-dessus du sol?

Si T'on concoit un coéne DGG circonscrit & la sphére

terrestre O, et dont le sommet G soit I'eil de I'observa- -

teur, le petit cercle DG séparera la zone visible DBG de
la zone invisible DAG. Nous aurons donc, en désignant
par R le rayon de la terre, et par  la hauteur BE de la
zone cherchée,

A = 2=Rz.

Menons le rayon OD ; nous aurons aussi, dans le triangle
rectangle CDO :

RR=@R—2) R-4+n.

Gette équation donne

_ Rn

T R4
d’ou

A = 2xRh —— T —I— A 1)
Pour réduire en nombres cette formule, on observera
que la circonférence de la terre, supposée sphérique, est
égale & quarante millions de metres, et que, 1a hauteur h
¢tant presque toujours une petite fraction du rayon ter-
restre, on peut, du moins pour une premiére approxima-
tion, négliger A dans le diviseur. On a donc, & fort peu
prés,
A = 40000000 h métres carres,
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ou
A = (4 0007) hectares, 2)
la leitre A représentant maintenant le rapport entre la
hauteur donnée et le metre.
Pour obtenir une valeur plus approchée, il suffit de
remplacer

R b b, [y
o= 1+_’L—1— . +(R)—...,
R

par ce développement limité & un certain terme, au
deuxiéme, par exemple.

Comme application, supposons 2= 5000 : la formule (2)
donne

A = 20000 000 hectares.

Cette valeur est trop grande: pour la corriger, il faut la

I
multiplier par 1 — -RL— . Or,

40000000 __ 20000000

R=———= ;

2w ™

donc
h = . 5000

"R~ 20000000 °
donc

A = (20000 000 — 5000x) hectares = 19 984% 292 hecl.

Cherchons & quelle hauteur l'aéronaute devrait s'éle-
ver pour apercevoir une zone lerrestre équivalente a la
surface de la France. D’aprés Bravais (*), la superficie
de notre {lerritoire est de 52768 600 hectares; donc,

(*) Pairia, tome 1%, page 2. Cette évaluation, faite autrefois par
mon savant et regrettable camarade, n'est malheureusement plus
exacte! .
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par ]é formule (2),
b= 52768 600
T 4000

Pour avoir une valeur plus approchée, résolvons, par rap-
port & A, I'équation (1); nous aurons -

a— AR .
T aRE—A

=13 192.

h

d’ol, & fort peu prés,

A A
h= 2=R (1 + 2nR? )

A
Le facteur ——- est précisément la valeur de 2 que nous

2zR
avons obtenue tout a I'heure ; donc
13192 . 13192=
131922, =
= 13192 + 90000000 — 13192 + .
Ona
log 13192 = 4,1203106
2log 13192 =  8,2406212
+log = = 0,4971499
— log 20000000 = — 7,3010300
logy = 1,4367411
y=27,...
h=13219.

Ainsi, pour embrasser dans son horizon toute la France,
l'aéronaute devrait s'élever a4 une hauteur d’environ
13219 métres. ‘
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Probléme IV.

Par les extrémités de deux rayons OB, OC, on méne les tangentes
BA, CA, lesquelles se coupent en A. On propose d’exprimer, en
fonction du rayon R et de la projection BE de I'arc CFB, les
volumes des corps engendrés par le triangle BOC, par le seg-
ment BCF, et par le triangle BACF, lorsque ces trois figures
tournent autour du rayon OB.
Fic.346. Menons OB : cette droite est perpendiculaire au milieu
de la corde BC. Soient ensuite C& = z, AB =y, BE = h.
Nous aurons d’abord :

vol. BOC = v :_——1— Rz? ;

vol. BCF = ¢/ =—§-1rR2h— v

vol. BACF = v” = vol. BACE — vol. BFCE

w

» 1
= -;— =h (i24-zy-y?) — % nZT%h — 5 =h3.

En second lieu, la perpendiculaire CE est moyenne pro-
portionnelle entre les deux segments du diametre ; donc

22=h (2R — 7).

De plus,
AB _ BG_
"B T EC
ou ‘
BT _ R
Y=9E~ &
Par suite :
v= -;- R @R —h), o= _;- Ri2,
v/[ ___1_” Rﬂhﬁ
T3 TOR—1"

Remarque. Si h =R, auquel cas les rayons 0B, OC
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0C sont perpendiculaires entre eux, on a
1
v=v’—_—v”=§.ﬂ.R3'

Ainsi, dans ce cas particulier, les trois corps proposés
sont équivalents entre eux, et chacun d’eux est le quart
de la sphére.

, Probléme V,

Calculer le volume d’une lentille biconvexe ACBC/, connaissant
son épaisseur CC/, et les rayons R, R’ des spheres O, O’ qui
en forment les deux faces.

Si la figure GAC’ tourne autour de 00/, les demi-seg-
ments circulaires CAD, C/AD engendrént deux segments
sphériques, dont I'ensemble constitue la lentille.

Désignons par &, A’ les hauteurs CD, /D, et par V le
volume cherché ; nous aurons d’abord

V= g #BD (b W) o (08 1),
ou
V= % w (b 1) [3AD" 12 4 2 — hW). (1)

En second lieu,
AD'=h (QR—h)=N R —I'); @)
d’ol .
h 4
RF—N — 2R—h ° (3)
Représentant par e I'épaisseur de la lentille, nous tirons,
de cette proportion, ‘
h . - .
R —e+n "~ WR—e4n"’

puis »
ho M e
R—e 2R—e 2R-FR—e)°

Fic. 347.

G., 757.
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Conséquemment,
(R’ — e} e (R —e)e
h=smFw—0o "TITasrn—-o @
La proportion (3) donne encore
h e

R —NW  2RF+R)—e
Donc
(@R 42— @) I
= . .
Au moyen de cette valeur, et de A +h' = e, la for-
mule (1) devient

TAD = I (2R — )

Ve %,, 6 (R -+ RY) Al — 4ehl! + e (A% - '2)],
ou ‘
v =%W[G(R+ R’ — ¢) hi' 4 €.

D'ailleurs, & cause des formules (4),

nh — (2R —e) (R — ¢) e~ |
~ 4R+R —e2
Donc enfin
2
v=%ﬂr_§,_—emﬁa/—4(ﬂ LR e 4 e,

Probléme VI.

Un cone est circonscrit & deux sphéres de rayons R et R/, tan-
gentes extéricurement. Quel est le volume de I'espace compris
entre les trois surfaces ?

Par la ligne des cenires, faisons passer un plan quel-
conque : il coupe les sphéres suivant des circonférences
0C, 0’C tangentes en G, et la surface du c6ne suivant une
droite AA’, tangente aux deux circonférences.
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- Le volume V qu'il s’agit d’évaluer est celui du corps
engendré par la figure ACA’. Or, si nous abaissons AB,
A’B’ perpendiculaires 4 la ligne des centres, nous aurons,
en retranchant du tronc de cone engendré par ABA’B’ les
segments engendrés par ABG, A’B'G :

= —’3- BB (AB+N'B" + AB . A'B)

1. —2 _—2 —3 —3
—— = (AB . BC + A .B’C)——é—n (BC' + BT)-

Menons, par le centre 0/, la parall¢le O'D a la tangente
commune AA’: Yaogle D est droit; par conséquent, les
triangles AOB, 0’0D sont semblables; et

o 0A  _R—F
0B = 0D G5 =R

Celte valeur de OB donne

_A_]3,2=4__:a_/__ A — g DR®
\ (R+R) "’ R +R)®’
! A
BC = R_QR-FRT B’C=R2—ﬁv=““;
puis
4 RQRIZ
V= 7 o ORHRHRR)—3(R*-R ) —2RR

. ou enfin
3‘: ) R2R12
—_ -§'7T R+Rl .

A

Remarque. Nous avons trouve, par le calcul, BC = B/C :
il est facile ¢ vérifier, géométriquement, que ces deux
- segments sont 6gaux.

25
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Probléme VII.

Le litre, qui sert a mesurer les liquides, est un cylindre dang
lequel la hauteur est double du diamétre de la base, et dont

la capacité est de 1 décimetre cube. Calculer, & moins dei—é-

de millimetre, les dimensions de ce corps.
Prenons pour unité le décimeétre, et représentons par 7

la hauteur du cylindre ; nous aurons

\2
1 =7T(L;) h,

. e
h= l/&
T

11 s'agit de calculer cetie expression, a4 moins deﬁ

d’on

dunité.
Multiplions les deux membres par 1000 : nous aurons

3
1000 h=l/16000000000 =<1
VY

nombre, qu'il faut évaluer & moins d’une unité.
Le rapport du diamétre ¢ la circonférence, représenté

par—l— , est compris entre 0,3 183098 et 0,3183099 : si
T
nous adoptons le premier nombre, nous aurons
16000000000 < % = 5092956 800.

Cette valeur peu! différer de la véritable, d’environ

1600 unités. Mais cetle erreur n’influe pas sur la racine

cubique,fattendu que celle-ci a quatre chiffres (*).
Extrayant donc la racine du plus grand cube contenu

(*) Voyez le Manuel d’Arithmétique.
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dans 5092 956 800, on trouve 10007 = 1720; d’ou
h =14,720 = 172um (.

Ainsi, la hauteur du litre = 172mm 0 ; et le rayon de la
base = 43mm 0,

Pour vérifier les calculs précedents, opérons par loga-
rithmes ; nous trouvons

log 16 =  1,2041200

— log » = —0,4971499
0,7069701
—; =0,2356567 = log h
h =1,7205.

Probléme VIIN.
Les angles d’un triangle sphérique sont, respectivement,
A —=48°18, B =631, C="7324;
le rayon de la sphére est R = 0=,19. Calculer, & moins de
1 millimetre carré, la surface du triangle.

En prenant pour unités I'angle droit et le triangle tri-
rectangle, on a, pour mesure du triangle,
T=A-+B4C—2.

D’aprés les données, la somme des trois angles est
184°54 ; donc

54
184+ 55 49
_— 9 —

T=—"% 900

Ainsi, le triangle proposé est équivalent aux 9i0$())- du
triangle frirectangle.

D'un autre coté, le centimétre étant pris pour unité,

G.. 745.
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I'aire de la sphére est 4x (19)? ; celle du triangle trirec-
tangle est donc —;— = (19). Par suite, I'aire du triangle pro-

posé a pour valeur

_ 3
T=" 800
Ea opérant par Iogarithm‘es, on trouve

lOg s = 0,49714987
log 361 =  2,55750720
log49 = 1,69019608
— log 1800 = — 3,25527251
loga = 1,48958064

o = 30,873...

La surface du triangle est donc d’environ ‘3 087 milli-
mélres carrés.

Probléme IX.

Circonscrire, a une sphére donnée, un cone droit dont la surface
totale soit équivalente a celle d'un cercle donné (*).

Coupons les deux surfaces par un plan quelconque,
passant suivant I'axe du cone : nous obtiendrons, pour sec-
tions, un triangle isoscéle ASB, et un «rand cercle CDE,
inscrit & ce triangle; en sorte que les deux corps dont il
s'agit sont engendrés par le triangle rectangle CAS et le
demi-cercle CDF, tournant autour de SC.

Représentons par R, @, @, vy, z le rayon OC de la
sphére, le rayon du cercle donné, le rayon AC de la base,

(*) Ce probléme appartient, & proprement parler, & V'Application
de U'Algébre @ la Géométrie. La méme remarque s'applique a quel-
ques-uns des problémes suivants. :
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la hauteur SC, et I’apothéme AS du cdne ; nous aurons
d’abord

z (& + z) = a? 1
Les triangles semblables ACS, ODS donnent
AC __ AS
0D~ 08 ™
ou
& 4
R=7=R" @

‘En considérant les mémes triangles, et en observant que
la tangente SD est moyenne proportionnelle entre SC et SE,

nous aurons encore

xr_ Y ____.
R vyl —2R)
d’ou
s Y .
x __RQ———y_QR . (3)

La relation (2) donne

=2 _
= — 2
rérati e DY
Au moyen de cette valeur, 'équation (1) devient == a*;
et, a cause de I’équation (3),
Ry* e,
y—2R >
d’ou enfin
a? \ 9¢
y (',R' —y)=2
. 2
Lasomme des deux facteurs du premier membre est Sy

R

leur produil est 2a2. 11 faut donc, pour trouver la hauteur

SC du cone, coustruire un rectangle équivalent & 2a2, et
2

dans lequel la somme des deux dimensions soit %— . La

question est ainsi ramence a un probléme connu.
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Remarques. 1. Pour que le probléme soit possible, on

on doit avoir

ot —
> 2t
ou

a* > 8Re.

2

Si a? = 8R?, y=§ﬁ- = 4R ; et la surface du cone
est un minimum.

II. Lorsque y = 4R, les équations (3) et (2) donnent

r=RV2, z=3RV2.

Conséquemment, le cone de surface minimum, cir-
conscrit & une sphére donnée, jouit des propriétés sui-
vanles :

o La hauteur est double du diamétre de la sphére ;

20 L’apothéme est triple dw rayon de la base;

3° La surface est double de la surface de la sphére ;

4° Le volume est double du volume de celle-ci.

En général, si un polygone ABCD, circonscrit & une demi-
circonférence EF et limité par un diametre XY, tourne
autour de celui-ci, le volume V du corps engendré et le
volume V/ de la sphére sont respectivement égaux aux
aires correspondantes A, A’, multipliées chacune par le
tiers du rayon OE. Donc

V A
VA

Probléme X.

Couper une sphére par un plan, de maniére que le segment sphé-
rique CAD ait, avec le secteur sphérique correspondant CADO,
un rapport donné m.

Représentons par R, z, y le rayon de la spheére, la hau-
teur AE du segment et le rayon CE de sa base.
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Nous aurons

1 1 .
—(-z-wyw—|-—6—1ra>

) =m;

—5—11[{2:17
ou, en simplifiant,
4y? 4 2* = 4R*m. €]
D’un autre coté, la perpendiculaire CE est moyenne pro-
portionnelle entre les segments AE, BE du diamétre ; donc

y=2 (R —2) )
La substitution de cette valeur donne I'équation du second
degré

1?2 — 3Rz -+ 2R2m = 0, (3)

dont on construira facilement les racines. Quant a la dis-
cussion de cette équation, elle dépasse les limites que
nous avons di nous prescrire. La méme observation s'ap-
plique aux problémes qui suivent.

Probléme XI.

A une sphére donnée, inscrire un cylindre ayant un rapport
donné m avec la somme des deux segments sphériques adja-
cents.

Svient R le rayon de la sphére, « le rayon EG de la base
du cylindre, vy la moitié OE de la hauteur de ce corps. On
aura

Y

w* (R~ 9) + - = R — )

= m,.

ou
b’y =m R —y) B*+ R—9)¢l. (1)

F16. 352.
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D’ailleurs, dans le triangle rectangle OEC,
2?2 = R? — ¢2:
I’équation (1) devient donc
SR—y)y=mR—y? QR+ y);
d’ou, en supprimant le facleur commun R —y et en or-
donnant : '
2+ Ry _mL—tb‘Rg =0.

Remarque. Le facteur R—y répond & y =R, valeur

qui, évidemment, ne convient pas au probléme.

14

Probléme XII.
A une sphére donnée, inscrire un cone ABC équivalent au seg-
ment sphérique adjacent, ABD.

Représentons par R le rayon de la sphére, par « le rayon
de 1a base du cone, par y la hauteur DE du segment. Nous
aurons

b r [
5 ™ (R —y) =5 =2y + 5,
ou
@? (4R — 5y) = ° _
Et comme 2 est moyen proportionnel entre y et 2R — y :
y (2R — y)(4R — 5y) =9
En supprimant le facteur y et en réduisant, on trouve
2 — TRy 4 4R*=0.
Cette équation donne
. + —
Y= R 7 _4\/1.7 °
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La premiére valeur est plus grande que 2R ; elle doit
donc élre rejetée. La seconde seule satisfait a la question
proposée.

Probléme XIFL.

Couper un triangle ABC par une parallele DE a la base AB, de
maniére que les corps engendrés par les deux segments CDE,
ABDE tournant autour de cette base, supposée fixe, soient
équivalents.

Soient CF =7 et GG = = les hauteurs du triangle ABC
et du triangle DCE. 11 faut, d’aprés I'énoncé, que le corps

engendré par celui-ci soit équivalent a la moitié¢ du corps
engendré par 'autre triangle.

Or, on sait que le corps engendré par un triangle tour-

nant autour d’'un axe situé dans son plan a pour mesure °

l’aire de ce triangle, multipliée par la circonférence que
décril son centre des moyennes distances ; donc

vol. ABG = ABC.2r vol.CDE=CDE.Qn—-h+2§h_$)

On conclut, de ces valeurs,

ABC.A
CDE . (3h — 22) —

Les triangles semblables ABC, CDE sont entre eux
comme les carrés de leurs hauteurs 2 et . Léquauon
devient donc

"8 =2 (3h — 2z),
ou ,
2% — 6ha? 4 W8 = 0. )

Avec un peu d’attention, on reconnait que cette équation

F16. 354.
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est vérifise par 2 = %— . Ainsi, la paralléle DE ¢ la base

AB doit étre menée par le milieu de lo hauteur CF.
Remarque. Les deux autres racines.de I'équation -(1)

sont =—;— R(1E= V3 ) : elles ne satisfont pas a I'énoncé,

mais il est facile de les interpréter.

Probléme XIV.

. Couper un triangle ABC par une droite AD, passant par le som-

met A, de maniére que les corps engendrés par les deux seg-
ménts ABD, ACD, tournant autour d’'un axe donné XY, situé
dans leur plan, soient équivalents.

Des points A, B, C, D, abaissons des perpendiculaires
sur XY. Nous aurons, comme dans le Probléme XIII :

/ / ’
“vol. ABD = ABD . 2= AA +B]§ + DD )

/ , /
vol . ACD =ACD . 2= AA +Cg+DD .

Les triangles ABD, ACD, ayant méme hauleur, sout
proportionnels & leurs bases BD, CD. Par conséquent, en
exprimant que les deux volumes sont égaux, nous trou-
vons

BD (AA’ 4 BB’ 4- DD’) = CD (AA’ + CC/ 4 DD/).
Pour abréger, posons
AN =aqa, BB =0, C(’=¢, BD=w, CD=y, BG=1;
I’équation deviendra
z(a-+ b4 D)=y (a + ¢+ DD").

Pour éliminer DI, obscrvons que
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BC.DD'=BD.CC' +CD. BB
(Liv. IlI, Th.1); dou
T -1— by :
puis '

(@4bo— @ty + @—p-ZT W =0. ()

Au moyen de cetle équation et de

z+y=l|, @)
on pourra déterminer x et y.
Si, par exemple, on remplace y par [ — , on trouve

que l'inconnue  est donnée par 1'équation du second
degré :

Ab — ¢y — 2a + 2b)lw + (@ + b 4 )2 =0.

Probléme XV.

D’un point pris sur la surface d’'une sphére de rayon R, comme
centre, décrire une surface sphérique telle, que la partie com-
prise entre les surfaces des deux sphéres ait un volume donné.

Le corps intercepté entre les surfaces des deux sphéres
est une lentille biconvexe, dont I'épaisseur estle rayon R’
de la sphére cherchée. Conséquemment, si nous désignons
par m le rapport entre le volume de cette lentille et le
volume de la sphére donnée, nous aurons, par la derniére
formule du Probléme V :

A mps =1+ &% Re 4 R+ 12RRY;
3 2 "R ’

d'on
3R/t 4 8RR’* 4 16mR* = 0.
Telle est Y'équation qui donnera le rayon R’. Pour la
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!

- R
simplifier, posons R~ = % Dous aurons

Jzt — 82°+ 16m = 0.

Le lecteur & qui la Théorie des équations est familiére
reconnaitra sans peine que cette équation a deux racines
imaginadres ; qu’elle a deux racines positives, I'une plus
petite el I'autre pius grande que 2; etc.

Probléme XVI.

Trouver le rayon d’'une sphére équivalente a la limite de la
somme d’une infinité de sphéres dont les rayons décroitraient
en progression par quotient.

Représentons par R le rayor de la premiére des sphéres
donneées, par ¢ le rapport de deux rayons conséculifs, et
par « le rayon de ia sphére cherchée ; nous aurons, en
remplagant les spheres par les cubes de leurs rayons, ce
qui est permis :

=R+ ¢ + @+ @+ )

Les termes contenus dans la parenthése forment une

progression décroissante, dont la raison est ¢3. La limite

1
de leur somme est, par laformule connue, l—q’-; donc

R3

m:‘:-——i_qa )

et
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Prebléme X VII.

A un cdne droit ABD on inscrit une premiere sphére O ; puis,
dans Yespace compris entre celle-ci et la surface latérale du
cone, on inscrit une deuxi¢me sphére 0'; et ainsi de suite in-
définiment. Quelle est la limite des volumes de toutes ces
sphéres?

Si, au triangle isoscéle ABD, section méridienne du
cone, nous inscrivons une circonférence CEC’, cette ligne
représentera 1a section faite dans la sphére O, par le plan
du trianzle. Menons, par I’extrémité ¢/ du diametre CC’,

la tangente B’'D’, évidemment paralléle & BD ; nous obtien -

drons un nouveau friangle isoscéle AB’D’, auquel nous
pourrons inscrire la circonférerce C’C”, seclion méri-
dienne de la deuxiéme sphére ; et ainsi de suite.
Cela pos¢, joignons le point de contact E au centre O ;
nous aurons _
BC _ AB
0E — A0’
ou, en posant
Bl=a, AC=0), AB=¢, OE=R:

a__ ¢
R~ 0—R
Celte proportion donne
ab /
R= pra

Dailleurs les rayons des spheres 0, 0’ sont propor-
tionnels aux hauteurs AC, AC’ des cénes semblables
circonscrits ; donc

"R b - Cc—a

R b0—2R cFa ¢
La formule trouvée ci-dessus (Probl. XVI) donne donc,

F16. 356.
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pour la limite des volumes de toutes les sphéres,

_ 4 ab \3 1
V———T"(a__l_c) 1_(0_ (L)37
c+a
ou

2 a3’

V=3 31’
ou, enfin, a cause de ¢ = a2+ bt
a*b?

V= ha* -3

Remarque. Le rapport entre le volume V/ du cone et le
volume V est
v
VT30t dar

Cette fraction, qui se réduit a —i— quand @ =o0, diminue

indéfiniment lorsque a devient de plus en plus grand.
Ainsi, la somme de toutes les sphéres 0, 0/, 0”..... est
toujours moindre que les deux tiers du cone.

Probléme XWVIII.

On suppose qu’apres avoir formé une pile triangulaire de boulets,
on meéne trois plans, tangents aux trois faces de cette pile et
formant, avec le plan horizontal d’appui, un tétraédre régu-
lier T. Quel est le rapport m entre la partie pleine et la partie
vide de ce tétraédre ?

Représentons par » le nombre des boulets contenus
dans le coté de la base de la pile, et par d leur diameétre
commun; le volume de 'espace occupé par tous les hou-
lets, ou de l'espace plein, sera
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v s, AV OED Ly ey (.
6 6 36

Considérons les centres des boulets placés aux angles
de la premiére couche horizontale, ainsi que le centre du
boulet placé au sommet de la pile : ces quatre points
sont les sommets d’'un tétraédre régulier T/. De plus,
on reconnait facilement que l'aréte de ce tétraddre se:
compose de n — 1 fois le diamétre d’un boulet, en
sorte qu'elle esl représentée par ¢/ = (n -~ 1) 4. Enfin,
la distance comprise entre les faces correspondantes
du tétraédre T, est égale au rayon d’un boulet, c’est-a-
dire égale a-;— d.

Soit maintenant 7/ le rayon de la sphére inscrite an
tétraédre T’ ; nous aurons (Liv. VII, Probl. XXVI)

7":7?/-1;1 d\/g,

donc le rayon de la sphére inscriie & 'autre tétraédre est

,r=7-/+_;_ Cl,
ou
,«zﬂ_—:?;\/ﬁd Ve,

Les deux tétraédres sont entre eux comme les cubes
des rayons des sphéres inscrites. Le premier a pour
volume

1/1 N Ca 1 373 /9 »
20.2.0\/3.-3_7 o~ (n — 1% V2

(*) Manuel des candidats & ¢ Ecole polytechnique.
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donc le volume du second est
== TQ— ('n— 1 + \/6_)3 d3 \/2-.

Si, du volume total V, nous retranchons le volume v
trouvé ci-dessus, nous obtiendrons le volume v’ de 'es-
pace vide; savoir

v’ _—d3 [3 (n—14 \/6) V2 —n (n+1) (n + 2) =

Le rapport cherché est done

m — nnt+1Y(n42)
3 —1+ V6 V2e—n(n )+
Remarque. Quand n =1, m = — —0,43...
6y3—m=

A partir de celte valear, m croit indéfiniment lorsque le
nombre n des boulets augmente. La valeur limite s’ob-
tient en supposant, dansla furmule précédente, n infini.
On trouve ainsi,

limite dem —= ————— = 2,85...
3V2 — =

Probléme XIX.

Les milieux des arétes d’un polyédre régulier sont situés sur la
surface d'une sphére S, 4 laquelle ces arétes sont tangentes, et
dont le centre est celui du polyédre. De plus, la sphere est
coupée, par les faces du polyedre, suivant des circonférences
inscrites & ces faces.

Cela étant admis, on demande d’évaluer, en fonction du cdté ¢
du polyédre, la somme des calottes sphériques ayant pour
bases ces circonférences.

Soient R, 7 et p les rayons respeclifs de la sphére cir-
conscrite, de la sphére inscrite et de la sphére S.
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Supposons que l’on joigne le centre commun O des trois
sphéres 4 un sommet A du polyédre et au milieu G d'une
aréte aboutissant & ce sommet : Jon obtiendra ainsi un
triangle AGO, rectangle en G, et dans lequel

OA =R, OC——k, AG_——;G;
donc
1
2 — R2 —
=R 40‘2.

Chacune des calottes sphériques dont il s’agit a pour
hauteur p — r; en sorte que I’'aire de cette calotte est
représentée par 2=p (o — 7). En supposant donc que n soit
le nomby: des faces du polyedre, et en désignant par A
Vaire cherchée, nous aurons ‘

A=2mp(p —1). @)

Il ne s’agit plus maintenant que de substituer, pour R
et r, leurs valeurs connues (Probl. XXVI, Liv. VII). On
obtient ainsi les résultals suivants :

Tétraedre. p* = %-02, A =-;T = (3—V3) ¢
Hexaeédre. p*= —12— c?, A = 3=ct.
Octaédre.  p* = —Z— 2, A =—4 x (3 — V6 ) .
Dodécagdre. p* = T (3 +v5) e,

A= 3*[7+3 ] =T
Ieosagdre.  p* = - (\/5 +1) e

A=5x[3+\/5“~2\/5+\/5“]c=.

26
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Remarque. Prenons chacune des circonférences con-
nées pour base d’un cone ayant son sommet au centre du
polyédre. Si la surface de ce cone est prolongée indéfini-
ment, elle intercepte une partie de I'espace indéfini, par-
tie a laquelle on donne le nom d’angle conique. Or, ainsi
qu'on le démontre facilement, cet angle conique a pour
mesure le rapport de la calotte correspondante a la sur-
face sphérique S. Nous aurons donc, pour la mesure « de
la somme de ces angles :

A n 1 r
T met T2 ( - T)‘
* La substitution des valeurs de r et de p donne en-
suite les résultats suivants, pour les divers polyédres ré-
guliers :

Tétraedre. o= 2( 1 — L_)
V3

Hexaédre. o= 3(1 ———-1: .
V3

Octaeédre. a=—4 (1 _ —_)
\/6

Dodécatdre. « =6 [1 - \/? + 25 ]

Icosaédre. a=10 [i — i_\_{B_]
2v3
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APPENDICE ().

DES POLYEDRES SEMI-REGULIERS.

.

DErFINITIONS. — Yappelle polyédre semi-régulier, soit
celus dont les faces sont des polygones réguliers et dont
les angles polyédres sont égaux (ou symétriques), soit
celui dont les faces sont égales et dont les angles po-
lyédres sont régquliers.

Jadmets que, dans tout polyédre semi-régulier, du
premier- genv'e, les faces de méme espéce sont égales, et
que, dans tout polyédre semi-régqulier, du second genre,
les angles polyédres de méme espéce sont égaus (**).

Théoréme I,

1° Tout polyédre semi-régulier, du premier genre, a les arétes
égales entre elles ;

2° Tout polyedre semi-régulier, du second genre, a les angles
diedres égaux entre eux ;

3o Dans tout polyedre semi-régulier, du premier genre, les som-
mets sont triedres, tétraédres ou pentaedres ;

4° Dans tout polyédre semi-régulier, du second genre, les faces
sont triangulaires, quadrangulaires ou pentagonales.

(*) La théorie des polyédres semisréguliers, et en particulier la
démonstration des propriétés simplement énoncées dans cet Appen-
diee, font partie d'un Mémoire inséré au Journal de ' Ecole Poly-
technique (XLle Cahier). Les circonstances qui ont précédé la
publication du Mémoire sont rapportées dans une brochure ayani
pour titre : Histoire d'un Concours.

(**) La plupart des polyédres du premier genre sont connus,
depuis longtemps, sons le nom de solides d’Archiméde.
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Théoréme IX.

Tout polyédre semi-régulier, du premier genre, est inscriptible.

COROLLAIRE 1. — Dans tout polyeédre semi-régulier,
du premier genre, les angles diedres, déterminés par des
faces respectivement égales, sont sgaux entre eus.

CoROLLAIRE II. — Dans tout polyédre semi-réqulier,
du premier genre, les sommets adjacents ¢ un sommet
donné sont situés sur une circonférence ayant pour pole
le sommet donné.

Théoréme III.
Tont polyedre semi-régulier, dusecond genre, est circonscriptible.

COROLLAIRE. — Dans tout polyedre semi-régulier, du
second genre, les faces adjacentes & une face donnée sont
tangentes @ un cone de révolution dont le sommet est sur
le diametre perpendiculaire ¢ la face donnée.

Théoréme IV.

Tout polyédre semi-régulier, du premier genre, est conjugué
d’un polyedre semi-régulier du second genre, et vice versa (*).

‘Théoréme V.,

Les polyédres semi-réguliers sont au nombre de trente. Il n’en
peut exister davantage (**).

(*) Deux polyédres sont dits comjugués & une méme sphére,
lorsque les sommets du premier sont les péles des faces du se-
cond, et réciproquement. Dans ces polyédres, deux arétes corres-
pondantes quelconques sont réciprogues (Th. VII, Liv. VIl).

(**) Plus exactement, il y a trente classes de polyédres semi-
réguliers, quinze du premier genre et quinze du second. De ces
trente classes, vingt-siz sont composées, chacune, d'un seul po-
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ENUMERATION DES POLYEDRES DU PREMIER GENRE (%)

. Octaédre a faces triangulaires et he;wagonales.
(h=24, fi=4, F=8, S=12, A=18).

Il. Décatétraedre ¢ faces triangulaires et octogonales.
(=38, fy=86, F=14, S=24, A=236).

I. Triacontadoédre a faces triangulaires et décago-
nales.

(f=20, fi,=12, F=32, S=60, A=90).
Iv. Décatétraéda‘e & faces carrées et hexagonales.

V. Triacontadoédre ¢ faces pentagonales et hexago-
nales. ’

(fs=12, f,=20, F=32, S=160, A= 90).
VI. Prisme régulier & faces latérales carrées (**).
(=2 fi=n F=n-+2 S=2n, A=23n).
VIL. Icohezaédre d faces triangulaires et carrées.

(,=8, fi=18, F=26, S=24, A= 48).

lyédre ; mais, ainsi qu'on le verra plus loin, chacune des quatre
autres renferme une infinité de polyédres.

(*) Dans cette énumération, et dans celle qui la suit, les nota-
tions f, s, désiguent, respectivement, le nombre des faces den
cOtés et le nombre des sommets ayant n arétes. Quant aux lettres
F, §, A, elles représentent, a I'ordinaire, le nombre total des faces,
des sommets ou des arétes du polyeédre considéré.

(**) Cette classe renferme, évidemment, une infinité de polyédres
(Voyez la note ci-dessus).
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VII. Polyedre a bases égales et paralléles, et & faces
latérales triangulaires.

(h=2 fi=n, F=n4+2 S=2m, A=3n) ()
IX. Décatétraédre d faces triangulaires et carrées.
(t,=8, f,=6, F=14, S=12, A=24).

X. Triacontadoédre & faces triangulaires et pentago-
nales.

(=20, fy=12, F=32, S=130, A=60).
XI. Triacontadoddre & faces triangulaires et carrées.
(=232 f,=6, F=28, S=24 A =060).
XII. Ennécontadoédre.

(=280, fy=12, F=92, S=060, A=150).

XIII. Icohexzaedre & faces carrées, hexagonales et octo-
gonales. - .

(fi=12, f,=28, fz=06, F=26, S=48, A="12).

XIV. Hexécontadoedre & faces carrées, hexagonales et
décagonales.

(fi =30, f;=20, f,,=12, F =162, S =180, A—=180).

XV. Hezécontadoedre d faces triangulaires, carrées et
pentagonales.

(=10, =30, fy=12, F=62, S= 60, A= 120).

(*) Méme observation que pour le prisme régulier.
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ENUMERATION DES POLYEDRES DU SECOND GENRE.

I. Dodeoaedre & faces triangulaires.
(33_4, s =4, S=28, F="2, A—-18)

1. Icotétraédre a faces triangulaires, et & sommets
triedres et octaédres.

(=8, s3=06, S=14 F =24, A=36).

III. Hexécontaédre & faces triangulaires, et & som-
melts triedres et décaédres.

(55=20, s,=12, S=32, F=60, A=90).

IV. Icotétraedre o faces triangulaires, et & sommets
létraedres et hexaedres.

C(s,=6, s;,=8, S=14, F=24, A=236).

V. Hezécontaedre a faces triangulaires, et & som-
mets pentaem es et hexaédres. '

(=12, s;= 20, S=32, F =60, A=90)
VI. Double pyramide (*). '
(=2 s =p S=p+2 F=2p, A=3p).
VII. lcotéiraédre & faces quadrangulaires.
(s,=28, §,=18, S=26, F=24, A =48).

VII. Polyédre formé par la pénétration de deux
angles polyedres réguliers égaus.

(=2, =2, S=2+2, F=2, A=1ip).

. (*) Cette classe renferme une infinité de polyédres.
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IX. Dodécaédre rhomboidal.
(83=8, s§,=6, S=14, F =12, A =24).
X. Triacontaédre ¢ faces quadrangulaires.
(s =20, s;,=12, S=32, F=230, A=60).
XI. Icotétraédre & faces pentagonales.
(s3=32, s,—=6, S=138, F=24, A=060).
XIl. Hezécontaedre d faces pentagonales.
(=280, s=12, S=192, F=160, A = tb0).
XIIl. Tessaracontaoctaédre.
(5, =12, s;=2R, §5=06, S=26, F=48, A="T2).
XIV. Hécatonicoedre.
(5,=130, =20, s;;=12, S=62, F=120, A=180).
XV. Hexécontaedre & faces quadrangulaires.
(s;=20, s§=230, s—=12, S=62, F=60, A=120).

FIN.
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