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Introduction

A l'heure actuelle, l'homme utilise constamment les nombres entiers. Pour
les manipuler facilement, il les représente sous forme de mots de la manière
suivante. Dans un système de numération dé�ni par la suite (Ui)i≥0, l'entier n
est représenté par la suite de lettre w1 . . . w` si n =

∑`
i=1 Uiwi. Par exemple, le

système de numération en base 2 est dé�ni par la suite (2i)i≥0. Nous pouvons
voir un système de numération comme une bijection rep : N→ L entre N et
un langage L. Chaque partie X de N est alors envoyé sur un sous-ensemble
de rep(L).

Il est naturel de s'intéresser aux parties de N qui correspondent à des
sous-langages simples, i.e., les langages réguliers. Une partie de N qui en-
voyé sur un langage régulier est dit reconnaissable. Pour tout système de
numération en base entière, il est bien connu que toute union �nie de pro-
gressions arithmétiques est reconnaissable. En 1969, A. Cobham a prouvé la
réciproque du résultat précédent [8], i.e., dans tout système de numération
en base entière, les seuls ensembles d'entier reconnaissables sont les unions
�nies de progressions arithmétiques. Ce résultat est connu sous le nom de
théorème de Cobham. Rappelons, avant de l'énoncer, que deux entiers sont
multiplicativement indépendants si, pour tous entiers m et n, nous avons
pm 6= qn.

Théorème de Cobham. Soit deux entiers p, q ≥ 2 multiplicativement in-
dépendants. Un ensemble X d'entiers positifs est à la fois Up-reconnaissable
et Uq-reconnaissable si et seulement si il est ultimement périodique.

Une preuve de ce résultat réalisée par A. Muchnik peut être trouvée dans
[6]. Donc, les ensembles ultimement périodiques, i.e., les unions �nies de pro-
gressions arithmétiques, jouent un rôle important. De plus, ces ensembles
in�nis sont codés par un nombre �ni d'informations. Vu le théorème de
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Cobham, les ensembles ultimement périodiques sont appelés reconnaissables
dans la littérature. Cela nous conduit à nous intéresser au problème de déci-
sion suivant.

Problème. Étant donné un système de numération linéaire U tel que
repU(N) est U -reconnaissable et un ensemble X d'entiers positifs donné par
un automate acceptant repU(X), pouvons-nous décider si X est ou non ulti-
mement périodique ?

Nous allons montrer que le problème est décidable pour une classe de
systèmes de numération linéaires. De même l'extension du problème à une
classe de systèmes de numération abstraits est décidable. Le sujet est déve-
loppé selon la même structure que l'article A decision problem for ultimately
periodic sets in non-standard numeration systems de J. Bell, E. Charlier, A.
S. Fraenkel et M. Rigo [3], qui a servi de base à ce travail.

Le premier chapitre est consacré au rappel des notions de base concernant
les langages, automates et systèmes de numération.

Le but du deuxième chapitre est de donner une réponse au problème de
décision sous certaines hypothèses supplémentaires. Pour ce faire, nous don-
nons tout d'abord une borne supérieure des périodes admissibles pour un
ensemble X U -reconnaissable lorsque nous supposons qu'il est ultimement
périodique. Ensuite, nous donnons une borne supérieure des prépériodes ad-
missibles. Remarquons que ces bornes dépendent du nombre d'états de l'au-
tomate minimal reconnaissant le langage repU(X). Puisqu'il y a un nombre
�ni de périodes et prépériodes admissibles, nous pouvons construire pour
chaque paire de période et prépériode admissibles un automate acceptant
l'ensemble ultimement périodique correspondant. Il ne reste plus qu'à com-
parer ces langages obtenus avec repU(X).

Cette méthode se base sur la quantité NU(m) qui est le nombre de va-
leurs distinctes apparaissant in�niment souvent dans la suite (Ui mod m)i≥0.
Le résultat principal de ce chapitre 2 est le théorème suivant.

Théorème. Soit U = (Ui)i≥0 un système de numération linéaire tel que
N est U -reconnaissable satisfaisant la condition limi→+∞ Ui+1 − Ui = +∞.
Supposons que limm→+∞NU(m) = +∞. Alors, nous pouvons décider si un
ensemble U -reconnaissable est ou non ultimement périodique.
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Dans le troisième chapitre, nous nous intéressons aux systèmes qui vé-
ri�ent l'hypothèse limm→+∞NU(m) = +∞. Pour caractériser ces systèmes,
nous avons recours à des méthodes d'analyse p-adiques, d'algèbre et quelques
résultats sur les suites linéaires récurrentes. Cela nous conduit à étudier la
suite (Ui mod pv)i≥0 pour tout v ≥ 1, où p est un nombre premier divisant ak.

Dans le quatrième et dernier chapitre, nous étendons le problème de dé-
cision aux systèmes de numération abstraits. Dans ce cadre, nous appliquons
le même type de méthodes à une classe de systèmes de numération abstraits.
La procédure de décision correspondante est donnée par le théorème 4.4.1.

En�n, nous observons que, pour tous les systèmes de numération abs-
traits, le problème de décision est équivalent au problème de périodicité
HD0L. Il s'énonce comme suit : "Étant donné un morphisme f prolongeable
sur une lettre a et un codage g, pouvons-nous décider si le mot in�ni g(fω(a))
est ou non ultimement périodique. Le théorème 4.4.1 donne une procédure
de décision pour des exemples spéci�ques du problème de périodicité.
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Chapitre 1

Notions de base

1.1 Langages et automates

Rappelons quelques notions de la théorie des automates et des langages,
cf. [24] pour une vue plus complète de ce sujet.

Dé�nition 1.1.1. Un alphabet Σ est un ensemble �ni de symboles, géné-
ralement appelés lettres. Un mot sur Σ est une suite �nie de lettres de Σ.
La longueur d'un mot w, notée |w|, est le nombre de lettres constituant w.
L'unique mot de longueur 0 est le mot correspondant à la suite vide. Nous
l'appelons le mot vide et il est noté ε. L'ensemble des mots �nis sur Σ est
noté Σ∗. Un langage sur Σ est une partie de Σ∗.

Un mot in�ni x sur Σ est une suite in�nie de lettres x0x1x2 · · · ayant
comme indices les entiers positifs. L'ensemble des mots in�nis sur Σ est noté
ΣN.

Dé�nition 1.1.2. Pour un mot w sur Σ, nous dé�nissons le miroir de w,
noté wR, par récurrence sur la longueur de w. Si |w| = 0, alors w = ε et
wR = ε. Sinon |w| > 0 et nous pouvons écrire w = σu avec σ ∈ Σ et u ∈ Σ∗.
Dans ce cas, wR = uRσ. Si L est un langage sur Σ, alors le miroir de L est
le langage LR = {wR | w ∈ L}.

Dé�nition 1.1.3. Un automate �ni déterministe est la donnée du quintuple
A = (Q, q0, F,Σ, δ) où Q est un ensemble �ni dont les éléments sont les états
de A, q0 ∈ Q est l'état initial, F ⊆ Q est l'ensemble des états �nals, Σ est
l'alphabet de l'automate et δ : Q × Σ → Q est la fonction de transition de
A. Nous étendons la fonction de transition à Q×Σ∗ de la manière suivante :
pour tout q ∈ Q,

δ(q, ε) = q
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et
δ(q, σw) = δ(δ(q, σ), w), ∀σ ∈ Σ, w ∈ Σ∗.

Nous représentons les états de l'automate par des cercles. L'état initial est
désigné par une �èche entrante sans label et les états �naux sont repérés
grâce à un double cercle. Une transition δ(q, σ) = q′, avec σ ∈ Σ et q, q′ ∈ Q,
est représentée par un arc orienté de q vers q′ et de label σ.

Le langage L ⊆ Σ∗ est accepté par l'automate A si

L = {w ∈ Σ∗ | δ(q0, w) ∈ F}.

Dans ce cas, nous disons que le langage L est régulier.

Le résultat suivant est souvent utile pour véri�er si un langage n'est pas
régulier.

Lemme 1.1.4 (Lemme de la pompe). Soit L ⊆ Σ∗ un langage régulier. Il
existe un entier ` tel que pour tout mot satisfaisant |w|`, il existe x, y, z ∈ Σ∗

tels que w = xyz, avec |xy| ≤ `, y 6= ε, et xy∗ ⊂ L.

La version suivante du lemme de la pompe fournit une condition néces-
saire et su�sante.

Lemme 1.1.5 (Lemme de la pompe,version forte). Un langage L ⊆ Σ∗ est
régulier si et seulement si il existe un entier ` tel que pour tout mot w ∈ L
satisfaisant |w| ≥ `, il existe x, y, z ∈ Σ∗ tels que w = xyz, y 6= ε et pour
tout v ∈ Σ∗ et tout i ≥ 0, nous avons

wv ∈ L⇔ xyizv ∈ L.

Dé�nition 1.1.6. Soient L ⊆ Σ∗ un langage sur l'alphabet �ni Σ et x un
mot �ni sur Σ. Posons

x−1.L = {z ∈ Σ∗ | xz ∈ L}.

Nous pouvons maintenant dé�nir la congruence de Myhill-Nérode ∼L comme
suit. Soient x, y ∈ Σ∗. Nous avons

x ∼L y ⇔ x−1.L = y−1.L.

Proposition 1.1.7. Soit L ⊆ Σ∗ un langage. La relation ∼L est une relation
d'équivalence. Il s'agit même d'une congruence à droite, i.e.,

∀z ∈ Σ∗, x ∼L⇒ xz ∼L yz.

2



Lemme 1.1.8. Soient L ⊆ Σ∗ et u, v deux mots sur Σ. Nous avons

(uv)−1.L = v−1.(u−1.L).

Dé�nition 1.1.9. Nous dé�nissons l'automate minimal

ML = (QL, q0,L, FL,Σ, δL)

d'un langage L ⊆ Σ∗ comme suit :
� QL = {w−1.L | w ∈ Σ∗},
� q0,L = ε−1.L = L,
� FL = {w−1.L | w ∈ L} = {q ∈ QL | ε ∈ q},
� δL(q, σ) = σ−1.q, pour tous q ∈ QL, σ ∈ Σ.

La fonction de transition de l'automate s'étend à QL × Σ∗ par

δL(q, w) = w−1.q,∀q ∈ QL, w ∈ Σ∗.

Cette dé�nition a du sens car la fonction de transition ne dépend pas du
représentant choisi. En e�et, si un état deML est de la forme x−1.L = y−1.L,
avec x, y ∈ Σ∗, alors x ∼L y. Puisque ∼L est une congruence à droite, nous
avons pour tout σ ∈ Σ, xσ ∼L yσ et donc (xσ)−1.L = (yσ)−1.L. Vu le
lemme 1.1.8, cela implique σ−1.(x−1.L) = σ−1.(y−1.L). Par conséquent, nous
obtenons δL(x−1.L, σ) = δL(y−1.L, σ).

Théorème 1.1.10 (Théorème de Myhill-Nérode). Un langage L ∈ Σ∗ est
régulier si et seulement si la congruence ∼L est d'indice �ni (i.e., si ∼L a un
nombre �ni de classes d'équivalence).

1.2 Ensembles ultimement périodiques

Dé�nition 1.2.1. Une partie X ⊆ N est ultimement périodique s'il existe
N ≥ 0 et p > 0 tels que pour tout n ≥ N ,

n ∈ X ⇔ n+ p ∈ X.

Le plus petit entier p satisfaisant une telle propriété est appelé la période de
X et le plus petit entier N correspondant est appelé la prépériode.

Remarque 1.2.2. Observons qu'une partie X ⊆ N est ultimement pério-
dique si et seulement si X est une union �nie de progressions arithmétiques.
En e�et, supposons qu'il existe N ≥ 0 et p ≥ 0 tels que pour tout n ≥ N ,

n ∈ X ⇔ n+ p ∈ X.
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Dès lors, X s'écrit comme une union �nie de progressions arithmétiques,

X =

⋃
x∈X
x<N

(x+ N ·0)

 ∪
 ⋃

x∈X
N≤x<N+p

(x+ N ·p)

 .

Réciproquement, si

X =
t⋃
i=1

(qi + N ·pi),

alors en prenant p = ppcmi=1,...,t pi et N = maxi=1,...,t qi, nous avons

∀n ≥ N, n ∈ X ⇔ n+ p ∈ X.

1.3 Systèmes de numération

Dé�nition 1.3.1. Un système de numération positionnel est donné par une
suite (strictement) croissante U = (Ui)(i≥0) d'entiers tels que

� U0 = 1
� CU := supi≥0dUi+1/Uie est �ni.

La première condition assure que tout entier a au moins une représenta-
tion. La deuxième condition implique que l'alphabet AU = {0, . . . , CU − 1}
est �ni.

Dé�nition 1.3.2. La U-représentation gloutonne d'un entier positif n est
l'unique mot repU(n) = w` · · ·w0 sur AU satisfaisant

� n =
∑`

i=0wiUi,
� w` 6= 0,
�
∑t

i=0wiUi < Ut+1,∀t = 0, . . . , `.
Nous posons repU(0) = ε où ε désigne le mot vide.

Un ensemble d'entiers X ⊆ N est U-reconnaissable si le langage

repU(X) = {repU(x) | x ∈ X}

sur l'alphabet AU est régulier.

Exemple 1.3.3. Considérons le système de numération en base 2. La suite
U est donnée par Ui = 2i pour tout i ≥ 0. Il s'agit bien d'un système de
numération positionnel puisque U0 = 1 et CU := supi≥0d2i+1/2ie = 2 est �ni.
Nous avons par exemple

repU(17) = 10001 et valU(101101) = 45.
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Figure 1.1 � Automate acceptant le langage repF (N).

Exemple 1.3.4. Soit (Fi)i≥0 la suite des nombres de Fibonacci dé�nie par
F0 = 1, F1 = 2 et Fi+2 = Fi=1+Fi pour tout i ≥ 0. Le système de numération
de Fibonacci est donné par F = (Fi)i≥0 = (1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, . . .). Nous
avons,

repF (17) = 100101 et valF (101001) = 19.

Nous remarquons que le langage repF (N) est l'ensemble contenant le mot
vide et les mots commençant par 1 qui ne contiennent pas le facteur 11, i.e.,

repF (N) = {ε} ∪ 1{0, 1}∗ \ {0, 1}∗11{1, 0}∗.

Ce langage est régulier et il est accepté par l'automate représenté dans la
Figure (1.1).

Dé�nition 1.3.5. Si x = x` · · ·x0 est un mot sur un alphabet �ni d'entiers,
alors la valeur U-numérique de x est valU(x) =

∑`
i=0 xiUi.

Le résultat suivant est une conséquence du caractère glouton de la repré-
sentation.

Proposition 1.3.6. Soient un système de numération positionnel U = (Ui)i≥0
et x, y deux mots sur AU . Si xy est une représentation gloutonne et si la lettre
la plus à gauche de y n'est pas 0, alors y est aussi une représentation glou-
tonne.

Démonstration. Soient deux entiers j = |y| et ` = |x| − j. Notons x =
z` · · · zj+1, y = zj · · · z0 avec z`, . . . , z0 ∈ AU . Puisque le mot xy = z` · · · z0 est
une représentation gloutonne, il vient, par dé�nition,

t∑
i=0

ziUi < Ut+1 ∀t ∈ {0, . . . , `}.
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En particulier, nous avons
∑t

i=0 ziUi < Ut+1 pour tout t ∈ {0, . . . , j}. De
plus, zj n'est pas 0 par hypothèse. De ces deux observations, nous déduisons
que le mot y est une représentation gloutonne.

Dé�nition 1.3.7. Nous ordonnons l'alphabet AU selon l'ordre naturel des
chi�res et nous dé�nissons l'ordre lexicographique comme suit : pour deux
mots �nis x, y ∈ A∗U de même longueur, x est lexicographiquement plus petit
que y s'il existe w, x′, y′ ∈ A∗U et a, b ∈ AU tels que x = wax′, y = wby′ et
a < b. Dans ce cas, nous notons x <lex y.

Nous étendons l'ordre lexicographique aux mots in�nis de la manière sui-
vante. Pour deux mots in�nis x, y ∈ AN

U , nous avons x <lex y si et seulement
s'il existe w ∈ A∗U , a, b ∈ AU et x′, y′ ∈ AN

U tels que x = wax′, y = wby′ et
a < b.

Nous munissons alors A∗U d'une relation d'ordre : l'ordre généalogique.
Pour deux mots x, y ∈ A∗U , x est généalogiquement plus petit que y si
|x| < |y| ou x <lex y. Nous notons alors x <gén y.

Remarque 1.3.8. Pour m,n ∈ N, nous avons

m < n⇔ repU(m) <gén repU(n).

En e�et, soient v = vk · · · v0 = repU(m) et w = wj · · ·w0 = repU(n) avec
uk ≤ m < uk+1 et uj ≤ n < uj+1. Supposons, v <gén w. Alors k ≤ j. Si
k < j, uk+1 ≤ uj et m < n. Si k = j, il existe i tel que vi <gén wi et
vk · · · vi+1 = wk · · ·wi+1. D'où, il vient

m = vkUk + · · ·+ v0U0

= wkUk + · · ·+ wi+1Ui+1 + viUi + · · ·+ v0U0

≤ wkUk + · · ·+ wi+1Ui+1 + (wi − 1)Ui + vi−1Ui−1 + · · ·+ v0U0

< wkUk + · · ·+ wi+1Ui+1 + wiUi

≤ n

car vi−1Ui−1 + · · · + v0U0 < Ui vu le caractère glouton de la représentation.
Donc, nous obtenons m < n.

Dé�nition 1.3.9. Un système de numération positionnel U = (Ui)i≥0 est dit
linéaire si la suite U satisfait une relation de récurrence linéaire homogène
à coe�cients entiers, i.e., s'il existe un naturel k ≥ 1 et des coe�cients
constants a1, . . . , ak tels que pour tout i ≥ 0, nous avons

Ui+k = a1Ui+k−1 + · · ·+ akUi, avec a1, . . . , ak ∈ Z . (1.1)

Nous appelons k l'ordre de la relation de récurrence.
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Exemple 1.3.10. Considérons à nouveau le système de numération de Fi-
bonacci F = (Fi)i≥0. Il est linéaire puisque la suite F satisfait la relation de
récurrence linéaire Fi+2 = Fi+1 + Fi pour tout i ≥ 2.

Dé�nition 1.3.11. Soit un système de numération positionnel linéaire U =
(Ui)i≥0 satisfaisant (1.1). Le polynôme caractéristique de U est

χU(x) = xk − a1xk−1 − · · · − ak.

Exemple 1.3.12. Considérons le système de numération de Fibonacci F =
(Fi)i≥0. Son polynôme caractéristique est

χF (x) = x2 − x− 1.

Dans ce travail, nous nous intéressons au problème de décision suivant.

Problème 1. Soient un système de numération linéaire U tel que N est
U -reconnaissable et un ensemble X ⊆ N U -reconnaissable donné par un au-
tomate acceptant repU(X). Pouvons-nous décider siX est ou non ultimement
périodique ?

Remarquons que la régularité de repU(N) implique qu'il existe un en-
semble X ⊆ N tel que repU(X) est régulier. En e�et, vu la proposition 2.3.2,
si N est U -reconnaissable, alors tout ensemble ultimement périodique est
U -reconnaissable.

Remarque 1.3.13. Si nous nous restreignons aux systèmes de numération
en base entière b ≥ 2, plusieurs résultats sont connus. Par exemple, J. Honkala
a montré dans [14] que le problème de décision décrit ci-dessus est décidable.
Toutefois, nous verrons que nous ne pouvons pas appliquer notre procédure
dans ce cas, puisque NU(m) 6→ +∞ lorsque m → +∞ où U est un système
de numération en base entière ≥ 2.

Remarque 1.3.14. A. Muchnik a montré dans [22] que le problème 1 était
décidable pour tout système de numération U linéaire pour lequel repU(N)
et l'addition sont reconnaissables par automates. Rappelons que, pour un
système de numération U , l'addition est calculable par un automate �ni si le
langage

 0m−|repU (x)|repU (x)

0m−|repU (y)|repU (y)

0m−|repU (z)|repU (z)

 | x, y, z ∈ N, x+ y = z,m max
t∈{x,y,z}

|repU(t)|


est régulier. Notons que nous avons ajouté des zéros en tête des deux com-
posantes les plus courtes pour que les trois mots aient la même longueur.
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Cependant, il n'est pas facile de caractériser les systèmes de numération U
pour lesquels l'addition est calculable par automate �ni. Quelques exemples
sont donnés dans [11]. Par exemple, le système de numération linéaire U
dé�ni par

Ui+4 = 3Ui+3 + 2Ui+2 − 3Ui−4∀i ≥ 0

et 1 = U0 < U1 < U2 < U3 est tel que l'addition n'est pas calculable par
automate �ni. Cependant, comme nous le verrons dans l'exemple 3.4.6, notre
procédure de décision pourra être appliquée à ce système.
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Chapitre 2

Une procédure de décision pour

une classe de systèmes de

numération linéaires

Dans les sections suivantes, nous considérons souvent un système de nu-
mération positionnel U = (Ui)i≥0 satisfaisant la condition :

lim
i→+∞

Ui+1 − Ui = +∞ (2.1)

Remarquons que ce n'est pas une condition très contraignante. D'habitude,
la suite U a une croissance exponentielle, Ui ' βi pour un β > 1 et donc
(2.1) est satisfait.

2.1 Préliminaires

Lemme 2.1.1. Soit U = (Ui)i≥0 un système de numération positionnel sa-
tisfaisant (2.1). Alors, pour tout j, il existe un naturel L tel que pour tout
` ≥ L, les mots

10`−|repU (t)|repU(t), avec t = 0, . . . , Uj − 1

sont des U-représentations gloutonnes. Autrement dit, si w est une U-repré-
sentation gloutonne, alors pour tout r su�samment grand, 10rw est aussi
une U-représentation gloutonne.

Démonstration. Puisque repU(Uj) = 10j, repU(Uj − 1) est le plus grand
mot de longueur j dans le langage repU(N). Par hypothèse, nous avons
limi→+∞ Ui+1 − Ui = +∞. Donc il existe L tel que pour tout ` ≥ L,
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U`+1 − U` > Uj − 1. Par conséquent, pour tout ` ≥ L, 10`−jrepU(Uj − 1)
est la U -représentation gloutonne de U` + Uj − 1 < U`+1. La conclusion en
découle car, pour tout t ∈ {0, . . . , Uj − 1}, nous avons U` + t < U`+1 et donc
10`−jrepU(Uj − 1) est une U -représentation gloutonne.

Exemple 2.1.2. Considérons le système de numération U = (Ui)i≥0 dé�ni
par Ui = i + 1 pour tout0 ≤ i < 5 et U5i+r = 5i+1 + r pour tout i ≥ 1 avec
r ∈ {0, . . . , 4}. Si l'indice i est de la forme 5j + r avec un entier j ≥ 1 et
r ∈ {0, . . . , 3}, nous obtenons Ui+1−Ui = 5j+1 + r+ 1− 5j+1− r = 1. Donc,
Ui+1 − Ui = 1 pour un nombre in�ni de i et le système U ne satisfait pas la
condition (2.1). Le lemme précédent n'est pas applicable dans ce cas. Nous
avons repU(4) = 1000 mais le mot 105i+11000 n'est pas une U -représentation
gloutonne. En e�et, nous avons

valU(105i+11000) = valU(105i+5) + 4

= U5(i+1) + 4 = 5i+2 + 4 = U5(i+2)+4 = U5i+9.

Or, la U -représentation gloutonne de U5i+9 est repU(U5i+9) = 105i+9.

Remarque 2.1.3. Dans le lemme 2.1.1, nous ne pouvons pas échanger l'ordre
des quanti�cateurs de j et L car L dépend de j. Par exemple, prenons la suite
(Ui)i≥0 dé�nie par

Ui =
(i+ 1)(i+ 2)

2
∀i ≥ 0.

Elle satisfait la relation de récurrence linéaire

Ui+3 = 3Ui+2 − 3Ui+1 + Ui ∀i ≥ 3.

De plus, nous avons

lim
i→+∞

Ui+1 − Ui = lim
i→+∞

i+ 2 = +∞.

Pour tout entier i ≥ 1, k = Ui−1 est l'unique valeur telle que Ui = Uk−Uk−1
puisque pour tout entier j ≥ 1, Uj + Uj−1 = j + 1. Nous remarquons que
pour tout i ≥ 1, le mot 10i est une U -représentation gloutonne et les U -
représentations gloutonnes de la forme 10n10i sont exactement celles pour
lesquelles n ≥ Ui − i− 1.

Intéressons-nous maintenant à une classe particulière de systèmes de nu-
mération positionnels, voir aussi [9, 17, 20].
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Dé�nition 2.1.4. Les systèmes de numération de Bertrand associés à un
réel β > 1 sont dé�nis de la manière suivante. Soit Aβ = {0, . . . , bβc}. Tout
x ∈ [0, 1] peut s'écrire

x =
+∞∑
i=1

ciβ
−i, avec ci ∈ Aβ.

Alors la suite (ci)i≥1 est appelée la β-représentation de x. Une β-représentation
de x, qui est maximale pour l'ordre lexicographique, est notée dβ(x) et est
appelée β-développement. Un β-développement (ci)i≥0 est �ni s'il existe N
tel que ci = 0 pour tout i ≥ N . Si le β-développement de 1 est �ni, alors il
existe m ≥ 1 tel que dβ(1) = t1 · · · tm, avec tm 6= 0 et nous posons

d∗β(1) := (t1 · · · tm−1(tm − 1))ω.

Sinon, dβ(1) est in�ni et nous posons d∗β(1) := dβ(1).

Notons Dβ l'ensemble des β-développements des nombres appartenant à
[0, 1[ et F (Dβ) l'ensemble des facteurs de Dβ.

Dé�nition 2.1.5. Un langage L est dit extensible à droite si

v ∈ L⇒ v0 ∈ L.

Exemple 2.1.6. Considérons la suite U = (Ui)i≥0 commençant par U0 = 1,
U1 = 3 et U2 = 5. Le langage repU(N) n'est pas extensible à droite. En e�et,
le mot 2 = repU(2) est dans repU(N). Par contre, le mot 20 n'est pas une
représentation valide puisque sa valeur U -numérique est valU(20) = 6, mais
la U -représentation gloutonne de 6 est repU(6) = 101.

Théorème 2.1.7 (Théorème de Bertrand). Soit U = (Ui)i≥0 un système de
numération positionnel. Soit AU l'alphabet canonique. Il existe un nombre
réel β tel que repU(N) = F (Dβ) si et seulement si repU(N) est extensible à
droite. Dans ce cas, si d∗β(1) = (di)i≥1, la suite U est déterminée par

Ui = d1Ui−1 + · · ·+ diU0 + 1. (2.2)

Dé�nition 2.1.8. Les systèmes de numération qui satisfont le théorème
précédent sont dits associés à β et notés Uβ.

Exemple 2.1.9. Considérons le système de numération de Fibonacci F =
(Fi)i≥0. Le langage repF (N), qui est l'ensemble contenant le mot vide et les
mots commençant par 1 qui ne contiennent pas le facteur 11, est clairement
extensible à droite. Donc, il satisfait les hypothèses du théorème de Bertrand
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2.1.7. Le système de numération de Fibonacci est associé au nombre d'or
β = 1+

√
5

2
. En e�et, nous avons

dβ(1) = 11 car 1 =
2

1 +
√

5
+ (

2

1 +
√

5
)2.

Par conséquent, d∗β(1) = (10)ω et la suite F = (Fi)i≥0 est bel et bien déter-
minée par

Fi = 1Fi−1 + 0Fi−2 + 1Fi−3 + 0Fi−4 + · · ·+ αF0 + 1︸ ︷︷ ︸
=Fi−2

= Fi−1 + Fi−2,

où α vaut 0 si i est pair et 1 sinon.

Proposition 2.1.10 (Condition de Parry). Soient un réel β > 1 et une suite
(xn)n≥0 d'entiers positifs. La suite (xn)n≥0 appartient à Dβ si et seulement
si, pour tout k ≥ 0, (xn)n≥k <lex d

∗
β(1).

Remarque 2.1.11. La condition de Parry signi�e que tous les facteurs des
mots de Dβ sont strictement inférieurs au mot in�ni d∗β(1). Par conséquent, si
β est un nombre de Parry, i.e., tel que dβ(1) est �ni ou ultimement périodique,
alors nous pouvons construire canoniquement un automateA acceptant exac-
tement le langage F (Dβ) = repUβ(N). Construisons d'abord l'automate Aβ
acceptant le langage 0∗F (Dβ) = 0∗repUβ(N).

Si dβ(1) est �ni, il s'écrit dβ(1) = t1 · · · tm, avec ti ∈ Aβ pour tout i ∈
{1, . . . ,m}. L'ensemble des états de Aβ est Q = {q1, . . . , qm}. L'état initial
est q1. Tous les états sont �nals. Les transitions sont tels que, pour tout
1 ≤ j < m,

qj
tj−→ qj+1

et, pour tout r ∈ Aβ tel que r <lex tj et tout 1 ≤ j ≤ m,

qj
r−→ q1.

Les autres transitions ne sont pas dé�nies (ou nous pouvons dire qu'elles vont
dans un "puits"). L'automate Aβ est représenté à la �gure 2.1 où les états
�nals sont représentés par un simple cercle dans un souci de simplicité.

Si dβ(1) est ultimement périodique, alors il existe des entiers N et P tels
que, nous avons,

dβ(1) = t1 · · · tN(tN+1 · · · tN+p)
ω

avec ti ∈ Aβ pour tout i ∈ {1, . . . , N + P}. Les états de l'automate Aβ
sont q1, . . . , qN+P , tous sont �nals. L'état initial est q1. L'automate Aβ est
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q1 q2 qm

0, . . . , t2 − 1

0, . . . , tm − 1

t1 t2
tm−1

0, . . . , t1 − 1

Figure 2.1 � Automate Aβ si dβ(1) est �ni.

construit de la même manière que dans le cas �ni pour les états q1, . . . , qN .
Il y a juste une partie supplémentaire qui s'occupe de la période. Une repré-
sentation de Aβ est donnée à la �gure 2.2, avec la même convention pour les
états �nals.

L'automate Aβ accepte le langage 0∗repUβ . Pour avoir un automate ac-
ceptant exactement repUβ , modi�ons légèrement Aβ. L'état q1 n'est plus un
état initial et nous ajoutons le nouvel état initial q0 avec les transitions

q0
t1−→ q2 et q0

r−→ q1 pour r ∈ {0, . . . , t1 − 1}.

L'automate acceptant repUβ est représenté à la �gure 2.3.

Exemple 2.1.12. Soit β ' 3, 383 la racine réelle du polynôme x3−3x2−x−1.
Considérons le système Uβ = (Ui)i≥0 associé à β. Nous avons dβ(1) = 311 et
d∗β(1) = (310)ω. Par le théorème 2.1.7, la suite Uβ satisfait

U0 = 1, U1 = 3U0 + 1 = 4, U2 = 3U1 + U0 + 1 = 14

et, pour tout i ≥ 0,

Ui+3 = 3Ui+2 + Ui+1 + 0Ui + 3Ui−1 + Ui−2 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
=Ui

= 3Ui+2 + Ui+1 + Ui.

Donc, nous avons Uβ = (1, 4, 14, 47, 159, 538, · · · ). De plus, puisque dβ(1) est
�ni, β est un nombre de Parry. L'automate Aβ, à la �gure 2.1 accepte le
langage F (Dβ) = repUβ(N).
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q1 q2 qN

qN+1qN+p

0, . . . , t2 − 1

0, . . . , tN − 1

tN+P

0, . . . , tN+p−1

0, . . . , tN+1 − 1

t1 t2
tN−1

tN

tN+1
tN+p−1

0, . . . , t1 − 1

Figure 2.2 � Automate Aβ si dβ(1) est ultimement périodique.

q1 q2

q0

0, . . . , t2 − 1 Aβ
0, . . . , t1 − 1

t1 t2

0, . . . , t1 − 1 t1

Figure 2.3 � Automate acceptant repUβ(N).
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q1 q2 q3

0,1,2

3 1
0

0

Figure 2.4 � Automate Aβ avec β ' 3, 383.

Remarque 2.1.13. Soit β un nombre de Parry. Vu la forme de l'automate
Aβ, nous obtenons la propriété suivante, qui est plus forte que le lemme
2.1.1. Si x et y sont des Uβ-représentations gloutonnes, alors x0y est aussi
une Uβ-représentation gloutonne.

Exemple 2.1.14. Prenons le système de numération de Fibonacci Fβ où
β = 1+

√
5

2
. Puisque dβ = 11 est �ni, β est un nombre de Parry. Donc, pour

deux mots x et y ∈ repFβ(N), nous avons x0y ∈ repFβ(N).

Remarque 2.1.15. Lorsque β est un nombre de Parry, le système associés à
β satisfait une relation de récurrence linéaire. Par le théorème de Bertrand,
la suite Uβ satisfait (2.2). Vu [9], il en découle que la suite Uβ compte le
nombre de mots de longueur n acceptés par A, où A est l'automate acceptant
exactement F (Dβ) = repUβ(N). Vu la remarque 4.1.6, cette suite satisfait une
relation de récurrence linéaire.

Dé�nition 2.1.16. SoitX ⊆ N un ensemble d'entiers. Lemot caractéristique
de X est le mot in�ni x0x1x2 · · · sur {0, 1} dé�ni par xi = 1 si et seulement
si i ∈ X.

Considérons maintenant X ⊆ N un ensemble ultimement périodique.
Le mot caractéristique de X est donc un mot in�ni sur {0, 1} de la forme
x0x1x2 · · · = uvω où u et v sont choisis pour qu'ils soient de longueurs mi-
nimales. Nous disons que la longueur |u| de u est la prépériode de X et la
longueur de |v| de v est la période de X. Alors, pour tout n ≥ |u|, n ∈ X si
et seulement si n+ |v| ∈ X. Cette dé�nition est donc cohérente avec 1.2.1.

Lemme 2.1.17. Soit X ⊆ N un ensemble ultimement périodique de période
pX et de prépériode aX . Soient i, j ≥ aX . Si i 6≡ j mod px , alors il existe
t < pX tel que nous avons, soit i + t ∈ X et j + t /∈ X, soit i + t /∈ X et
j + t ∈ X.
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Démonstration. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer i > j et
pX > 1. Procédons par contradiction et supposons que, pour tout t ∈
{0, . . . , pX}, nous avons i + t ∈ X ⇔ j + t ∈ X. Soient p ∈ {1, . . . , pX − 1}
tel que p ≡ j− i (mod pX) et un entier n ≥ i. Nous pouvons écrire n ≡ i+ r
(mod pX) avec r ∈ {0, . . . , pX − 1}. Il vient n + p ≡ j + r (mod pX). Donc,
nous obtenons

n+ p ∈ X ⇔ j + r ∈ X ⇔ i+ r ∈ X ⇔ n ∈ X.

Ceci est en contradiction avec le fait que pX est la période minimale.

2.2 Borne inférieure et supérieure sur la pé-

riode

Dé�nition 2.2.1. Pour une suite (Ui)i≥0 d'entiers, nous notons NU(m) ∈
{1, . . . ,m} le nombre de valeurs qui sont prises in�niment souvent par la
suite (Ui mod m)i≥0.

Exemple 2.2.2. Considérons la suite (Ui)i≥0 dé�nie à l'exemple 2.1.2. Pour
tout i ≥ 1, nous avons U5i+r = 5i+1 + r ≡ r (mod 5), avec r ∈ {0, . . . , 4}.
Donc, dans la suite (Ui mod 5), les valeurs 0, 1, 2, 3, 4 apparaissent in�niment
souvent. De plus, comme il ne peut y avoir d'autres valeurs di�érentes dans
cette suite, nous avons NU(5) = 5.

Proposition 2.2.3. Soit U = (Ui)i≥0 un système de numération satisfaisant
(2.1). Si X ⊆ N est un ensemble ultimement périodique U-reconnaissable de
période pX , alors tout automate �ni déterministe acceptant repU(X) a au
moins NU(pX) états.

Démonstration. Soit aX la prépériode de X. Par le lemme 2.1.1, il existe L
tel que pour tout h ≥ L, les mots

10h−|repU (t)|repU(t), avec t = 0, . . . , pX − 1,

sont des U -représentations gloutonnes puisque pX est tel que Uj−1 ≤ pX ≤ Uj.
La suite (Ui mod pX)i≥0 prend in�niment souvent N := NU(pX) valeurs

distinctes. Soient h1, . . . , hN ≥ L tels que

i 6= j ⇒ Uhi 6≡ Uhj mod pX .

Les h1, . . . , hN peuvent être choisis tels que Uhi > aX pour i ∈ {1, . . . , N}.
Par le lemme 2.1.17, pour tous i, j ∈ {1, . . . , N} tels que i 6= j (et donc Uhi 6≡
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Uhj mod pX), il existe ti,j < pX tel que soit Uhi + ti,j ∈ X et Uhj + ti,j /∈ X,
ou soit Uhi + ti,j /∈ X et Uhj + ti,j ∈ X. Donc le mot

wi,j = 0|repU (pX−1)|−|repU (ti,j)|repU(ti,j)

est tel que soit

10hi−|repU (pX−1)|wi,j ∈ repU(X) et 10hj−|repU (pX−1)|wi,j /∈ repU(X)

ou

10hi−|repU (pX−1)|wi,j /∈ repU(X) et 10hj−|repU (pX−1)|wi,j ∈ repU(X)

car

10hi−|repU (pX−1)|wi,j = 10hi−|repU (pX−1)|0|repU (pX−1)|−|repU (ti,j)|repU(ti,j)

= 0hi−|repU (ti,j)|repU(ti,j).

Par conséquent, les mots

10h1−|repU (pX−1)|, . . . , 10hN−|repU (pX−1)|

sont deux à deux non équivalents pour la relation ∼repU (X). Donc l'automate
minimal de repU(X) a au moins N = NU(pX) états.

Une conséquence immédiate de cette proposition nous donne une borne
inférieure sur la période d'un ensemble périodique accepté par un automate
�ni déterministe.

Corollaire 2.2.4. Soit U = (Ui)i≥0 un système de numération positionnel
satisfaisant (2.1). Supposons que limm→+∞NU(m) = +∞. Alors la période
d'un ensemble ultimement périodique X ⊆ N tel que repU(X) est accepté
par un AFD à d états est bornée par le plus petit entier s0 tel que pour tout
m ≥ s0, NU(m) > d.

Démonstration. Vu la proposition 2.2.3, nous savons que d ≥ NU(pX) car d
est plus grand ou égal au nombre d'états de l'automate minimal acceptant
repU(X).

Le résultat suivant permet d'obtenir une borne supérieure sur la période
d'un ensemble périodique accepté par un AFD.

Proposition 2.2.5. Soient U = (Ui)i≥0 un système de numération posi-
tionnel satisfaisant (2.1) et X ⊆ N un ensemble ultimement périodique U-
reconnaissable de période pX . Soit c un diviseur de pX . Si 1 apparaît un
nombre in�ni de fois dans la suite (Ui mod c)i≥0, alors tout AFD acceptant
repU(X)a au moins c états.
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Démonstration. Soit aX la prépériode de X. En appliquant plusieurs fois le
lemme 2.1.1, nous voyons qu'il existe n1, . . . , nc tels que

10nc10nc−1 · · · 10n10|repU (pX−1)|−|repU (t)|repU(t)

avec t = 0, . . . , pX − 1, sont des U -représentations gloutonnes.
Puisque 1 apparaît un nombre in�ni de fois dans la suite (Ui mod c)i≥0,

n1, . . . , nc peuvent être choisis tels que pour tout j = 1, . . . , c,

valU(10nj · · · 10n10|repU (pX−1)|) ≡ j mod c.

En e�et, nous pouvons choisir n1 de sorte qu'il existe i1 tel que

valU(10n10|repU (pX−1)|) = Ui1 avec Ui1 ≡ 1 mod c

ainsi que nj, avec j = 2, . . . , c, de sorte qu'il existe ij tel que

valU(10nj0nj−1+1 · · · 0n1+10|repU (pX−1)|) = Uij avec Uij ≡ 1 mod c.

Nous obtenons donc

xj := valU(10nj · · · 10n10|repU (pX−1)|)

= valU(10nj0nj−1+1 · · · 0n1+10|repU (pX−1)|)

+ valU(10nj−10nj−2+1 · · · 0n1+10|repU (pX−1)|)

+ · · ·+ valU(10n10|repU (pX−1)|)

= Uij + · · ·+ Ui1
≡ 1 + · · ·+ 1 (mod c)

≡ j (mod c)

De plus, nous pouvons prendre n1 tel qu'il véri�e aussi

x1 = valU(10n10|repU (pX−1)|) > aX .

Donc, nous avons xi > aX pour tout i ∈ {1, . . . , c}. Par le lemme 2.1.17, pour
tous i, j ∈ {1 . . . , n} tels que i 6= j, il existe ti,j ∈ X tel que soit xi + ti,j ∈ X
et xj + ti,j /∈ X, ou soit xi + ti,j /∈ X et xj + ti,j ∈ X. Remarquons que le
fait que c divise pX implique |repU(ti,j)| < |repU(pX − 1)|. D'où, nous avons,
pour tout 1 ≤ i ≤ c,

repU(xi+ti,j) = 10ni · · · 10n1+|repU (pX−1)|−|repU (ti,j)|repU(ti,j) = 10ni · · · 10n1wi,j.

Donc, le mot wi,j = 0|repU (pX−1)|−|repU (ti,j)|repU(ti,j) est tel que

10ni · · · 10n1wi,j ∈ X et 10nj · · · 10n1wi,j /∈ X
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ou tel que
10ni · · · 10n1wi,j /∈ X et 10nj · · · 10n1wi,j ∈ X.

Par conséquent, les mots

10ni · · · 10n1 et 10nj · · · 10n1

ne sont pas équivalents pour ∼repU (X). Donc, tout AFD acceptant repU(X) a
au moins c états.

Dé�nition 2.2.6. Pour une suite (Ui)i≥0 d'entiers, si (Ui mod m)i≥0 est ul-
timement périodique, nous notons sa prépériode (minimale) ιU(m) et sa pé-
riode (minimale) πU(m).

Remarque 2.2.7. Nous observons que, pour toute suite U satisfaisant une
relation de récurrence linéaire d'ordre k de la forme (1.1), la suite (Ui mod m)
est ultimement périodique. De plus, nous avons

NU(m) ≤ πU(m) ≤ (NU(m))k.

En e�et, puisque les valeurs apparaissant in�niment souvent sont les valeurs
se trouvant dans la période, NU(m) ≤ πU(m). D'un autre coté, pour trouver
la période de (Ui mod m), il su�t d'inspecter les k-uples composés de k
éléments consécutifs. Dès qu'il y en a deux identiques, nous avons la période.
Or, le nombre de k-uples disctincts dans la suite (Ui mod m) est (NU(m))k.
Donc πU(m) ≤ (NU(m))k Par conséquent, limm→+∞NU(m) = +∞ si et
seulement si limm→+∞ πU(m) = +∞. Remarquons que si m = p · q avec
pgcd(p, q) = 1, alors πU(m) = ppcm{πu(p), πu(q)}.

Exemple 2.2.8. Considérons à nouveau la suite (Ui)i≥0 dé�nie par Ui =
(i+1)(i+2)

2
pour tout i ≥ 0. Ses premiers termes sont

(Ui)i≥0 = (1,3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, 78, 91, 105,

120, 136, 153, 171, 190, 210, 231, 253, 276, 300, 325, · · · ).

Puisque la suite (Ui)i≥0 satisfait la relation de récurrence d'ordre 3,

Ui+3 = Ui+2 − Ui+1 + Ui pour tout i ≥ 0,

la suite (Ui mod 15)i≥0 est ultimement périodique et pour trouver la période,
il su�t d'inspecter les premières valeurs de cette suite à la recherche de deux
blocs de trois élements consécutifs qui sont égaux. Les premiers termes de
(Ui mod 15)i≥0 sont

(1, 3, 6, 10, 0, 6, 13, 6, 0, 10, 6, 3, 1, 0, 0, 1, 3, 6, 10, 0, 6, 13, 6, 0, 10, · · · ).
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Nous voyons que le triplet (U0, U1, U2) = (1, 3, 6) est égal au triplet
(U15, U16, U17). Dans ce cas, la suite (Ui mod 15)i≥0 est même périodique
de période πU(15) = 15. Les di�érentes valeurs prises dans la période sont
0, 1, 3, 6, 10 et 13. Ce sont les seules valeurs répétées in�niment souvent. D'où,
nous avons NU(15) = 5.

Exemple 2.2.9. Prenons la suite de Fibonacci F = (Fi)i≥0. Si nous écrivons
les premiers termes de la suite, nous avons

(1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, · · · ).

Considérons maintenant la suite (Fi mod 4)i≥0. Ses premiers termes sont

(1, 2, 3, 1, 0, 1, 1, 2, 3, 1, 0, 1, 1, 2, 3, 1, 0 · · · ).

Par le même raisonnement que précédemment, nous voyons que la période
est (1, 2, 3, 1, 0, 1), donc πU(4) = 6 et NU(4) = 4.

2.3 Borne supérieure sur la prépériode

Nous voulons maintenant obtenir une borne supérieure sur la prépériode
de tout ensemble ultimement périodique U -reconnaissable reconnu par un
AFD donné.

Proposition 2.3.1. Soient U = (Ui)i≥0 un système linéaire et X ⊆ N un en-
semble ultimement périodique U-reconnaissable de période pX et de prépériode
aX . Alors tout AFD acceptant repU(X) a au moins |repU(aX − 1)| − ιU(pX)
états.

Démonstration. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que

|repU(aX − 1)| − ι(pX) > 0.

Puisque U satisfait une relation de récurrence linéaire d'ordre k, la suite
(Ui mod pX)i≥0 est ultimement périodique de période πU(pX) et de prépé-
riode ιU(pX). Procédons par contradiction et supposons que A est un AFD
avec moins de |repU(aX − 1)| − ι(pX) états acceptant repU(X). Il existe des
mots w et w4 sur AU tels que la U -représentation gloutonne de aX − 1 peut
être factorisée comme

repU(aX − 1) = ww4 avec |w| = |repU(aX − 1)| − ιU(pX).
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Puisque repU(X) est régulier, nous pouvons appliquer le lemme de la pompe.
Le mot w peut s'écrire w1w2w3 avec w2 6= ε et pour tout i ≥ 0 et tout v ∈ A∗U ,
nous avons

wv ∈ repU(X) si et seulement si w1w
i
2w3v ∈ repU(X).

En particulier, pour tout i ≥ 0,

ww4 ∈ repU(X) si et seulement si w1w
i
2w3w4 ∈ repU(X).

Par minimalité de aX et pX , soit aX − 1 ∈ X et donc, pour tout n ≥ 1,
aX+npX−1 /∈ X, soit aX−1 /∈ X et donc, pour tout n ≥ 1, aX+npX−1 ∈ X.
En e�et, supposons dans le premier cas qu'il existe un entier n ≥ 1 tel que
aX + npX − 1 ∈ X. Alors, puisque pX est la période, nous avons pour tout
n ≥ 1, aX + npX − 1 ∈ X et aX − 1 ∈ X. Par conséquent aX n'est pas la
prépériode minimale de X, ce qui est une contradiction. Nous raisonnons de
la même manière pour le deuxième cas.

En utilisant la période de (Ui mod pX)i≥0, nous voyons que, puisque |w4| =
ιU(pX), nous avons pour tout i ≥ 0,

valU(w1w
iπU (pX)
2 w2w3w4)

= valU(w10
|wiπU (pX )

2 |w2w3w4) + valU(w
iπU (pX)
2 0|w2w3w4|)

≡ valU(w1w2w3w4) + ivalU(w
πU (pX)
2 0|w2w3w4|) (mod pX).

Par conséquent, lorsque nous répétons un facteur dont la longueur est un
multiple de πU(pX) exactement pX fois, la valeur modpX du mot ne change
pas. Nous obtenons

valU(w1w
pXπU (pX)
2 w2w3w4) ≡ valU(w1w2w3w4) (mod pX).

Il en découle une contradiction par rapport à la minimalité de aX et de
pX .

Lemme 2.3.2. Soient des entiers a, b ≥ 0 et U = (Ui)i≥0 un système de
numération linéaire. Le langage

val−1U (aN+ b) = {w ∈ A∗U |valU(w) ∈ aN+ b}

est régulier. En particulier, si N est U-reconnaissable, alors un AFD ac-
ceptant repU(aN+ b) peut être obtenu de manière e�ective et tout ensemble
ultimement périodique est U-reconnaissable.
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Remarque 2.3.3. Notons que pour tout entier n ≥ 0, val−1U (n) \ 0+A∗U est
un ensemble �ni de mots {x1, . . . , xtn} sur AU tels que valU(xi) = n pour
tout i = 1, . . . , tn. En particulier, nous avons repU(n) ∈ {x1, . . . , xtn}.

Démonstration. Puisque les langages réguliers sont stables pour les modi�ca-
tions �nies (i.e., ajouter ou enlever un nombre �ni de mots dans le langage),
nous pouvons supposer que 0 ≤ b < a. La suite (Ui mod a)i≥0 est ultime-
ment périodique (car U est un système de numération linéaire) de prépé-
riode ` = ιU(a) et de période p = πU(a). Construisons un AFD A acceptant
le miroir des mots de {w ∈ A∗U | valU(w) ∈ aN+ b}.

� L'alphabet de A est AU .
� Les états sont les paires (r, s) où 0 ≤ r < a et 0 ≤ s < `+ p.
� L'état initial est la paire (0, 0).
� Les états �nals sont les paires (b, s) où 0 ≤ s < `+ p.
� Les transitions sont dé�nies comme suit : pour tout j ∈ AU ,

∀s < `+ p : (r, s)
j−→ (jUs + r mod a, s+ 1)

(r, `+ p− 1)
j−→ (jU`+p−1 + r mod a, `).

Nous remarquons que A ne tient pas compte du caractère glouton ou non
des mots acceptés. La construction de A repose uniquement sur la valeur
U -numérique des mots modulo a.

Supposons N U -reconnaissable. Le langage

repU(aN+b) = repU(N) ∩ valU(aN+b)

est régulier car les langages réguliers sont stables pour l'intersection. Donc,
nous pouvons construire e�ectivement un automate qui imite simultanément
les automates acceptant valU(aN+b) et repU(N). Ce type d'automate est
appelé automate produit. Il sera décrit plus en détails dans le chapitre 4 en
4.3.4.

Dans le résultat précédent, l'hypothèse sur le caractère U -reconnaissable
de N a un intérêt particulier. En e�et, pour un système U de numération
linéaire arbitraire, en général, N n'est pas U -reconnaissable. De plus, nous
avons la propriété suivante provenant de [18].

Proposition 2.3.4. Soit un système de numération positionnel U = (Ui)i≥0.
Si N est U-reconnaissable, alors la suite (Ui)i≥0 satisfait une relation de ré-
currence linéaire à coe�cients entiers, i.e., U est un système linéaire.
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Démonstration. Nous avons repU(U`) = 10` pour tout ` ≥ 0. Parmi les mots
de longueur ` + 1, le plus petit mot par rapport à l'ordre généalogique est
10`. Donc, U`+1 − U` est exactement le nombre de mots de longueur ` + 1
dans repU(N). D'un autre côté, puisque le langage repU(N) est régulier, il est
accepté par un automate �ni déterministe. Le nombre de mots de longueur n
dans repU(N) est égal au nombre de chemins de longueur n de l'état initial à
un des états �nals. Nous savons, par [24], que la suite (#(repU(N))∩AnU)n≥0
satisfait une relation de récurrence linéaire avec des coe�cients entiers. La
conclusion en découle.

Remarque 2.3.5. La réciproque du résultat précédent est fausse. Exhibons
un contre-exemple provenant de [29]. Considérons le système de numération
positionnel U = (Ui)i≥0 dé�ni par Ui = (i + 1)2 pour tout i ≥ 0. La suite U
satisfait la relation de récurrence linéaire

Ui+3 = 3Ui+2 − 3Ui+1 + Ui pour tout i ≥ 0.

L'ensemble L des U -représentations des nombres qui sont la somme de deux
carrés est

repU(N) ∩ 10∗10∗ = {10a10b | b2 < 2a+ 4}.
Montrons que l'ensemble L n'est pas régulier.

Supposons que l'ensemble L est régulier. Alors, il est accepté par un
automate �ni. Soit k le nombre de ses états. Prenons a ≥ k tel que 2a + 3
est un carré et b =

√
2a+ 3. Le mot 10a10b est un mot de L. Puisque L est

régulier, nous pouvons appliquer le lemme de la pompe à ce mot 10a10b. Il
existe des mots x, y, z tels que 10a10b = xyz avec y 6= ε et |xy| < k ≤ a.
Supposons qu'il existe des entiers i et j tels que x = 10i, y = 0j, avec j 6= 0,
et z = 0a−i−j10b, le cas où x = ε et y = 10j étant similaire. Par le lemme de
la pompe, nous avons xynz ∈ L pour tout entier n ≥ 0. En particulier, pour
n = 0, nous obtenons xz = 10a−j10b ∈ L. Or, nous avons b2 > 2(a − j) + 4
car j ≥ 1. D'où, nous avons 10a−j10b /∈ L, ce qui est une contradiction. Par
conséquent, l'ensemble L n'est pas régulier.

Puisque la classe des langages réguliers est fermée pour l'intersection,
repU(N) n'est pas régulier. Donc, N n'est pas U -reconnaissable.

2.4 Procédure de décision

Notre procédure de décision utilisera le résultat qui suit.

Lemme 2.4.1. Soit U = (Ui)i≥0 une suite croissante satisfaisant une rela-
tion de récurrence linéaire de la forme (1.1). Les assertions suivantes sont
équivalentes :
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i. limm→+∞NU(m) = +∞,

ii. pour tout diviseur premier p de ak, limm→+∞NU(pv) = +∞.

En particulier, si ak = ±1, alors limm→+∞NU(m) = +∞.

Démonstration. Il est évident que (i) implique (ii). Montrons que (ii) im-
plique (i). Soit |ak| = pu11 · · · purr , avec u1, . . . , ur > 0, la décomposition en
facteurs premiers de |ak|. Il est clair que sim = pv11 · · · pvrr c avec v1, . . . , vr ≥ 0
et pgcd(ak, c) = 1, alors

πU(m) = ppcm{πU(pv11 ), . . . , πU(pvrr ), πU(c)}.

Observons que si m tend vers l'in�ni, alors au moins un des vj ou c tend vers
l'in�ni.

Supposons que pour un j ∈ {1, . . . , r}, nous avons vj → +∞. Par hypo-
thèse, nous avons limm→+∞NU(p

vj
j ) = +∞. Vu la remarque 2.2.7, NU(p

vj
j ) ≥

πU(p
vj
j ) ≥ (NU(p

vj
j ))k. Nous obtenons alors limvj→+∞ πU(p

vj
j ) = +∞. Donc

πU(m) prend des valeurs plus grandes que n'importe quelle constante lorsque
m est un entier divisible par une puissance su�samment grande de pj. Vu la
remarque 2.2.7, la même conclusion vaut pour NU(m).

Posons C = {c0 < c1 < c2 < · · · } l'ensemble des naturels premiers avec
ak. Pour tout c ∈ C, la suite (Ui mod c)i≥0 est ultimement périodique (car
U satisfait une relation de récurrence linéaire d'ordre k) et elle est même
purement périodique. En e�et, pour tout i ≥ 0, Ui+k est déterminé par les k
termes précédents Ui+k−1, . . . , Ui. Toutefois, puisque pgcd(ak, c) = 1, ak est
inversible modulo c et pour tout i ≥ 0, Ui mod c est aussi déterminé par les
k termes suivants Ui+1, . . . , Ui+k.

Par dé�nition de NU(c), la suite (Ui mod c)i≥0 prend exactement NU(c)
valeurs distinctes, car chaque terme apparaît in�niment souvent. Soit α la
fonction qui envoie m ∈ N sur le plus petit indice α(m) tel que Uα(m) ≥ m.
Puisque la suite U est croissante, la fonction α est croissante et

lim
m→+∞

α(m) = +∞.

De cette observation et de la périodicité de (Ui mod c)i≥0, il découle que pour
tout c ∈ C, NU(c) ≥ α(c) car U0 < · · · < Uα(c)−1 < c. Par conséquent, nous
obtenons limn→+∞NU(cn) = +∞. Donc tout entier m contenant un nombre
c su�samment grand et premier avec ak véri�e limm→+∞NU(m) = +∞.

Puisque tout entier m su�samment grand contient soit une grande puis-
sance d'un pj, soit un grand entier c premier avec ak, l'assertion (i) est véri-
�ée.

24



Théorème 2.4.2. Soit U = (Ui)i≥0 un système de numération linéaire tel
que N est U-reconnaissable satisfaisant la condition (2.1). Supposons que
limm→+∞NU(m) = +∞. Alors, nous pouvons décider si un ensemble U-
reconnaissable est ou non ultimement périodique.

Démonstration. La suite U satisfait une relation de récurrence linéaire d'ordre
k de la forme (1.1). Soit |ak| = pu11 · · · purr , avec u1, . . . , ur > 0, la décompo-
sition en facteurs premiers de |ak|. Considérons un AFD A avec d états
acceptant un ensemble U -reconnaissable X ⊆ N.

Supposons que X est ultimement périodique de période pX = pv11 · · · pvrr c
avec v1, . . . , vr ≥ 0 et pgcd(ak, c) = 1. Comme dans la preuve précédente
puisque ak et c sont premiers entre eux, la suite (Ui mod c)i≥0 est purement
périodique. Donc le terme U0 = 1 apparaît un nombre in�ni de fois dans
(Ui mod c)i≥0. Puisque c est un diviseur de pX , nous pouvons utiliser la pro-
position 2.2.5 et nous obtenons c ≤ d.

Par la proposition 2.2.3, nous obtenons NU(pX) ≤ d. Soit j ∈ {1, . . . , r}.
Vu la remarque 2.2.7, nous avons

NU(p
vj
j ) ≤ πU(p

vj
j ) ≤ πU(pX) ≤ (NU(pX))k ≤ dk.

L'hypothèse limm→+∞NU(m) = +∞ implique limv→+∞NU(pvj ) = +∞. Re-
marquons que NU(pvj ) ≤ NU(pwj ) lorsque v ≤ w. Par conséquent, l'exposant
vj apparaissant dans la décomposition de pX est borné par sj où sj est le
plus petit entier tel que pour tout v ≥ sj, NU(pvj ) > dk. Cette borne sj
peut être e�ectivement calculée de la manière suivante. Pour tout v ∈ N,
NU(pvj ) peut être calculé en un nombre �ni d'opérations, en inspectant les
premières valeurs de (Ui mod pvj )i≥0 et en cherchant deux k-uples identiques
composés de k éléments consécutifs. Une fois la période déterminée, nous
pouvons immédiatement obtenir les valeurs qui sont répétées in�niment sou-
vent. Puisque l'application v 7→ NU(pvj ) est croissante, nous pouvons calcu-
ler NU(pj) ≤ NU(p2j) ≤ · · · jusqu'à trouver la première valeur sj telle que
NU(p

sj
j ) > dk.

Si X est ultimement périodique, alors les périodes admissibles sont bor-
nées par la constante

P = ps11 · · · psrr d
qui est calculable e�ectivement. Par la proposition 2.3.1, les prépériodes ad-
missibles aX doivent satisfaire

|repU(ax − 1)| ≤ d+ max
p≤P

(ιU(p))

où |repU(a)| ≤ |repU(b)| lorsque a ≤ b. Cette dernière observation montre
qu'une borne supérieure sur les périodes admissibles de X peut être e�ecti-
vement donnée.
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Par conséquent, l'ensemble des prépériodes et périodes admissibles que
nous avons à véri�er est �ni. Pour chaque paire (a, p) de prépériode et pé-
riode admissibles, il y a au plus 2a2b ensembles ultimement périodiques dis-
tincts. Par le lemme 2.3.2, puisque N est U -reconnaissable par hypothèse, tout
ensemble ultimement périodique est U -reconnaissable. Donc, nous pouvons
construire un automate pour chacun d'eux et ensuite comparer le langage L
accepté par cet automate avec repU(X). Puisque tester si L \ repU(X) = ∅
et repU(X) \L = ∅ est décidable par algorithme, nous pouvons décider si un
ensemble U -reconnaissable est ultimement périodique ou non.

Vu le résultat précédent, il est naturel de vouloir caractériser les suites U
linéaires récurrentes telles que limm→+∞NU(m) = +∞. Ce sera fait dans le
chapitre 3. Toutefois, nous pouvons déjà nous intéresser à un cas particulier
immédiat.

Corollaire 2.4.3. Soit U = (Ui)i≥0 un système de numération linéaire tel
que N est U-reconnaissable et satisfaisant la condition (2.1) et une relation de
récurrence linéaire d'ordre k de la forme (1.1) avec ak = ±1. Nous pouvons
décider si un ensemble U-reconnaissable est ultimement périodique ou non.

Démonstration. Vu le cas particulier du lemme 2.4.1, puisque ak = ±1, nous
avons limm→+∞NU(m) = +∞. La conclusion découle alors du théorème
2.4.2.

Remarque 2.4.4. Nous avons donc obtenu une procédure de décision pour
le problème 1 lorsque limm→+∞NU(m) = +∞ et en particulier quand le
coe�cient ak apparaissant dans (1.1) est égal à ±1.

D'un autre côté, quand pgcd(a1, . . . , ak) = g ≥ 2, pour tout n ≥ 1 et tout
i su�samment grand, nous avons Ui ≡ 0 (mod gn) et l'hypothèse concernant
NU(m) dans le théorème 2.4.2 n'est pas véri�ée. En e�et, la seule valeur prise
in�niment souvent par la suite (Ui mod gn)i≥0 est 0. Donc NU(m) = 1 pour
un nombre in�ni de m. Remarquons que la même observation peut être faite
pour le système habituel en base entière b ≥ 2. Dans ce cas, la seule valeur
prise in�niment souvent par la suite (bi mod bn)i≥0 est 0 pour tout n ≥ 1.

Pour conclure ce chapitre, nous faisons une petite digression. Nous mon-
trons comment utiliser le résultat d'Engstrom [10] sur les prépériodes pour
obtenir des systèmes de numérations linéaires particuliers où
limm→+∞NU(m) = +∞.

Théorème 2.4.5. [10] Soient U = (Ui)i≥0 une suite linéaire récurrente
d'ordre k de la forme (1.1) et p un diviseur premier de ak. Si il existe
s(p) < k tel que ak, . . . , ak−s(p)+1 ≡ 0 (mod p) et ak−s(p) 6≡ 0 (mod p), alors
ιU(pv) ≤ vs(p).
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Remarque 2.4.6. Soit un système de numération linéaire U = (Ui)i≥0 sa-
tisfaisant (1.1). Supposons que les hypothèses du théorème précédent sont
véri�ées pour tous les diviseurs premiers p de ak. C'est équivalent au fait que
pgcd(a1, . . . , ak) = 1. Soit χU le polynôme caractéristique de U . Supposons
que β > 1 est une racine de multiplicité ` ≥ 1 de χU(x) satisfaisant :

� pour tout autre racine γ ∈ C de χU(x), |γ| < β,
� β < p1/s(p) pour tout diviseur premier p de ak

Soient γ1, · · · , γr les autres racines de multiplicité m1, . . . ,mr de χU(x). Vu
la proposition 3.3.1, il existe des polynômes P − ` et Qi respectivement de
degré strictement inférieur à ` et mi, pour i ∈ {1, . . . , r}, tels que

Ui = Q1(i)γ
i
1 + · · ·+Qr(i)γ

i
r +Q`(i)β

i.

Vu les hypothèses sur β, il existe une constante c telle que Ui ∼ ci`−1βi

(i → +∞). Soit p un diviseur premier de ak. Notons jp(v) le plus grand
indice j tel que Uj < pv. Soit t > s(p) un réel tel que β < p1/t < p1/s(p). Pour
tout entier v su�samment grand, nous avons Ubvtc < pv. Donc, pour tout
entier v su�samment grand, il vient jp(v) ≥ bvtc. Vu le théorème 2.4.5, nous
avons ιU(pv) ≤ vs(p) pour tout v ∈ N. D'où, pour tout entier v su�samment
grand,

UιU (pv) < · · · < Ujp(v)

sont les premières valeurs de la partie périodique de la suite (Ui mod pv)i≥0 et
nous obtenons NU(pv) ≥ bvtc−vs(p)+1 ≥ v(t−s(p)). Par conséquent, pour
tout diviseur premier p de ak, nous avons Nu(p

v) → +∞ lorsque v → +∞.
Par le lemme 2.4.1, il vient limm→+∞NU(m) = +∞. Donc, nous pouvons
appliquer notre procédure de décision donnée par le théorème 2.4.2, lorsque
N est U -reconnaissable.

Exemple 2.4.7. Considérons la relation de récurrence linéaire donnée par

Ui+3 = Ui+1 + 3Ui pour tout i ≥ 0

et Ui = i+ 1 pour i ∈ {0, 1, 2}. Les premiers termes de la suite sont

(1, 2, 3, 5, 9, 14, 24, 41, 66, 113, 189, 311, 528, 878, 1461, 2462, 4095, 6845, · · · ).

Le polynôme caractéristique est χU(x) = x3 − x− 3.
Avec les mêmes notations que précédemment, le seul diviseur premier de

ak = 3 est 3 et β ' 1, 6717 < 3 est une racine de multiplicité 1. Les deux
autres racines ont un module proche de 1, 34 < β. Nous avons s(3) = 1.
Par le théorème 2.4.5, la prépériode ιU(3v) est bornée par v. D'un autre
côté, nous avons Ui ∼ cβi pour une constante c > 0. Remarquons aussi que
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β < 31/2 < 3. Alors, pour tout v su�samment grand, U2v ∼ cβ2v < 3v.
D'où, les termes Uv < · · · < U2v apparaissent dans la partie périodique de
(Ui mod 3v)i≥0.

Par exemple, écrivons les premiers termes de la suite (Ui mod 3v)i≥0 lorsque
v = 3. Nous avons

(1, 2, 3, 5, 9, 14, 24, 14, 12, 5, 0, 14, 15, 14, 3, 5, 18, 14, 6, 14, 21, 5, 9, 14, 24, . . .).

Nous voyons que le triplet (5, 9, 14) apparaît deux fois. Nous obtenons donc
que la partie périodique est

(5, 9, 14, 24, 14, 12, 5, 0, 14, 15, 14, 3, 5, 18, 14, 6, 14, 21).

La prépériode est (1, 2, 3) et ιU(33) =≤ vs(p). Les termes U3 = 5, U4 = 9,
U5 = 14 et U2·3 = 24 sont bien les premiers termes de la partie périodique.

Nous pouvons procéder de la même façon pour v = 4 et v = 5. Les
résultats sont repris dans la table suivante où les éléments Uv < . . . < U2v

ont été soulignés. Remarquons que les parties périodiques pour v = 4 et v = 5
ne sont pas écrites en entier car les périodes πU(34) et πU(35) sont grandes.

v prépériode période
3 1, 2, 3 (5, 9, 14, 24, 14, 12, 5, 0, 14, 15, 14, 3, 5, 18, 14, 6, 14, 21)
4 1, 2, 3, 5 (9, 14, 24, 41, 66, 32, 27, 68, 42, 68, 3, 32, 45, 41, 60, 14, · · · )
5 1, 2, 3, 5, 9 (14, 24, 41, 66, 113, 189, 68, 42, 149, 3, 32, 207, 41, 60, · · · )
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Chapitre 3

Suites linéaires récurrentes et

classes de résidus

Comme cela a été dit dans la remarque 2.4.4, puisque notre approche pour
résoudre le problème de décision 2 est d'exiger limm→+∞NU(m) = +∞, nous
pouvons seulement appliquer notre procédure à des suites linéaires de la forme
(1.1) avec pgcd(a1, . . . , ak) = 1. Dans ce chapitre, nous voulons déterminer
quelles suites linéaires récurrentes U sont telles que limm→+∞NU(m) = +∞.
Dans ce but, il est nécessaire de présenter quelques notions d'analyse p-
adique. Pour plus d'informations à ce sujet, nous pouvons consulter [16, 12,
27] ou encore les notes de cours [2]. Tout au long de la section suivant, p est
un nombre premier �xé.

3.1 Nombres p-adiques

Rappelons qu'une norme sur un champ F est une application ‖·‖ : F →
{r ∈ R | r ≥ 0} telle que, pour x, y ∈ F ,

i. ‖x‖ = 0 si et seulement si x = 0,

ii. ‖x · y‖ = ‖x‖ · ‖y‖,
iii. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Une norme ‖·‖ est non-archimédienne si la troisième inégalité peut être rem-
placée par l'inégalité ultramétrique qui est une inégalité plus forte :

iv. ‖x+ y‖ ≤ max{‖x‖, ‖y‖}.

Dé�nition 3.1.1. Pour rappel, p est un nombre premier �xé. Nous appelons
valuation p-adique d'un nombre entier a 6= 0, notée ordp(a), l'exposant de p
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dans la décomposition de a en produit de facteurs premiers. Nous pouvons
alors l'étendre à tout nombre rationnel non nul x = a

b
en posant

ordp(x) = ordp(a)− ordp(b).

Cette dé�nition dépend uniquement du nombre x et non de a et b. En e�et,
nous pouvons écrire x = ac

bc
et nous obtenons

ordp(x) = ordp(ac)− ordp(bc)

= ordp(a) + ordp(c)− ordp(b)− ordp(c)

= ordp(a)− ordp(b).

Nous pouvons maintenant dé�nir la valeur absolue p-adique d'un rationnel
x, notée |x|p comme suit :

|x|p =

{
p−ordp(v) si x > 0

0 si x = 0.

Exemple 3.1.2. Nous avons

|12|2 =
1

4
, |12|3 =

1

3
, |12|5 = |12|7 = |12|11 = 1,

|2|2 = |6|2 = |14|2 =
1

2
, |14|7 =

1

7
, |25|5 = |75|5 =

1

25
,∣∣∣∣36

∣∣∣∣
3

=

∣∣∣∣36
∣∣∣∣
7

=

∣∣∣∣10

6

∣∣∣∣
2

= 1,

∣∣∣∣14

3

∣∣∣∣
3

=

∣∣∣∣25

12

∣∣∣∣
3

= 3,∣∣∣∣ 9

16

∣∣∣∣
3

=

∣∣∣∣18

25

∣∣∣∣
3

=
1

9
,

∣∣∣∣14

6

∣∣∣∣
7

=

∣∣∣∣ 7

15

∣∣∣∣
7

=
1

7
,

∣∣∣∣20

8

∣∣∣∣
5

=
1

5
,∣∣∣∣ 5

36
+

14

3

∣∣∣∣
3

=

∣∣∣∣5 · 3 + 23 · 32 · 7
22 · 33

∣∣∣∣
3

= 9 = max

{∣∣∣∣ 5

36

∣∣∣∣
3

,

∣∣∣∣14

3

∣∣∣∣
3

}
.

Proposition 3.1.3. La valeur absolue p-adique est une norme non-archimé-
dienne sur Q.

Démonstration. Soient x et y deux rationnels. Il est clair que |x|p = 0 si et
seulement si x = 0. Montrons que |x · y|p = |x|p|y|p. Cela découle du fait que
ordp(xy) = ord(x) + ord(y). En e�et, ordp(xy) est le plus grand n ≥ 0 tel
que pn divise xy. Donc, nous avons n = k+ ` où k (resp. `) est le plus grand
naturel tel que pk divise x (resp. p` divise y). D'où la conclusion.
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Il reste à montrer que |x + y|p ≤ |x|p + |y|p. Si x = 0 ou y = 0, alors
l'inégalité est directe. De même, si x+ y = 0, nous avons toujours |x+ y|p =
0 ≤ |x|p + |y|p. Supposons donc x, y 6= 0 et x + y 6= 0. Nous pouvons écrire
x = a

b
et y = c

d
avec a, b, c, d ∈ Z. Nous avons

ordp(x+ y) = ordp(
ad+ cb

bd
) = ordp(ad+ cb)− ordpb− ordpd.

Or la plus grande puissance divisant la somme de deux nombres est au moins
le minimum de la plus grande puissance divisant le premier nombre et de la
plus grande puissance divisant le deuxième nombre. D'où, il vient

ordp(x+ y) ≥ min{ordp(ad), ordp(cb)} − ordpb− ordpd

= min{ordp(a) + ordp(d), ordp(c) + ordp(b)} − ordpb− ordpd

= min{ordp(a)− ordp(b), ordp(c)− ordp(d)}
= min{ordp(x), ordp(y)}.

Par conséquent, nous avons

|x+ y|p = p−ordp(x+y)

≤ max{p−ordp(x), p−ordp(y)}
= max{|x|p, |y|p}
≤ |x|p + |y|p.

En particulier, puisque |x+ y|p ≤ max{|x|p, |y|p}, la valeur absolue p-adique
est non-archimédienne.

Rappelons, en toute généralité, quelques notions de convergence. Soit une
suite (an)n≥0 d'éléments d'un anneau R avec une norme N .

Dé�nition 3.1.4. La suite (an)n≥0 tend vers la limite a ∈ R si

∀δ > 0,∃M ∈ N tel que ∀n > M,N(a− an) < δ.

Nous notons alors lim
(N)
n→+∞ an = a. La suite (an)n≥0 est de Cauchy si

∀δ > 0,∃M ∈ N tel que ∀m,n > M,N(am − an) < δ.

La suite (an)n≥0 est une suite nulle si lim
(N)
n→+∞ an = 0, en supposant que la

limite existe.

Proposition 3.1.5. Si lim
(N)
n→+∞ an existe, alors la suite (an)n≥0 est de Cau-

chy.
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Démonstration. Soient lim
(N)
n→+∞ an = a et δ > 0. Il existe un M ∈ N tel que

pour tout n > M , nous avons N(a − an) < δ
2
. D'où, pour tous m,n > M ,

nous obtenons

N(am − an) = N(am − a+ a− an)

≤ N(am − a) +N(a− an)

<
δ

2
+
δ

2
= δ

Donc, (an)n≥0 est de Cauchy.

Rappelons quelques dé�nitions de la théorie des champs.

Dé�nition 3.1.6. Un champ K est complet par rapport à une norme N si
toute suite de Cauchy composée d'éléments de K a une limite dans K par
rapport à N . L'ensemble X ⊆ K est dense si tout élément de K est une
limite (par rapport à la norme N) d'une suite d'éléments de X. Dans notre
cas, la norme considérée est la valeur absolue p-adique.

Un champ L est une extension du champ K si K est isomorphe à un
sous-champ de L. Soit L une extension du champ K. L'élément x ∈ L est
algébrique sur K s'il existe un polynôme f ∈ K[x]\{0} tel que f(x) = 0. Un
champ K est algébriquement clos si tout polynôme non constant f ∈ K[x]
a une racine dans K. Une extension L d'un champ K est appelé la clôture
algébrique de K si L est la plus petite extension de K qui est algébriquement
close.

Exemple 3.1.7. Plaçons nous dans le champQmuni de la norme euclidienne
| · |. Considérons le développement décimal de

√
2 :

√
2 = 1.414213562 · · ·

Prenons la suite a = (an)n≥0 des approximations

a = (1,
14

10
,
141

100
,
1412

1000
, . . .)

de
√

2. Les éléments de cette suite sont rationnels mais nous avons

lim
n→+∞

(|·|)an =
√

2 /∈ Q .

L'exemple précédent montre que Q n'est pas complet pour la norme eu-
clidienne. Par rapport à la norme | · |p, en exhibant une suite de rationnels
de Cauchy qui n'a pas de limite dans Q, F. Q. Gouvêa a montré dans [12]
que Q n'est pas complet pour la valeur absolue p-adique.
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Il est naturel de vouloir "compléter" Q. Tout d'abord, plaçons nous dans
un cadre plus général avec un anneau R muni d'une norme N . Notons une
suite (an)n≥0 = (an) si le contexte est clair. Les résultats présentés ci-après
peuvent être trouvés dans [2].

Dé�nition 3.1.8. Nous dé�nissons CS(R,N) l'ensemble des suites de Cau-
chy deR (par rapport à la normeN) et Null(R,N) l'ensemble des suites nulles
de R (par rapport à la norme N). En particulier, nous avons CS(R,N) ⊆
CS(R,N). Nous dé�nissons l'addition et la multiplication d'éléments de
CS(R,N) par

(an) + (bn) = (an + bn) et (an)× (bn) = (an)(bn)

avec (an), (bn) ∈ CS(R,N). Ce sont bien des opérations de CS(R,N) ×
CS(R,N) → CS(R,N). Avec les éléments 0CS = (0R) et 1CS = (1R) où
0R et 1R sont les neutres de + et · dans R, (CS(R,N),+,×) a une structure
d'anneau avec 0CS (resp. 1CS) neutre pour + (resp. ×). Remarquons que
si (an) ∈ CS(R,N) et (bn) ∈ Null(R,N), alors (anbn) et (bnan) sont dans
Null(R,N). L'anneau quotient CS(R,N)/Null(R,N) est appelé le complété
de R par rapport à la norme N et il est noté R̂N ou R̂. Pour (an) ∈ CS(R,N),
nous notons sa classe d'équivalence {an} dans R̂.

Vu le résultat suivant, nous pouvons étendre la norme N au complété de
R.

Théorème 3.1.9. L'anneau R̂N possède une somme et un produit dé�nis
par

{an}+ {bn} = {an + bn} et {an} × {bn} = {anbn},

avec (an), (bn) ∈ CS(R,N). L'anneau R̂ est commutatif si R l'est. De plus, il
y a une unique norme N̂ sur R̂N qui satisfait N̂({a}) = N(a) où (a) = (a)n≥0
est une suite de Cauchy constante avec a ∈ R. Cette norme est dé�nie par

N̂({cn}) = lim
n→+∞

N(cn) avec (cn) ∈ CS(R,N)

comme une limite dans les nombres réels. En�n, la norme N̂ est non-archi-
médienne si et seulement si N est non-archimédienne.

Les deux résultats suivants nous seront utiles par la suite.

Proposition 3.1.10. Le complété R̂ de R est complet par rapport à la norme
N̂ . De plus, R est dense dans R̂.

Théorème 3.1.11. Si R est un champ, alors R̂ est aussi un champ.
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Considérons à nouveau le champ Q avec la valeur absolue p-adique. Nous
complétons Q par rapport cette valeur absolue et nous obtenons le champ
des rationnels p-adiques, noté Qp. La norme sur Qp est notée | · |p.

Dé�nition 3.1.12. Le disque unité fermé

{x ∈ Qp : |x|p ≤ 1}

est l'ensemble des entiers p-adiques, noté Zp.

Proposition 3.1.13. L'ensemble des entiers ordinaires Z est dense dans Zp.

Démonstration. Soient un entier p-adique x ∈ Zp et un entier n ≥ 1. Puisque
Q est dense dans Qp par la proposition 3.1.10, nous pouvons trouver un
rationnel a

b
∈ Q, avec a, b ∈ Z, assez proche de x tel que |x− a

b
|p ≥ p−n < 1.

Montrons que nous pouvons même choisir un entier assez proche de x. Pour
a/b dé�ni ci-dessus, puisque x ∈ Zp, nous avons∣∣∣a

b

∣∣∣
p

=
∣∣∣x+ (

a

b
− a)

∣∣∣
p
≤ max

{
|x|p ,

∣∣∣x− a

b

∣∣∣
p

}
< 1.

Cela signi�e que p ne divise pas b. Donc, il existe un entier c tel que bc ≡ 1
(mod pn) et ac ∈ Z. D'où, il existe un naturel λ < pn tel que bc = λpn + 1 et
nous obtenons ∣∣∣a

b
− ac

∣∣∣
p

=
∣∣∣a
b

∣∣∣
p
|1− bc|p ≤

∣∣∣a
b

∣∣∣
p
|λpn|p ≤ p−n.

Pour �nir, nous choisissons un entier α tel que 0 ≤ α ≤ pn − 1 et α ≡ bc
(mod pn), ce qui est toujours possible. Donc, il existe un naturel µ < pn tel
que α = bc+ µpn. Il vient

|x− α|p ≤ max

{∣∣∣x− a

b

∣∣∣
p
,
∣∣∣a
b
− α

∣∣∣
p

}
≤ max

{∣∣∣x− a

b

∣∣∣
p
,
∣∣∣a
b
− ac

∣∣∣
p
, |µ|p

}
≤ p−n.

De façon équivalente, les rationnels p-adiques peuvent être vu comme les
expressions formelles de la forme

c−Np
−N + · · ·+ c−1p

−1 + c0 + c1p+ c2p
2 + · · ·

avec cj ∈ {0, . . . , p − 1}, N ∈ Z. Les entiers p-adiques sont identi�és avec
les expressions formelles qui ne font intervenir que des puissances positives
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de p. Ces expressions sont appelées développements p-adiques de nombres
p-adiques. En particulier, une propriété intéressante de cette représentation
des nombres p-adiques est que le développement p-adique d'un entier positif
est toujours �ni et correspond à sa décomposition habituelle en base entière
p.

Dans [27], nous voyons que le champ Qp n'est pas algébriquement clos.
Nous pouvons prendre la clôture algébrique de Qp, notée Q̄p, et étendre
la valeur absolue | · |p à cette clôture algébrique. Cependant, cette clôture
algébrique Q̄p n'est pas complète. En la complétant et en étendant à nouveau
| · |p, nous obtenons un champ complet algébriquement clos Cp avec valeur
absolue | · |p, qui, restreinte sur Q, est la valeur absolue p-adique. De plus,
Cp est algébriquement clos, cf. [12].

Présentons quelques concepts d'analyse p-adique tels que la convergence
de suites et de séries dans Qp par rapport à la valeur absolue p-adique | · |p.
Les limites par rapport à | · |p sont notées lim(p). Supposons que (αn)n≥0 est
une suite dans Qp.

Proposition 3.1.14. La suite (αn)n≥0 est de Cauchy dans Qp si et seulement
si (αn+1 − αn)n≥0 est une suite nulle.

Démonstration. Soit δ > 0. Supposons que (αn)n≥0 est de Cauchy. Il existe
donc M ∈ N tel que pour tous m,n > M , nous avons |αm − αn|p < δ. En
particulier, pour tout n > M , |αn+1 − αn|p < δ. Donc, nous avons

lim
n→+∞

(p)(αn+1 − αn) = 0

et (αn+1 − αn)n≥0 est une suite nulle.
Montrons l'autre direction et supposons que (αn+1−αn)n≥0 est une suite

nulle. Il existe alors M ∈ N tel que pour tout n > M , nous avons
|αn+1 − αn|p < δ. Pour tous m ≥ n > M , nous obtenons

|αm − αn|p = |αm − αm−1 + αm−1 − · · · − αn+1 + αn+1 − αn|p
≤ max

j∈{n+1,...,m}
{|αj − αj−1|p}

< δ

puisque la valeur absolue p-adique est non-archimédienne. Donc, la suite
(αn)n≥0 est de Cauchy.

Dé�nition 3.1.15. Considérons la n-ième somme partielle de la série∑
n≥0 αn, sn = α0 + · · ·+ αn. Si la suite (sn)n≥0 dans Qp a pour limite

S = lim
n→+∞

(p)sn,
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alors la série
∑

n≥0 αn converge vers la limite S et nous écrivons∑
n≥0

αn = S.

Si la série n'a pas de limite, alors elle diverge.

Remarque 3.1.16. Le résultat suivant di�ère de ce qui se passe dans l'ana-
lyse réelle. Dans le cadre de l'analyse réelle, le fait que la suite (αn)n≥0 est
une suite nulle n'implique pas la convergence de la série

∑
n≥0 αn. Prenons

par exemple la série harmonique ∑
n≥1

1

n
.

Son terme général αn = 1
n
tend vers 0 lorsque n → +∞. Mais la suite des

sommes partielles (sn)n≥0 n'est pas de Cauchy. En e�et, nous avons pour
n ∈ N,

|s2n − sn| =

∣∣∣∣∣
2n∑

j=n+1

1

j

∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣n 1

2n

∣∣∣∣ =
1

2
.

Comme R est complet, la suite des sommes partielles est de Cauchy si et
seulement si la série converge. Donc, la série harmonique diverge.

Par contre, lorsqu'on se place dans Qp (et même dans Cp) en considérant
la norme | · |p, alors la série harmonique est convergente vu la proposition
suivante.

Proposition 3.1.17. La série
∑

n≥0 αn dans Qp converge si et seulement si
(αn)n≥0 est une suite nulle.

Démonstration. Supposons que la série
∑

n≥0 αn converge. Donc la limite

lim
(p)
n→+∞ sn existe. Par la proposition 3.1.5, la suite (sn)n≥0 est de Cauchy.

Cela signi�e que la suite (sn+1− sn)n≥0 est nulle vu la proposition 3.1.14. Or
nous avons αn = sn − sn−1. Donc la suite (αn)n≥0 est une suite nulle.

L'autre direction utilise les mêmes arguments. Si la suite (αn)n≥0 est une
suite nulle, alors la suite (sn+1 − sn)n≥0 l'est aussi. Donc, (sn)n≥0 est de
Cauchy vu la proposition 3.1.14. D'où la limite lim

(p)
n→+∞ sn existe et la série∑

n≥0 αn converge.

Donc, pour véri�er la convergence d'une série
∑

n≥0 αn dans Qp, il su�t

de véri�er si lim
(p)
n→+∞ αn = 0, i.e., si |αn|p → 0 lorsque n→ +∞.
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3.2 A propos des groupes abéliens �niment en-

gendrés

Comme dans la section précédente, nous rappelons des résultats utiles
pour la démonstration du théorème 3.4.3 ci-dessous. Puisque l'objet de ce
mémoire n'est pas de faire de l'algèbre, nous nous contenterons d'énoncer
les résultats sans les démontrer. Pour de plus amples informations, le lecteur
peut consulter [5].

Dé�nition 3.2.1. Un groupe abélien de torsion est un groupe abélien G tel
que chaque élément x de G a un ordre �ni, i.e., pour chaque x ∈ G, il existe
n ∈ Z tel que nx = 0 et n 6= 0, où 0 est le neutre de G. Un groupe abélien
sans torsion est un groupe abélien G tel que le seul élément ayant un ordre
�ni est l'élément neutre.

Lemme 3.2.2. Tout groupe abélien �niment généré de torsion est �ni.

Dé�nition 3.2.3. Soient G un groupe abélien et (gi)i∈I une famille d'élé-
ments de G. Si chaque élément x de G peut être décomposé de façon unique
comme x =

∑
i∈I xigi, avec xi ∈ Z pour tout i et avec xi = 0 pour tout, sauf

un nombre �ni d'indices, i, alors (gi)i≥0 est une base de G. Un groupe abélien
libre est un groupe abélien qui possède une base.

Lemme 3.2.4. Tout groupe abélien libre est sans torsion.

Lemme 3.2.5. Tout groupe abélien libre �niment généré est isomorphe à Ze
pour un e ∈ N. Dans ce cas, e est appelé le rang du groupe abélien libre.

Théorème 3.2.6. Tout groupe abélien �niment généré sans torsion est un
groupe abélien libre.

Théorème 3.2.7 (Théorème fondamental des groupes commutatifs �niment
engendrés). Tout groupe abélien �niment engendré est isomorphe au produit
direct Ze×T où T est un groupe abélien de torsion, pour un e ∈ N.

3.3 Suites linéaires récurrentes et déterminants

de Hankel

Dans cette section, nous considérons des suites dé�nies sur un champ
arbitraire K. Nous nous intéressons, plus particulièrement à une caractéri-
sation des suites linéaires récurrentes et quelques propriétés de stabilité les
concernant. Ce sujet est développé dans [23, 4].
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Proposition 3.3.1. Soit un entier k > 1. Si une suite (Ui)i≥0 satisfait une
relation de récurrence linéaire à coe�cients constants de la forme : pour tout
i ∈ N,

Ui+k = a1Ui+k−1 + · · ·+ akUi, avec a1, . . . , ak ∈ K et ak 6= 0

et si α1, . . . , αr sont les racines de multiplicité m1, . . . ,mr du polynôme ca-
ractéristique de la récurrence χU(x), alors il existe des polynômes Qi de degré
strictement inférieur à mi, pour i ∈ {1, . . . , r}, tels que

Ui = Q1(i)α
i
1 + · · ·+Qr(i)α

i
r.

En particulier les polynômes Q1, . . . , Qr sont entièrement déterminés par les
conditions initiales U0, . . . , Uk−1.

Théorème 3.3.2. La suite U = (Ui)i≥0 ∈ KN satisfait la relation de récur-
rence linéaire d'ordre k :

∀n ∈ N, Ui+k = a1Ui+k−1 + · · ·+ akUi, où a1, . . . , ak ∈ K

avec les conditions initiales U0, . . . , Uk−1 si et seulement si la série génératrice
est la fraction rationnelle :

U(x) :=
∑
i≥0

Uix
i =

∑k−1
i=0 Uix

i −
∑

0<i+j<k aiUjx
i+j

1− a1x− · · · − akxk
.

Démonstration. Nous avons

U(x) =
∑
i≥0

Uix
i

=
k−1∑
i=0

Uix
i +
∑
n≥0

Un+kx
n+k

=
k−1∑
i=0

Uix
i +
∑
n≥0

(
k∑
i=1

aiUn+k−i

)
xn+k

=
k−1∑
i=0

Uix
i +

k∑
i=1

aix
i
∑
n≥0

Un+k−i x
n+k−i

=
k−1∑
i=0

Uix
i +

k∑
i=1

aix
i

(
U(x)−

k−i−1∑
j=0

Ujx
j

)
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où nous avons utilisé le fait qu'il s'agit de sommations formelles et que nous
pouvons sans problème permuter les di�érents symboles sommatoires. Nous
obtenons donc(

1−
k∑
i=1

aix
i

)
U(x) =

k−1∑
i=0

Uix
i −

k∑
i=1

k−i−1∑
j=0

aiUjx
j

=
k−1∑
i=0

Uix
i −

∑
0<i+j<k

aiUjx
i+j.

Exemple 3.3.3. Considérons la suite (Ui)i≥0 satisfaisant U0 = 1, U1 = 2 et
la relation de récurrence linéaire Ui+2 = 3Ui+1 − Ui+1 pour tout i ≥ 0. La
série génératrice de (Ui)i≥0 est

U(x) =
∑
i≥0

Uix
i

= 1 + 2x+
∑
i≥0

Ui+2︸︷︷︸
=3Ui+1+Ui

xi+2

= 1 + 2x+ 3x
∑
i≥0

Ui+1x
i+1 − x2

∑
i≥0

Uix
i

= 1 + 2x+ 3x(U(x)− 1)− x2U(x)

Donc, nous avons (1 − 3x + x2)U(x) = 1 + 2x − 3x. Par conséquent, nous
obtenons

U(x) =
1− x

x2 − 3x+ 1
.

Proposition 3.3.4. Soient des entiers p ≥ 1 et ` ≥ 0. Si la suite U = (Ui)i≥0
satisfait une relation de récurrence linéaire, alors il en est de même pour la
sous-suite U (`) = (Upi+`)i≥0.

Démonstration. Puisque la suite U = (Ui)i≥0 satisfait une relation de ré-
currence linéaire, sa série génératrice U(x) est une fraction rationnelle :
U(x) = P (x)/Q(x) où P (x) et Q(x) sont des polynômes. Si w est une racine
p-ième de l'unité, nous avons

1

p

p−1∑
t=0

U(wtx) =
1

p

p−1∑
t=0

∞∑
i=0

Ui x
i

=
∞∑
i=0

Ui(1 + wi + w2i + · · ·+ w(p−1)i)xi.
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Or, si i est un multiple de p, nous avons

1 + wi + w2i + · · ·+ w(p−1)i = p,

sinon

1 + wi + w2i + · · ·+ w(p−1)i =
(wi)p − 1

wi − 1
= 0.

Donc, nous obtenons

1

p

p−1∑
t=0

U(wtx) =
∞∑
i=0

Uip z
ip.

D'un autre côté, nous avons la fraction rationnelle suivante

1

p

p−1∑
t=0

U(wtx) =
1

p

p−1∑
t=0

P (wtx)

Q(wtx)
=:

A(x)

B(x)
.

En réduisant au même dénominateur, nous obtenons B(x) =
∏p−1

t=0 Q(wtx).
Notons Q(x) = α0(z − α1) · · · (x − αk) où les zéros de Q sont répétés selon
leur multiplicité. Dans ce cas,

B(x) =

p−1∏
t=0

Q(wtx) = α0

p−1∏
t=0

k∏
i=1

(wtx− αi) = α0

k∏
i=1

wp(p−1)/2
p−1∏
t=0

(x− αi
wt

).

Nous observons que wp(p−1)/2 = ±1 selon la parité de p et que

{1, 1/w, . . . , 1/wp−1} = {1, w, . . . , wp−1}.

Nous pouvons alors écrire

B(x) = α0

k∏
i=1

wp(p−1)/2
p−1∏
t=0

(x− wtαi) = α0

k∏
i=1

wp(p−1)/2(zp − αpi )

car les p racines p-ième de αpi sont exactement αi, wαi, . . . , wp−1αi. Par consé-
quent, le polynôme B(x) a tous ses termes de degré multiple de p. Comme
nous avons

A(x)

B(x)
=

1

p

p−1∑
t=0

U(wtx) =
∞∑
i=0

Uipz
ip,

le polynôme A(x) = B(x)
∑∞

i=0 Uipz
ip a lui aussi tous ses termes de degré

multiple de p. Nous pouvons donc considérer sans problème la fraction ra-
tionnelle A(x1/p)/B(x1/p) où A(x1/p) et B(x1/p) sont des polynômes en x.
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De plus, cette fraction rationnelle est égale à la série génératrice de la suite
(Upi)i≥0,

A(x1/p)

B(x1/p)
=
∑
i≥0

Uipx
i.

Donc la suite (Upi)i≥0 satisfait une relation de récurrence linéaire. Pour
conclure, il su�t de remarquer que si une suite (Vi)i≥0 satisfait une relation
de récurrence linéaire, alors la suite (Vi+`)i≥0 satisfait exactement la même
relation, seules les conditions initiales changent.

Dé�nition 3.3.5. Soient U = (Ui)i≥0 et V = (Vi)i≥0 deux suites sur K. La
somme de U et V est la suite (Ui +Vi)i≥0. Pour tout c ∈ K, la multiplication
par c de U est la suite (cUi)i≥0. Le produit de Hadamard de U et V est la
suite (UiVi)i≥0. Le produit de Cauchy de U et V est la suite (

∑i
j=0 UjVi−j)i≥0.

Proposition 3.3.6. L'ensemble des suites linéaires récurrentes est fermé
pour la somme, la multiplication par un scalaire et le produit de Cauchy.

Démonstration. Soient deux suites U = (Ui)i≥0 et V = (Vi)i≥0 sur K qui
satisfont des relations de récurrence linéaire. Notons S1 (resp S2) la série
formelle de puissance de U (resp. V ). Il existe des polynômes P1, P2, Q1, Q2

tels que S1 = P1/Q1 et S2 + P2/Q2.
Vu le théorème 3.3.2, il su�t de montrer que les séries correspondant à

la somme de U et V , la multiplication par un scalaire c ∈ K de U , le produit
de Hadamard et le produit de Cauchy de U et V , sont encore des fonctions
rationnelles.

Nous avons directement

S1 + S2 =
(P1Q2 + P2Q1)

Q1Q2

, cS1 =
cP1

Q1

et S1S2 =
P1P2

Q1Q2

.

La conclusion en découle.

Proposition 3.3.7. L'ensemble des suites linéaires récurrentes est fermé
pour le produit de Hadamard.

Nous pouvons trouver une démonstration de la proposition précédente
par M.-P. Schützenberger dans [28].

Dé�nition 3.3.8. Soit U = (Ui)i≥0 une suite. Nous dé�nissons les détermi-
nants de Hankel, pour n ∈ N,

D(k+1)
n := det

 Un · · · Un+k
...

...
Un+k · · · Un+2k

 .
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Lemme 3.3.9. Soient (Ui)i≥0 une suite et un entier n ∈ N. Si D(k)
n = 0 et

D
(k+1)
n = 0, alors nous avons D

(k)
n+1 = 0.

Le résultat suivi est parfois connu comme le théorème de Kronecker.

Théorème 3.3.10. Une suite non nulle (Ui)i≥0 ∈ KN satisfait une relation
de récurrence linéaire à coe�cients dans K d'ordre minimal k si et seulement
si D

(k)
0 6= 0 et pour tout m ≥ k + 1, D

(m)
0 = 0.

Exemple 3.3.11. Considérons la suite

(Ui)i≥0 = (100, 200, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, · · · )

satisfaisant la relation de récurrence linéaire d'ordre 4

Ui+4 = Ui+3 + Ui+2 + 0Ui+1 + 0Ui ∀i ≥ 0.

Remarquons que, pour tout i > 1, la suite satisfait une relation de récurrence
d'ordre 2 : Ui+2 = Ui+1 + Ui. Donc, la suite translatée (Ui+2)i≥0 satisfait
une relation de récurrence d'ordre 2. Véri�ons que l'ordre minimal de la
relation de récurrence satisfaite par (Ui)i≥0 est 4. Procédons par l'absurde et
supposons que il existe a, b, c ∈ Z tels que, pour tout i ≥ 0,

Ui+3 = aUi+2 + bUi+1 + CUi.

Dans ce cas, nous avons 
1 = a+ 200b+ 100c
2 = a+ b+ 200c
3 = 2a+ b+ c
5 = 3a+ 3b+ c

.

Puisque le système n'a pas de solution, (Ui)i≥0 ne satisfait pas de relation de
récurrence d'ordre 3 (ni d'ordre 2).

Calculons les déterminants de Hankel de cette suite. Nous avons
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D
(2)
0 = det

(
100 200
200 1

)
= −39900

D
(3)
0 = det

 100 200 1
200 1 1
1 1 2

 = −79501

D
(4)
0 = det


100 200 1 1
200 1 1 2
1 1 2 3
1 2 3 5

 = −40000

D
(5)
0 = det


100 200 1 1 2
200 1 1 2 3
1 1 2 3 5
1 2 3 5 8
2 3 5 8 13

 = 0

Vu le théorème 3.3.10, cela signi�e que la suite (Ui)i≥0 ne peut satisfaire
aucune relation d'ordre inférieur à 4 et, a priori, la suite peut satisfaire une
relation d'ordre 4.

3.4 Théorème de caractérisation

Dans cette section, nous caractérisons les suites linéaires récurrentes U
telles que limm→+∞NU(m) = +∞ en utilisant les résultats vus dans les
sections précédentes. Pour ce faire, vu le lemme 2.4.1, il su�t de se concentrer
sur le comportement de NU(pv) pour tout nombre premier p qui divise ak.
Tout au long de cette section, nous supposons que (Ui)i≥0 est une suite linéaire
récurrente satisfaisant une relation de récurrence linéaire de la forme (1.1)

∀n ∈ N, Ui+k = a1Ui+k−1 + · · ·+ akUi, où a1, . . . , ak ∈ Z .

De plus, nous supposons que U = (Ui)i≥0 ne satisfait pas de récurrence
d'ordre inférieur à k. Vu le théorème 3.3.10, sous l'hypothèse ak 6= 0, supposer
que (Ui)i≥0 ne satisfait pas de récurrence d'ordre inférieur à k, est équivalent
à supposer que k est le plus grand entier satisfaisant

det

 U0 · · · Uk−1
...

...
Uk−1 · · · U2k−2

 6= 0.
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Notons PU(x) le polynôme dé�ni comme

PU(x) := xkχU(1/x) = 1− a1x− · · · − akxk,

où χU(x) est polynôme caractéristique de U = (Ui)i≥0. Puisque nous suppo-
sons ak 6= 0, nous remarquons que, si α1, . . . , αs sont les racines de χU , alors
les inverses 1/α1, . . . , 1/αs sont exactement les racines de PU .

Remarque 3.4.1. Vu le théorème 3.3.2, il existe un polynôme Q(x) telle
que la fonction génératrice de (Ui)i≥0 est∑

i≥0

Uix
i =

Q(x)

PU(x)
.

Puisque nous supposons que la relation de récurrence linéaire est d'ordre
minimal k, les polynômes Q(x) et PU(x) sont premiers entre eux. Donc, les
pôles de

∑
i≥0 Uix

i sont exactement les racines de PU(x), i.e., les inverses des
racines de χU(x).

Remarque 3.4.2. Puisque la suite (Ui)i≥0 satisfait une relation de récur-
rence linéaire, par la proposition 3.3.1, nous avons Ui =

∑s
j=1 qj(i)α

i
j où les

qj sont des polynômes de Cp[x] et les αj sont les racines du polynôme carac-
téristique de la suite (Ui)i≥0, i.e., les inverses des pôles de U(x). Dans ce cas,
nous obtenons

U
(b)
i = Uia+b =

s∑
j=1

qj(ai+ b)αai+bj =
s∑
j=1

αbjqj(ai+ b)(αaj )
i.

Donc, les pôles de la série de puissances U(b)(x) de (U
(b)
i )i≥0 sont les a-ièmes

puissances des pôles de U(x).

Théorème 3.4.3. Nous avons NU(pv) 6→ +∞ lorsque v → +∞ si et seule-
ment si PU(x) = A(x)B(x) avec A(x), B(x) ∈ Z[x] tels que :

i. B(x) ≡ 1 (mod pZ[x]),

ii. A(x) n'a pas de racine multiple et toutes ses racines sont racines de
l'unité.

Dans ce cas, nous avons en plus A(0) = B(0) = 1.

Avant d'en faire la démonstration, nous rappelons la notion de corps de
décomposition.
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Dé�nition 3.4.4. Soient un champ L et un polynôme monique f ∈ L[x].
Une extension K du champ L est appelée un corps de décomposition de f
si K est la plus petite extension de champ telle que f se scinde en facteurs
linéaires dans K[x].

Démonstration du théorème 3.4.3. Montrons que la condition est su�sante.
Supposons qu'il existe une telle factorisation de PU(x). Vu (ii), il existe un
naturel d tel que A(x) divise (xd − 1). Vu le théorème 3.3.2, il existe un
polynôme Q(x) tel que

∑
i≥0 Uix

i = Q(x)
PU (x)

. De ces deux observations, nous
déduisons qu'il existe un polynôme R(x) tel que

(xd − 1)
∑
i≥0

Uix
i =

(xd − 1)Q(x)

PU(x)
=

(xd − i)Q(x)

A(x)B(x)
=
R(x)

B(x)
.

Par l'hypothèse (i), il existe un polynôme à coe�cients entiers B1(x) tel que
B(x) = 1− pB1(x). D'où, nous avons

(xd − 1)
∑
i≥0

Uix
i =

R(x)

1− pB1(x)
=
∑
i≥0

piR(x)B1(x)i.

En particulier, pour tout entier �xé v, (xd − 1)
∑

i≥0 Uix
i est congruent à

un polynôme (mod pv). Ceci signi�e que Ui+d ≡ Ui (mod pv) pour tout i
su�samment grand car

(xd − 1)
∑
i≥0

Uix
i = −

d−1∑
i=0

Uix
i +
∑
i≥0

(Ui − Ui+d)xi+d.

Par conséquent, il y a au plus d valeurs qui peuvent être prises in�niment
souvent dans la suite (Ui mod pv)i≥0, i.e., NU(pv) ≤ d pour tout v. Donc,
nous avons NU(pv) 6→ +∞ lorsque v → +∞.

Montrons maintenant que la condition est nécessaire. Cette direction né-
cessite plus de travail et emploie des méthodes p-adiques.

La fonction v 7→ NU(pv) est croissante, i.e.,

NU(pw) ≥ NU(pv) lorsque w ≥ v.

En particulier, si NU(pv) 6→ +∞, alors il existe un naturel d tel que
NU(pv) = d pour tout naturel v su�samment grand. Donc, nous pouvons
choisir des entiers a1,v, . . . , ad,v tels que, si Ui ≡ a (mod pv) pour un nombre
in�ni de i, alors a ≡ aj,v (mod pv) pour un j ∈ {1, . . . , d}. Puisque nous
avons

{(a1,w mod pv), . . . , (ad,w mod pv)} = {(a1,v mod pv), . . . , (ad,v mod pv)}
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pour tout w ≥ v, nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que

aj,w ≡ aj,v (mod pv) pour w ≥ v, 1 ≤ j ≤ d.

Par conséquent, pour 1 ≤ j ≤ d, la suite (aj,v)v≥1 est de Cauchy dans Zp.
En e�et, puisque aj,w ≡ aj,v (mod pv) pour w ≥ v, il existe des entiers k, l et
t ∈ {0, . . . , pv − 1} tels que aj,v = kpv + t et aj,w = `pv + t. Nous obtenons
alors

|aj,v − aj,w|p = |(k − `)pv|p = p−v.

Donc il existe b1, . . . , bd ∈ Zp tels que pour 1 ≤ j ≤ d,

aj,v → bj lorsque v → +∞.

Posons

Vi =
d∏
j=1

(Ui − bj) ∈ Zp .

Vu la proposition 3.3.6, la suite (Vi)i≥0 satisfait une récurrence linéaire sur
Zp. De plus, par construction, Vi est �nalement dans pZp pour tout v �xé.
En e�et, chaque valeur de Ui qui n'est pas congrue à un des b1, . . . , bd mod pv

n'apparaît qu'un nombre �ni de fois, vu les dé�nitions des bj, 1 ≤ j ≤
d. Ceci signi�e qu'il existe un k ∈ Zp qui peut s'écrire k = p`k′ tel que
Vi = pvk = pk+`k′. D'où nous avons |Vi|p = p−(v+`) ≤ p−v. Donc, pour tout
v �xé, |Vi|p ≤ pv. Ceci implique |Vi|p → 0 lorsque i → +∞. Puisque (Vi)i≥0
satisfait une relation de récurrence linéaire, la série

V(x) :=
∑
i≥0

Vix
i

est une série de puissances rationnelle dans Qp(x). De plus, puisque |Vi|p → 0
lorsque i → +∞, |Vixi|p = |Vi|p|x|ip → 0 lorsque i → +∞ et |x|p ≤ 1. Donc,
vu la proposition 3.1.17, V(x) converge sur le disque unité fermé

{x ∈ Cp : |x|p ≤ 1}.

Comme V(x) est une série rationnelle et converge sur Zp, ses pôles β1, . . .,
βr ∈ Cp doivent satisfaire

|βj|p > 1 pour 1 ≤ j ≤ r.

Pour �nir la preuve, nous utilisons le lemme 3.4.5. Il reste encore à véri�er
que les pôles de U(x) =

∑
i≥0 Uix

i génèrent un sous-groupe libre abélien. En
général, les pôles de U(x) génèrent un sous-groupe abélien �niment engendré
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de C×p . Par le théorème fondamental des groupes abéliens �niment engendrés
3.2.7, ce groupe est isomorphe à Ze×T , où T est un groupe abélien �ni et
où e ≥ 0 est un entier.

Montrons comment se débarrasser du groupe de torsion T pour pouvoir
appliquer le lemme 3.4.5. Soit a = #T . Pour 0 ≤ b < a, au lieu de prendre la
suite (Ui)i≥0, considérons la suite (U

(b)
i )i≥0 := (Uai+b)i≥0. Par la proposition

3.3.4, cette suite satisfait une récurrence linéaire. Vu la remarque 3.4.2, les
pôles de la fonction génératrice U(b)(x) de (U

(b)
i )i≥0 sont les a-ièmes puis-

sances des pôles de U(x). Par conséquent, les pôles de U(b)(x) génèrent un
groupe abélien �niment engendré sans torsion vu le choix de a. De plus, ce
groupe est nécessairement un groupe abélien libre vu le théorème 3.2.6.

Puisque les pôles β1, . . . , βr ∈ Cp de V(x) satisfont |βj|p > 1 pour
1 ≤ j ≤ r, avec le même raisonnement, nous obtenons que les pôles de
la fonction rationnelle V(b)(x) =

∑
i≥0 Vai+bx

i sont les a-ièmes puissances de
β1, . . . , βr et pour 1 ≤ j ≤ r, |βaj |p = |βj|ap > 1.

Nous pouvons maintenant appliquer le lemme 3.4.5 à la suite (U
(b)
i )i≥0 et

déduire que tout pôle de γ ∈ Cp de U
(b)(x) satisfait soit |γ|p > 1, soit γ = 1.

Les pôles distincts de U(x) sont les 1/α1, . . . , 1/αs, avec α1, . . . , αs ∈ Cp.
Comme ce sont les a-ièmes racines des pôles de U(b)(x), tout pôle 1/αj est
tel que |1/αj|p > 1 ou tel qu'il est racine de l'unité. Vu la minimalité de
l'ordre k de la récurrence satisfaite par (Ui)i≥0 et la remarque 3.4.1, les pôles
de U(x) sont précisément les racines de PU(x).

Donc, nous pouvons factoriser

PU(x) = (1− δ1x) · · · (1− δkx)

avec tout δj égal à un des α1, . . . , αs éventuellement répétés. Factorisons
PU(x) comme A(x)B(x) en posant

A(x) =
∏

j:|δj |p=1

(1− δjx) et B(x) =
∏

j:|δj |<1

(1− δjx).

Alors, PU(x) ∈ Z[x]. De plus, si K est un corps de décomposition de PU(x)
sur Q, alors tout automorphisme de K doit permuter l'ensemble des δj tels
que |δj|p < 1, puisque l'automorphisme doit permuter l'ensemble des δj et
envoyer les racines de l'unité sur elles-mêmes. Donc, B(x) est un polynôme
rationnel car il est �xé par tout automorphisme de K. Remarquons que
pour n > 0, le coe�cient de xn dans B(x) est la somme des produits de
n éléments de {δj : |δj|p < 1}. L'ensemble des entiers algébriques est un
sous-anneau de Cp et les seuls rationnels qui sont des entiers algébriques
sont en fait entiers. Puisque les δj sont des entiers algébriques, B(x) est un
polynôme à coe�cients entiers. De plus, puisque la valeur absolue p-adique
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est non-archimédienne, le coe�cient de xn dans B(x), n > 0, a une valeur
absolue p-adique strictement inférieure à 1. Observons qu'un entier m tel que
|m|p < 1 est nécessairement un multiple de p. Donc, B(x) ≡ 1 (mod pZ[x]).

Intéressons-nous maintenant au polynôme A(x). Ses racines sont racines
de l'unité. De plus, par le même raisonnement que ci-dessus, A(x) ∈ Z[x].

Il reste à montrer que A(x) n'a pas de racine multiple. Pour ce faire, nous
montrons que les pôles de U(x), qui sont racines de l'unité, sont simples.
Rappelons que 1/α1, . . . , 1/αs sont les pôles distincts de U(x). Supposons
qu'il existe un entier 0 ≤ t ≤ s tel que α1, . . . , αt sont racines de l'unité et,
pour j = t + 1, . . . , s, |αj|p < 1. Alors, vu la proposition 3.3.1, il existe des
polynômes qj ∈ Cp[x], avec j = 1, · · · , s tels que, pour tout i,

Ui =
s∑
j=1

qj(i)α
i
j =

t∑
j=1

qj(i)α
i
j︸ ︷︷ ︸

:=Ti

+
s∑

j=t+1

qj(i)α
i
j︸ ︷︷ ︸

:=Wi

.

Puisque pour j = T + 1, . . . , s, |αj|p < 1, nous avons

|Ui − Ti|p = |Wi|p → 0 lorsque i→ +∞.

En e�et, pour tout j, l'ensemble {|qj(i)|p : i ∈ N} est borné par une constante.
Comme pour 1 ≤ j ≤ t, αj est racine de l'unité, il existe un naturel a tel que
αaj = 1 pour tout j ∈ {1, . . . , t}. Comme précédemment, posons T (b)

i = Tai+b
pour 0 ≤ b < a. Alors,

T
(b)
i =

t∑
j=1

qj(ai+ b)αai+bj =
t∑

j=1

αbjqj(ai+ b)

est un polynôme avec coe�cient dans Cp. Nous le notons gb(i).
Soit ε > 0. Pour tout i su�samment grand, il existe `(i) ∈ {1, . . . , d} tel

que |Ui − b`(i)|p < ε. En e�et, par dé�nition des bj, nous avons pour tout v
su�samment grand et tout entier i su�samment grand,

|Ui − b`(i)|p ≤ |Ui − a`(i), v|p + |a`(i), v − b`(i)|p ≤ p−v + εv

où εv → 0 lorsque v → +∞.
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Puisque |Ui − Ti|p→ 0 quand i→ +∞, nous avons

0 ≤ |(Ti − b1) · · · (Ti − bd)|p =

∣∣∣∣∣
d∏
j=1

(Ti − Ui + Ui − b`(i) + b`(i) − bj)

∣∣∣∣∣
p

=
d∏
j=1

|Ti − Ui + Ui − b`(i) + b`(i) − bj|p

≤
d∏
j=1

|Ti − Ui|p + |Ui − b`(i)|p + |b`(i) − bj|p → 0

lorsque i→ +∞, car chaque facteur est borné par une constante et un facteur
tend vers zéro. Donc, pour 0 ≤ b < a, comme T (b)

i = gb(i), on a

|(gb(i)− b1) · · · (gb(i)− bd)|p → 0 lorsque i→ +∞.

Considérons le polynôme dé�ni par

hb(i) := (gb(i)− b1) · · · (gb(i)− bd).

Soit n0 un naturel. Nous avons

|hb(no + pv)− hb(n0)|p ≤ Cpv lorsque v → +∞

où C est le maximum des valeurs absolues p-adiques des coe�cients de hb.
En e�et, si le polynôme hb(i) s'écrit hb(i) = cdi

d + · · ·+ c1i+ c0, alors

|hb(no + pv)− hb(n0)|p = cd((no + pv)d − nd0) + · · ·+ c1((no + pv) + n0)

et chacun des termes entre parenthèses contient au moins un facteur pv par le
théorème binomial, ce qui su�t pour déduire l'inégalité précédente. Puisque
|hb(i)|p → 0 lorsque i→ +∞, nous avons hb(n0) = 0 car

0 ≤ |hb(n0)|p ≤ |hb(n0)− hb(n0 + pv)|p + |hb(n0 + pv)|p → 0

lorsque v → +∞. Donc, pour tout entier i, chaque hb(i) = 0, avec 0 ≤
b < a. En conséquence du théorème fondamental d'algèbre, chaque gb, avec
0 ≤ b < a, prend in�niment souvent la même valeur parmi b1, . . . , bd. Donc,
chaque gb, avec 0 ≤ b < a, est un polynôme constant. Puisque T (b)

i = gb(i)
est constant, la suite des Ti est périodique :

∀i ≥ 0, Ti+a = Ti.
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D'où,
|Ui+a − Ui|p ≤ |Ti+a − Ti|p + |Wi+a −Wi|p → 0

lorsque i→ +∞. Vu la remarque 3.1.17, (xa − 1)U(x) =
∑

i≥0(Ui+a − Ui)xi
converge sur le disque unité fermé {x ∈ Cp : |x|p ≤ 1}. Par conséquent,
(xa− 1)U(x) n'a pas de pôles sur le disque unité fermé et en particulier, sur
le cercle unité. Or U(x) = Q(x)/PU(x), avec Q et PU premiers entre eux,
par minimalité de l'ordre de la récurrence satisfaite par (Ui)i≥0. Donc A(x)
divise (xa − 1) puisque (xa − 1)Q(x)/PU(x) n'a pas de racine sur le cercle
unité. Ceci implique que A(x) n'a pas de racine multiple.

Lemme 3.4.5. Soit (Ui)i≥0 une suite d'entiers linéaire récurrente satisfai-
sant (1.1). Soit U(x) =

∑
i≥0 Uix

i ∈ Zp[[x]] la série rationnelle de puis-

sances correspondante. Supposons que le sous-groupe multiplicatif de C×p gé-
néré par les pôles (en nombre �ni) de U(x) est un groupe abélien libre. Soit
Vi =

∏d
j=1(Ui − bj) pour i ≥ 0 avec b1, . . . , bd ∈ Zp. Si la série rationnelle

de puissances V(x) =
∑

i≥0 Uix
i ∈ Zp[[x]] a pour racines β1, . . . , βr ∈ Cp

satisfaisant |βj|p > 1 pour 1 ≤ j ≤ r, alors chaque pôle γ ∈ Cp de U(x) est
tel que soit |γ|p > 1, soit γ = 1.

Démonstration. Soient 1/α1, . . . , 1/αs les pôles disctincts de U(x), avec α1,
. . . , αs ∈ Cp. Remarquons que 0 ne peut pas être un pôle de U(x). Nous
voulons montrer tout d'abord que |αj| ≤ 1 pour 1 ≤ j ≤ s. Pour ce faire,
observons que pour être un pôle, chaque 1/αj doit satisfaire PU(1/αj) = 0,
car U(x) = Q(x)/PU(x), où Q(x) est un polynôme. Ce qui signi�e que

PU(
1

αj
) = 1− a1

αj
− · · · − ak

αkj
= 0.

Par conséquent, pour tout j ∈ {1, . . . , s}, nous avons∣∣∣∣∣a1αj + · · ·+ ak
αkj

∣∣∣∣∣
p

= |1|p = 1.

Puisque |·|p est non-archimédienne, nous avons |a`/α`j|p ≥ | a1αj +· · ·+ ak
αkj
|p = 1

pour un ` ∈ {1, . . . , k}. Donc, |αj|`p ≤ |a`|p. Puisque a` ∈ Z, |a`|p ≤ 1. Ce
qui implique |αj|p ≤ 1 pour 1 ≤ j ≤ s. Nous savons que les pôles de U(x)
ont une valeur absolue p-adique plus grande ou égale à 1. Nous pouvons
supposer qu'il existe 0 ≤ t ≤ s tel que |α1|p = · · · = |αt|p = 1 et |αj|p < 1
pour t < j ≤ s.

Il existe des polynômes q1(x), · · · , qs(x) ∈ Cp[x] tels que

Ui =
s∑
j=1

qj(i)α
i
j.
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De plus, nous dé�nissons, pour i ≥ 0,

Vi :=
d∏
j=1

(Ui − bj) = cdU
d
i + cd−1U

d−1
i + · · ·+ c0

pour des c0, · · · , cd−1 ∈ Zp et cd = 1. Par le théorème multinomial, nous
obtenons

Vi =
d∑
j=0

cj
∑

j1+···+js=j
j1,...,js≥0

(
j

j1, . . . , js

) s∏
l=1

(q`(i)α
i
`)
j`

=
d∑
j=0

cj
∑

j1+···+js=j
j1,...,js≥0

(
j

j1, . . . , js

) s∏
l=1

q`(i)
j`

(
s∏
`=1

αj``

)i

Puisque les racines du polynôme caractéristique sont les inverses des pôles
de la série de puissance rationnelle correspondante, il suit que l'ensemble des
pôles de V(x) =

∑
i≥0 Vix

i est inclus dans l'ensemble{
s∏
`=1

αj`` : j1, . . . , js ≥ 0, j1 + · · ·+ js ≤ d

}
.

Par hypothèse, les pôles de V(x) ont tous des valeurs absolues strictement
plus grande que 1. Remarquons que∣∣∣∣∣

r∏
`=1

αj``

∣∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣∣
t∏

`=1

αj``

∣∣∣∣∣
p

∣∣∣∣∣
r∏

`=t+1

αj``

∣∣∣∣∣
p

> 1

si et seulement si j` > 0 pour un ` > t. Par conséquent, nous pouvons
conclure que les pôles possibles de V(x) sont ceux qui ne contiennent pas
uniquement les α1, . . . , αt. Par exemple, αd1 ne peut être un pôle de V(x).

Notons G le sous-groupe multiplicatif de C×p généré par α1, . . . , αt. Par hy-
pothèse, G est un sous-groupe d'un groupe abélien �niment engendré. Donc,
G ∼= Ze pour un naturel e ≥ 0. Pour conclure la preuve, il su�t de montrer
que e = 0 car, dans ce cas, nous déduisons que le seul pôle possible γ de
U(x) tel que |γ|p = 1 est 1.

Supposons e > 0. Soient γ1, . . . , γe les générateurs d'un groupe abélien
libre de rang e. Alors, pour 1 ≤ i ≤ t, nous pouvons écrire

αi =
e∏
j=1

γ
bi,j
j ,

où les bi,j sont des entiers. Nous renommons les bi,j si nécessaire de sorte que
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� |b1,1| = max{|bi,1|} > 0 ;
� |b1,j| = max{|bi,j : bi,` = b1,` pour ` < j} pour j ∈ {2, . . . , e}.

Par construction, αd1 ne peut pas être écrit comme un mot di�érent dans
α1, . . . , αt de longueur au plus d. Alors, dans l'expression de Vi ci-dessus, il
y a une occurrence de

cd(q1(i))
d(αd1)

i

qui ne peut être annulée par aucun autre pôle vu notre choix de α1. Il en
découle que αd1 devrait être un pôle de V, ce qui est une contradiction. Donc,
e = 0 et le résultat suit.

Exemple 3.4.6. Considérons la suite linéaire récurrente U = (Ui)i≥0 donnée
par

Ui+4 = 3Ui+3 + 2Ui+2 + 3Ui pour i ∈ N et Ui = i+ 1 pour i ∈ {0, . . . , 3}.

Comme montré dans [11], l'addition dans ce système de numération linéaire
n'est pas calculable par un automate �ni. Cependant, nous pouvons montrer
que NU(3v)→ +∞ si v → +∞, en appliquant le théorème 3.4.3. Nous avons
χU(x) = x4−3x3−2x2−3 et donc PU(x) = 1−3x−2x2−3x4. Nous pouvons
facilement véri�er que PU(x) ne se factorise pas comme A(x)B(x) avec A(x)
et B(x) satisfaisant les hypothèse du théorème 3.4.3. Donc, nous pouvons
appliquer que notre procédure de décision peut s'appliquer à des systèmes de
numération qui ne peuvent pas être traités par [11].

Exemple 3.4.7. Considérons la suite linéaire récurrente U = (Ui)i≥0 satis-
faisant

Ui+5 = 6Ui+4 + 3Ui+3 − Ui+2 + 6Ui+1 + 3Ui,∀i ≥ 0.

Nous avons
χU(x) = x5 − 6x4 − 3x3 + x2 − 6x− 3

et

PU(x) = 1− 6x− 3x2 + x3 − 6x4 − 3x5 = (x3 + 1)︸ ︷︷ ︸
A(x)

(−3x2 − 6x+ 1)︸ ︷︷ ︸
B(x)

.

Avec les conditions initiales Ui = i + 1 pour i ∈ {0, . . . , 4}, vu le théorème
3.3.10, la suite U ne satisfait pas de relation de récurrence linéaire d'ordre
inférieur à 5 puisque

det


1 2 3 4 5
2 3 4 5 54
3 4 5 54 359
4 5 54 359 2344
5 54 359 2344 15129

 = 8458240 6= 0.
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Même si le pgcd des coe�cients de la relation de récurrence vaut 1, nous
avons NU(3v) 6→ +∞ lorsque v → +∞ car PU(x) ne satisfait pas les hypo-
thèses du théorème 3.4.3. Le tableau suivant reprend les premières valeurs
de NU(3v). Pour rappel, il su�t d'inspecter les premières valeurs de la suite
(Ui mod 3v)i≥0 à la recherche de deux k-uples d'éléments consécutifs qui sont
identiques pour trouver la période.

v période NU(3v)
1 (1,0,1,2,0,2) 3
2 (4,0,1,5,0,8) 5
3 (22,9,19,5,18,8) 6
4 (49,63,19,32,18,62) 6
5 (211,225,19,32,18,224) 6
6 (224,697,468,505,32,261) 6
...

...
...
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Chapitre 4

Une procédure de décision pour

une classe de systèmes de

numération abstraits

4.1 Introduction

Dé�nition 4.1.1. Un système de numération abstrait est la donnée d'un
triplet

S = (L,Σ, <)

où L est un langage régulier in�ni sur un alphabet totalement ordonné
(Σ, <). Pour tout naturel n, repS(n) dénote le (n + 1)-ième mot de L se-
lon l'ordre généalogique induit par l'ordre < sur Σ. Nous appelons repS(n)
la S-représentation de n. Nous obtenons ainsi une bijection repS : N → L
de N sur L. L'application réciproque, qui à un mot w ∈ L associe son indice
dans le langage L ordonné selon l'ordre généalogique, est notée valS(w). Nous
appelons valS la valeur S-numérique de w.

Dé�nition 4.1.2. Un ensemble X ⊆ N d'entiers est S-reconnaissable si le
langage repS(X) sur Σ est régulier.

Remarquons que par dé�nition, pour tout système de numération abs-
trait, N est S-reconnaissable.

Exemple 4.1.3. Considérons le système de numération abstrait

S = (a∗b∗, {a, b}, a < b).

Si nous énumérons les premiers mots du langage a∗b∗, nous avons
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ε 0
a 1
b 2
aa 3
ab 4

bb 5
aaa 6
aab 7
abb 8
bbb 9

aaaa 10
aaab 11
aabb 12
abbb 13
bbbb 14

Nous obtenons, par exemple, repS(6) = aaa et valS(ab) = 4.

Dé�nition 4.1.4. Soit S = (L,Σ, <) un système de numération abstrait
construit sur un langage régulier in�ni L dont l'automate minimal est

ML = (QL, q0,L,Σ, δL, FL).

Nous notons ui(q) (resp. vi(q)) le nombre de mots de longueur i (resp. ≤ 1)
accepté à partir de q ∈ QL dansML.

Dé�nition 4.1.5. Soit A = (Q, q0,Σ, δ, F ) un automate �ni déterministe.
La matrice d'adjacence de A est la matrice donnée par

Mq,r = #{σ ∈ Σ | δ(q, σ) = r}, q, r ∈ Q.

Remarque 4.1.6. Observons que les suites (ui(q))i≥0 satisfont la même re-
lation de récurrence linéaire homogène pour tout q ∈ QL. En e�et, pour
q ∈ QL, la suite (ui(q))i≥0 satisfait une relation de récurrence linéaire homo-
gène d'ordre k dont le polynôme caractéristique est le polynôme caractéris-
tique de la matrice d'adjacence deML. Une preuve de ce résultat se trouve
dans [24].

Exemple 4.1.7. Considérons l'automate représenté à la �gure 4.1. Sa ma-
trice d'adjacence est

M =


0 1 0 1
0 0 1 1
0 1 1 0
0 0 0 2

 .

Nous savons que le puits de l'automate n'in�uence pas la suite (ui(q0))i≥0.
Donc, nous pouvons regarder la matrice correspondante

M ′ =

 0 1 0
0 0 1
0 1 1

 .

Calculons son polynôme caractéristique

det(M ′ − λI) =

∣∣∣∣∣∣
−λ 1 0
0 −λ 1
0 1 1− λ

∣∣∣∣∣∣ .
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Figure 4.1 � Automate acceptant le langage repF (N).

D'où, nous avons

det(M ′ − λI) = −λ(−λ(1− λ)− 1) = −λ3 + λ2 + λ.

Par le théorème de Cayley-Hamilton, cf. [24], nous obtenons
0 = −M ′3 + M ′2 + M ′. D'où, il vient M ′i+3 = M ′i+2 + M ′i+1. De là, nous
déduisons que la suite (ui(q0))i≥0 satisfait la relation de récurrence linéaire

ui+3(q0) = ui+2 +ui+1 ∀i ≥ 0.

De plus, nous remarquons que u0(q0) = 1, u1(q0) = 1, u2(q0) = 1 et
u3(q0) = 2. Par conséquent, (ui+2(q0))i≥0 = (Fi)i≥0 où les Fi sont les nombres
de Fibonacci.

Remarque 4.1.8. Nous remarquons aussi que les suites (vi(q))i≥0) satisfont
la même relation de récurrence linéaire homogène pour tout q ∈ QL. Puisque
(ui(q))i≥0 satisfait une relation de récurrence linéaire homogène d'ordre k, il
existe a1, . . . , ak ∈ Z tels que pour tout i ≥ 0,

ui+k(q) = a1 ui+k−1(q) + · · ·+ ak ui(q).

Donc, pour tout i ≥ 0, nous avons

vi+k−1(q)− vi+k(q) = ui+k+1(q)

= a1(vi+k(q)− vi+k−1(q)) + · · ·+ ak(vi+1(q)− vi(q)).

Par conséquent, la suite (vi(q))i≥0 satisfait une relation de récurrence linéaire
homogène d'ordre k + 1.

Les systèmes de numération abstraits sont une généralisation des systèmes
de numération positionnels U = (Ui)i≥0 pour lesquels N est U -reconnaissable.
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Exemple 4.1.9. Considérons le langage L = {ε} ∪ 1{0, 01}∗ et supposons
0 < 1. Les premiers mots ordonnés généalogiquement sont

ε < 1 < 10 < 100 < 101 < 1000 < 1001 < · · ·

Le système de numération obtenu S = (L, {0, 1}, 0 < 1) est le système de
Fibonacci dé�ni par la suite F = (Fi)i≥0 où les Fi sont les nombres de
Fibonacci. En e�et,

repS(1) = 1 = repF (1), repS(2) = 10 = repF (2), repS(3) = 100 = repF (3), . . .

Exemple 4.1.10. Prenons le système de numération positionnel en base 2.
Lorsque les zéros de tête sont interdits, l'ensemble de toutes les représenta-
tions est repU(N) = 1{1, 0}∗ ∪ {ε}. C'est donc un langage régulier. Consi-
dérons le système de numération abstrait composé de Σ = {a, b}, a < b et
L = b{a, b}∗ ∪ {ε}. Pour obtenir les représentations habituelles, dé�nissons
un morphisme h par h(a) = 0 et h(b) = 1. Alors h(L) = repU(N). Remar-
quons que, si nous autorisons les zéros de tête dans les représentations, alors
les mots 0, 00, et 000 ont des valeurs numériques di�érentes.

h(b{a, b}∗ ∪ {ε}) N h({a, b}∗)
ε 0 ε
1 1 0
10 2 1
11 3 00
100 4 01
101 5 10
110 6 11
111 7 000

L'exemple suivant montre que la classe des systèmes de numération abs-
traits est strictement plus grande que la classe des systèmes de numération
linéaires pour lesquels N est reconnaissable

Exemple 4.1.11. Considérons l'alphabet Σ = {a, b, c, d}, avec a < b < c <
d, et le langage L = {ε} ∪ {a, ab}∗ ∪ {c, cd}∗. Si nous ordonnons les premiers
mots de L, nous obtenons

ε 0
a 1
c 2
aa 3
ab 4

cc 5
cd 6
aaa 7
aab 8
aba 9

ccc 10
ccd 11
cdc 12

aaaa 13
aaab 14

aaba 15
abaa 16
abab 17
cccc 18
cccd 19
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c
c

a b

a
a

Figure 4.2 � Automate admettant L.

Nous remarquons qu'il n'y a pas de bijection ν entre {a, b, c, d} et un en-
semble d'entiers conduisant à un système de numération positionnel linéaire.
Autrement dit, a, b, c, d ne peuvent pas être identi�és aux "chi�res" habi-
tuels. En e�et, supposons qu'il existe une suite U = (Ui)i≥0 d'entiers telle
que, pour tout mot x1 · · · xn ∈ L, avec xi ∈ {a, b, c, d} pour tout i,

valU(ν(x1) · · · ν(xn)) = valS(x1 · · ·xn).

Puisque 1 = valS(a) = valU(ν(a)) = ν(a)U0 et 2 = valS(c) = ν(c)U0, nous
obtenons U0 = 1, ν(a) = 1 et ν(c) = 2. De plus, de 3 = valS(aa) = ν(a)U1 +
ν(a)U0, nous déduisons U1 = 2. Alors, valU(ν(c)ν(c)) = 2U1 + 2U0 = 6 mais
valS(cc) = 5, ce qui est une contradiction.

Calculons les valeurs de ui(q0,L) et vi(q0,L). Pour tout i ≥ 1, nous avons

u0(q0,L) = 1 et ui(q0,L) = 2Fi pour tout i ≥ 1

où Fi est le i-ième nombre de Fibonacci. Donc, pour i ≥ 1, nous avons

vi(q0,L) =
i∑

n=0

un(q0,L) = 1 + 2
i∑

n=1

Fn.

De plus, nous observons pour i ≥ 1

vi(q0,L)− vi−1(q0,L) = 2Fi = ui(q0,L).

Par dé�nition de la suite de Fibonacci, nous obtenons pour i ≥ 3

vi(q0,L)− vi−1(q0,L) = (vi−1(q0,L)− vi−2(q0,L)) + (vi−2(q0,L)− vi−3(q0,L)).

D'où, il vient pour i ≥ 3

vi(q0,L) = 2vi−1(q0,L)− vi−3(q0,L),

avec v0(q0,L) = 1,v1(q0,L) = 3,v2(q0,L) = 7.
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Puisque les systèmes de numération abstraits sont une généralisation des
systèmes de numération positionnels U = (Ui)i≥0 pour lesquels N est U -
reconnaissable, il est naturel de s'intéresser au problème de décision suivant
qui est analogue au problème 1, avec quelques hypothèses supplémentaires
sur les systèmes de numération abstraits.

Problème 2. Étant donné un système de numération abstrait S et un en-
semble X ⊆ N tel que repS(X) est accepté par un automate �ni (détermi-
niste), pouvons-nous décider si X est ou non un ensemble ultimement pério-
dique, i.e., si X est ou non une union �nie de progressions arithmétiques ?

4.2 Calcul de valS et S-reconnaissabilité d'en-

sembles ultimement périodiques

Dans cette section, étant donné un système de numération abstrait S =
(L,Σ, <), nous montrons comment calculer la fonction valS. De plus, nous
prouvons que toute progression arithmétique a+N b est S-reconnaissable, cf
[19, 26].

Dé�nition 4.2.1. Soient S = (L,Σ, <) un système de numération abstrait
etML = (QL, q0,L,Σ, δl, FL) l'automate minimal de L. Un état q ∈ QL est de
la forme w−1.L si et seulement si q = δL(q0,L, w). Nous écrivons souvent q′.w
au lieu de δL(q′, w). Dans ce cas, w−1.L est l'ensemble Lq des mots acceptés
parML à partir de q, i.e.,

w−1.L = Lq = {x ∈ Σ∗ : δL(q, x) ∈ FL}.

En particulier, nous avons Lq0,L = L.
Chaque q ∈ QL pour lequel Lq est in�ni donne lieu à un système de

numération Sq = (Lq,Σ, <). Les fonctions repSq et valSq sont simplement
notées repq et valq si le contexte est clair. Dans le cas où Lq est �ni, les
fonctions repq et valq sont dé�nies comme dans le cas in�ni mais leur domaine
est restreint à {0, . . . ,#Lq − 1}.

Lemme 4.2.2. Soit s = (L,Σ, <) un système de numération abstrait. Si
xy ∈ Lq, avec x, y ∈ Σ \ {ε}, alors

valq(xy) = valq.x(y) + v|xy|−1(q)− v|y|−1(q.x) +
∑
x′<x
|x′|=|x|

u|y|(q.x
′).
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Démonstration. Nous devons calculer le nombre de mots de Lq qui sont gé-
néalogiquement strictement inférieur à xy. Il y en a de trois sortes. Premiè-
rement, les mots de longueurs strictement inférieures à |xy|. Il y en a v|xy|(q)
par dé�nition. La deuxième sorte contient les mots de longueurs exactement
|xy| admettant comme pré�xe x. Puisque nous avons x′y′ ∈ Lq si et seulement
si y′ ∈ Lq.y′ , nous voyons qu'il y en a valq.x(y)− v|y|−1(q.x).

En�n, les mots de la dernière sorte sont ceux qui ont la même longueur
que xy et qui ne commence pas par x. Leur nombre est

#{w ∈ Lq : w = x′y′, |x′| = |x|, |y′| = |y|, x′ < x} =
∑
x′<x
|x′|=|x|

u|y|(q.x
′).

La conclusion suit directement.

Comme nous le montrons dans le lemme suivant, dans un système de
numération abstrait, les di�érentes suites (ui(q))i≥0, pour q ∈ QL, jouent le
rôle de l'unique suite (Ui)i≥0 dé�nissant un système de numération positionnel
comme dans la dé�nition 1.3.1.

Lemme 4.2.3. Soit w = σ1 · · · σn ∈ L. Nous avons

valS(w) =
∑
q∈QL

|w|∑
i=1

βq,i(w)u|w|−i(q) (4.1)

où
βq,i(w) := #{σ < σi | δL(q0,L, σ1 · · ·σi−1σ) = q}+ 1q,q0,L (4.2)

pour i = 1, . . . , |w|.

Rappelons que

1q,q′ =

{
1 si q = q′

0 si q 6= q′.

Démonstration. Écrivons simplement q0,L = q0 pour ne pas alourdir les no-
tations. Appliquons le lemme 4.2.2 au mot w = σ1 · · ·σn en prenant x = σ1
et y = σ2 · · ·σn. Nous obtenons

valq0(w) = valq0.σ1(σ2 · · ·σn) + vn−1(q0)− vn−2(q0.σ1) +
∑
x′<σ1
|x′|=1

un−1(q0.x
′).
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En l'appliquant à nouveau pour calculer valq0.σ1(σ2 · · ·σn) avec x = σ2 et
y = σ3 · · · σn, nous obtenons

valq0(w) = valq0.σ1σ2(σ3 · · ·σn) + vn−2(q0.σ1)− vn−3(q0.σ1σ2)

+
∑
x′<σ2
|x′|=1

un−2(q0.σ1x
′) + vn−1(q0)− vn−2(q0.σ1) +

∑
x′<σ1
|x′|=1

un−1(q0.x
′).

En appliquant le lemme 4.2.2 plusieurs fois et en simpli�ant le résultat
obtenu, nous avons

valq0(w) = vn−1(q0) +
∑
x′<σ1
|x′|=1

un−1(q0.x
′) + · · ·+

∑
x′<σn−1

|x′|=1

u1(q0.σ1 · · ·σn−2x′)

+ v0(q0.σ1 · · ·σn−1) + valq0.σ1···σn−1(σn)

Remarquons que si σ est une lettre de Lq, alors nous avons

valq(σ) = u0(q) +
∑
x′<σ
|x′|=1

u0(q.x
′).

Nous obtenons donc

valq0(w) = vn−1(q0) +
∑
x′<σ1
|x′|=1

un−1(q0.x
′) + · · ·+

∑
x′<σn
|x′|=1

u1(q0.σ1 · · ·σn−1x′).

Puisque vn−1(q0) = u0(q0) + · · · + un−1(q0), en réorganisant les sommes en
fonction des états, il vient

valS(w) = valq0(w) =
∑
q∈QL

|w|∑
i=1

βq,i(w)u|w|−i(q).

Proposition 4.2.4. Soit S = (L,Σ, <) un système de numération abs-
trait. Soient des entiers a, b ≥ 0. La progression arithmétique a + N b est
S-reconnaissable.

Démonstration. Nous pouvons supposer a < b. Notons, comme d'habitude,
ML = (QL, q0,L,Σ, δL, FL) l'automate minimal de L. Montrons que l'auto-
mate minimal de repS(a + N b) a un nombre �ni d'états. Ses états sont les
ensembles

w−1.repS(a+ N b) = {x ∈ Σ∗ : valS(wx) ≡ a (mod b)} pour w ∈ Σ∗.
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Or, nous avons

valS(wx) = valq0,L.w(x) + v|wx|−1(q0,L)− v|x|−1(q0,L.w) +
∑
w′<w
|w′|=|w|

u|x|(q0,L.w
′).

Nous savons que les suites (un(q))n≥0 (resp. (vn(q))n≥0), pour q ∈ QL,
satisfont une relation de récurrence linéaire à coe�cients dans Z. Donc,
(vn(q0,L) mod b)n≥0 est ultimement périodique de période πv(b). Pour |w|
su�sament grand, nous avons

v|wv|−1(q0,L) ≡ v|x|+i(q0,L) (mod b) pour un j ∈ {0, . . . , πv(b)}.

Puisque le langage L est régulier, q0,L.w prend un nombre �ni de valeurs dans
QL. De plus, nous avons∑

w′<w
|w′|=|w|

u|x|(q0,L.w
′) ≡

∑
q′∈QL

jq′ u|x|(q
′) pour des jq′ ∈ {0, . . . , b− 1}.

Donc, pour |w| su�samment grand, les états w−1.repS(a + N b sont de la
forme

{x ∈ Σ∗ : valq(x) + v|x|+i(q0,L)− v|x|−1(q) +
∑
q′∈QL

jq′ u|x|(q
′) ≡ a (mod b)}

pour un q ∈ QL, des jq′ ∈ {0, . . . , b − 1} et un i ∈ {0, . . . , πv(b)}. Ces
ensembles sont en nombre �ni. Donc, le langage repS(a+ N b) est régulier.

Le résultat suivant est une conséquence directe de la proposition 4.2.4.

Proposition 4.2.5. Soit S = (L,Σ, <) un système de numération abstrait
construit sur un langage régulier in�ni L sur Σ. Tout ensemble X ultime-
ment périodique est S-reconnaissable et un AFD acceptant repS(X) peut être
e�ectivement obtenu.

4.3 Bornes sur la période et prépériode d'un

ensemble ultimement périodique

Dé�nition 4.3.1. Soit un automate �ni déterministe A = (Q, q0, F,Σ, δ).
L'automate A est accessible si pour tout état q ∈ Q, il existe un mot w ∈ Σ∗

tel que δ(q0, w) = q. L'automate A est coaccessible si pour tout état q ∈ Q, il
existe un mot u ∈ Σ∗ tel que δ(q, u) ∈ F . En�n, l'automate A est dit emondé
s'il est accessible et coaccessible.
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Proposition 4.3.2. Soit S = (L,Σ, <) un système de numération abs-
trait tel que, pour tous les états q de l'automate minimal émondé ML =
(QL, q0,L,Σ, δL, FL) de L, nous avons

lim
i→+∞

ui(q) = +∞

et ui(q0,L) > 0 pour tout i ≥ 0. Si X ⊆ N est un ensemble ultimement
périodique de période pX , alors tout AFD acceptant repS(X) a au moins
dNv(pX)/#QLe états, où v = (vi(q0,L))i≥0.

Démonstration. Soit aX la prépériode de X. Puisque, pour tout état q de
ML, nous avons limi→+∞ ui(q) = +∞, il existe une constante minimale
J > 0 telle que, pour tout i ≥ J et tout état q ∈ QL, nous avons ui(q) ≥ pX .
Considérons pour tout i ∈ N, le mot

wi = repS(vi(q0,L))

correspondant au premier mot de longueur i + 1 dans le langage L ordonné
généalogiquement. Par conséquent, pour tout entier i ≥ J − 1, le mot wi
peut être factorisé comme wi = xiyi, avec |yi| = J et nous dé�nissons
qi := δL(q0,L, xi). Remarquons que yi est le plus petit mot de longueur J ac-
cepté à partir de qi. Par dé�nition de J , à partir de chaque qi avec i ≥ J − 1,
il y a au moins pX mots de longueur J menant à un état �nal. Ordonnons
les généalogiquement et notons les pX premiers mots par

yi = yi,0 < yi,1 < · · · < yi,pX−1.

Remarquons que, pour tout t ∈ {0, . . . , pX − 1}, nous avons

valS(xiyi,t) = valS(xiyi) + t = vi(q0,L) + t.

Puisque la suite v := (vi(q0,L))i≥0 satisfait une relation de récurrence linéaire,
la suite (vi(q0,L) mod pX)i≥0 est ultimement périodique. Elle prend in�niment
souvent Nv(pX) =: N valeurs distinctes. Soient h1, . . . , hN ≥ J−1 des entiers
tels que, pour tous i, j ∈ {1, . . . , N}, nous avons

vhi(q0,L) ≥ aX et (i 6= j ⇒ vhi(q0,L) 6≡ vhj(q0,L) (mod pX)).

En particulier, nous avons repS(vhi(q0,L) = whi = xhiyhi et qhi = δL(q0,L, xhi).
Les éléments de l'ensemble {qh1 , . . . , qhN} peuvent prendre au maximum #QL

valeurs distinctes. Donc, au moins σ := dN/#QLe d'entre eux sont égaux.
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que les éléments égaux sont
les qh1 , . . . , qhσ . Pour tous i, j ∈ {1, . . . , σ} et tout t ∈ {0, . . . , pX − 1}, nous
avons donc bhi,t = bhj ,t. Pour tous i, j ∈ {1, . . . , σ} tels que i 6= j, par le
lemme 2.1.17, il existe ti,j < pX tel que
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� soit vhi(q0,L) + ti,j ∈ X et vhj(q0,L) + ti,j /∈ X,
� soit vhi(q0,L) + ti,j /∈ X et vhj(q0,L) + ti,j ∈ X.

Par conséquent, les mots xhi et xhj n'appartiennent pas à la même classe
d'équivalence pour ∼repS(X). En e�et, nous le montrons en concaténant le
mot yhi,ti,j = yhj ,ti,j comme dans les preuves des propositions 2.2.3 et 2.2.5.
Donc, vu la dé�nition 1.1.9, l'automate minimal de derepS(X) a au moins
σ = dN/#QLe états.

Corollaire 4.3.3. Soit S = (L,Σ, <) un système de numération abstrait
ayant les mêmes propriétés que dans la proposition 4.3.2. Supposons que la
suite v = (vi(q0,L))i≥0 est telle que

lim
m→+∞

Nv(m) = +∞.

Alors la période d'un ensemble ultimement périodique X ⊆ N tel que repS(X)
est accepté par un AFD à d états est bornée par le plus petit entier s0 tel
que pour tout m ≥ s0, Nv(m) > d#QL, où QL est l'ensemble des états de
l'automate minimal (émondé) de L.

Démonstration. Vu la proposition 4.3.2, nous savons que d ≥ NU(pX)/#QL

car d est plus grand ou égal au nombre d'états de l'automate minimal accep-
tant repS(X). La conclusion en découle.

Dé�nition 4.3.4. Soient deux automates �nis déterministes

A = (Q(a), q
(a)
0 ,Σ, δ(a), F (a)) et B = (Q(b), q

(b)
0 ,Σ, δ(b), F (b)).

Nous dé�nissons l'automate produit P = A× B comme suit
� l'ensemble �ni d'états est Q(a) ×Q(b),
� l'état initial est (q

(a)
0 , q

(b)
0 ),

� l'ensemble des états �nals est F (a) × F (b)

et la fonction de transition ∆ est dé�nie par

∆ : (Q(a) ×Q(b))× Σ→ (Q(a) ×Q(b)) : ((q, q′), σ) 7→ (δ(a)(q, σ), δ(b)(q′, σ)).

Les mots acceptés par P sont exactement les mots w ∈ Σ∗ tels que

∆((q
(a)
0 , q

(b)
0 ), w) ∈ F (a) × F (b),

i.e., δ(a)(q(a)0 , w) ∈ F (a) et δ(b)(q(b)0 , w) ∈ F (b).

Cela signi�e que le langage accepté par P est l'intersection des langages
acceptés par A et B.
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Proposition 4.3.5. Soit S = (L,Σ, <) un système de numération abstrait.
Si X ⊆ N est un ensemble ultimement périodique de période pX tel que
repS(X) est accepté par un AFD à d états, alors la prépériode aX de X est
bornée par une constante C qui peut être e�ectivement calculée et qui dépend
seulement de d et de pX .

Démonstration. Soient A = (Q, q0,Σ, δ, F ) un AFD à d états acceptant
repS(X) et M = (QL, q0,L,Σ, δL, FL) l'automate minimal de L. Pour tout
q ∈ QL, ui(q) est le nombre de mots de longueur i acceptés à partir de
q ∈ QL. Pour tout q ∈ QL, la suite u(q) = (ui(q))i≥0 satisfait une relation
de récurrence linéaire. Donc, les suites (ui(q) mod pX)i≥0, avec q ∈ QL, sont
ultimement périodiques. Notons, comme dans le chapitre 2, ιu(q)(pX) (resp.
πu(q)(pX)) la prépériode (resp. la période) de (ui(q) mod pX)i≥0. Posons

I(pX) := max
q∈QL

ιu(q)(pX) et P (pX) := ppcmq∈QLπu(q)(pX).

Nous voulons montrer que

|repS(aX − 1)| ≤ d#QL + I(pX).

Si nous avons |repS(aX − 1)| ≤ d#QL, alors l'inégalité précédente est forcé-
ment véri�er. Donc, à partir de maintenant, nous supposons |repS(aX−1)| >
d#QL. Appliquons le lemme de la pompe à l'automate produit A×ML. Il
existe des mots x, y, z ∈ Σ∗ avec y 6= ε tels que nous avons

repS(aX − 1) = xyz

|xy| ≤ d#QL;

δ(q0, x) = δ(q0, xy);

δL(q0,L, x) = δL(q0,L, xy);

∀n ∈ N, xynz ∈ repS(X)⇔ xyz ∈ repS(X). (4.3)

Par conséquent, il su�t de montrer que |z| ≤ I(pX). Procédons par contra-
diction et supposons que |z| > I(pX).

Prouvons

valS(xypXP (pX)yz) ≡ valS(xyz) (mod pX). (4.4)

Supposons x = x1 · · ·xr, y = y1 · · · ys et z = z1 · · · zt. Pour tous les en-
tiers n ≥ 1, nous obtenons, en utilisant le lemme 4.2.3 pour w = xynz,
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|w| = r + ns+ t et

valS(xynz) =
∑
q∈QL

(
r∑
i=1

βq,i(w)u|w|−i(q)

+
r+s∑
i=r+1

βq,i(w)u|w|−i(q) + · · ·+
r+ns∑

i=r+(n−1)s+1

βq,i(w)u|w|−i(q)

r+ns+t∑
i=r+ns+1

βq,i(w)u|w|−i(q)

)
où la première (resp. deuxième, troisième) ligne correspond à la contribu-
tion de x (resp. y, z) comme expliqué ci-dessous. Par dé�nition (4.2) des
coe�cients βq,i(w), nous savons que

βq,1(w) = #{σ < x1 | δL(q0,L, σ) = q}+ 1q,q0,L

ne dépend que de x1, mais

βq,2(w) = #{σ < x2 | δL(q0,L, x1σ) = q}+ 1q,q0,L

dépend seulement de x2 et δL(q0,L, x1). En continuant de cette façon, nous
voyons que βq,r(w) dépend seulement de xr et δL(q0,L, x1 · · ·xr−1) et que
pour 1 ≤ j ≤ s, βq,r+j(w) dépend de yj et δL(q0,L, xy1 · · · xj−1). Considérons
maintenant βq,r+s+1(w). Il dépend de y1 et de

δL(q0,L, xy1 · · · ys) = δL(q0,L, xy) = δL(q0,L, x).

Donc, βq,r+s+1(w) = βq,r+1(w). De la même manière, nous avons pour tout
j ∈ {1, . . . , s}, βq,r+s+j(w) = βq,r+j(w). Cet argument est valable pour chaque
copie de y dans w. D'où nous avons

βq,r+`s+j(w) = βq,r+j(w) ∀q ∈ QL, ` ∈ {0, . . . , n− 1}, j ∈ {1, . . . , s}.

Par conséquent, le développement précédent devient

valS(xynz) =
∑
q∈QL

(
r∑
i=1

βq,i(w)u|w|−i(q)

+
r+s∑
i=r+1

βq,i(w)
n−1∑
`=0

u|w|−i−`s(q)

r+ns+t∑
i=r+ns+1

βq,i(w)u|w|−i(q)

)
.
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Choisissons maintenant n = pXP (pX) + 1. D'où, nous avons
|w| = r + pXP (px)s + s + t. Pour q ∈ QL et i ∈ {r + 1, . . . , r + s}, nous
avons

n−1∑
`=0

u|w|−i−`s(q) = u|w|−i +

pXP (pX)∑
`=1

u|w|−i−`s(q)

et le second terme est congruent à 0 modulo pX par les dé�nitions de P (pX)
et de I(pX) puisque nous considérons |z| = t > I(pX). Il en découle

valS(xynz) ≡
∑
q∈QL

(
r∑
i=1

βq,i(w)u|w|−i(q)

+
r+s∑
i=r+1

βq,i(w)u|w|−i(q)

r+ns+t∑
i=r+ns+1

βq,i(w)u|w|−i(q)

)
(mod pX).

Par le même raisonnement, nous remarquons que pour tout j ∈ {1, . . . , t},
nous avons βq,r+ns+j(w) = βq,r+s+j(xyz). Donc, nous pouvons facilement dé-
duire (4.4).

Utilisons la minimalité de aX pour obtenir une contradiction. Suppo-
sons que aX − 1 ∈ X, l'autre cas étant similaire. Alors, pour tout entier
n ≥ 1, aX + npX − 1 /∈ X, sinon aX n'est pas la prépériode minimale. Vu
(4.3), xypXP (pX)yz ∈ repS(X). Mais vu (4.4), ce mot représente un nombre
de la forme aX + npX − 1 avec n ∈ N \0, qui ne peut appartenir à X. Il
en découle une contradiction. Par conséquent, nous avons |z| ≤ I(pX) et
|repS(aX − 1)| ≤ d#QL + I(pX). La prépériode de X est donc bornée par
une constante C telle que si aX > C, alors

|repS(aX − 1)| > d#QL + I(pX).

De plus, cette borne peut être e�ectivement calculée. En e�et, puisque le
système S de numération abstrait, la période pX de X et le nombre d d'états
de A sont donnés, I(pX) et repS(n), pour tout n ∈ N sont e�ectivement
calculables.

4.4 Procédure de décision

Théorème 4.4.1. Soit S = (L,Σ, <) un système de numération abstrait tel
que pour tous les états q de l'automate minimal émondé
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ML = (QL, q0,L,Σ, δL, FL) de L, nous avons

lim
i→+∞

ui(q) = +∞

et ui(q0,L) > 0 pour tout i ≥ 0. Supposons aussi que la suite v = (vi(q0,L))i≥0
est telle que limm→+∞Nv(m) = +∞. Alors, nous pouvons décider si un
ensemble S-reconnaissable est ou non ultimement périodique.

Démonstration. Cette preuve est analogue à celle du théorème 2.4.2. La suite
v satisfait une relation de récurrence linéaire de forme (1.1) avec ak 6= 0
comme dernier coe�cient. De plus, v est une suite strictement croissante
car, par hypothèse, ui(q0,L) > 0 pour tout i ∈ N.

Soit |ak| = pu11 · · · purr , avec u1, . . . , ur > 0, la décomposition en facteurs
premiers de |ak|. Considérons un AFD A avec d états acceptant un ensemble
S-reconnaissable X ⊆ N. Supposons que X est ultimement périodique de
période pX = pv11 · · · pvrr c avec v1, . . . , vr ≥ 0 et pgcd(ak, c) = 1.

Par la proposition 4.3.2, nous avons Nv(pX) ≤ d#QL. Vu la remarque
2.2.7, nous obtenons

Nv(c) ≤ πu(c) ≤ πv(pX) ≤ (Nv(pX))k ≤ (d#QL)k.

Soit α(m) le plus grand indice i tel que vi(q0,L) < m. Puisque la suite v est
strictement croissante, l'application m 7→ α(m) est croissante et

lim
m→+∞

α(m) = +∞.

Puisque pgcd(ak, c) = 1, nous voyons comme précédemment que la suite
v = (vi(q0,L) mod c)i≥0 est purement périodique. Alors, nous avons
Nv ≥ α(c) puisque v0(q0,L) < · · · < vα(c)−1(q0,L) < c. Donc, nous obte-
nons α(c) ≤ (d#QL)k, ce qui nous permet de donner une borne supérieure
sur c.

Donnons maintenant une borne supérieure sur les vj, j ∈ {1, . . . , r}. Vu la
remarque 2.2.7, nous avons pour tout j ∈ {1, . . . , r}, Nv(p

sj
j ) ≤ (d#QL)k. De

plus, l'hypothèse limm→+∞Nv(m) = +∞ implique limv→+∞Nv(pvj ) = +∞
par le lemme 2.4.1. Nous faisons alors exactement le même raisonnement que
dans la preuve du théorème 2.4.2. Puisque NU(pvj ) ≤ NU(pwj ) lorsque v ≤ w,
l'exposant vj apparaissant dans la décomposition de pX est borné par sj où
sj est le plus petit entier tel que pour tout v ≥ sj, NU(pvj ) > (d#QL)k. Cette
borne sj peut être e�ectivement calculée.

Donc, si X est ultimement périodique, alors sa période pX est bornée
par une constante qui peut être e�ectivement calculée. Vu la proposition
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4.3.5, la prépériode de X est aussi bornée par une constante qui peut être
e�ectivement calculée.

Par conséquent, les périodes et prépériodes admissibles que nous devons
véri�er sont en nombre �ni. Vu la proposition 4.2.5, nous pouvons construire
un automate pour chaque ensemble ultimement périodique correspondant à
une paire des prépériodes et périodes admissibles. Il reste à comparer les lan-
gages acceptés par ces automates avec repS(X). Or tester si L\ repU(X) = ∅
et repU(X) \ L = ∅ est décidable par algorithme. Il s'en suit que nous pou-
vons décider si un ensemble S-reconnaissable est ou non ultimement pério-
dique.

Exemple 4.4.2. Considérons le système de numération abstrait donné dans
l'exemple 4.1.11, S = (L, {a, b, c, d}, a < b < c < d) avec L = {ε}∪{a, ab}∗∪
{c, cd}∗, satisfait les hypothèses du théorème 4.4.1. En e�et, nous avons pour
tout i ≥ 1, ui(q0,L) = 2Fi > 0, u0(q0,L) = 1 > 0 et limi→+∞ ui(q0,L) =
+∞. De plus, nous avons montré, dans l'exercice 4.1.11 que la suite vi(q0,L)
satisfait vi(q0,L) = 2vi−1(q0,L) − vi−3(q0,L) pour tout i ≥ 3. Vu le lemme
2.4.1, nous avons, limm→+∞Nv(m) = +∞.

4.5 Lien avec les problèmes de périodicité HD0L

Dans cette dernière section, nous montrons comment le théorème 4.4.1
peut être utilisé pour certains problèmes de décisions concernant les systèmes
HD0L. Tout d'abord, donnons quelques dé�nitions.

Dé�nition 4.5.1. Un système D0L est un triplet G = (∆, f, w) où ∆ est un
alphabet �ni, f : ∆→ ∆∗ est un morphisme et w est un mot sur ∆.

Dé�nition 4.5.2. Un système HD0L est un quintuple G = (∆,Γ, f, g, w) où
(∆, f, w) est un système D0L, Γ est un alphabet �ni et g : ∆∗ → Γ∗ est un
morphisme.

Soit G = (∆,Γ, f, g, w) un système HD0L. Si le mot w est pré�xe de f(w)
et l'ensemble {fn(w) | n ≥ 0} est in�ni, nous notons

fω(w) = lim
n→+∞

fn(w).

De même, si w est un pré�xe de f(w) et si g(fω(w)) est un mot in�ni sur Γ,
alors nous dé�nissons le mot in�ni généré par G comme suit

ω(G) := g(fω(w)) = w0w1w2w3 · · ·

Deux systèmes HD0L G1 et G2, tels que ω(G1) et ω(G2) existent, sont
ω-équivalent si ω(G1) = ω(G2).
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Nous nous intéressons à la question suivante.

Problème 3 (HD0L periodicity problem). Etant donné un système HD0L G
tel que ω(G) existe, pouvons-nous décider si le mot in�ni ω(G) est ultimement
périodique ou non ?

Vu le lemme suivant, nous pouvons supposer que w est une lettre a.

Lemme 4.5.3. [15] Soit G = (∆,Γ, f, g, w) un système HD0L tel que w(G)
existe et |w| > 1. Alors, il existe un système HD0L ω-équivalent
G′ = (∆′,Γ′, f ′g′, a), avec a ∈ ∆′ tel que a est un pré�xe de f(a), i.e., f
est prolongeable sur a.

De plus, il est bien connu que nous pouvons supposer que f est un mor-
phisme non-e�açant et g est un codage, i.e., f(σ) 6= ε pour tout σ ∈ ∆ et
g(∆) ⊆ Γ. Dans [15], J. Honkala et M. Rigo ont montré que ce problème
3 de périodicité est équivalent au problème 2. Grâce à [21], étant donné un
système HD0L G, nous pouvons construire canoniquement un système de nu-
mération abstrait S = (L,Σ, <) et un automate �ni déterministe avec sortie
M = (Q, q0,Σ, δ,Γ, τ) où τ est la fonction de sortie telle que

∀n ≥ 0, wn = τ(δ(q0, repS(n))).

Une telle suite (wn)n≥0 est appelée une suite S-automatique. De [25], nous
savons que les ensembles

Xb = {n ∈ N | wn = b} pour b ∈ Γ

sont S-reconnaissables. Par conséquent, si S satisfait les hypothèses du théo-
rème 4.4.1, nous pouvons décider si les ensembles Xb sont ultimement pé-
riodiques ou non. En�n, remarquons que le mot in�ni ω(G) = g(fω(a)) est
ultimement périodique si et seulement si, pour chaque b ∈ Γ, les ensembles
Xb sont ultimement périodiques.

Donc, si G est tel que le système S de numération abstrait associé satisfait
les hypothèse du théorème 4.4.1, alors nous pouvons décider si ω(G) est
ultimement périodique ou non.
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