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Introduction

A I’heure actuelle, ’homme utilise constamment les nombres entiers. Pour
les manipuler facilement, il les représente sous forme de mots de la maniére
suivante. Dans un systéme de numération défini par la suite (U;);>0, 'entier n
est représenté par la suite de lettre wy ... wysin = Zle U;w;. Par exemple, le
systéme de numération en base 2 est défini par la suite (2);59. Nous pouvons
voir un systéme de numération comme une bijection rep : N — L entre N et
un langage L. Chaque partie X de N est alors envoyé sur un sous-ensemble
de rep(L).

Il est naturel de s’intéresser aux parties de N qui correspondent & des
sous-langages simples, i.e., les langages réguliers. Une partie de N qui en-
voyé sur un langage régulier est dit reconnaissable. Pour tout systéme de
numération en base entiére, il est bien connu que toute union finie de pro-
gressions arithmeétiques est reconnaissable. En 1969, A. Cobham a prouvé la
réciproque du résultat précédent [8], i.e., dans tout systéme de numération
en base entiére, les seuls ensembles d’entier reconnaissables sont les unions
finies de progressions arithmétiques. Ce résultat est connu sous le nom de
théoréme de Cobham. Rappelons, avant de ’énoncer, que deux entiers sont
multiplicativement indépendants si, pour tous entiers m et n, nous avons

" #q".

Théoréme de Cobham. Soit deux entiers p,q > 2 multiplicativement in-
dépendants. Un ensemble X d’entiers positifs est a la fois U,-reconnaissable
et Uj,-reconnaissable si et seulement si il est ultimement périodique.

Une preuve de ce résultat réalisée par A. Muchnik peut étre trouvée dans
|6]. Donc, les ensembles ultimement périodiques, i.e., les unions finies de pro-
gressions arithmétiques, jouent un role important. De plus, ces ensembles
infinis sont codés par un nombre fini d’informations. Vu le théoréme de
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Cobham, les ensembles ultimement périodiques sont appelés reconnaissables
dans la littérature. Cela nous conduit a nous intéresser au probléme de déci-
sion suivant.

Probléme. Etant donné un systéme de numération linéaire U tel que
repy (N) est U-reconnaissable et un ensemble X d’entiers positifs donné par
un automate acceptant repy (X), pouvons-nous décider si X est ou non ulti-
mement périodique ?

Nous allons montrer que le probléme est décidable pour une classe de
systémes de numération linéaires. De méme 'extension du probléme a une
classe de systémes de numération abstraits est décidable. Le sujet est déve-
loppé selon la méme structure que article A decision problem for ultimately
periodic sets in non-standard numeration systems de J. Bell, E. Charlier, A.
S. Fraenkel et M. Rigo [3], qui a servi de base a ce travail.

Le premier chapitre est consacré au rappel des notions de base concernant
les langages, automates et systémes de numération.

Le but du deuxiéme chapitre est de donner une réponse au probléme de
décision sous certaines hypothéses supplémentaires. Pour ce faire, nous don-
nons tout d’abord une borne supérieure des périodes admissibles pour un
ensemble X U-reconnaissable lorsque nous supposons qu’il est ultimement
périodique. Ensuite, nous donnons une borne supérieure des prépériodes ad-
missibles. Remarquons que ces bornes dépendent du nombre d’états de ’au-
tomate minimal reconnaissant le langage rep; (X ). Puisqu’il y a un nombre
fini de périodes et prépériodes admissibles, nous pouvons construire pour
chaque paire de période et prépériode admissibles un automate acceptant
I’ensemble ultimement périodique correspondant. Il ne reste plus qu’a com-
parer ces langages obtenus avec repy (X).

Cette méthode se base sur la quantité Ny(m) qui est le nombre de va-
leurs distinctes apparaissant infiniment souvent dans la suite (U; mod m);>o.
Le résultat principal de ce chapitre 2 est le théoréme suivant.

Théoréme. Soit U = (U;);>o un systéme de numération linéaire tel que
N est U-reconnaissable satisfaisant la condition lim; ., U;y1 — U; = +o0.
Supposons que lim,, , . Ny(m) = 4o00. Alors, nous pouvons décider si un
ensemble U-reconnaissable est ou non ultimement périodique.
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Dans le troisiéme chapitre, nous nous intéressons aux systémes qui vé-
rifient ’hypothése lim,, .., Ny(m) = +oo. Pour caractériser ces systémes,
nous avons recours a des méthodes d’analyse p-adiques, d’algébre et quelques
résultats sur les suites linéaires récurrentes. Cela nous conduit a étudier la
suite (U; mod p¥);>o pour tout v > 1, ot p est un nombre premier divisant ay.

Dans le quatriéme et dernier chapitre, nous étendons le probléme de dé-
cision aux systémes de numération abstraits. Dans ce cadre, nous appliquons
le méme type de méthodes a une classe de systémes de numération abstraits.
La procédure de décision correspondante est donnée par le théoréme 4.4.1.

Enfin, nous observons que, pour tous les systémes de numération abs-
traits, le probléme de décision est équivalent au probléme de périodicité
HDOL. II s’énonce comme suit : "Etant donné un morphisme f prolongeable
sur une lettre a et un codage g, pouvons-nous décider si le mot infini g( fw(a))
est ou non ultimement périodique. Le théoréme 4.4.1 donne une procédure
de décision pour des exemples spécifiques du probléme de périodicité.
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Chapitre 1

Notions de base

1.1 Langages et automates

Rappelons quelques notions de la théorie des automates et des langages,
cf. [24] pour une vue plus compléte de ce sujet.

Définition 1.1.1. Un alphabet ¥ est un ensemble fini de symboles, géné-
ralement appelés lettres. Un mot sur X est une suite finie de lettres de .
La longueur d'un mot w, notée |w|, est le nombre de lettres constituant w.
L’unique mot de longueur 0 est le mot correspondant a la suite vide. Nous
I’appelons le mot vide et il est noté €. L’ensemble des mots finis sur X est
noté >*. Un langage sur X est une partie de 2*.

Un mot infini x sur X est une suite infinie de lettres zoxixs--- ayant

comme indices les entiers positifs. I.’ensemble des mots infinis sur ¥ est noté
N

Définition 1.1.2. Pour un mot w sur X, nous définissons le miroir de w,
noté w?, par récurrence sur la longueur de w. Si |w| = 0, alors w = ¢ et
w?® = . Sinon |w| > 0 et nous pouvons écrire w = ou avec 0 € 3 et u € L*.
Dans ce cas, w'* = uf'o. Si L est un langage sur ¥, alors le miroir de L est
le langage L® = {w® | w € L}.

Définition 1.1.3. Un automate fini déterministe est la donnée du quintuple
A= (Q,q, F,%,0) on Q est un ensemble fini dont les éléments sont les états
de A, gy € @ est I'état initial, F' C @) est I’ensemble des états finals, X est
I’alphabet de 'automate et 6 : ) x ¥ — @ est la fonction de transition de
A. Nous étendons la fonction de transition a @ x X* de la maniére suivante :
pour tout ¢ € Q,

6(q,€) =q



et
d(q,ow) = 6(6(q,0),w), VYo e X wel"

Nous représentons les états de 'automate par des cercles. L’état initial est
désigné par une fléche entrante sans label et les états finaux sont repérés
grace a un double cercle. Une transition d(q,0) = ¢/, avec 0 € Y et q,¢' € Q,
est représentée par un arc orienté de ¢ vers ¢’ et de label o.

Le langage L C X* est accepté par 'automate A si

L={weX|i(q,w)e F}.
Dans ce cas, nous disons que le langage L est régulier.

Le résultat suivant est souvent utile pour vérifier si un langage n’est pas
régulier.

Lemme 1.1.4 (Lemme de la pompe). Soit L C ¥* un langage réqulier. 1l
existe un entier { tel que pour tout mot satisfaisant |\w|l, il existe x,y, z € ¥*
tels que w = xyz, avec |vy| < {, y# ¢, et xy* C L.

La version suivante du lemme de la pompe fournit une condition néces-
saire et suffisante.

Lemme 1.1.5 (Lemme de la pompe,version forte). Un langage L C ¥* est
régqulier si et seulement si il existe un entier { tel que pour tout mot w € L
satisfaisant |w| > £, il exviste x,y,z € ¥* tels que w = xyz, y # € et pour
tout v € X* et tout © > 0, nous avons

wv € L & xy'z2v € L.

Définition 1.1.6. Soient L. C >* un langage sur 'alphabet fini X et x un
mot fini sur . Posons

v ' L={2€¥ |zz€ L}

Nous pouvons maintenant définir la congruence de Myhill-Nérode ~; comme
suit. Soient x,y € ¥*. Nous avons

rt~pyer L=y L

Proposition 1.1.7. Soit L C X* un langage. La relation ~, est une relation
d’équivalence. Il s’agit méme d’une congruence a droite, i.e.,

Vze X', o ~p= 12 ~p Yz,



Lemme 1.1.8. Soient L C X* et u,v deux mots sur 3. Nous avons
(wv) "L =v" . (utL).
Définition 1.1.9. Nous définissons I’ automate minimal

M = (Qr,q,, Fr,%,01)

d’un langage L C >* comme suit :
~ Qp={wlL]weX},
~qor=¢"L=1L,
~Fr={wl'L|lwel}={qeqQ.|c€q}
— 01(q,0) = 07 L.q, pour tous q € Qr, 0 € X.
La fonction de transition de 'automate s’étend a QQr, x ¥* par

or(q,w) = wlq,Vg e Qp,we X,

Cette définition a du sens car la fonction de transition ne dépend pas du
représentant choisi. En effet, si un état de M, est de la forme 271.L = y~1.L,
avec z,y € X*, alors x ~ y. Puisque ~ est une congruence a droite, nous
avons pour tout ¢ € X, xo ~p yo et donc (zo) '.L = (yo)~'.L. Vu le
lemme 1.1.8, cela implique o~ !.(z71.L) = 07!.(y1.L). Par conséquent, nous
obtenons 0z (z'.L,0) = d,(y '.L,0).

Théoréme 1.1.10 (Théoréeme de Myhill-Nérode). Un langage L € ¥* est
régulier si et seulement si la congruence ~p, est d’indice fini (i.e., si ~p a un
nombre fini de classes d’équivalence).

1.2 Ensembles ultimement périodiques

Définition 1.2.1. Une partie X C N est ultimement périodique s’il existe
N >0 et p > 0 tels que pour tout n > N,

neX&n+pelX.

Le plus petit entier p satisfaisant une telle propriété est appelé la période de
X et le plus petit entier N correspondant est appelé la prépériode.

Remarque 1.2.2. Observons qu'une partie X C N est ultimement pério-
dique si et seulement si X est une union finie de progressions arithmétiques.
En effet, supposons qu’il existe N > 0 et p > 0 tels que pour tout n > N,

neX&n+peX.



Dés lors, X s’écrit comme une union finie de progressions arithmétiques,

X = U(:E+N-O) U U (x +N-p)
zeX rzeX
<N N<z<N+p

Réciproquement, si
t

X =J(@+Np),
i=1

alors en prenant p = ppem,_; _,p; et N = max;=1__;q;, nous avons

77777

Vn>N, neX&n+pelX.

1.3 Systémes de numération

Définition 1.3.1. Un systéme de numération positionnel est donné par une
suite (strictement) croissante U = (U;)(;>0) d’entiers tels que

- Upy=1

— Cy :=sup;>q [ Uiy1/U;] est fini.

La premiére condition assure que tout entier a au moins une représenta-
tion. La deuxiéme condition implique que I'alphabet Ay = {0,...,Cy — 1}
est fini.

Définition 1.3.2. La U-représentation gloutonne d’un entier positif n est
I'unique mot rep;;(n) = wy - - - wy sur Ay satisfaisant

- n= Zf:o w;U;,

— wy # 0,

— S o wili < Upy, ¥t =0,... L.
Nous posons repy;(0) = € ou e désigne le mot vide.

Un ensemble d’entiers X C N est U-reconnaissable si le langage

repy (X) = {repy(z) | v € X}
sur I’alphabet Ay est régulier.

Exemple 1.3.3. Considérons le systéme de numération en base 2. La suite
U est donnée par U; = 2! pour tout i > 0. Il s’agit bien d’un systéme de
numération positionnel puisque Uy = 1 et Cyy := sup;so 27! /27] = 2 est fini.
Nous avons par exemple -

repy (17) = 10001 et valy (101101) = 45.



FIGURE 1.1 — Automate acceptant le langage rep(N).

Exemple 1.3.4. Soit (F;);>o la suite des nombres de Fibonacci définie par
Fo=1F =2et F; 1o = F,_1+F; pour tout ¢« > 0. Le systeme de numération
de Fibonacci est donné par F' = (F;);>0 = (1,2,3,5,8,13,21,34,...). Nous
avons,

repr(17) = 100101 et valp(101001) = 19.

Nous remarquons que le langage rep,(N) est I'ensemble contenant le mot
vide et les mots commencant par 1 qui ne contiennent pas le facteur 11, i.e.,

repp(N) = {e} U 1{0,1}* \ {0,1}*11{1,0}".

Ce langage est régulier et il est accepté par l'automate représenté dans la
Figure (1.1).

Définition 1.3.5. Si x = x4 - - - 1 est un mot sur un alphabet fini d’entiers,
alors la valeur U-numérique de x est valy(x) = Zf:o z;U;.

Le résultat suivant est une conséquence du caractére glouton de la repré-
sentation.

Proposition 1.3.6. Soient un systéme de numération positionnel U = (U;);>0
et x,y deux mots sur Ay. St xy est une représentation gloutonne et si la lettre
la plus a gauche de y n’est pas 0, alors y est aussi une représentation glou-
tonne.

Démonstration. Soient deux entiers j = |y| et £ = |z| — j. Notons = =
2pccZjg1, Y = Zjc 2o avee zy, ..., 29 € Ay. Puisque le mot xy = z,- - - 2 est
une représentation gloutonne, il vient, par définition,

t
> 5l < Upn VE€{0,..., 0}

=0



En particulier, nous avons Zfzo z;U; < Ugyq pour tout t € {0,...,5}. De
plus, z; n’est pas 0 par hypothése. De ces deux observations, nous déduisons
que le mot y est une représentation gloutonne. O]

Définition 1.3.7. Nous ordonnons 'alphabet Ay selon 'ordre naturel des
chiffres et nous définissons 1’ordre lexicographique comme suit : pour deux
mots finis x,y € A}, de méme longueur, z est lexicographiquement plus petit
que y s’il existe w, 2,y € A} et a,b € Ay tels que x = waa’, y = wby' et
a < b. Dans ce cas, nous notons x <j.; ¥.

Nous étendons l'ordre lexicographique aux mots infinis de la maniére sui-
vante. Pour deux mots infinis =,y € AE, nous avons x <j., ¥ si et seulement
¢'il existe w € A}, a,b € Ay et ',y € AN tels que x = waz’, y = wby' et
a < b.

Nous munissons alors Aj;, d’une relation d’ordre : l'ordre généalogique.
Pour deux mots z,y € A}, , x est généalogiquement plus petit que y si
|z| < |y| ou & <jep y. Nous notons alors z < e, y.

Remarque 1.3.8. Pour m,n € N, nous avons
m < n < repy(m) <ge repy(n).

En effet, solent v = vy ---vy = repy(m) et w = w;---wy = repy(n) avec
up, <m < upgr et u; < n < ujyqq. Supposons, v <ggm,m w. Alors £ < 5. Si
E < g, uprr < ujetm < n Sik =7, il existe ¢ tel que v; <gg, w; et
Uk ***Vip1 = Wy -+ - Wixq. Do, il vient

m = v Uy + - -+ + vgUy
= wipUp + - + w1 Ui +0,U; + - + vUy
S wpUp + -+ wip Uiy + (wi = DU + 00Uy + - + Uy
<wilUp + -+ - + w1 Ui + wiU;
<n

car v; 1U;_1 + -+ +voUy < U; vu le caractére glouton de la représentation.
Donc, nous obtenons m < n.

Définition 1.3.9. Un systéme de numération positionnel U = (U;);>¢ est dit
linéaire si la suite U satisfait une relation de récurrence linéaire homogéne
a coefficients entiers, i.e., s’il existe un naturel £ > 1 et des coefficients
constants ay, ..., ay tels que pour tout ¢ > 0, nous avons

Uiir = U1+ -+ + arU;, avec ay,...,ay € 7. (1.1)

Nous appelons k 1'ordre de la relation de récurrence.



Exemple 1.3.10. Considérons a nouveau le systéme de numération de Fi-
bonacci F' = (F});>o. 1l est linéaire puisque la suite F satisfait la relation de
récurrence linéaire F; o = F; 1 + F; pour tout ¢ > 2.

Définition 1.3.11. Soit un systéme de numération positionnel linéaire U =
(U;)i>o satisfaisant (1.1). Le polynome caractéristique de U est

xu(z) =2 —ap*t — .. — "
Exemple 1.3.12. Considérons le systéme de numération de Fibonacci F' =
(F})i>0. Son polynome caractéristique est

xr(z) =2 — o — 1.
Dans ce travail, nous nous intéressons au probléme de décision suivant.

Probléme 1. Soient un systéme de numération linéaire U tel que N est
U-reconnaissable et un ensemble X C N U-reconnaissable donné par un au-
tomate acceptant rep;; (X ). Pouvons-nous décider si X est ou non ultimement
périodique ?

Remarquons que la régularité de rep,(N) implique qu’il existe un en-
semble X C N tel que rep;;(X) est régulier. En effet, vu la proposition 2.3.2,
si N est U-reconnaissable, alors tout ensemble ultimement périodique est
U-reconnaissable.

Remarque 1.3.13. Si nous nous restreignons aux systémes de numération
en base entiére b > 2, plusieurs résultats sont connus. Par exemple, J. Honkala
a montré dans [14] que le probléme de décision décrit ci-dessus est décidable.
Toutefois, nous verrons que nous ne pouvons pas appliquer notre procédure
dans ce cas, puisque Ny(m) 4 +oo lorsque m — 400 ot U est un systéme
de numération en base entiére > 2.

Remarque 1.3.14. A. Muchnik a montré dans [22]| que le probléme 1 était
décidable pour tout systéme de numération U linéaire pour lequel rep; (N)
et I'addition sont reconnaissables par automates. Rappelons que, pour un
systéme de numération U, ’addition est calculable par un automate fini si le
langage

(m—Irepy (2) repy (2)

Om—|repu(y)\repU(?/) ’ x7 y, z € N, xr + y e Z’ m  max ‘repU(t)’
Qm—Irepy (2)[repy (2) te{w,y,z}

est régulier. Notons que nous avons ajouté des zéros en téte des deux com-
posantes les plus courtes pour que les trois mots aient la méme longueur.
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Cependant, il n’est pas facile de caractériser les systémes de numération U
pour lesquels ’addition est calculable par automate fini. Quelques exemples
sont donnés dans [11]|. Par exemple, le systéme de numération linéaire U
défini par

Uiva = 3Uiy3 + 2Ui9 — 3U;_4Vi > 0

et 1 = Uy < Uy < Uy < Us est tel que 'addition n’est pas calculable par
automate fini. Cependant, comme nous le verrons dans I’exemple 3.4.6, notre
procédure de décision pourra étre appliquée a ce systéme.



Chapitre 2

Une procédure de décision pour
une classe de systémes de
numération linéaires

Dans les sections suivantes, nous considérons souvent un systéme de nu-
mération positionnel U = (U;);>¢ satisfaisant la condition :
1—+00
Remarquons que ce n’est pas une condition trés contraignante. D’habitude,

la suite U a une croissance exponentielle, U; ~ 3° pour un S > 1 et donc
(2.1) est satisfait.

2.1 Préliminaires

Lemme 2.1.1. Soit U = (U;);>0 un systéme de numération positionnel sa-
tisfaisant (2.1). Alors, pour tout j, il existe un naturel L tel que pour tout
¢ > L, les mots

10@—|rePU(t)\repU(t), avect=0,..., Uj -1

sont des U-représentations gloutonnes. Autrement dit, si w est une U-repré-
sentation gloutonne, alors pour tout r suffisamment grand, 10"w est aussi
une U-représentation gloutonne.

Démonstration. Puisque repy(U;) = 107, rep,(U; — 1) est le plus grand
mot de longueur j dans le langage rep;(N). Par hypothése, nous avons
lim; , 4o Uiz1 — U; = +o00. Donc il existe L tel que pour tout ¢ > L,



U1 — Up > U; — 1. Par conséquent, pour tout ¢ > L, 10 Irep, (U; — 1)
est la U-représentation gloutonne de U, + U; — 1 < Uy41. La conclusion en
découle car, pour tout t € {0,...,U; — 1}, nous avons U, +t < Uy et donc
10“rep, (U; — 1) est une U-représentation gloutonne. O

Exemple 2.1.2. Considérons le systéme de numeération U = (U;);>o défini
par U; = i + 1 pour toutd < i < 5 et Us;y, = 571 + 7 pour tout i > 1 avec
r € {0,...,4}. Si l'indice i est de la forme 55 + r avec un entier j > 1 et
r € {0,...,3}, nous obtenons U;,; — U; = 5™ +r+1— 571 —r = 1. Dong,
U;s1 — U; = 1 pour un nombre infini de 7 et le systéme U ne satisfait pas la
condition (2.1). Le lemme précédent n’est pas applicable dans ce cas. Nous
avons repy (4) = 1000 mais le mot 10711000 n’est pas une U-représentation
gloutonne. En effet, nous avons

valy (10°711000) = valy (10°75) 4 4
= Us(i1) + 4 =5 + 4 = Us(i49)44 = Usipo.

Or, la U-représentation gloutonne de Us; g est repy (Usiig) = 107719,

Remarque 2.1.3. Dans le lemme 2.1.1, nous ne pouvons pas échanger ’ordre
des quantificateurs de j et L car L dépend de j. Par exemple, prenons la suite
(U;)i>o définie par
(i+1)(E+2)

2
Elle satisfait la relation de récurrence linéaire

Ui = Vi > 0.

Ui+3 - 3Ui+2 - 3Ui+1 -+ UZ VZ Z 3
De plus, nous avons

1—+00 1—+00
Pour tout entier i« > 1, k = U; — 1 est I'unique valeur telle que U; = U, — Uj_1
puisque pour tout entier 7 > 1, U; + U;_; = 7 + 1. Nous remarquons que
pour tout i > 1, le mot 10 est une U-représentation gloutonne et les U-
représentations gloutonnes de la forme 10"10° sont exactement celles pour
lesquelles n > U; — i — 1.

Intéressons-nous maintenant a une classe particuliére de systémes de nu-
mération positionnels, voir aussi |9, 17, 20].
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Définition 2.1.4. Les systémes de numération de Bertrand associés a un
réel > 1 sont définis de la maniére suivante. Soit Az = {0,..., [5]}. Tout
x € [0,1] peut s’écrire

“+oo

xr = Zciﬁ_i,avec ¢ € Ag.

i=1

Alors la suite (¢;);>1 est appelée la S-représentation de x. Une S-représentation
de z, qui est maximale pour l'ordre lexicographique, est notée dg(x) et est
appelée [-développement. Un [-développement (c¢;);>o est fini s’il existe N
tel que ¢; = 0 pour tout ¢ > N. Si le S-développement de 1 est fini, alors il
existe m > 1 tel que dg(1) =ty - - - t,,, avec t,,, # 0 et nous posons

di(1) = (tr - b1 (b — 1))”.
Sinon, dg(1) est infini et nous posons dj(1) := dg(1).

Notons Dg 'ensemble des -développements des nombres appartenant a
[0,1] et F'(Dg) 'ensemble des facteurs de Dg.

Définition 2.1.5. Un langage L est dit extensible a droite si
velL=v0¢elL.

Exemple 2.1.6. Considérons la suite U = (U;);>o commengant par Uy = 1,
Uy = 3 et Uy = 5. Le langage rep;;(N) n’est pas extensible a droite. En effet,
le mot 2 = rep;(2) est dans rep;(N). Par contre, le mot 20 n’est pas une
représentation valide puisque sa valeur U-numérique est valy(20) = 6, mais
la U-représentation gloutonne de 6 est repy(6) = 101.

Théoréme 2.1.7 (Théoréme de Bertrand). Soit U = (U;);>o un systéme de
numération positionnel. Soit Ay alphabet canonique. Il existe un nombre
réel B tel que repy(N) = F(Dg) si et seulement si repy(N) est extensible &
droite. Dans ce cas, si dj(1) = (d;)i>1, la suite U est déterminée par

Définition 2.1.8. Les systémes de numération qui satisfont le théoréme
précédent sont dits associés a B et notés Ug.

Exemple 2.1.9. Considérons le systéme de numération de Fibonacci F' =
(F})i>o0. Le langage repp(N), qui est 'ensemble contenant le mot vide et les
mots commencant par 1 qui ne contiennent pas le facteur 11, est clairement
extensible a droite. Donc, il satisfait les hypothéses du théoréme de Bertrand
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2.1.7. Le systéme de numération de Fibonacci est associé au nombre d’or
B = %5 En effet, nous avons

2 9
_l’_
1+v5 1+v5

Par conséquent, dj(1) = (10)“ et la suite F' = (F});>o est bel et bien déter-
minée par

dg(l) =11 car 1 = ( )2

Fy=1F,_ 1 +0F, o+ 1F_3+0F_4+ - +afy+1

=l'i—2

=Fi 1+ Fio,
ou « vaut 0 si ¢ est pair et 1 sinon.

Proposition 2.1.10 (Condition de Parry). Soient un réel B > 1 et une suite
(Tn)n>0 d’entiers positifs. La suite (z,)n>0 appartient & Dg si et seulement
si, pour tout k >0, (Tp)n>k <iex d}(l).

Remarque 2.1.11. La condition de Parry signifie que tous les facteurs des
mots de Dg sont strictement inférieurs au mot infini dj(1). Par conséquent, si
B est un nombre de Parry, i.e., tel que dg(1) est fini ou ultimement périodique,
alors nous pouvons construire canoniquement un automate A acceptant exac-
tement le langage F'(Dg) = repy,(N). Construisons d’abord I'automate Az
acceptant le langage 0"F'(Dg) = 0*repy, (N).

Si dg(1) est fini, il s’écrit dg(1) = t1---t,,, avec t; € Ag pour tout i €
{1,...,m}. L’ensemble des états de Az est Q = {q1,...,qn}. L'état initial
est ¢i1. Tous les états sont finals. Les transitions sont tels que, pour tout
1<j<m,

tj
q; —7 gj+1

et, pour tout r € Ag tel que r <je, t; et tout 1 < j < m,
d; e -

Les autres transitions ne sont pas définies (ou nous pouvons dire qu’elles vont
dans un "puits"). L’automate Az est représenté a la figure 2.1 ou les états
finals sont représentés par un simple cercle dans un souci de simplicité.
Si dg(1) est ultimement périodique, alors il existe des entiers N et P tels
que, nous avons,
dg(1) =ty tn(tngr - tngp)”

avec t; € Ag pour tout ¢ € {1,...,N + P}. Les états de 'automate Ag
sont qi,...,qn+p, tous sont finals. L’état initial est ¢;. L’automate Ag est

12



FIGURE 2.1 — Automate Ag si dg(1) est fini.

construit de la méme maniére que dans le cas fini pour les états q1,...,qy.
Il y a juste une partie supplémentaire qui s’occupe de la période. Une repré-
sentation de Az est donnée a la figure 2.2, avec la méme convention pour les
états finals.

L’automate Ag accepte le langage 0*repy,. Pour avoir un automate ac-
ceptant exactement repy,, modifions légérement Ag. L’état ¢ n’est plus un
état initial et nous ajoutons le nouvel état initial ¢y avec les transitions

QOLQQetqoL>q1pour7“€{0,...,t1—1}.

L’automate acceptant repy, est représente a la figure 2.3.

Exemple 2.1.12. Soit 3 ~ 3, 383 la racine réelle du polynome x> —32%—x—1.
Considérons le systéme Uz = (U;);>o associé a §. Nous avons dg(1) = 311 et
d3(1) = (310)“. Par le théoréme 2.1.7, la suite Uy satisfait

UU:LUl:3U0+1:47U2:3U1+U0+1:14
et, pour tout 7 > 0,

Uivsg = 3Uip2 + Uipa + 0U; + 3Ui 1 + Ui + - - + 1

J/

-

=U;
= 3Uit2 + Uit1 + Uy

Donc, nous avons Ug = (1,4, 14,47,159,538, - - - ). De plus, puisque ds(1) est
fini, 8 est un nombre de Parry. L’automate Ag, a la figure 2.1 accepte le
langage F'(Dg) = repy, (N).

13



0, . ty—1

FIGURE 2.2 — Automate Ap si dg(1) est ultimement périodique.

FIGURE 2.3 -~ Automate acceptant repy, (N).
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FIGURE 2.4 — Automate Ag avec 3 ~ 3, 383.

Remarque 2.1.13. Soit S un nombre de Parry. Vu la forme de 'automate
Ajg, nous obtenons la propriété suivante, qui est plus forte que le lemme
2.1.1. Si z et y sont des Ug-représentations gloutonnes, alors 0y est aussi
une Ug-représentation gloutonne.

Exemple 2.1.14. Prenons le systéme de numération de Fibonacci Fj ou

b= %5 Puisque dg = 11 est fini, 8 est un nombre de Parry. Donc, pour
deux mots x et y € repp, (N), nous avons 20y € repp, (N).

Remarque 2.1.15. Lorsque S est un nombre de Parry, le systéme associés a
[ satisfait une relation de récurrence linéaire. Par le théoréme de Bertrand,
la suite Uy satisfait (2.2). Vu [9], il en découle que la suite Uz compte le
nombre de mots de longueur n acceptés par A, ou A est 'automate acceptant
exactement F'(Dg) = repy, (N). Vu la remarque 4.1.6, cette suite satisfait une
relation de récurrence linéaire.

Définition 2.1.16. Soit X C N un ensemble d’entiers. Le mot caractéristique
de X est le mot infini zox zy - -+ sur {0,1} défini par z; = 1 si et seulement
sit e X.

Considérons maintenant X C N un ensemble ultimement périodique.
Le mot caractéristique de X est donc un mot infini sur {0,1} de la forme
Tox1To -+ = wv¥ ou u et v sont choisis pour qu’ils soient de longueurs mi-
nimales. Nous disons que la longueur |u| de u est la prépériode de X et la
longueur de |v| de v est la période de X. Alors, pour tout n > |ul, n € X si
et seulement si n + |v| € X. Cette définition est donc cohérente avec 1.2.1.

Lemme 2.1.17. Soit X C N un ensemble ultimement périodique de période
px et de prépériode ax. Soient 1,7 > ax. Si i % j mod p, , alors il existe
t < px tel que nous avons, soit i+t € X et j+t ¢ X, soit i+t ¢ X et
jH+teX.
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Démonstration. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer i > j et
px > 1. Procédons par contradiction et supposons que, pour tout ¢t €
{0,...,px}, nous avons i +t € X & j+t € X. Soient p € {1,...,px — 1}
tel que p=j —i (mod py) et un entier n > 7. Nous pouvons écrire n =i+
(mod px) avec r € {0,...,px —1}. Il vient n + p = j +r (mod px). Donc,
nous obtenons

n+peXsj+treXsi+reX snelX.

Ceci est en contradiction avec le fait que px est la période minimale.
O

2.2 Borne inférieure et supérieure sur la pé-
riode

Définition 2.2.1. Pour une suite (U;);>o d’entiers, nous notons Ny(m) €
{1,...,m} le nombre de valeurs qui sont prises infiniment souvent par la
suite (U; mod m);>o.

Exemple 2.2.2. Considérons la suite (U;);>o définie & 'exemple 2.1.2. Pour
tout ¢ > 1, nous avons Us;y, = 571 +r = r (mod 5), avec r € {0,...,4}.
Donc, dans la suite (U; mod 5), les valeurs 0, 1, 2, 3, 4 apparaissent infiniment
souvent. De plus, comme il ne peut y avoir d’autres valeurs différentes dans
cette suite, nous avons Ny (5) = 5.

Proposition 2.2.3. Soit U = (U;);>o un systeme de numération satisfaisant
(2.1). Si X C N est un ensemble ultimement périodique U -reconnaissable de
période px, alors tout automate fini déterministe acceptant repy,(X) a au
moins Ny(px) états.

Démonstration. Soit ax la prépériode de X. Par le lemme 2.1.1, il existe L
tel que pour tout A > L, les mots

10" —lepr®lrep (1), avec t = 0,..., px — 1,

sont des U-représentations gloutonnes puisque px est tel que U;_; < px < U;.
La suite (U; mod px);>o prend infiniment souvent N := Ny (px) valeurs
distinctes. Soient hq,...,hy > L tels que

i # J = Uy, # Uy, mod px.

Les hy,...,hy peuvent étre choisis tels que Uy, > ax pour i € {1,...,N}.
Par le lemme 2.1.17, pour tous 4, j € {1,..., N} tels que i # j (et donc Uy, #
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U, mod px), il existe t;; < px tel que soit Uy, +t;; € X et Uy, +1t;; ¢ X,
ou soit Uy, +t;; € X et Uy, +t;; € X. Donc le mot

w; ; = OlrePu(Px=DI=herutiplrep (1, )

est tel que soit

10hi—|repU(px—1)\wm € repy (X) et 10hj—|repu(px—1)\wi7j ¢ repy (X)
ou

10"~ repo (px =Dly,, ¢ vep, (X) et 107 IePu@x=Dly, - € rep, (X))
car

1th*\repU(Px*1)|wl.J — 10hi*|repU(px*1)|OlrePU(pX*l)HrePU(ti,j)\repU(tm.)
= ohiflrepu(ti,j)\repU(tm)_

Par conséquent, les mots

10h1—|fePU(Px—1)|7 1OhN—|rePU(Px—1)|

ey

sont deux a deux non équivalents pour la relation ~e,,(x). Donc automate
minimal de rep;(X) a au moins N = Ny(px) états. O

Une conséquence immédiate de cette proposition nous donne une borne
inférieure sur la période d’un ensemble périodique accepté par un automate
fini déterministe.

Corollaire 2.2.4. Soit U = (U;);>0 un systéme de numération positionnel
satisfaisant (2.1). Supposons que lim,, . Ny(m) = +oo. Alors la période
d’un ensemble ultimement périodigue X C N tel que repy(X) est accepté
par un AFD a d états est bornée par le plus petit entier sqo tel que pour tout
m > sg, Ny(m) > d.

Démonstration. Vu la proposition 2.2.3, nous savons que d > Ny(px) car d
est plus grand ou égal au nombre d’états de ’automate minimal acceptant
repy (X). O

Le résultat suivant permet d’obtenir une borne supérieure sur la période
d’un ensemble périodique accepté par un AFD.

Proposition 2.2.5. Soient U = (U;);>0 un systéme de numération posi-
tionnel satisfaisant (2.1) et X C N un ensemble ultimement périodique U -
reconnaissable de période px. Soit ¢ un diviseur de px. St 1 apparait un
nombre infini de fois dans la suite (U; mod ¢);>o, alors tout AFD acceptant
repy (X)a au moins ¢ états.
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Démonstration. Soit ax la prépériode de X. En appliquant plusieurs fois le
lemme 2.1.1, nous voyons qu’il existe ny,...,n. tels que

10101 ... 1™ Olrepu(px*1)|*|rePU(t)|repU (t)

avec t =0,...,px — 1, sont des U-représentations gloutonnes.
Puisque 1 apparait un nombre infini de fois dans la suite (U; mod ¢);>0,
ni,...,n. peuvent étre choisis tels que pour tout j =1,... ¢,

valy (10" - - - 10™0lrePrPx DIy = j mod ¢
En effet, nous pouvons choisir n; de sorte qu’il existe i; tel que
ValU(10"10|repU(pX’l)|) = U;, avec U; = 1 mod ¢
ainsi que n;, avec j = 2,..., ¢, de sorte qu’il existe ¢; tel que
valy (10071 grtilrero(x =Dl = [ “avec Uy, = 1 mod c.
Nous obtenons donc

xj = valy (10" - - 10”10|repU(px—1)|)
= ValU(]_OnjOnj—1+1 . On1+10|repU(pX—1)‘)
+ valy (10m-1ri-2+1 ... grutLgirepu (Px =Ll

+ -+ valy (10mQlrepu (Px =Dl

= Uy ++ U,
=1+---+1 (modc)
=j (mod c)

De plus, nous pouvons prendre n; tel qu’il vérifie aussi
zy = valy (10™M0FePoPx =Dl > gy

Donc, nous avons x; > ax pour tout i € {1,...,c}. Par le lemme 2.1.17, pour
tous 7,7 € {1...,n} tels que i # j, il existe ¢; ; € X tel que soit x; +1;; € X
et x;+t;; ¢ X, ousoit x; +t,; ¢ X et x; +1¢,; € X. Remarquons que le
fait que ¢ divise px implique |repy(t; ;)| < [repy(px — 1)|. D’oit, nous avons,
pour tout 1 <1 < c,

repU(zﬁ—ti’j) = 10™ ... 10”1+|rePU(PX*1)\*|repu(ti,j)|repU(tiJ) = 10™ ... 1On1wi,j-
Donc, le mot w; ; = OlrePuPx—Di=lrepy tislvep (¢, ) est tel que

107 - 10™w;; € X et 10" -+ 10™w;; ¢ X
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ou tel que
10" - 10Mw; ; ¢ X et 10" - 10" w; ; € X.

Par conséquent, les mots
10" .- 10™ et 10™ ---10™

ne sont pas équivalents pour ~,,. (x). Donc, tout AFD acceptant rep;(X) a
au moins c états. O

Définition 2.2.6. Pour une suite (U;);>o d’entiers, si (U; mod m);>¢ est ul-
timement périodique, nous notons sa prépériode (minimale) (7 (m) et sa pé-
riode (minimale) 7y (m).

Remarque 2.2.7. Nous observons que, pour toute suite U satisfaisant une
relation de récurrence linéaire d’ordre & de la forme (1.1), la suite (U; mod m)
est ultimement périodique. De plus, nous avons

Ny(m) < my(m) < (No(m))*.

En effet, puisque les valeurs apparaissant infiniment souvent sont les valeurs
se trouvant dans la période, Ny(m) < 7y (m). D’un autre coté, pour trouver
la période de (U; mod m), il suffit d’inspecter les k-uples composés de k
éléments consécutifs. Dés qu’il y en a deux identiques, nous avons la période.
Or, le nombre de k-uples disctincts dans la suite (U; mod m) est (Ny(m))F.
Donc 7y (m) < (Ny(m))* Par conséquent, lim,, o Ny(m) = +oo si et
seulement si lim,, ;. my(m) = +oo. Remarquons que si m = p - ¢ avec
pged(p, q) = 1, alors 7wy (m) = ppem{m,(p), m.(q)}-

Exemple 2.2.8. Considérons a nouveau la suite (U;);>o définie par U; =

(i41)(i+2)

5 pour tout ¢ > 0. Ses premiers termes sont

(Us)iso = (1,3,6,10, 15,21, 28, 36, 45, 55, 66, 78, 91, 105,
120, 136, 153, 171, 190, 210, 231, 253, 276, 300, 325, - - - ).

Puisque la suite (U;);>o satisfait la relation de récurrence d’ordre 3,
Ui+3 = Ui+2 - UiJrl + Uz pour tout ¢ 2 O,

la suite (U; mod 15);>¢ est ultimement périodique et pour trouver la période,
il suffit d’inspecter les premiéres valeurs de cette suite & la recherche de deux
blocs de trois élements consécutifs qui sont égaux. Les premiers termes de
(U; mod 15);>0 sont

(1,3,6,10,0,6,13,6,0,10,6,3,1,0,0,1,3,6, 10,0,6, 13,6,0, 10, - - ).
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Nous voyons que le triplet (Uy,U;,Us) = (1,3,6) est égal au triplet
(Uis, Urs, Ur7). Dans ce cas, la suite (U; mod 15);59 est méme périodique
de période my(15) = 15. Les différentes valeurs prises dans la période sont
0,1,3,6,10 et 13. Ce sont les seules valeurs répétées infiniment souvent. D’o1,
nous avons Ny (15) = 5.

Exemple 2.2.9. Prenons la suite de Fibonacci F' = (F});>0. Si nous écrivons
les premiers termes de la suite, nous avons

(1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144,233, 377,610,987, 1597, 2584, - - - ).
Considérons maintenant la suite (F; mod 4);>¢. Ses premiers termes sont
(1,2,3,1,0,1,1,2,3,1,0,1,1,2,3,1,0-- ).

Par le méme raisonnement que précédemment, nous voyons que la période
est (1,2,3,1,0,1), donc 7y (4) =6 et Ny(4) = 4.

2.3 Borne supérieure sur la prépériode

Nous voulons maintenant obtenir une borne supérieure sur la prépériode
de tout ensemble ultimement périodique U-reconnaissable reconnu par un
AFD donné.

Proposition 2.3.1. Soient U = (U;);>o un systéme linéaire et X C N un en-
semble ultimement périodique U -reconnaissable de période px et de prépériode
ax. Alors tout AFD acceptant rep;(X) a au moins |repy(ax — 1)| — wy(px)
états.

Démonstration. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que

lrepy(ax — 1)] — t(px) > 0.

Puisque U satisfait une relation de récurrence linéaire d’ordre k, la suite
(U; mod px);>o est ultimement périodique de période 7y (px) et de prépé-
riode ty(px). Procédons par contradiction et supposons que A est un AFD
avec moins de |repy(ax — 1)| — ¢(px) états acceptant rep; (X). Il existe des
mots w et wy sur Ay tels que la U-représentation gloutonne de ax — 1 peut
étre factorisée comme

repy(ax —1) = wwy  avec |w| = |repy(ax — 1)| — o (px)-
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Puisque repy; (X)) est régulier, nous pouvons appliquer le lemme de la pompe.
Le mot w peut s’écrire wywows avec wq # € et pour tout ¢ > 0 et tout v € Ay,
1OUS avons

wv € repy(X) si et seulement si wywiwsv € repy (X).
En particulier, pour tout ¢ > 0,
wwy € repy (X) si et seulement si wwiwswy € repy (X).

Par minimalité de ayx et px, soit ax —1 € X et donc, pour tout n > 1,
ax+npx—1¢ X, soit ax—1 ¢ X et donc, pour tout n > 1, ax+npx—1 € X.
En effet, supposons dans le premier cas qu’il existe un entier n > 1 tel que
ax +npx —1 € X. Alors, puisque px est la période, nous avons pour tout
n>1 ax+npx —1€ X et ax —1 € X. Par conséquent ax n’est pas la
prépériode minimale de X, ce qui est une contradiction. Nous raisonnons de
la méme maniére pour le deuxiéme cas.

En utilisant la période de (U; mod px);>0, nous voyons que, puisque |wy| =
ty(px), nous avons pour tout i > 0,

ity (px)

valy (wyws Wow3wWy)
iy ( ) in
= valy (w012 o lwawswy) + valy (ws U(px)0|wa3w4\)
= ValU<w1w2w3w4) —+ iV&lU (ng(PX)O|w2w3w4|> (HlOd px).

Par conséquent, lorsque nous répétons un facteur dont la longueur est un
multiple de 7y (px) exactement py fois, la valeur modpx du mot ne change
pas. Nous obtenons

ValU(wlngﬂU(pX)wgwngl) = valy (wywewzwy) (mod px).

Il en découle une contradiction par rapport a la minimalité de ax et de
Px- ]

Lemme 2.3.2. Soient des entiers a, b > 0 et U = (U;);>0 un systéme de
numération linéaire. Le langage

val;; (aN+b) = {w € A} |valy(w) € aN+b}

est régulier. En particulier, si N est U-reconnaissable, alors un AFD ac-
ceptant repy (a N+b) peut étre obtenu de maniére effective et tout ensemble
ultimement périodique est U-reconnaissable.
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Remarque 2.3.3. Notons que pour tout entier n > 0, val;'(n) \ 0% A}, est
un ensemble fini de mots {z1,...,x;, } sur Ay tels que valy(x;) = n pour
tout i = 1,...,t,. En particulier, nous avons rep;(n) € {z1,..., 2, }.

Démonstration. Puisque les langages réguliers sont stables pour les modifica-
tions finies (i.e., ajouter ou enlever un nombre fini de mots dans le langage),
nous pouvons supposer que 0 < b < a. La suite (U; mod a);>¢ est ultime-
ment périodique (car U est un systéme de numération linéaire) de prépé-
riode ¢ = 1y (a) et de période p = my(a). Construisons un AFD A acceptant
le miroir des mots de {w € A;; | valy(w) € a N+ b}.

— L’alphabet de A est Ay.

— Les états sont les paires (r,s) ot 0 <r <aet0<s</{+p.

— L’état initial est la paire (0,0).

— Les états finals sont les paires (b, s) ou 0 < s < £+ p.

— Les transitions sont définies comme suit : pour tout j € Ay,

Vs <l+p: (r,s)%(jUs+rmoda,s+1)

(r,l+p—1) L (jUpyp-1 +r mod a, £).

Nous remarquons que A ne tient pas compte du caractére glouton ou non
des mots acceptés. La construction de A repose uniquement sur la valeur
U-numérique des mots modulo a.

Supposons N U-reconnaissable. Le langage

repy (a N+b) = repy (N) Nvaly (a N +b)

est régulier car les langages réguliers sont stables pour l'intersection. Donc,
nous pouvons construire effectivement un automate qui imite simultanément
les automates acceptant valy(aN+b) et rep;(N). Ce type d’automate est
appelé automate produit. Il sera décrit plus en détails dans le chapitre 4 en
4.3.4. O

Dans le résultat précédent, 'hypothése sur le caractére U-reconnaissable
de N a un intérét particulier. En effet, pour un systéme U de numération
linéaire arbitraire, en général, N n’est pas U-reconnaissable. De plus, nous
avons la propriété suivante provenant de [18].

Proposition 2.3.4. Soit un systéeme de numération positionnel U = (U;)i>o.
Si N est U-reconnaissable, alors la suite (U;);>o satisfait une relation de ré-
currence linéaire & coefficients entiers, i.e., U est un systéme linéaire.
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Démonstration. Nous avons repy (U;) = 10 pour tout £ > 0. Parmi les mots
de longueur ¢ + 1, le plus petit mot par rapport a 'ordre généalogique est
10°. Donc, Uy, — Uy est exactement le nombre de mots de longueur ¢ + 1
dans rep; (N). D’un autre coté, puisque le langage rep, (N) est régulier, il est
accepté par un automate fini déterministe. Le nombre de mots de longueur n
dans repy (N) est égal au nombre de chemins de longueur n de ’état initial a
un des états finals. Nous savons, par [24], que la suite (#(rep; (N)) N A )n>o0
satisfait une relation de récurrence linéaire avec des coefficients entiers. La
conclusion en découle. O

Remarque 2.3.5. La réciproque du résultat précédent est fausse. Exhibons
un contre-exemple provenant de [29|. Considérons le systéme de numération
positionnel U = (U;);>o défini par U; = (i + 1)? pour tout i > 0. La suite U
satisfait la relation de récurrence linéaire

Uiz = 3U;10 — 3U; 1 + U; pour tout ¢ > 0.

L’ensemble L des U-représentations des nombres qui sont la somme de deux
carrés est

repy(N) N 10*10* = {10°10° | b* < 2a + 4}.

Montrons que ’ensemble L n’est pas régulier.

Supposons que ’ensemble L est régulier. Alors, il est accepté par un
automate fini. Soit £ le nombre de ses états. Prenons a > k tel que 2a + 3
est un carré et b = /2a + 3. Le mot 10%10° est un mot de L. Puisque L est
régulier, nous pouvons appliquer le lemme de la pompe & ce mot 10910°. 1l
existe des mots x,7, z tels que 10%10° = zyz avec y # ¢ et |vy| < k < a.
Supposons qu’il existe des entiers i et j tels que x = 10%, y = 07, avec j # 0,
et z = 0%717710° le cas ol z = ¢ et y = 10/ étant similaire. Par le lemme de
la pompe, nous avons xy"z € L pour tout entier n > 0. En particulier, pour
n = 0, nous obtenons zz = 1047710° € L. Or, nous avons b* > 2(a — j) + 4
car j > 1. D’oti, nous avons 1047710° ¢ L, ce qui est une contradiction. Par
conséquent, ’ensemble L n’est pas régulier.

Puisque la classe des langages réguliers est fermée pour l'intersection,
repy (N) n’est pas régulier. Donc, N n’est pas U-reconnaissable.

2.4 Procédure de décision

Notre procédure de décision utilisera le résultat qui suit.

Lemme 2.4.1. Soit U = (U;);>0 une suite croissante satisfaisant une rela-
tion de récurrence linéaire de la forme (1.1). Les assertions suivantes sont
équivalentes :
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i. limy, 100 Np(m) = +o0,
ii. pour tout diviseur premier p de ay, lim,, . Ny(p¥) = +00.

En particulier, si ap = +1, alors lim,, ., Ny(m) = +o0.

Démonstration. 1l est évident que (i) implique (ii). Montrons que (ii) im-
plique (i). Soit |ax| = pi*---pir, avec uy,...,u, > 0, la décomposition en
facteurs premiers de |ag|. I est clair que si m = pi* - - - prcavec vq,...,v, >0
et pged(ag, c) = 1, alors

7"'U(Tn> = ppcm{ﬂ'U(p;}l), s TU (p:T>7 T‘-U(C)}'

Observons que si m tend vers 'infini, alors au moins un des v; ou ¢ tend vers
I'infini.

Supposons que pour un j € {1,...,r}, nous avons v; — +oo. Par hypo-
thése, nous avons lim,, NU(p;)j) = +00. Vu la remarque 2.2.7, NU(p;}j) >
mu(p;’) > (Ny(py’))*. Nous obtenons alors lim,, 4o 7y (p,’) = +o00. Donc
7y (m) prend des valeurs plus grandes que n’importe quelle constante lorsque
m est un entier divisible par une puissance suffisamment grande de p;. Vu la
remarque 2.2.7, la méme conclusion vaut pour Ny(m).

Posons C' = {cy < ¢1 < ¢3 < ---} I'ensemble des naturels premiers avec
ai. Pour tout ¢ € C, la suite (U; mod ¢);>( est ultimement périodique (car
U satisfait une relation de récurrence linéaire d’ordre k) et elle est méme
purement périodique. En effet, pour tout ¢ > 0, U, est déterminé par les k
termes précédents U;g_1,. .., U;. Toutefois, puisque pged(ag,c) = 1, a est
inversible modulo ¢ et pour tout ¢ > 0, U; mod c est aussi déterminé par les
k termes suivants U; 1, ..., U;ig.

Par définition de Ny (c), la suite (U; mod ¢);>¢ prend exactement Ny (c)
valeurs distinctes, car chaque terme apparait infiniment souvent. Soit « la
fonction qui envoie m € N sur le plus petit indice a(m) tel que Uy > m.
Puisque la suite U est croissante, la fonction « est croissante et

lim a(m) = +oo.
m—-+00

De cette observation et de la périodicité de (U; mod ¢);>o, il découle que pour
tout ¢ € C, Ny(c) > a(c) car Uy < -+ < Uy(e)—1 < c. Par conséquent, nous
obtenons lim,,_,, .+ Ny(c,) = +00. Donc tout entier m contenant un nombre
c suffisamment grand et premier avec ay vérifie lim,, ,, . Ny(m) = +oc.

Puisque tout entier m suffisamment grand contient soit une grande puis-
sance d’un p;, soit un grand entier ¢ premier avec ay, 'assertion (i) est véri-

fiée. O
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Théoréme 2.4.2. Soit U = (U;);>0 un systéme de numération linéaire tel
que N est U-reconnaissable satisfaisant la condition (2.1). Supposons que
lim,, 100 Nu(m) = +o00. Alors, nous pouvons décider si un ensemble U-
reconnaissable est ou non ultimement périodique.

Démonstration. La suite U satisfait une relation de récurrence linéaire d’ordre
k de la forme (1.1). Soit |ax| = pi* - - pir, avec uy, ..., u, > 0, la décompo-
sition en facteurs premiers de |ay|. Considérons un AFD A avec d états
acceptant un ensemble U-reconnaissable X C N.

Supposons que X est ultimement périodique de période px = pi* ---pire
avec vy,...,v, > 0 et pged(ag,¢) = 1. Comme dans la preuve précédente
puisque ay et ¢ sont premiers entre eux, la suite (U; mod ¢);>¢ est purement
périodique. Donc le terme Uy = 1 apparait un nombre infini de fois dans
(U; mod ¢);>0. Puisque ¢ est un diviseur de px, nous pouvons utiliser la pro-
position 2.2.5 et nous obtenons ¢ < d.

Par la proposition 2.2.3, nous obtenons Ny (px) < d. Soit j € {1,...,r}.
Vu la remarque 2.2.7, nous avons

NU(P]U‘j) < WU(pyj) < mu(px) < (Nu(px))* < d*.

L’hypothése lim,,, , 1o, Ny(m) = +o0o implique lim, ;. Ny(p}) = +o0o. Re-
marquons que Ny (p%) < Ny(py) lorsque v < w. Par conséquent, 'exposant
v; apparaissant dans la décomposition de py est borné par s; ou s; est le
plus petit entier tel que pour tout v > sj, NU(p;?) > dF. Cette borne 55
peut étre effectivement calculée de la maniére suivante. Pour tout v € N,
Ny(pj) peut étre calculé en un nombre fini d’opérations, en inspectant les
premiéres valeurs de (U; mod py)i>o et en cherchant deux k-uples identiques
composés de k éléments consécutifs. Une fois la période déterminée, nous
pouvons immeédiatement obtenir les valeurs qui sont répétées infiniment sou-
vent. Puisque 'application v +— NU(p;?) est croissante, nous pouvons calcu-
ler Ny(pj) < NU(p?) < ... jusqu’a trouver la premiére valeur s; telle que

Si X est ultimement périodique, alors les périodes admissibles sont bor-
nées par la constante

P=pi'---prd

qui est calculable effectivement. Par la proposition 2.3.1, les prépériodes ad-
missibles ax doivent satisfaire

repy (a; — 1) < d + max(w(p))
p<P

ou |repy(a)| < |repy(b)] lorsque a < b. Cette derniére observation montre
qu’une borne supérieure sur les périodes admissibles de X peut étre effecti-
vement donnée.
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Par conséquent, I’ensemble des prépériodes et périodes admissibles que
nous avons a vérifier est fini. Pour chaque paire (a,p) de prépériode et pé-
riode admissibles, il y a au plus 292° ensembles ultimement périodiques dis-
tincts. Par le lemme 2.3.2, puisque N est U-reconnaissable par hypothése, tout
ensemble ultimement périodique est U-reconnaissable. Donc, nous pouvons
construire un automate pour chacun d’eux et ensuite comparer le langage L
accepté par cet automate avec repy (X ). Puisque tester si L \ repy(X) = ()
et repy(X) \ L = (0 est décidable par algorithme, nous pouvons décider si un
ensemble U-reconnaissable est ultimement périodique ou non. O

Vu le résultat précédent, il est naturel de vouloir caractériser les suites U

linéaires récurrentes telles que lim,, .., Ny(m) = +oo. Ce sera fait dans le
chapitre 3. Toutefois, nous pouvons déja nous intéresser a un cas particulier
immeédiat.
Corollaire 2.4.3. Soit U = (U,);>o un systéme de numération linéaire tel
que N est U-reconnaissable et satisfaisant la condition (2.1) et une relation de
récurrence linéaire d’ordre k de la forme (1.1) avec ap = £1. Nous pouvons
décider si un ensemble U-reconnaissable est ullimement périodique ou non.

Démonstration. Vu le cas particulier du lemme 2.4.1, puisque a, = £1, nous
avons lim,, , 1o Ny(m) = +4o00. La conclusion découle alors du théoréme
2.4.2. O

Remarque 2.4.4. Nous avons donc obtenu une procédure de décision pour
le probléme 1 lorsque lim,, , . Ny(m) = 400 et en particulier quand le
coefficient a;, apparaissant dans (1.1) est égal a £1.

D’un autre coté, quand pged(ay, ..., a;) = g > 2, pour tout n > 1 et tout
i suffisamment grand, nous avons U; = 0 (mod ¢") et ’hypothése concernant
Ny(m) dans le théoréme 2.4.2 n’est pas vérifiée. En effet, la seule valeur prise
infiniment souvent par la suite (U; mod ¢");>¢ est 0. Donc Ny(m) = 1 pour
un nombre infini de m. Remarquons que la méme observation peut étre faite
pour le systéme habituel en base entiére b > 2. Dans ce cas, la seule valeur
prise infiniment souvent par la suite (b mod b™);>¢ est 0 pour tout n > 1.

Pour conclure ce chapitre, nous faisons une petite digression. Nous mon-
trons comment utiliser le résultat d’Engstrom [10] sur les prépériodes pour
obtenir des systémes de numérations linéaires particuliers ou
lim,;, 100 Ny(m) = +o0.

Théoréme 2.4.5. [10] Soient U = (U,)i>o une suite linéaire récurrente
d’ordre k de la forme (1.1) et p un diviseur premier de ay. Si il existe
s(p) < k tel que ay, ..., ap—sp)+1 = 0 (mod p) et ap_sp) #Z 0 (mod p), alors
w(p”) < vs(p).

26



Remarque 2.4.6. Soit un systéme de numération linéaire U = (U;);>0 sa-
tisfaisant (1.1). Supposons que les hypothéses du théoréme précédent sont
vérifiées pour tous les diviseurs premiers p de a;. C’est équivalent au fait que
pged(ay, . ..,ax) = 1. Soit xy le polynome caractéristique de U. Supposons
que > 1 est une racine de multiplicité ¢ > 1 de yy(z) satisfaisant :

— pour tout autre racine v € C de xy(x), |v| < 8,

— B < p'/*®) pour tout diviseur premier p de ay

Soient 7y, -+, les autres racines de multiplicité m4,...,m, de xy(z). Vu
la proposition 3.3.1, il existe des polyndémes P — ¢ et (); respectivement de
degré strictement inférieur a ¢ et m;, pour i € {1,...,r}, tels que

Us = QuGi)y + -+ + Qi) + Quli)

Vu les hypothéses sur 3, il existe une constante c telle que U; ~ ci*™1j3?
(i = +00). Soit p un diviseur premier de a;. Notons j,(v) le plus grand
indice j tel que U; < p'. Soit t > s(p) un réel tel que 8 < p'/t < pt/*?). Pour
tout entier v suffisamment grand, nous avons U}, < p’. Donc, pour tout
entier v suffisamment grand, il vient j,(v) > |vt]. Vu le théoréme 2.4.5, nous
avons ty(p¥) < vs(p) pour tout v € N. D’otl, pour tout entier v suffisamment
grand,
ULU(P”) << Ujp(“)

sont les premiéres valeurs de la partie périodique de la suite (U; mod p¥);> et
nous obtenons Ny (p) > |vt] —vs(p)+1 > v(t—s(p)). Par conséquent, pour
tout diviseur premier p de ay, nous avons N,(p¥) — +oo lorsque v — +o0.
Par le lemme 2.4.1, il vient lim,, , . Ny(m) = +oo. Donc, nous pouvons
appliquer notre procédure de décision donnée par le théoréme 2.4.2, lorsque
N est U-reconnaissable.

Exemple 2.4.7. Considérons la relation de récurrence linéaire donnée par
Uirs = U1 + 3U; pour tout 7 > 0
et U; =i+ 1 pour i € {0,1,2}. Les premiers termes de la suite sont
(1,2,3,5,9,14,24,41,66,113,189, 311, 528,878, 1461, 2462, 4095, 6845, - - - ).

Le polynome caractéristique est yy(z) = 23 — z — 3.

Avec les mémes notations que précédemment, le seul diviseur premier de
ap, = 3 est 3 et B~ 1,6717 < 3 est une racine de multiplicité 1. Les deux
autres racines ont un module proche de 1,34 < . Nous avons s(3) = 1.
Par le théoréme 2.4.5, la prépériode (y(3V) est bornée par v. D’un autre
cOté, nous avons U; ~ ¢f; pour une constante ¢ > 0. Remarquons aussi que

27



B < 32 < 3. Alors, pour tout v suffisamment grand, U, ~ ¢8% < 3v.
D’ou, les termes U, < --- < Uy, apparaissent dans la partie périodique de
(Uz mod 3U>Z‘20.

Par exemple, écrivons les premiers termes de la suite (U; mod 3¥);> lorsque
v = 3. Nous avons

(1,2,3,5,9,14,24,14,12,5,0, 14, 15, 14, 3, 5,18, 14, 6, 14, 21, 5,9, 14,24, . ..).

Nous voyons que le triplet (5,9, 14) apparait deux fois. Nous obtenons donc
que la partie périodique est

(5,9,14,24,14,12,5,0,14, 15, 14, 3,5, 18, 14, 6, 14, 21).

La prépériode est (1,2,3) et (;(3%) =< vs(p). Les termes Us = 5, Uy = 9,
Us = 14 et Us.3 = 24 sont bien les premiers termes de la partie périodique.
Nous pouvons procéder de la méme facon pour v = 4 et v = 5. Les
résultats sont repris dans la table suivante ou les éléments U, < ... < Uy,
ont été soulignés. Remarquons que les parties périodiques pour v =4 et v =5
ne sont pas écrites en entier car les périodes my7(31) et 7y7(3°) sont grandes.

v ‘ prépériode ‘ ériode

311,2,3 (5,9,14,24,14,12,5,0,14,15,14,3,5, 18,14, 6, 14,21)
411,2,3,5 (9,14,24,41,66,32,27,68,42, 68, 3,32,45,41,60, 14, - - - )
511,2,3,5,9 | (14,24,41,66, 113,189, 68,42, 149, 3,32,207,41,60, - - - )
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Chapitre 3

Suites linéaires récurrentes et
classes de résidus

Comme cela a été dit dans la remarque 2.4.4, puisque notre approche pour
résoudre le probléme de décision 2 est d’exiger lim,,_, ., Ny(m) = 400, nous
pouvons seulement appliquer notre procédure a des suites linéaires de la forme
(1.1) avec pged(ay,...,ar) = 1. Dans ce chapitre, nous voulons déterminer
quelles suites linéaires récurrentes U sont telles que lim,, ,, ., Ny(m) = +oc.
Dans ce but, il est nécessaire de présenter quelques notions d’analyse p-
adique. Pour plus d’informations a ce sujet, nous pouvons consulter [16, 12,
27] ou encore les notes de cours [2]. Tout au long de la section suivant, p est
un nombre premier fixé.

3.1 Nombres p-adiques

Rappelons qu'une norme sur un champ F' est une application ||| : £ —
{r e R|r >0} telle que, pour z,y € F,

i. ||z]| = 0 si et seulement si z = 0,
il -yl = {lll - lyll,
iii. [l +yll < [lz] + lyl-

Une norme ||-|| est non-archimédienne si la troisiéme inégalité peut étre rem-
placée par 1'inégalité ultramétrique qui est une inégalité plus forte :

iv. [z +yll < max{|[z]], |[y]}-

Définition 3.1.1. Pour rappel, p est un nombre premier fixé. Nous appelons
valuation p-adique d’un nombre entier a # 0, notée ord,(a), 'exposant de p
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dans la décomposition de a en produit de facteurs premiers. Nous pouvons

a

alors I'é¢tendre a tout nombre rationnel non nul x = ¢ en posant
ord,(z) = ord,(a) — ord,(b).

Cette définition dépend uniquement du nombre x et non de a et b. En effet,
nous pouvons écrire x = 3= et nous obtenons

ord,(x) = ord,(ac) — ord,(bc)
= ord,(a) + ord,(c) — ord,(b) — ord,(c)
= ord,(a) — ord,(b).

Nous pouvons maintenant définir la valeur absolue p-adique d’un rationnel
x, notée |x|, comme suit :

], = p o) s >0
P 0 siz=0.

Exemple 3.1.2. Nous avons
1 1
12|, = 7 112|3 = 3 112|5 = |12|7 = |12|11 = 1,

1 1 1
2] = |6]2 = |14}, = 5 114|7 = - 125|5 = |75]5 = -,

25
3 _[3] _[10] _ [14] _|25| _,
6, (6], [6], |3 [12|,
9| |18] 1 |14] 7| 11]20] 1
16|, [25], 9'|6|, |15, 7|8, 5
5 14 5.342%.3%.7 0 50 |14
— — = = = Imax - - .
36 3|, 22. 33 . 36157 | 3 |,

Proposition 3.1.3. La valeur absolue p-adique est une norme non-archimé-
dienne sur Q.

Démonstration. Soient x et y deux rationnels. Il est clair que |z|, = 0 si et
seulement si z = 0. Montrons que |z - y|, = |z|,|y|,. Cela découle du fait que
ord,(zy) = ord(z) + ord(y). En effet, ord,(xzy) est le plus grand n > 0 tel
que p™ divise xy. Donc, nous avons n = k + £ ou k (resp. ¢) est le plus grand
naturel tel que p* divise o (resp. p’ divise y). Do la conclusion.
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Il reste & montrer que |z + y|, < |z|, + |y|,- Si 2 = 0 ou y = 0, alors
I'inégalité est directe. De méme, si z +y = 0, nous avons toujours |z + y|, =
0 < |z|, + |ylp- Supposons donc x,y # 0 et x + y # 0. Nous pouvons écrire

=3 et y = 5 avec a,b,c,d € Z. Nous avons

ad + cb

ord,(z +y) = OrdP(T) ord,(ad + ¢b) — ord,b — ord,d.

Or la plus grande puissance divisant la somme de deux nombres est au moins
le minimum de la plus grande puissance divisant le premier nombre et de la
plus grande puissance divisant le deuxiéme nombre. D’ot, il vient

ord,(x + y) > min{ord,(ad), ord,(cb)} — ord,b — ord,d
= min{ord,(a) + ord,(d), ord,(c) + ord,(b) } — ord,b — ord,d
= min{ord,(a) — ord,(b), 0
(

), ordy(c) — ord,(d)}
= min{ord,(x), ord,(y)}.

Par conséquent, nous avons

—ordp(z+y)

|z +yl,=p

< max{p—ordp (z) 7 p—ordp(y)}

= max{|zly, [yl,}
< ’w‘p + |y‘p-

A

En particulier, puisque |z + y|, < max{|z|,,|y|,}, la valeur absolue p-adique
est non-archimédienne. O]

Rappelons, en toute généralité, quelques notions de convergence. Soit une
suite (a,)n,>o d’éléments d’'un anneau R avec une norme N.

Définition 3.1.4. La suite (a,)n>0 tend vers la limite a € R si

Vo > 0,dM € N tel que Vn > M, N(a — a,) < 6.

Nous notons alors limfﬁzﬂo a, = a. La suite (a,)n>0 est de Cauchy si

V6 > 0,9M € N tel que Vm,n > M, N(a,, — a,) < 9.

La suite (a,),>0 est une suite nulle si limfﬁzﬂo a, = 0, en supposant que la

limite existe.
Proposition 3.1.5. Si limg&rm a, existe, alors la suite (an,)n>o est de Cau-
chy.
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Démonstration. Soient limgi)mo a, =a et 0 > 0. Il existe un M € N tel que

pour tout n > M, nous avons N(a — a,) < g. D’ot1, pour tous m,n > M,
nous obtenons

Donc, (a,)n>0 est de Cauchy. O
Rappelons quelques définitions de la théorie des champs.

Définition 3.1.6. Un champ K est complet par rapport a une norme N si
toute suite de Cauchy composée d’éléments de K a une limite dans K par
rapport a N. L’ensemble X C K est dense si tout élément de K est une
limite (par rapport a la norme N) d’une suite d’éléments de X. Dans notre
cas, la norme considérée est la valeur absolue p-adique.

Un champ L est une extension du champ K si K est isomorphe & un
sous-champ de L. Soit L une extension du champ K. L’élément z € L est
algébrique sur K §'il existe un polynéome f € Klz|\ {0} tel que f(x) =0. Un
champ K est algébriquement clos si tout polyndéme non constant f € K|z]
a une racine dans K. Une extension L d’un champ K est appelé la cléture
algébrique de K si L est la plus petite extension de K qui est algébriquement
close.

Exemple 3.1.7. Plagons nous dans le champ QQ muni de la norme euclidienne
| - |. Considérons le développement décimal de v/2 :

V2 = 1.414213562 - - -

Prenons la suite a = (a,),>0 des approximations

14 141 1412

a=(1,—,—,—,...)
10" 100" 1000

de \/5 Les éléments de cette suite sont rationnels mais nous avons

lim Pa, =v2¢ Q.
n——+o0o
L’exemple précédent montre que Q n’est pas complet pour la norme eu-
clidienne. Par rapport a la norme | - |,, en exhibant une suite de rationnels
de Cauchy qui n’a pas de limite dans Q, F. Q. Gouvéa a montré dans [12]
que Q n’est pas complet pour la valeur absolue p-adique.
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Il est naturel de vouloir "compléter" Q. Tout d’abord, plagons nous dans
un cadre plus général avec un anneau R muni d’une norme N. Notons une
suite (an)n>0 = (an) si le contexte est clair. Les résultats présentés ci-aprés
peuvent étre trouvés dans [2].

Définition 3.1.8. Nous définissons CS(R, N) I'ensemble des suites de Cau-
chy de R (par rapport a la norme N) et Null(R, N) Pensemble des suites nulles
de R (par rapport a la norme N). En particulier, nous avons CS(R, N) C
CS(R, N). Nous définissons ’addition et la multiplication d’éléments de
CS(R, N) par

(an) + (bn) = (an +by) et (an) X (bn) = (an)(by)

avec (a,),(b,) € CS(R,N). Ce sont bien des opérations de CS(R, N) x
CS(R,N) — CS(R,N). Avec les éléments Ocg = (0g) et 1gg = (1g) ou
Og et 1k sont les neutres de + et - dans R, (CS(R, N),+, X) a une structure
d’anneau avec Ocg (resp. log) neutre pour + (resp. x). Remarquons que
si (a,) € CS(R,N) et (b,) € Null(R,N), alors (a,b,) et (bya,) sont dans
Null(R, N). L’anneau quotient CS(R, N)/Null(R, N) est appelé le complété
de R par rapport & la norme N et il est noté Ry ou R. Pour (a,) € CS(R,N),
nous notons sa classe d’équivalence {a,} dans R.

Vu le résultat suivant, nous pouvons étendre la norme N au complété de
R.

Théoréme 3.1.9. L’anneau Ry posséde une somme et un produit définis

par
{an} +{bn} = {an + b} et {an} X {bn} = {anbn},

avec (an), (b,) € CS(R, N). L’anneau R est commutatif si R l’est. De plus, il
y a une unique norme N sur Ry qui satisfait N({a}) = N(a) ot (a) = (a)n>0
est une suite de Cauchy constante avec a € R. Cette norme est définie par

N({c.}) = lim N(c,) avec (¢,) € CS(R, N)

n—-+0o0o

comme une limite dans les nombres réels. Enfin, la norme N est non-archi-
médienne si et seulement si N est non-archimédienne.

Les deux résultats suivants nous seront utiles par la suite.

Proposﬂslon 3.1.10. Le complété R de R est complet par rapport a la norme
N. De plus, R est dense dans R.

Théoréme 3.1.11. Si R est un champ, alors R est aussi un champ.
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Considérons a nouveau le champ Q avec la valeur absolue p-adique. Nous
complétons Q par rapport cette valeur absolue et nous obtenons le champ
des rationnels p-adiques, noté Q,. La norme sur QQ, est notée | - |,,.

Définition 3.1.12. Le disque unité fermé

{z € Qp s, < 1}
est 'ensemble des entiers p-adiques, noté 7Z,.
Proposition 3.1.13. L’ensemble des entiers ordinaires 7. est dense dans Z,.

Démonstration. Soient un entier p-adique x € Z, et un entier n > 1. Puisque
Q est dense dans Q, par la proposition 3.1.10, nous pouvons trouver un
rationnel § € Q, avec a,b € Z, assez proche de z tel que |z — [, > p™ < 1.
Montrons que nous pouvons méme choisir un entier assez proche de x. Pour
a/b défini ci-dessus, puisque x € Z,, nous avons
a
}<L
p

a

|+ G-w T

b

) < max {|x|p,

Cela signifie que p ne divise pas b. Donc, il existe un entier ¢ tel que bc = 1
(mod p") et ac € Z. D’ou, il existe un naturel A < p" tel que bc = A\p"™ + 1 et
nous obtenons

5

p

a
— — ac

b

a a
— % - <H N < p
3| r—tel, <|5] D, <o

p

Pour finir, nous choisissons un entier o tel que 0 < a < p" — 1 et a = be
(mod p"), ce qui est toujours possible. Donc, il existe un naturel p < p™ tel
que a = bc + up". 1l vient

< al |a
|z — af, < max ‘x—gp,g—ap
al |a
< B I <p ™
< {Jo= 5] [F—ac] i} <0

]

De facon équivalente, les rationnels p-adiques peuvent étre vu comme les
expressions formelles de la forme

cnp N+t eap Tt e teptcp® e

avec ¢; € {0,...,p — 1}, N € Z. Les entiers p-adiques sont identifiés avec
les expressions formelles qui ne font intervenir que des puissances positives
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de p. Ces expressions sont appelées développements p-adiques de nombres
p-adiques. En particulier, une propriété intéressante de cette représentation
des nombres p-adiques est que le développement p-adique d’un entier positif
est toujours fini et correspond & sa décomposition habituelle en base entiére
P.

Dans [27], nous voyons que le champ Q, n’est pas algébriquement clos.
Nous pouvons prendre la cloture algébrique de Q,, notée Q,, et étendre
la valeur absolue |- |, & cette cloture algébrique. Cependant, cette cloture
algébrique @p n’est pas compléte. En la complétant et en étendant a nouveau
| - |p, nous obtenons un champ complet algébriquement clos C, avec valeur
absolue | - |,, qui, restreinte sur Q, est la valeur absolue p-adique. De plus,
C, est algébriquement clos, cf. [12].

Présentons quelques concepts d’analyse p-adique tels que la convergence
de suites et de séries dans Q,, par rapport a la valeur absolue p-adique | - |,.
Les limites par rapport & | - |, sont notées lim™. Supposons que (tn)n>o0 est
une suite dans Q,.

Proposition 3.1.14. La suite (o, )n>0 est de Cauchy dans Q, si et seulement
St (i1 — Qn)n>0 est une suite nulle.

Démonstration. Soit 6 > 0. Supposons que (a,)n>o est de Cauchy. 11 existe
donc M € N tel que pour tous m,n > M, nous avons |a,, — a,|, < 0. En
particulier, pour tout n > M, |a,4+1 — oy, < 9. Donc, nous avons
i (p) _ —
n1—1>1—|1—1c>o (an+1 arz) 0
et (Qn41 — Qi )n>0 st une suite nulle.
Montrons 'autre direction et supposons que (ay, 11 — y)n>0 €st une suite

nulle. Il existe alors M € N tel que pour tout n > M, nous avons
|1 — ], < 8. Pour tous m > n > M, nous obtenons

’am - a7L|p - ‘Oém — Q1 t Oy — - — Apt1 + Apy1 — an|p

< -
—je{ﬁi}f,m}{’% j1lp}

<0

puisque la valeur absolue p-adique est non-archimédienne. Donc, la suite
(an)n>0 est de Cauchy. O

Définition 3.1.15. Considérons la n-ieme somme partielle de la série
Y om0 Qns Sn = Qg + - -+ + 0y, Si la suite (s,)n>0 dans Q, a pour limite

S = lim Ws,,
n—-+00
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alors la série ) ., o, converge vers la limite S et nous écrivons

Zan:S.

n>0
Si la série n’a pas de limite, alors elle diverge.

Remarque 3.1.16. Le résultat suivant différe de ce qui se passe dans I'ana-
lyse réelle. Dans le cadre de analyse réelle, le fait que la suite (ou,)n>0 €st
une suite nulle n’implique pas la convergence de la série ) ., ,. Prenons
par exemple la série harmonique N

>

n>1

Son terme général a,, = % tend vers 0 lorsque n — +o00. Mais la suite des
sommes partielles (s,)n,>0 n’est pas de Cauchy. En effet, nous avons pour

n €N,
2n

1

j=n+1 J

1
> n—
| 2n

|82n - Sn| -

5.

Comme R est complet, la suite des sommes partielles est de Cauchy si et
seulement si la série converge. Donc, la série harmonique diverge.

Par contre, lorsqu’on se place dans Q, (et méme dans C,) en considérant
la norme |- |,, alors la série harmonique est convergente vu la proposition
suivante.

Proposition 3.1.17. La série ), ., an dans Q, converge si et seulement si
(an)n>0 est une suite nulle.

Démonstration. Supposons que la série ) .o, converge. Donc la limite

lim,(fiJroo s, existe. Par la proposition 3.1.5, la suite (s,),>0 est de Cauchy.

Cela signifie que la suite (5,411 — sp)n>0 est nulle vu la proposition 3.1.14. Or
nOUS avons «, = S, — S,—1. Donc la suite (a,),>0 st une suite nulle.
L’autre direction utilise les mémes arguments. Si la suite (o, ),>0 est une
suite nulle, alors la suite (S,41 — sp)n>0 lest aussi. Donc, (s,)n>0 est de
Cauchy vu la proposition 3.1.14. D’ou la limite limg’i 1o Sn €Xiste et la série

> om0 Qn CONVETgE. O

Donc, pour vérifier la convergence d’une série ) ., o, dans Q,, il suffit

de vérifier si lim;’iﬂo an =0, i.e., si|ay|, — 0 lorsque n — +oc.
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3.2 A propos des groupes abéliens finiment en-
gendrés

Comme dans la section précédente, nous rappelons des résultats utiles
pour la démonstration du théoréme 3.4.3 ci-dessous. Puisque I'objet de ce
mémoire n’est pas de faire de I'algébre, nous nous contenterons d’énoncer
les résultats sans les démontrer. Pour de plus amples informations, le lecteur
peut consulter |5].

Définition 3.2.1. Un groupe abélien de torsion est un groupe abélien G tel
que chaque élément x de G a un ordre fini, i.e., pour chaque x € G, il existe
n € Z tel que nx = 0 et n # 0, o 0 est le neutre de G. Un groupe abélien
sans torsion est un groupe abélien G tel que le seul élément ayant un ordre
fini est 1’élément neutre.

Lemme 3.2.2. Tout groupe abélien finiment généré de torsion est fini.

Définition 3.2.3. Soient G un groupe abélien et (g;);c; une famille d’élé-
ments de G. Si chaque élément x de G peut étre décomposé de fagon unique
comme T =y ., ¥;g;, avec x; € Z pour tout i et avec x; = 0 pour tout, sauf
un nombre fini d’indices, i, alors (g;);>o est une base de G. Un groupe abélien
libre est un groupe abélien qui posséde une base.

Lemme 3.2.4. Tout groupe abélien libre est sans torsion.

Lemme 3.2.5. Tout groupe abélien libre finiment généré est isomorphe a 7°
pour un e € N. Dans ce cas, e est appelé le rang du groupe abélien libre.

Théoréme 3.2.6. Tout groupe abélien finiment généré sans torsion est un
groupe abélien libre.

Théoréme 3.2.7 (Théoréme fondamental des groupes commutatifs finiment
engendrés). Tout groupe abélien finiment engendré est isomorphe au produit
direct 7° XT ou T est un groupe abélien de torsion, pour un e € N.

3.3 Suites linéaires récurrentes et déterminants
de Hankel

Dans cette section, nous considérons des suites définies sur un champ
arbitraire K. Nous nous intéressons, plus particuliérement & une caractéri-
sation des suites linéaires récurrentes et quelques propriétés de stabilité les
concernant. Ce sujet est développé dans |23, 4].
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Proposition 3.3.1. Soit un entier k > 1. Si une suite (U;);>o satisfait une
relation de récurrence linéaire a coefficients constants de la forme : pour tout

1 €N,
Ui = iUy + -+ - + apU;, avec aq,...,a € K et ap #0

et st aq,...,q,. sont les racines de multiplicité my, ..., m, du polynome ca-
ractéristique de la récurrence xy(x), alors il existe des polynomes @Q; de degré
strictement inférieur & m;, pour i € {1,...,r}, tels que

En particulier les polynomes Qq, ..., Q, sont entiérement déterminés par les
conditions initiales Uy, ..., Ug_1.

Théoréme 3.3.2. La suite U = (U;);>0 € KN satisfait la relation de récur-
rence linéaire d’ordre k :

Vne N Ui =a1Upp1+---+arU;, o ay,...,ap €K

avec les conditions initiales Uy, . .., Up_1 si el seulement si la série génératrice
est la fraction rationnelle :

k—1 i i+
i > i Uir' — 20<i+j<k a;Ujx
U(z) := E Uiz' = - .
= l—ax—--—apx
>
Démonstration. Nous avons
U(z) = E Uz*
i>0
k—1
i=0 n>0
k—1 k
j k
= E Uz + E E a;Upig—i "t
i=0 n>0 \i=1
k—1 k
= E Ux' + E a; " E Uptk—i gk
i=0 i=1 n>0

k-1 k k—i1
_ Z U’ + Zaixi (U(x) — Z ijj>
i=0 i=1 =0
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ol nous avons utilisé le fait qu’il s’agit de sommations formelles et que nous
pouvons sans probléme permuter les différents symboles sommatoires. Nous
obtenons donc

k k—1 ko k—i—1
2 7
1— a;x' | Ux) = Uyx' — g E a;Ujz
i=1 i=0 i=1 j=0
k—1
— ? i+
= Uix' — g a;U;x"™
i=0 0<i+j<k

]

Exemple 3.3.3. Considérons la suite (U;);>¢ satisfaisant Uy = 1, U; = 2 et
la relation de récurrence linéaire U; o = 3U;11 — U;4q pour tout ¢ > 0. La
série génératrice de (U;);>o est

i>0
=142x+ Ui+2 Sl?i+2
2 L
= =3U;+1+U;
=1420+32) Uz —a?) U’
i>0 i>0

=142z +32(U(x) — 1) — 2> U(x)

Donc, nous avons (1 — 3z + 2?) U(z) = 1 + 2z — 3x. Par conséquent, nous

obtenons
1—2z

2 —3r+1
Proposition 3.3.4. Soient des entiersp > 1 et £ > 0. Si la suite U = (U;)i>0

satisfait une relation de récurrence linéaire, alors il en est de méme pour la
sous-suite U0 = (Upite)i>o-

U(z) =

Démonstration. Puisque la suite U = (U;);>0 satisfait une relation de ré-
currence linéaire, sa série génératrice U(z) est une fraction rationnelle :
U(z) = P(z)/Q(x) ot P(z) et Q(z) sont des polynomes. Si w est une racine
p-iéme de I'unité, nous avons

=
o
Il
=
’@IH
o
Il
=
.
Il
o
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Or, si i est un multiple de p, nous avons

L+ w +w? 4wl = p,

sinon ‘
1w w2 4 i — (wz_)p_l -0
w' —1
Donc, nous obtenons
1,
5 ; U(w'z Z Uip 2

w'z)  A(z)
—Zwa ZQ B(a:)

En réduisant au méme dénominateur, nous obtenons B(z) = [[/_, Q(w'z).
Notons Q(z) = ap(z — aq) -+ (x — ) on les zéros de ) sont repetes selon
leur multiplicité. Dans ce cas,

1 1k
B(zx) = Ii_[wa —aohnwx—a, —aonwpp 1/2H w;)
=0 =0 i=1 =0

Nous observons que w?®~1/2 = 41 selon la parité de p et que
{1, 1/w,...,1/wP™'} = {1,w,..., 0w}

Nous pouvons alors écrire

k p—1 k
T) = ag H wP®—1)/2 H(x . wtai) = ag H wp(p—l)/Q(Zp — o)
i=1 t=0 i=1

car les p racines p-iéme de o} sont exactement a;, way, . . ., wP~ ;. Par consé-
quent, le polynome B(z) a tous ses termes de degré multiple de p. Comme

nous avomns L
A 1 < > .
(z) _ 1 > Uw'z) =D Upa”,
l’) p t=0 =0

le polynome A(z) = B(x) Y .2, Uipz™ a lui aussi tous ses termes de degré
multiple de p. Nous pouvons donc considérer sans probléme la fraction ra-
tionnelle A(x'/?)/B(2'/?) ot A(x'/?) et B(z'/?) sont des polynomes en .
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De plus, cette fraction rationnelle est égale & la série génératrice de la suite

(Upi)izo,

A(xl/p) i

B~ & U

>0

Donc la suite (U );>o satisfait une relation de récurrence linéaire. Pour
conclure, il suffit de remarquer que si une suite (V;);>o satisfait une relation
de récurrence linéaire, alors la suite (V;4¢);>o satisfait exactement la méme
relation, seules les conditions initiales changent. O]

Définition 3.3.5. Soient U = (U;);>o et V = (V;);>0 deux suites sur K. La
somme de U et V est la suite (U; + V;);>0. Pour tout ¢ € K, la multiplication
par ¢ de U est la suite (cU;)i>0. Le produit de Hadamard de U et V est la
suite (U;V;)i>o0. Le produit de Cauchy de U et V est la suite (Z}:o U;Viej)izo-

Proposition 3.3.6. L’ensemble des suites linéaires récurrentes est fermé
pour la somme, la multiplication par un scalaire et le produit de Cauchy.

Démonstration. Soient deux suites U = (U;);>0 et V = (V)0 sur K qui
satisfont des relations de récurrence linéaire. Notons Sy (resp S2) la série
formelle de puissance de U (resp. V). Il existe des polynomes Py, P, )1, Q2
tels que S = P1/Q1 et So+ Py /Qo.

Vu le théoréme 3.3.2, il suffit de montrer que les séries correspondant a
la somme de U et V, la multiplication par un scalaire ¢ € K de U, le produit
de Hadamard et le produit de Cauchy de U et V, sont encore des fonctions
rationnelles.

Nous avons directement
(P1Q2 + P2Q1) ch PPy

,cS51 = — et 519, = .
Q10 o T T 10,

La conclusion en découle. O

Sy + 55 =

Proposition 3.3.7. L’ensemble des suites linéaires récurrentes est fermé
pour le produit de Hadamard.

Nous pouvons trouver une démonstration de la proposition précédente
par M.-P. Schiitzenberger dans [28].

Définition 3.3.8. Soit U = (U;);>0 une suite. Nous définissons les détermi-
nants de Hankel, pour n € N,

Uy o Unin
DHD = det :

Unve -+ Upyor
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Lemme 3.3.9. Soient (U;);>o une suite et un entier n € N. Si DW= 0 et

DY = 0, alors nous avons Dfﬁgl =0.

Le résultat suivi est parfois connu comme le théoréme de Kronecker.

Théoréme 3.3.10. Une suite non nulle (U;);>o € KN satisfait une relation
de récurrence linéaire a coefficients dans K d’ordre minimal k si et seulement
si D(()k) £ 0 et pour tout m >k + 1, D(()m) =0.

Exemple 3.3.11. Considérons la suite
(U)i>0 = (100,200, 1,1,2,3,5,8,13,--+)
satisfaisant la relation de récurrence linéaire d’ordre 4
Uiys = Uiz + Uiro + 0U; 1 + 0U; Vi > 0.

Remarquons que, pour tout ¢ > 1, la suite satisfait une relation de récurrence
d'ordre 2 : Uy = Uiy + U;. Donge, la suite translatée (U;yo);>0 satisfait
une relation de récurrence d’ordre 2. Vérifions que I'ordre minimal de la
relation de récurrence satisfaite par (U;);> est 4. Procédons par 'absurde et
supposons que il existe a, b, c € Z tels que, pour tout ¢ > 0,

Uitz = aUjyo + 0U;41 + CU;.
Dans ce cas, nous avons

= a + 2006 + 100c
2=a+ b+ 200c
3=2a+b+c
5=3a+3b+c

Puisque le systéme n’a pas de solution, (U;);>¢ ne satisfait pas de relation de
récurrence d’ordre 3 (ni d’ordre 2).
Calculons les déterminants de Hankel de cette suite. Nous avons
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D = det ( 100200 ) — —39900

200 1
100 200 1

DY =det| 200 1 1 | =-79501
1 1 2
100 200 1 1

4 200 1 1 2|

Dy =det | 77 5 5 | =—40000
1 2 35
100 200 1 1 2
200 1 12 3

DP =det| 1 1 23 5 [=0
1 2 35 8

2 3 5 8 13

Vu le théoréme 3.3.10, cela signifie que la suite (U;);>o ne peut satisfaire
aucune relation d’ordre inférieur a 4 et, a priori, la suite peut satisfaire une
relation d’ordre 4.

3.4 Théoréme de caractérisation

Dans cette section, nous caractérisons les suites linéaires récurrentes U
telles que lim,, o Ny(m) = 400 en utilisant les résultats vus dans les
sections précédentes. Pour ce faire, vu le lemme 2.4.1, il suffit de se concentrer
sur le comportement de Ny (p¥) pour tout nombre premier p qui divise ay.
Tout au long de cette section, nous supposons que (U;);>¢ est une suite linéaire
récurrente satisfaisant une relation de récurrence linéaire de la forme (1.1)

Vne N Ui =a1Up 1+ +apU;, oiay,...,ar € Z.

De plus, nous supposons que U = (U;);>o ne satisfait pas de récurrence
d’ordre inférieur a k. Vu le théoréme 3.3.10, sous ’hypothése a # 0, supposer
que (U;);>0 ne satisfait pas de récurrence d’ordre inférieur a k, est équivalent
a supposer que k est le plus grand entier satisfaisant

UO ce Uk—l



Notons Py(z) le polynéme défini comme

Py(z) = 2"xy(1/2) =1 — a1z — - - - — aga®,

ou xu(z) est polynome caractéristique de U = (U;);>o. Puisque nous suppo-
sons a; # 0, nous remarquons que, si ay, ..., o sont les racines de xy, alors
les inverses 1/ayq, ..., 1/a, sont exactement les racines de Py.

Remarque 3.4.1. Vu le théoréme 3.3.2; il existe un polynoéme Q(z) telle
que la fonction génératrice de (U;);>o est

ZUm x))

>0

Puisque nous supposons que la relation de récurrence linéaire est d’ordre
minimal &, les polynomes Q(z) et Py(x) sont premiers entre eux. Donc, les
poles de .., Uz sont exactement les racines de Py(z), i.e., les inverses des
racines de yy ().

Remarque 3.4.2. Puisque la suite (U;);>o satisfait une relation de récur-
rence linéaire, par la proposition 3.3.1, nous avons U; = ijl qj(i)aé on les
q; sont des polynomes de C,[x] et les «; sont les racines du polynome carac-
téristique de la suite (U;);>o, i.e., les inverses des poles de U(x). Dans ce cas,
nous obtenons

Ui(b): iath = Zq] (ai + b))« ‘“*b Za 'q;(ai + b)(af)".

J=1

Donc, les poles de la série de puissances U®)(z) de (Ui(b))izo sont les a-iémes
puissances des poles de U(x).

Théoréme 3.4.3. Nous avons Ny(p”) 4 400 lorsque v — 400 si et seule-
ment si Py(x) = A(x)B(z) avec A(x), B(x) € Z|x] tels que :
i. B(x) =1 (mod pZ[z]),
ii. A(x) n’a pas de racine multiple et toutes ses racines sont racines de
lunité.
Dans ce cas, nous avons en plus A(0) = B(0) = 1.

Avant d’en faire la démonstration, nous rappelons la notion de corps de
décomposition.
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Définition 3.4.4. Soient un champ L et un polynéme monique f € L[z].
Une extension K du champ L est appelée un corps de décomposition de f
si K est la plus petite extension de champ telle que f se scinde en facteurs
linéaires dans K|x].

Démonstration du théoréeme 3.4.3. Montrons que la condition est suffisante.
Supposons qu'’il existe une telle factorisation de Py (z). Vu (ii), il existe un
naturel d tel que A(x) divise (z? — 1). Vu le théoréme 3.3.2, il existe un

polynéme Q(x) tel que > ;5 Ux® = 1%(8). De ces deux observations, nous

déduisons qu’il existe un polynéme R(x) tel que

= B Py(z) A(z)B(z) B(x)

Par ’hypothése (i), il existe un polynome a coefficients entiers By(x) tel que
B(z) =1—pBj(z). D’ou, nous avons

(:cd—l)ZUiZ—l_pB1 =S " V'R(2)Bi(a

i>0 >0

1) et = @00 _ = 00) _ Rw)

En particulier, pour tout entier fixé v, (z¢ —1)>".., Uiz’ est congruent a
un polynoéme (mod pv). Ceci signifie que U q = U; (mod p¥) pour tout i
suffisamment grand car

(x? = 1)) U’ = ZUm+ZU Uira)z' ™.

>0 i>0

Par conséquent, il y a au plus d valeurs qui peuvent étre prises infiniment
souvent dans la suite (U; mod p¥);>0, i.e., Ny(p¥) < d pour tout v. Donc,
nous avons Ny (p¥) 4 +oo lorsque v — +o0.

Montrons maintenant que la condition est nécessaire. Cette direction né-
cessite plus de travail et emploie des méthodes p-adiques.

La fonction v — Ny (p¥) est croissante, i.e.,

Ny(p*) = Nuy(p®) lorsque w > v.

En particulier, si Ny(p¥) 4 400, alors il existe un naturel d tel que
Ny(p’) = d pour tout naturel v suffisamment grand. Donc, nous pouvons

choisir des entiers ay ,, . .., aq, tels que, si U; = @ (mod p”) pour un nombre
infini de 4, alors a = a;, (mod p¥) pour un j € {1,...,d}. Puisque nous
avons

{(a1.» mod p°),. .., (agw mod p*)} = {(a1, mod p), ..., (ag, mod p”)}
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pour tout w > v, nous pouvons supposer, sans perte de généralité, que
ajw = aj, (mod p”) pour w >wv,1<j <d.

Par conséquent, pour 1 < j < d, la suite (a;,),>1 est de Cauchy dans Z,.
En effet, puisque a;,, = a;, (mod p”) pour w > v, il existe des entiers k, [ et
t € {0,...,p" — 1} tels que a;, = kp’ +1 et a;,, = {p’ + t. Nous obtenons
alors

@0 = agaly = [0k = O], =

Donc il existe by, ..., bq € Z, tels que pour 1 < 5 <d,
a;, — b; lorsque v — +o0.

Posons

d
Vi=[JwWi-v)€ez,.
j=1

Vu la proposition 3.3.6, la suite (V;);>o satisfait une récurrence linéaire sur
Z,. De plus, par construction, V; est finalement dans pZ, pour tout v fixé.
En effet, chaque valeur de U; qui n’est pas congrue a un des by, ..., b; mod p®
n’apparait qu'un nombre fini de fois, vu les définitions des b;, 1 < j <
d. Ceci signifie qu’il existe un & € Z, qui peut s’écrire k = P’k tel que
V; = p’k = p**k'. D’oit nous avons |V;|, = p~** < p~?. Donc, pour tout
v fixé, |Vi|, < p¥. Ceci implique |V;|, — 0 lorsque i — +o0. Puisque (V;);>0
satisfait une relation de récurrence linéaire, la série

V(z) := Z Vi

>0

est une série de puissances rationnelle dans Q,(x). De plus, puisque |V;|, — 0
lorsque i@ — +oo, [Viz'|, = |Vi|p|z|) — 0 lorsque i — 400 et |z], < 1. Donc,
vu la proposition 3.1.17, V(x) converge sur le disque unité fermé

{zr eC,: |z], <1}

Comme V(x) est une série rationnelle et converge sur Z,, ses poles [, ...,
Br € C, doivent satisfaire

o >1pourl <g<r.
’6J|P p J

Pour finir la preuve, nous utilisons le lemme 3.4.5. Il reste encore a vérifier
que les poles de U(z) = 3, Uiz" générent un sous-groupe libre abélien. En
général, les poles de U(z) générent un sous-groupe abélien finiment engendré
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de C,. Par le théoréme fondamental des groupes abéliens finiment engendrés
3.2.7, ce groupe est isomorphe & Z° xT', ot T est un groupe abélien fini et
ol e > 0 est un entier.

Montrons comment se débarrasser du groupe de torsion 7' pour pouvoir
appliquer le lemme 3.4.5. Soit a = #T. Pour 0 < b < a, au lieu de prendre la
suite (U;);>0, considérons la suite (Ul-(b))izo := (Ugi+b)i>0- Par la proposition
3.3.4, cette suite satisfait une récurrence linéaire. Vu la remarque 3.4.2, les
poles de la fonction génératrice U® () de (Ui(b))izo sont les a-iémes puis-
sances des poles de U(z). Par conséquent, les poles de U® () générent un
groupe abélien finiment engendré sans torsion vu le choix de a. De plus, ce
groupe est nécessairement un groupe abélien libre vu le théoréme 3.2.6.

Puisque les poles fi,...,5, € C, de V(z) satisfont |3, > 1 pour
1 < 5 < r, avec le méme raisonnement, nous obtenons que les poles de
la fonction rationnelle V®)(z) = > 50 Vaip" sont les a-iemes puissances de
Bi,..., By et pour 1 < j <, |85, = [B;]5 > 1.

Nous pouvons maintenant appliquer le lemme 3.4.5 a la suite (Ui(b))iz(] et
déduire que tout pole de v € C, de UY)(z) satisfait soit |y, > 1, soit v = 1.
Les poles distincts de U(z) sont les 1/aq,...,1/a,, avec aq,...,a5 € C,.
Comme ce sont les a-iémes racines des poles de U®)(z), tout pole 1/a; est
tel que |1/aj], > 1 ou tel qu'il est racine de l'unité. Vu la minimalité de
I'ordre k de la récurrence satisfaite par (U;);>¢ et la remarque 3.4.1, les poles
de U(x) sont précisément les racines de Py(z).

Donc, nous pouvons factoriser

avec tout d; égal a un des ay,..., s éventuellement répétés. Factorisons
Py(x) comme A(x)B(z) en posant

A@)= [ @=&a)et Blx)= [] (1—da).

J:165|p=1 Jié;1<1

Alors, Py(x) € Z[x]. De plus, si K est un corps de décomposition de Py (x)
sur Q, alors tout automorphisme de K doit permuter I'ensemble des ; tels
que |d;], < 1, puisque 'automorphisme doit permuter 'ensemble des §; et
envoyer les racines de I'unité sur elles-mémes. Donc, B(x) est un polynome
rationnel car il est fixé par tout automorphisme de K. Remarquons que
pour n > 0, le coefficient de 2™ dans B(z) est la somme des produits de
n éléments de {6; : |d;|, < 1}. L’ensemble des entiers algébriques est un
sous-anneau de C, et les seuls rationnels qui sont des entiers algébriques
sont en fait entiers. Puisque les d; sont des entiers algébriques, B(x) est un
polynome a coefficients entiers. De plus, puisque la valeur absolue p-adique
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est non-archimédienne, le coefficient de ™ dans B(z), n > 0, a une valeur
absolue p-adique strictement inférieure & 1. Observons qu'un entier m tel que
Im|, < 1 est nécessairement un multiple de p. Donc, B(z) =1 (mod pZ|z]).

Intéressons-nous maintenant au polynome A(x). Ses racines sont racines
de l'unité. De plus, par le méme raisonnement que ci-dessus, A(x) € Z[z].

Il reste & montrer que A(z) n’a pas de racine multiple. Pour ce faire, nous
montrons que les poles de U(x), qui sont racines de 'unité, sont simples.
Rappelons que 1/aq,...,1/a, sont les poles distincts de U(z). Supposons

qu’il existe un entier 0 < t < s tel que aq, ..., q; sont racines de 'unité et,
pour j =t+1,...,s, |o;], < 1. Alors, vu la proposition 3.3.1, il existe des
polyndémes ¢; € C,lz], avec j = 1,--- , s tels que, pour tout 4,
Ui = Z% % —Z% i+ 3 a0
j=t+1
;}1 ;;Vz
Puisque pour j =T +1,...,s, |a;], < 1, nous avons

\U; — Ti|, = |[Wi], — 0 lorsque i — +o0.

En effet, pour tout j, 'ensemble {|q;(4)|, : ¢ € N} est borné par une constante.

Comme pour 1 < j < ¢, a; est racine de I'unité, il existe un naturel a tel que

af =1 pour tout j € {1,...,t}. Comme précédemment, posons Ti(b)
pour 0 < b < a. Alors,

= Tai—i—b

t

T :Zq (@i + b)al™* = Za 'qj(ai + b)

Jj=1

est un polynome avec coefficient dans C,. Nous le notons g,(%).

Soit € > 0. Pour tout i suffisamment grand, il existe £(i) € {1,...,d} tel
que |U; — byy|p < €. En effet, par définition des b;, nous avons pour tout v
suffisamment grand et tout entier ¢ suffisamment grand,

Ui = begiylp < Ui — augiy, vlp + laeqy, v — begiyl, <p™" + &y

ou ¢, — 0 lorsque v — +00.
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Puisque |U; — T;|p — 0 quand i — +o00, nous avons

0 <[(Ti =b1) - (Ti = ba)lp = || |(Ti — Ui + Ui — bagiy + beiy — by)

—= T~

|T; — Ui + Ui — bgiy + begiy — bl

.
Il
=

—.

< || ITi = Uil, + |Ui = begiylp + |besy — bslp — 0

1

<
Il

lorsque ¢ — 400, car chaque facteur est borné par une constante et un facteur
tend vers zéro. Donc, pour 0 < b < a, comme Tl-(b) = ¢(i), on a

|(g6(7) — b1) - - (g6(7) — ba)|, — O lorsque ¢ — +o00.
Considérons le polynéme défini par
hy(i) := (g(@) — b1) - -+ (95(2) — ba).
Soit ng un naturel. Nous avons
|he(no + DY) — hp(ng)|, < Cp? lorsque v — +00

ou C est le maximum des valeurs absolues p-adiques des coefficients de hy,.
En effet, si le polynome hy (i) s’écrit hy(i) = cgi¢ + -+ - + c1i + co, alors

|h(n6 + p°) — ho(n0)|p = ca((no + )% —nd) + -+ + c1((ny + p*) + no)

et chacun des termes entre parenthéses contient au moins un facteur p* par le
théoréme binomial, ce qui suffit pour déduire I'inégalité précédente. Puisque
|hy(7)|, — 0 lorsque i — 400, nous avons hy(ng) = 0 car

0 < [ho(n0)lp < [hs(n0) — hy(no + p°)|p + [he(no + p”)], — 0

lorsque v — +o0. Donc, pour tout entier i, chaque hy(i) = 0, avec 0 <
b < a. En conséquence du théoréme fondamental d’algébre, chaque g,, avec
0 < b < a, prend infiniment souvent la méme valeur parmi by, ..., by. Donc,
chaque g;, avec 0 < b < a, est un polynéome constant. Puisque Tib) = gp(7)
est constant, la suite des T} est périodique :

Vi >0,Tiy =T
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D’ot,
|Ui+a - Ui|p < ‘Ti—&-a - Tz|p + ‘Wi—l-a - VV%"I? — 0

lorsque ¢ — 400. Vu la remarque 3.1.17, (2 — 1) U(z) = Y.+ (Uita — Us)2"
converge sur le disque unité fermé {x € C, : |z], < 1}. Par conséquent,
(x* — 1) U(x) n’a pas de poles sur le disque unité fermé et en particulier, sur
le cercle unité. Or U(z) = Q(z)/Py(z), avec Q) et Py premiers entre eux,
par minimalité de ordre de la récurrence satisfaite par (U;);>o. Donc A(z)
divise (z% — 1) puisque (z* — 1)Q(x)/Py(x) n’a pas de racine sur le cercle
unité. Ceci implique que A(z) n’a pas de racine multiple. O]

Lemme 3.4.5. Soit (U;);>0 une suite d’entiers linéaire récurrente satisfai-
sant (1.1). Soit U(x) = >, Uir" € Zy[[z]] la série rationnelle de puis-
sances correspondante. Supposons que le sous-groupe multiplicatif de (C; gé-
néré par les poles (en nombre fini) de U(x) est un groupe abélien libre. Soit
Vi = H?Zl(Ui —b;) pour i > 0 avec by,...,by € Z,. Si la série rationnelle
de puissances V(x) = Y., Uix' € Zp[[z]] a pour racines b, ...,[5, € C,
satisfaisant |B;], > 1 pour 1 < j < r, alors chaque pole v € C, de U(z) est
tel que soit ||, > 1, soit v = 1.

Démonstration. Soient 1/aq,...,1/as les poles disctincts de U(x), avec oy,
...,a5 € C,. Remarquons que 0 ne peut pas étre un pole de U(x). Nous
voulons montrer tout d’abord que |o;| < 1 pour 1 < j < s. Pour ce faire,
observons que pour étre un péle, chaque 1/«; doit satisfaire Py (1/c;) = 0,
car U(z) = Q(z)/Py(x), ot Q(z) est un polyndéme. Ce qui signifie que

1 aq ak
Pi(—)=1-2 ... T _p
Q; % Oéj
Par conséquent, pour tout j € {1,...,s}, nous avons
a a
p

Puisque |- |, est non-archimédienne, nous avons |a,/o’|, > |Z—§+ - -+Z—;’§|p =1
pour un ¢ € {1,...,k}. Donc, |o;[5 < |ag|,. Puisque a; € Z, |asl, < 1. Ce
qui implique |a;], < 1 pour 1 < j < s. Nous savons que les poles de U(x)
ont une valeur absolue p-adique plus grande ou égale & 1. Nous pouvons

supposer qu’il existe 0 <t < s tel que ||, = -+ = |au|, = 1 et |oj], < 1
pour t < 7 < s.
Il existe des polynémes q;(x), - -, ¢s(z) € Cpylz] tels que

U, = Z g (z)oz;
j=1
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De plus, nous définissons, pour ¢ > 0,

d
Vi= H(Ui —b;) = caU' + ca U 4+ + ¢

Jj=1

pour des ¢y, -+ ,cq—1 € Zy et cq = 1. Par le théoréme multinomial, nous
obtenons

d . s
J SPNAY
i=Ye ¥ (, 7 ) Tata
J=0  jidetje=j Jiy -5 s =1
J1se5Js20

d ] s s i
_ 2\ e Je
o ¥ (7 ) aer (114
=0 gige=g MU0/ G =1
jlw':szO
Puisque les racines du polynome caractéristique sont les inverses des poles
de la série de puissance rationnelle correspondante, il suit que I’ensemble des

poles de V(x) = 37, Via' est inclus dans I'ensemble

{Ha;[]177]8207]1++j8§d}
/=1

Par hypothése, les poles de V(z) ont tous des valeurs absolues strictement
plus grande que 1. Remarquons que

.

Je
H Y
=1

si et seulement si j, > 0 pour un ¢ > t. Par conséquent, nous pouvons
conclure que les poles possibles de V(x) sont ceux qui ne contiennent pas
uniquement les as, ..., oz Par exemple, af ne peut étre un pole de V(x).

Notons G le sous-groupe multiplicatif de C) généré par v, . .., ay. Par hy-
pothése, G est un sous-groupe d’un groupe abélien finiment engendré. Donc,
G = Z° pour un naturel e > 0. Pour conclure la preuve, il suffit de montrer
que e = 0 car, dans ce cas, nous déduisons que le seul pdle possible v de
U(x) tel que |y[, = 1 est 1.

Supposons e > 0. Soient 7y,...,7 les générateurs d’un groupe abélien
libre de rang e. Alors, pour 1 <14 < t, nous pouvons écrire

(&

” bi,j
Q= Vi

J=1

ou les b; ; sont des entiers. Nous renommons les b; ; si nécessaire de sorte que

t

Je
H e

(=1

= ﬁag‘ > 1

{=t+1

p p p
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- ’bl,l‘ = max{\bi71|} > 0,
— |b1,;| = max{|b;; : by = by, pour £ < j} pour j € {2,...,e}.

Par construction, o ne peut pas étre écrit comme un mot différent dans
aq, . ..,a; de longueur au plus d. Alors, dans 'expression de V; ci-dessus, il

y a une occurrence de
(o dyi
ca(qa (i) (ef)
qui ne peut étre annulée par aucun autre poéle vu notre choix de «;. Il en

découle que af devrait étre un pole de V, ce qui est une contradiction. Donc,
e = 0 et le résultat suit. O

Exemple 3.4.6. Considérons la suite linéaire récurrente U = (U;);>0 donnée
par

Uiya =3U;n3+2U;;0+3U; pouri € N et U; =1+ 1 pour i € {O,,S}

Comme montré dans [11], 'addition dans ce systéme de numération linéaire
n’est pas calculable par un automate fini. Cependant, nous pouvons montrer
que Ny(3V) — +00 si v — +0o0, en appliquant le théoréme 3.4.3. Nous avons
xv(z) = 2* —32% —22% — 3 et donc Py(z) = 1 —3x — 222 —3z*. Nous pouvons
facilement vérifier que Py(z) ne se factorise pas comme A(x)B(x) avec A(x)
et B(x) satisfaisant les hypothése du théoréme 3.4.3. Donc, nous pouvons
appliquer que notre procédure de décision peut s’appliquer & des systémes de
numération qui ne peuvent pas étre traités par [11].

Exemple 3.4.7. Considérons la suite linéaire récurrente U = (U;);>o satis-
faisant
Uiys = 6Uipsq + 3Uirs3 — Uiyo + 6Ui41 + 3U;, Vi > 0.

Nous avons
xu(z) = 2° — 62* — 32° + 2° — 62 — 3

et

Py(z) =1—6x —32° + 2° — 62" — 32° = (2® + 1) (=32° — 62+ 1).
N—_—— “

N

A(z) B()
Avec les conditions initiales U; = i + 1 pour i € {0,...,4}, vu le théoréme

3.3.10, la suite U ne satisfait pas de relation de récurrence linéaire d’ordre
inférieur & 5 puisque

2 3 4 )
3 4 ) o4
4 5 54 359 | = 8458240 # 0.

5 54 339 2344

1
2
det | 3
4
5 54 359 2344 15129
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Méme si le pged des coefficients de la relation de récurrence vaut 1, nous
avons Ny (3Y) 4 +oo lorsque v — +oo car Py(z) ne satisfait pas les hypo-
theéses du théoréeme 3.4.3. Le tableau suivant reprend les premiéres valeurs
de Ny(3Y). Pour rappel, il suffit d’inspecter les premiéres valeurs de la suite
(U; mod 3Y);>0 & la recherche de deux k-uples d’éléments consécutifs qui sont
identiques pour trouver la période.

période Ny(
(1,0,1,2,0,2) 3
(4,0,1,5,0,8) 5
(22,9,19,5,18,8) 6
(49,63,19,32,18,62) 6
( 6
( 6

211,225,19,32,18,224)
224,697,468,505,32,261)

O O W N 2

23



Chapitre 4

Une procédure de décision pour
une classe de systémes de
numération abstraits

4.1 Introduction

Définition 4.1.1. Un systéme de numération abstrait est la donnée d’un
triplet
S = (L%, <)

ou L est un langage régulier infini sur un alphabet totalement ordonné
(32, <). Pour tout naturel n, repg(n) dénote le (n + 1)-iéme mot de L se-
lon Pordre généalogique induit par 'ordre < sur X. Nous appelons repg(n)
la S-représentation de n. Nous obtenons ainsi une bijection repg : N — L
de N sur L. L’application réciproque, qui a un mot w € L associe son indice
dans le langage L ordonné selon ordre généalogique, est notée valg(w). Nous
appelons valg la valeur S-numérique de w.

Définition 4.1.2. Un ensemble X C N d’entiers est S-reconnaissable si le
langage repg(X) sur X est régulier.

Remarquons que par définition, pour tout systéme de numération abs-
trait, N est S-reconnaissable.

Exemple 4.1.3. Considérons le systéme de numération abstrait
S = (a"b",{a,b},a < D).

Si nous énumérons les premiers mots du langage a*b*, nous avons
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el 0 bb | 5 || aaaa | 10
allllaaa]| 6 || aaab | 11
b2 aab | 7 || aabb | 12
aa | 3 || abb | 8 abbb | 13
ab | 4 bbb | 9 bbbb | 14

Nous obtenons, par exemple, repg(6) = aaa et valg(ab) = 4.

Définition 4.1.4. Soit S = (L, %, <) un systéme de numération abstrait
construit sur un langage régulier infini L dont ’automate minimal est

My = (QL7QO,L72>5L,FL)-

Nous notons u;(q) (resp. v;(q)) le nombre de mots de longueur i (resp. < 1)
accepté & partir de ¢ € ) dans M.

Définition 4.1.5. Soit A = (Q, qo, 2, d, F)) un automate fini déterministe.
La matrice d’adjacence de A est la matrice donnée par

M‘Iﬂ‘ = #{0 € by | 5(Q70) = T}v q,T € Q

Remarque 4.1.6. Observons que les suites (u;(q));>o satisfont la méme re-
lation de récurrence linéaire homogéne pour tout ¢ € Q. En effet, pour
q € Qr, la suite (u;(q));>o satisfait une relation de récurrence linéaire homo-
géne d’ordre k dont le polyndéme caractéristique est le polynome caractéris-

tique de la matrice d’adjacence de M. Une preuve de ce résultat se trouve
dans [24].

Exemple 4.1.7. Considérons 'automate représenté a la figure 4.1. Sa ma-
trice d’adjacence est

M:

o O O

1 01
011
1 10
0 00 2

Nous savons que le puits de 'automate n’influence pas la suite (u;(qo))i>o-
Donc, nous pouvons regarder la matrice correspondante

010
M=1001
011
Calculons son polynéme caractéristique
-2 1 0
det(M'—X)=| 0 =)\ 1
0O 1 1-=2X
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FIGURE 4.1 — Automate acceptant le langage rep(N).

D’ot1, nous avons
det(M' — XI) = =A(=A(1—X) —1) = =A* + A2 + \.

Par le théoréme de Cayley-Hamilton, cf. [24], nous obtenons
0= —M?+ M?+ M. Dou, il vient M"+3 = M'™+2 + M"*+1 De 14, nous
déduisons que la suite (u;(qo));>o0 satisfait la relation de récurrence linéaire

W;13(q0) = Wigo + Uiy Vi > 0.

De plus, nous remarquons que ug(q) = 1, ui(q) = 1, uz(q) = 1 et
us3(qo) = 2. Par conséquent, (u;12(qo))i>0 = (F})i>0 ou les F; sont les nombres
de Fibonacci.

Remarque 4.1.8. Nous remarquons aussi que les suites (v;(q)):>0) satisfont
la méme relation de récurrence linéaire homogéne pour tout ¢ € Q). Puisque
(u;(q))i>0 satisfait une relation de récurrence linéaire homogene d’ordre k, il
existe aq,...,ar € Z tels que pour tout ¢ > 0,

i k(q) = a1 Wigrp—1(q) + - + aru(q).

Donc, pour tout ¢ > 0, nous avons

Vz‘+k—1(Q) = Vik(q) = Wigrt1(q)
= a1(Visr(q) — Vire-1(9)) + - + ar(vira(q) — vi(q))-

Par conséquent, la suite (v;(q));>o satisfait une relation de récurrence linéaire
homogéne d’ordre k£ + 1.

Les systémes de numération abstraits sont une généralisation des systémes
de numération positionnels U = (U;);>o pour lesquels N est U-reconnaissable.
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Exemple 4.1.9. Considérons le langage L = {¢} U 1{0,01}* et supposons
0 < 1. Les premiers mots ordonnés généalogiquement sont

e<1<10<100 < 101 < 1000 < 1001 < - --

Le systéme de numération obtenu S = (L,{0,1},0 < 1) est le systéme de
Fibonacci défini par la suite F' = (F});>o ou les F; sont les nombres de
Fibonacci. En effet,

repg(1) = 1 = repp(1), repg(2) = 10 = repp(2), repg(3) = 100 = repp(3), . ..

Exemple 4.1.10. Prenons le systéme de numération positionnel en base 2.
Lorsque les zéros de téte sont interdits, I’ensemble de toutes les représenta-
tions est rep;(N) = 1{1,0}* U {e}. C’est donc un langage régulier. Consi-
dérons le systéme de numeération abstrait composé de ¥ = {a,b}, a < b et
L = b{a,b}* U {e}. Pour obtenir les représentations habituelles, définissons
un morphisme h par h(a) = 0 et h(b) = 1. Alors h(L) = repy,(N). Remar-
quons que, si nous autorisons les zéros de téte dans les représentations, alors
les mots 0, 00, et 000 ont des valeurs numériques différentes.

h(b{a,b}* U{e}) | N | h({a,b}")

€ 0 €

1 1 0

10 2 1

11 3 00
100 4 01
101 5) 10
110 6 11
111 7 000

[’exemple suivant montre que la classe des systémes de numération abs-
traits est strictement plus grande que la classe des systémes de numération
linéaires pour lesquels N est reconnaissable

Exemple 4.1.11. Considérons I'alphabet ¥ = {a,b,¢,d}, avec a < b < ¢ <
d, et le langage L = {e} U {a, ab}* U{c, cd}*. Si nous ordonnons les premiers
mots de L, nous obtenons

el 0 cc | b ccc | 10 || aaba | 15
all cd | 6 ced | 11 || abaa | 16
c|2|laaa |7 cde | 12 || abab | 17
aa | 3 || aab | 8 || aaaa | 13 ccce | 18
ab | 4 || aba | 9 || aaab | 14 || cced | 19
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FIGURE 4.2 — Automate admettant L.

Nous remarquons qu’il n’y a pas de bijection v entre {a, b, ¢,d} et un en-
semble d’entiers conduisant & un systéme de numération positionnel linéaire.
Autrement dit, a,b,c,d ne peuvent pas étre identifiés aux "chiffres" habi-
tuels. En effet, supposons qu’il existe une suite U = (U;);>o d’entiers telle
que, pour tout mot xy - - - x, € L, avec z; € {a,b, c,d} pour tout i,

valy (v(xy) -+ v(xy,)) = valg(zy - - xp,).
Puisque 1 = valg(a) = valy(v(a)) = v(a)Uy et 2 = valg(c) = v(c)Uy, nous
obtenons Uy = 1, v(a) = 1 et v(c) = 2. De plus, de 3 = valg(aa) = v(a)U; +
v(a)Uy, nous déduisons Uy = 2. Alors, valy (v(c)v(c)) = 2U; + 2Uy = 6 mais
valg(cc) = 5, ce qui est une contradiction.
Calculons les valeurs de u;(qo.) et v;(qgo.). Pour tout ¢ > 1, nous avons

uo(qo.r) = 1 et w;(qor) = 2F; pour tout ¢ > 1

ou Fj est le i-iéme nombre de Fibonacci. Donc, pour ¢ > 1, nous avons

vi(qo,L) = Zun(QO,L> =1+ QZFn-
n=0 n=1

De plus, nous observons pour ¢ > 1
vi(qo,z) — Vi—1(qo,) = 2F; = wi(qo,1.)-
Par définition de la suite de Fibonacci, nous obtenons pour ¢ > 3
vi(qo,) = Vi—1(qo,L) = (Vi—1(qo,L) — Vi—2(qo,2)) + (Vi—2(qo,) — Vi-3(qo,z))-
D’ou, il vient pour ¢ > 3
vi(qo.r) = 2Vvi—1(qo.r) — vi—3(qo.z)s
avec vo(qo,r) = 1, vi(qor) = 3,va(qor) = 7.
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Puisque les systémes de numération abstraits sont une généralisation des
systémes de numération positionnels U = (U;);>0 pour lesquels N est U-
reconnaissable, il est naturel de s’intéresser au probléme de décision suivant
qui est analogue au probléme 1, avec quelques hypothéses supplémentaires
sur les systémes de numération abstraits.

Probléme 2. Etant donné un systéme de numération abstrait S et un en-
semble X C N tel que repg(X) est accepté par un automate fini (détermi-
niste), pouvons-nous décider si X est ou non un ensemble ultimement pério-
dique, i.e., si X est ou non une union finie de progressions arithmétiques ?

4.2 Calcul de valg et S-reconnaissabilité d’en-
sembles ultimement périodiques

Dans cette section, étant donné un systéme de numération abstrait S =
(L, ¥, <), nous montrons comment calculer la fonction valg. De plus, nous
prouvons que toute progression arithmétique a + N b est S-reconnaissable, cf
[19, 26].

Définition 4.2.1. Soient S = (L, X, <) un systéme de numération abstrait
et My = (Qr,q,1, %, 6, F) Pautomate minimal de L. Un état ¢ € Q) est de
la forme w™'.L si et seulement si ¢ = 1,(qo ., w). Nous écrivons souvent ¢'.w
au lieu de 07(¢’,w). Dans ce cas, w™'.L est 'ensemble L, des mots acceptés
par M, a partir de g, i.e.,

w ' L=L,={r €Y :6.(qx) € F}.

En particulier, nous avons L, , = L.

Chaque ¢ € Qp pour lequel L, est infini donne lieu & un systéme de
numération S, = (Lg, %, <). Les fonctions repg, et vals, sont simplement
notées rep, et val, si le contexte est clair. Dans le cas ou L, est fini, les
fonctions rep, et val, sont définies comme dans le cas infini mais leur domaine
est restreint a {0,...,#L, — 1}.

Lemme 4.2.2. Soit s = (L, %, <) un systéme de numéralion abstrait. Si
xy € Ly, avec x,y € ¥\ {e}, alors

valy(zy) = valyo(y) + Viay-1(0) = Vi1 (g.2) + Y upy(g.a').

' <x

|2’ |=lx|
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Démonstration. Nous devons calculer le nombre de mots de L, qui sont gé-
néalogiquement strictement inférieur a zy. Il y en a de trois sortes. Premié-
rement, les mots de longueurs strictement inférieures a |zy|. Il y en a v,y (q)
par définition. La deuxiéme sorte contient les mots de longueurs exactement
|zy| admettant comme préfixe x. Puisque nous avons 2'y’ € L, si et seulement,
siy € Lq,, nous voyons qu’il y en a valg .(y) — viy-1(q.z).

Enfin, les mots de la derniére sorte sont ceux qui ont la méme longueur
que zy et qui ne commence pas par x. Leur nombre est

#we Lysw =2y ¢ = ol ly| = oo’ <o} = 3 wylaa),

' <x

|2’ |=|=|
La conclusion suit directement. O

Comme nous le montrons dans le lemme suivant, dans un systéme de
numération abstrait, les différentes suites (u;(q));>0, pour ¢ € Qr, jouent le
role de 'unique suite (U;);>o définissant un systéme de numération positionnel
comme dans la définition 1.3.1.

Lemme 4.2.3. Soit w =0y --0, € L. Nous avons

|wl

valg(w) = > Y Byi(w) wu—i(q) (4.1)

qeQy =1

ol
Bw-(w) =H#{o <oy | 5L(QO7L>01 e 010) = q} + 1q,qo,L (4.2)

pouri=1,...,|wl.
Rappelons que
1, - 1 sig=¢q
27 0 siq#d.
Démonstration. Ecrivons simplement do,.. = Qo pour ne pas alourdir les no-

tations. Appliquons le lemme 4.2.2 au mot w = oy --- 0, en prenant x = oy
et y = 09 ---0,. Nous obtenons

Valqo(w) = Valq0-01(0-2 o ) + Vi-1(q0) — Vi—2(q0-01) Z u,_1 QO 95
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En Pappliquant a nouveau pour calculer valy ,, (02---0,) avec x = oy et
Yy = 03 - - 0,, nous obtenons
Valqo (w) = Valqo-ffwz (03 T Un) + Vn—Q(QO-Ul) — Vp S(QO 0102>

+ Z u,—2(q0.012") + v_1(q0) — Vn-2(qo.01) Z u,-1(qo-2")

' <o9 /<o
|z’|=1 |z’'|=1

En appliquant le lemme 4.2.2 plusieurs fois et en simplifiant le résultat
obtenu, nous avons

/
valy, (w) = vi,-1(qo) E w,_1(go.2") + - + E uy(qo.01 - 0p_2t’)
z' <oy '<on-—1
|2 |=1 |2’ |=1

+ VO(QO-Ul U Unfl) + Valqoﬂ'l'“o'nfl (UTL)

Remarquons que si o est une lettre de L, alors nous avons

valy(o) = ug(q) + Z ug(q.2").

' <o

|’ |=1
Nous obtenons donc

valy, (w) = vn_1(qo) Z w,_1(go.2") + -+ + Z uy(qo.o1 - o 12).

' <o x’'<op
|2’ |= |’ |=

Puisque v,,—1(q0) = uo(qo) + -+ + u,—1(qo), en réorganisant les sommes en
fonction des états, il vient

|w|

valg(w) = valy, ( Z Zﬂqz W) Wjy|-i(q)-

qeQr =1
]
Proposition 4.2.4. Soit S = (L,X, <) un systéme de numération abs-

trait. Soient des entiers a,b > 0. La progression arithmétique a + Nb est
S-reconnaissable.

Démonstration. Nous pouvons supposer a < b. Notons, comme d’habitude,
My = (Qr,qo.L, 2,0, FL) Pautomate minimal de L. Montrons que 'auto-
mate minimal de repg(a + Nb) a un nombre fini d’états. Ses états sont les
ensembles

w ' repg(a + Nb) = {r € ¥* : valg(wr) =a (mod b)} pour w € ¥*.
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Or, nous avons

valg(wr) = valg, ; w(T) + Viwe|-1(d0,2) — Vje|-1(q0,0-w) + Z u(go,p-w').

|w'|=[w]

Nous savons que les suites (w,(q))n>0 (resp. (vin(q))n>0), pour ¢ € Qp,
satisfont une relation de récurrence linéaire a coefficients dans Z. Donc,
(Vi(go,r) mod b),>o est ultimement périodique de période my(b). Pour |w|
suffisament grand, nous avons

Viwo|-1(q0,) = Viz+i(qo,z) (mod b) pour un j € {0,..., 7 ()}

Puisque le langage L est régulier, gy r.w prend un nombre fini de valeurs dans
@1 De plus, nous avons

Z u|x| o w'") Z Jg u|x| ) pour des j, € {0,...,b—1}.
w' <w

7eqQr
|’ |=|w|

Donc, pour |w| suffisamment grand, les états w™'.repg(a + Nb sont de la
forme

{x € X" i valy(x) + Viz)1i(q0,0) — Vjz)—1( Z Jq¢ Uz)(¢') = a  (mod b)}
7e€Qr
pour un ¢ € @, des jy € {0,....,b—1} et un ¢ € {0,...,7my(b)}. Ces
ensembles sont en nombre fini. Donc, le langage repg(a + Nb) est régulier.
O

Le résultat suivant est une conséquence directe de la proposition 4.2.4.

Proposition 4.2.5. Soit S = (L, X, <) un systéme de numération abstrait
construit sur un langage régulier infine L sur 3. Tout ensemble X ultime-
ment périodique est S-reconnaissable et un AFD acceptant repg(X) peut étre
effectivement obtenu.

4.3 Bornes sur la période et prépériode d’un
ensemble ultimement périodique

Définition 4.3.1. Soit un automate fini déterministe A = (Q, qo, F, %, 0).
[’automate A est accessible si pour tout état ¢ € @, il existe un mot w € ¥*
tel que d(qo, w) = ¢q. L’automate A est coaccessible si pour tout état ¢ € @, il
existe un mot u € ¥* tel que 0(q,u) € F. Enfin, 'automate A est dit emondé
s’il est accessible et coaccessible.
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Proposition 4.3.2. Soit S = (L,%X,<) un systéme de numération abs-
trait tel que, pour tous les états q de 'automate minimal émondé M =
(Qr,qo.1, 2,01, F1) de L, nous avons

lim w;(q) = +o0

1—+00
et u;(qor) > 0 pour tout i > 0. Si X C N est un ensemble ultimement
périodique de période px, alors tout AFD acceptant repg(X) a au moins

[Ny(px)/#QL] états, ot v = (vi(qo,L))izo-

Démonstration. Soit ay la prépériode de X. Puisque, pour tout état ¢ de
M, nous avons lim; ., u;(q) = 400, il existe une constante minimale
J > 0 telle que, pour tout i > J et tout état ¢ € Q1, nous avons u;(q) > px.
Considérons pour tout ¢« € N, le mot

w; = Yeps(vi(QO,L))

correspondant au premier mot de longueur 7 4+ 1 dans le langage L ordonné
généalogiquement. Par conséquent, pour tout entier ¢ > J — 1, le mot w;
peut étre factorisé comme w; = x;y;, avec |y;| = J et nous définissons
¢ = 01(qo.1, z;). Remarquons que y; est le plus petit mot de longueur J ac-
cepté a partir de g;. Par définition de J, & partir de chaque ¢; avec i > J —1,
il y a au moins px mots de longueur J menant a un état final. Ordonnons
les généalogiquement et notons les py premiers mots par

Y = Yio < Yi1 < < Yipx—1-
Remarquons que, pour tout ¢ € {0,...,px — 1}, nous avons

valg(zyit) = valg(zy;) +t = vi(qor) + t.

Puisque la suite v := (v;(qo,1))i>0 satisfait une relation de récurrence linéaire,
la suite (v;(qgo,) mod px);>o est ultimement périodique. Elle prend infiniment
souvent Ny (px) =: N valeurs distinctes. Soient hy, ..., hy > J—1 des entiers
tels que, pour tous i,j € {1,..., N}, nous avons

Vi (qor) > ax et (i # j = v, (qo,r) # Vi, (qo,r) (mod px)).

En particulier, nous avons repg (v, (qo.r.) = Wn, = Tn,Yn, €t qn, = 01(qo.1, Th,)-
Les éléments de 'ensemble {qy,, . . ., qny } peuvent prendre au maximum #Q)p,
valeurs distinctes. Donc, au moins o := [N/#@Q] d’entre eux sont égaux.
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que les éléments égaux sont
les qnyy - -, qn, - Pour tous 4,5 € {1,...,0} et tout ¢t € {0,...,px — 1}, nous
avons donc by, ; = by, ;. Pour tous 4,5 € {1,...,0} tels que ¢ # j, par le
lemme 2.1.17, il existe ¢; ; < px tel que
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— soit v, (qo,r) +tij € X et vy (qor) +ti; & X,

— soit v, (qor) +ti; & X et Vh]-<QO,L) +1t;; € X.
Par conséquent, les mots xj, et x;, n’appartiennent pas a la méme classe
d’équivalence pour ~yep (x). En effet, nous le montrons en concaténant le
mot Yn, 1, ; = Yn;t,,; comme dans les preuves des propositions 2.2.3 et 2.2.5.
Donc, vu la définition 1.1.9, automate minimal de derepg(X) a au moins

o= [N/#Q]| états. O

Corollaire 4.3.3. Soit S = (L,%,<) un systéme de numération abstrait
ayant les mémes propriétés que dans la proposition 4.3.2. Supposons que la
suite v.= (v;(qo.))i>o0 est telle que
lim Ny(m) = +oc0.
m——+00
Alors la période d’un ensemble ultimement périodique X C N tel que repg(X)
est accepté par un AFD a d états est bornée par le plus petit entier sy tel

que pour tout m > so, Ny(m) > d#Qr, ot Qp est ensemble des états de
Pautomate minimal (émondé) de L.

Démonstration. Vu la proposition 4.3.2, nous savons que d > Ny(px)/#Q1
car d est plus grand ou égal au nombre d’états de I’automate minimal accep-
tant repg(X). La conclusion en découle. O

Définition 4.3.4. Soient deux automates finis déterministes
A = (Q(a)7q(()a)7 6@, F(“)) ot B — (Q(b)7qéb)7275(b)7}7(b))'

Nous définissons 'automate produit P = A X B comme suit

— Pensemble fini d’états est Q@ x Q©®,

— 1’état initial est (q(()a), C_I(()b))7

— Pensemble des états finals est F(® x F®)
et la fonction de transition A est définie par

A (QWxQ)x T = (QWxQY): ((¢.4),0) = (69(q,0),6" (¢, 0)).
Les mots acceptés par P sont exactement les mots w € X* tels que
Allgs” q5"),w) € P x FO,

ie., 5(“)(q(()“),w) € F@ e 6(6)(qéb),w) c F®

Cela signifie que le langage accepté par P est l'intersection des langages
acceptés par A et B.
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Proposition 4.3.5. Soit S = (L, %, <) un systéme de numération abstrait.
St X C N est un ensemble ultimement périodique de période px tel que
repg(X) est accepté par un AFD & d états, alors la prépériode ax de X est
bornée par une constante C qui peut étre effectivement calculée et qui dépend
seulement de d et de px.

Démonstration. Soient A = (Q,qo,2,0,F) un AFD a d états acceptant
repg(X) et M = (Qr,qo.r, 2,0, F1) 'automate minimal de L. Pour tout
q € Qr, u;(q) est le nombre de mots de longueur i acceptés a partir de
q € Qr. Pour tout ¢ € @, la suite u(q) = (w;(q)):>o satisfait une relation
de récurrence linéaire. Donc, les suites (u;(q) mod px);>o, avec ¢ € @, sont
ultimement périodiques. Notons, comme dans le chapitre 2, ty(g)(px) (resp.
Tu(q)(Px)) la prépériode (resp. la période) de (u;(q) mod px);>o. Posons

I(px) = MAX Lu(g) (px) et P(px) := PPCM 1, Tu(q) (Px)-

Nous voulons montrer que

lrepg(ax —1)| < d#Qr + I(px).

Si nous avons |repg(ax — 1)| < d#Q 1, alors I'inégalité précédente est forcé-
ment vérifier. Donc, & partir de maintenant, nous supposons |repg(ax —1)| >
d#Q 1. Appliquons le lemme de la pompe a 'automate produit A x M. Il
existe des mots x,y, z € X* avec y # ¢ tels que nous avons

repg(ay — 1) = zyz
lzy| < d#Qv;
6(qo, ) = 6(qo, 2y);
0r(qo,, ) = 61(qo,L, TY);
Vn € Nyzy"z € repg(X) & zyz € repg(X). (4.3)

Par conséquent, il suffit de montrer que |z| < I(py). Procédons par contra-
diction et supposons que |z| > I(px).
Prouvons

valg(zyPXPPx)y2) = valg(zyz) (mod px). (4.4)

Supposons * = x1-- X, Y = Yp---Ys €t 2 = z1--- 2. Pour tous les en-
tiers n > 1, nous obtenons, en utilisant le lemme 4.2.3 pour w = xy"z,
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lw| =r+ns+tet

valg(zy"2) Z (Z Ba,i(w) Wpw—i(q)
qeQr \i=1

7+ r+ns

+ ) B (@) +- 4+ D Bralw) wu—i(g)

i=r+1 t=r+(n—1)s+1
r4+ns+t
Z 5q,i(w) u|w|l(Q)>
i=r+ns+1

ou la premiére (resp. deuxiéme, troisiéme) ligne correspond a la contribu-
tion de z (resp. y, z) comme expliqué ci-dessous. Par définition (4.2) des
coefficients (3, ;(w), nous savons que

Bei(w) = #{o <21 | 6(qo,2,0) = q} + 1gg0,

ne dépend que de x, mais

Bo2(w) = #{o <23 | 6r(qo,,210) = q} + 1y gy,

dépend seulement de x5 et 61(qo 1, z1). En continuant de cette fagon, nous
voyons que f,,(w) dépend seulement de z, et 0.(qor,21---2,—1) et que
pour 1 < j <s, f,,4;(w) dépend de y; et 01(qo.r,xy1 - - - xj_1). Considérons
maintenant 3, ,s41(w). Il dépend de y; et de

0r(qo.L, xy1 -+ Ys) = 0r(qo,L, vy) = d1(qo,L, ).

Donc, By ts+1(w) = Byri1(w). De la méme maniére, nous avons pour tout
Je{l, ..., s}, Byristj(w) = Byrij(w). Cet argument est valable pour chaque
copie de y dans w. D’otl nous avons

ﬁq,r+€s+j(w> = Bqﬂ“+j<w> vq € QL?K € {07 cee, = 1}7] € {17 BRI S}'

Par conséquent, le développement précédent devient

valg(zy"z) Z <Z Bai(w) Wj—i(q)

q€QrL \i=1
r+s

£ Bui) S taiiinle)
(=0

i=r+1

Z Bq,i(w) u|w|l(Q)) :

i=r+ns+1
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Choisissons maintenant n = pxP(px) + 1. D’ou, nous avons
lw| =1+ pxP(ps)s+ s+t Pour g € Qpeti € {r+1,...,r+ s}, nous

avons
px P(px)

n—1
E u|w|7if€s( = Wjy|—i , + E Ujy|—i— Zs
=0

et le second terme est congruent a 0 modulo py par les définitions de P(px)
et de I(px) puisque nous considérons |z| =t > I(px). Il en découle

valg(zy"z) Z (Z Byi(w) | —i(q)

qeQr \i=1
r+s

+ > Baiw) wup-i(e)
i=r+1
r+ns+t

Z Bai(w) aju)—i(q )) (mod px).

1=r+ns+1

Par le méme raisonnement, nous remarquons que pour tout j € {1,... ¢},
nous avons Sy ins+;(W) = Byrts+;(zyz). Done, nous pouvons facilement dé-
duire (4.4).

Utilisons la minimalité de ax pour obtenir une contradiction. Suppo-
sons que ay — 1 € X, lautre cas étant similaire. Alors, pour tout entier
n>1,ax +npy —1 ¢ X, sinon ax n’est pas la prépériode minimale. Vu
(4.3), myPxPPx)y> € repg(X). Mais vu (4.4), ce mot représente un nombre
de la forme ax + npx — 1 avec n € N\0, qui ne peut appartenir & X. Il
en découle une contradiction. Par conséquent, nous avons |z| < I(px) et
lrepg(ax — 1)| < d#Qr + I(px). La prépériode de X est donc bornée par
une constante C' telle que si ax > C', alors

repg(ax — 1)| > d#QL + I(px).

De plus, cette borne peut étre effectivement calculée. En effet, puisque le
systéme S de numération abstrait, la période pxy de X et le nombre d d’états
de A sont donnés, I(px) et reps(n), pour tout n € N sont effectivement
calculables. 0

4.4 Procédure de décision

Théoréme 4.4.1. Soit S = (L, X, <) un systéme de numération abstrait tel
que pour tous les étals q de [‘automate minimal émondé
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My = (Qr,q.1,%2,0L, F) de L, nous avons

lim u;(q) = +o0

1—+00
et u;(qo.r) > 0 pour tout i > 0. Supposons aussi que la suite v = (v;(qo.r))i>0
est telle que lim,, . Ny(m) = 4o00. Alors, nous pouvons décider si un
ensemble S-reconnaissable est ou non ultimement périodique.

Démonstration. Cette preuve est analogue a celle du théoréme 2.4.2. La suite
v satisfait une relation de récurrence linéaire de forme (1.1) avec ar # 0
comme dernier coefficient. De plus, v est une suite strictement croissante
car, par hypothése, u;(go ) > 0 pour tout i € N.

Soit |ag| = py* -+ plir, avec ug,...,u, > 0, la décomposition en facteurs
premiers de |ay|. Considérons un AFD A avec d états acceptant un ensemble
S-reconnaissable X C N. Supposons que X est ultimement périodique de
période px = pi* - - plrc avec vy, ..., v, > 0 et pged(ag, c) = 1.

Par la proposition 4.3.2, nous avons Ny(px) < d#Qr. Vu la remarque
2.2.7, nous obtenons

Ny(c) < mlc) < my(px) < (Nolpx))® < (d#QL)"

Soit a(m) le plus grand indice i tel que v;(qo,z) < m. Puisque la suite v est
strictement croissante, I’application m — «(m) est croissante et

lim a(m) = +oo.
m—+00
Puisque pged(ag,c) = 1, nous voyons comme précédemment que la suite
v = (vi(qor) mod c);>o est purement périodique. Alors, nous avons
Ny > afc) puisque vo(go,r) < -+ < Va(-1(qo,L) < c. Donc, nous obte-
nons «a(c) < (d#Qp)*, ce qui nous permet de donner une borne supérieure
sur c.

Donnons maintenant une borne supérieure sur les v;, j € {1,...,r}. Vula
remarque 2.2.7, nous avons pour tout j € {1,...,7}, Ny(p;’) < (d#Q)". De
plus, 'hypothése lim,, o Ny(m) = +oo implique lim,_, Nv(p;?) = +00
par le lemme 2.4.1. Nous faisons alors exactement le méme raisonnement que
dans la preuve du théoréme 2.4.2. Puisque Ny (pj) < Ny(py) lorsque v < w,
I'exposant v; apparaissant dans la décomposition de px est borné par s; ou
s;j est le plus petit entier tel que pour tout v > s;, Ny (pj) > (d#Qp)*. Cette
borne s; peut étre effectivement calculée.

Donc, si X est ultimement périodique, alors sa période px est bornée
par une constante qui peut étre effectivement calculée. Vu la proposition
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4.3.5, la prépériode de X est aussi bornée par une constante qui peut étre
effectivement calculée.

Par conséquent, les périodes et prépériodes admissibles que nous devons
vérifier sont en nombre fini. Vu la proposition 4.2.5, nous pouvons construire
un automate pour chaque ensemble ultimement périodique correspondant a
une paire des prépériodes et périodes admissibles. Il reste & comparer les lan-
gages acceptés par ces automates avec repg(X). Or tester si L\ repy (X) =0
et repy (X) \ L = 0 est décidable par algorithme. Il s’en suit que nous pou-
vons décider si un ensemble S-reconnaissable est ou non ultimement pério-
dique. O

Exemple 4.4.2. Considérons le systéme de numération abstrait donné dans
I'exemple 4.1.11, S = (L, {a,b,¢,d},a < b < c < d) avec L = {¢}U{a,ab}* U
{c, cd}*, satisfait les hypothéses du théoréme 4.4.1. En effet, nous avons pour
tout i > 1, wi(qr) = 2F; > 0, up(qor) = 1 > 0 et lim; 00 ui(qor) =
+00. De plus, nous avons montré, dans l’exercice 4.1.11 que la suite v;(qo.z)
satisfait v;(go.r) = 2vi—1(qoz) — Vi—3(qo.r) pour tout i > 3. Vu le lemme
2.4.1, nous avons, lim,, . Ny(m) = +o0.

4.5 Lien avec les problémes de périodicité HDOL

Dans cette derniére section, nous montrons comment le théoréme 4.4.1
peut étre utilisé pour certains problémes de décisions concernant les systémes
HDOL. Tout d’abord, donnons quelques définitions.

Définition 4.5.1. Un systéme DOL est un triplet G = (A, f,w) o A est un
alphabet fini, f : A — A* est un morphisme et w est un mot sur A.

Définition 4.5.2. Un systéme HDOL est un quintuple G = (A, T, f, g, w) ot
(A, f,w) est un systéme DOL, ' est un alphabet fini et g : A* — I'* est un
morphisme.

Soit G = (A, T, f, g, w) un systéme HDOL. Si le mot w est préfixe de f(w)
et ’ensemble {f™(w) | n > 0} est infini, nous notons

fw) = Tim f"(w).

n—-+0o00

De méme, si w est un préfixe de f(w) et si g(f“(w)) est un mot infini sur T,
alors nous définissons le mot infini généré par G' comme suit

w(G) = g(f*(w)) = wowwowy - - -

Deux systémes HDOL G, et Ga, tels que w(G;) et w(Gs) existent, sont
w-équivalent si w(Gy) = w(Gy).
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Nous nous intéressons a la question suivante.

Probléme 3 (HDOL periodicity problem). Etant donné un systéme HDOL G
tel que w(G) existe, pouvons-nous décider si le mot infini w(G) est ultimement
périodique ou non ?

Vu le lemme suivant, nous pouvons supposer que w est une lettre a.

Lemme 4.5.3. [15] Soit G = (AT, f, g, w) un systéme HDOL tel que w(QG)
existe et |w| > 1. Alors, il existe un systéme HDOL w-équivalent
G = (AT, f'd,a), avec a € A’ tel que a est un préfize de f(a), i.e., f
est prolongeable sur a.

De plus, il est bien connu que nous pouvons supposer que f est un mor-
phisme non-effacant et g est un codage, i.e., f(o) # € pour tout ¢ € A et
g(A) C I'. Dans [15], J. Honkala et M. Rigo ont montré que ce probléme
3 de périodicité est équivalent au probléme 2. Grace a [21], étant donné un
systéme HDOL (G, nous pouvons construire canoniquement un systéme de nu-
mération abstrait S = (L, %, <) et un automate fini déterministe avec sortie
M =(Q,q,%,0,I',7) o 7 est la fonction de sortie telle que

Vn >0, w, = 7(0(qo, repg(n))).

Une telle suite (wy),>0 est appelée une suite S-automatique. De |25], nous
savons que les ensembles

Xy={neN|w,=0b}pourbel

sont S-reconnaissables. Par conséquent, si S satisfait les hypothéses du théo-
réme 4.4.1, nous pouvons décider si les ensembles X, sont ultimement pé-
riodiques ou non. Enfin, remarquons que le mot infini w(G) = g(f“(a)) est
ultimement périodique si et seulement si, pour chaque b € I, les ensembles
X, sont ultimement périodiques.

Donc, si G est tel que le systéme S de numération abstrait associé satisfait
les hypothése du théoréme 4.4.1, alors nous pouvons décider si w(G) est
ultimement périodique ou non.

70



Bibliographie

[1]
2l
3]

4]
[5]
6]

17l

8]
9]
[10]
[11]
[12]

[13]

J.-P. Allouche et J. Shallit, Automatic sequences. theory, applications,
generalizations, Cambridge University Press, Cambridge, 2003.

A. J. Baker, An Introduction to p-adic Numbers and p-adic Analysis,
2007, http://www.maths.gla.uk/"ajb.

J. Bell, E. Charlier, A. S. Fraenkel, et M. Rigo, A Decision Problem for
Ultimately Periodic Sets in Non-standard Numeration Systems, Internat.
J. Algebra and Computation 19 (2009), 809-839.

J. Berstel, Noncommutative rational series with applications, Springer-
Verlag, 2010.

P. B. Bhattacharya, S. K. Jain, et S. R. Nagpaul, Basic Abstract Algebra,
2¢ éd., Cambridge University Press, Cambridge, 1994.

V. Bruyére, G. Hansel, C. Michaux, et R. Villemaire, Logic and p-
recongnizable sets of integers, Bull. Belg. Math. Soc. 1 (1994), 191-238.

E. Charlier, Abstract numeration systems : Recognizability, decidability,
multidimensional s-automatic words, and real numbers, Thése de Doc-
torat, Université de Liége, 2009.

A. Cobham, On the base-dependence of sets of numbers recognizable by
finite automata, Math. Systems Theory 3 (1969), 186-192.

E. Duchéne et M. Rigo, Cubic pisot unit combinatorial games, Monat.
fur Math. 155 (2008), 217-249.

H. T. Engstrom, On Sequences Defined by Linear Recurrence Relations,
Trans. of the AMS 33 (1931), 210-218.

C. Frougny, On the sequentiality of the successor function, Inform. and
Computation 139 (1997), 17-38.

F. Q. Gouvéa, p-adic Numbers : An Introduction, 2¢ éd., Springer-Verlag,
Berlin, 1997.

M. Hollander, Greedy numeration systems and regularity, Theory Com-
put. Syst. 31 (1998), 111-133.

71



[14]
[15]
[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]
[24]
[25]
[26]
27]
28

[29]

J. Honkala, A decision method for the recognizability of sets defined by
number systems, Theoret. Inform. Appl. 20 (1986), 395-403.

J. Honkala et M. Rigo, Decidability questions related to abstract nume-
ration systems, Discrete Mathematics 285 (2004), 329-333.

N. Koblitz, p-adic numbers, p-adic analysis, and zeta-functions,
Springer-Verlag, New York, 1977.

P. Lecomte et M. Rigo, Real numbers having ultimately periodic repre-
sentations in abstract numeration, Inform. and Comput. 192 (2004),
57-83.

P. Lecomte et M Rigo, Abstract numeration systems, Combinatorics,
Automata and Number Theory (V. Berthé et M. Rigo, éds), Encyclope-

dia of Mathematics and its Applications, vol. 90, Cambridge University
Press, 2010.

P. B. A. Lecomte et M. Rigo, Numeration systems on a reqular language,
Theory Comput. Syst. 34 (2001), 27-44.

M. Lothaire, Algebraic combinatorics on words, Encyclopedia of Ma-
thematics and its Applications, vol. 90, Cambridge University Press,
Cambridge, 2002.

A. Maes et M. Rigo, More on generalized automatic sequences, J. Autom.
Lang. Comb. 7 (2002), 351-376.

A. Muchnik, The definable criterion for definability in presburger arith-
metic and its applications, Theoret. Comput. Sci. 290 (2003), 1433-
1444.

M. Rigo, Mathématiques discrétes : Notes de cours 2009-2010, Ulg, Fa-
culté des sciences.

M Rigo, Théorie des automates et langages formels : Notes de cours
2007-2008, Ulg, Faculté des sciences.

M. Rigo, Generalization of automatic sequences for numeration systems
on a reqular language, Theoret. Comput. Sci. 244 (2000), 271-281.

M Rigo, Abstract numeration systems on a reqular languages and reco-
gnizability, Thése de Doctorat, Université de Liége, 2001.

A. M. Robert, A Course in p-adic Analysis, Graduate Texts in Mathe-
matics, vol. 198, Springer-Verlag, New York, 2000.

M.-P. Schutzenberger, On a theorem of R. Jungen, Proc. Amer. Math.
Soc. 13 (1962), 885-890.

J. Shallit, Numeration systems, linear recurrences, and regular sets, In-
form. and Comput. 113 (1994), 331-347.

72



