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1. INTRODUCTION

La question a souvent été posée, de savoir si la formulation SAMCEF [1,2] des
problémes hydroélastiques respecte les modes rigides. Bien souvent, en effet, on
pose le probléme libre-libre et on s’étonne de perdre des modes rigides de rotation.
Le présent rapport se propose d’apporter quelques lumieres sur ce point.

2. POSITION DU PROBLEME LIBRE-LIBRE

Les problémes hydroélastiques considérés different des problémes élastiques
en ce que la pesanteur joue inévitablement un réle. Par conséquent, il n’existe
pas d’état relaxé et,au repos, il y a inévitablement des réactions, matérialisées en
pratique par la poussée des réacteurs. , _

‘ La structure au repos est donc soumise & des contraintes 's?j, et le fluide
continu est soumis & la pression hydrostatique py. Ces efforts proviennent de la
gravité et doivent &tre équilibrés par des efforts ¢; sur une partie Sy de la surface de
la structure. Sil’on note V; le volume du fluide, V; celui de la structure et Sy leur
interface commune, les conditions d’équilibre s’écrivent, sous forme variationnelle,
comme suit :
e pour la structure :

. D 6u;dV — Psgidu;dV + pon;bu;dS — t_i6uid5 =0
13 H
V. v, - Jsy S,

3

ol n} est la normale sur la surface mouillée, extérieure & la coque

e pour le fluide :

/ poD;bu;dV ——/ prgibuidV + poniéu;dS =0
Vi Vy Sy

ol n; est la normale sur la surface mouillée, extérieure au fluide.

Evidement, n} = —n; et on peut aditionner les deux conditions, ce qui fait
disparaitre les pressions sur Sy : il vient '

/Vs?ij(?uidV-}- pgDiéu,-dV—/v psgiéyuidV-—/V prgibu;dV— | 1;6u;dS =0
s 3 i

Vi S2

Dans le cas d’un déplacement virtuel rigide, de la forme :

bu; = ba; + dw;ijz; dwij = —bwy (‘1)



, on obtient :

/ 3?j5wijdV+/ Podw;;dV — / psg,(éa, +6w,3m3)dV
IV, Vi .
'“/ Pfgz(5az + 6w,JmJ)dV / ii(6a; + 6w,JmJ)d.S' =0

Vi

Les deux premiéres integrales sont nu]les, la premiere parce que .s?j est symétrique
et dw;; antisymétrique, la deuxi®me parce que §w;; = 0. On obtient les conditions
suivantes : ‘ '

/ psgidV + [ prgidV + 1:dS =0 o (2)
V. Vs A S ‘

(equzlzb're de tmnslatzon)

/ Psgi‘”jdv,"‘/ prgizidV + | fiz;dS=0 - i#j o (3)
V, Vf S . Sa - ! )

. (équilibré de rotation)

3. COMPORTEMENT DE L’ENERGIE LINEAIRE

L’énergie linéaire
. ‘ 1
Uy = / 5 Cijrt €ijepdV

est nécessairement nulle lors d’un mode rigide.

4.COMPORTEMENT DE I’ENERGIE DE RAIDEUR
GEOMETRIQUE

Il s’agit du terme

Ug= —;-/V bs?jDiuijude

On peut lui donner la forme équivalente :

1
U, = -/ nlszJumD umd.5'+ RiSg5Um D jUmdS — L D ;5 jUmDj “de
2 Sy 2 52 2

1 ‘

‘ .__-2—/ s?jDijuyﬁdV
Vs

Pour un déplacement rigide, on a Dijtm = 0. |

Tenant compte des conditions :

0 * -
nisy; = —pon; sur Sy



nisy; = sur Sy
Disgj = f“Psgj dans Vs
on obtient

) _ B 1
Ug = ..l pon;fuij’umdS + }2— tiumDjumdS + 5/ Ps9iUmDjumdV
. . V" o

2 Sy Sa

Pour un déplacement rigide de la forme

Ui = @i + WiFT; Wi = —wj;
" c’est encore 4
1 . 1 - 1
Ug=-= ponjum,wmde + = tiUm W ;dS + = PsGiUmWm;dV

5. TERME DE PRESSION INITIALE

Nous donnons ce nom au terme, .

Up = -—l/ po(n,-u;Djuj e niuijui)dS
2 s . o

qui, pour un mode rigide, se réduit &

1 1 ' ~ 1
-—/ poniuiju,-dS = —/ pon,-ujw,-de = -—-—/ ponin,wjidS
2 Sy 2 Sy 2 Sy

Ce terme compense exactement le premier des termes de U,

6. TERME DIT DE TONG

Nous désignons par 1a le terme :

Ur = -5/ PsgrLET;Uu;dS
S5

En prolongeant les déplacements de la coque dans le volume du fluide, ce qui est
évidemment possible pour un mode rigide, on peut le transformer en

1

Ur == / ProruEn;uidS — —-/ pigrurDiui;dV — -~/ prgruiDiurdV

soit, pour un mode rigide, en tenant compte de I’orientation de g et du fait que
sur ', n;u; = ugz ,

-1 1
Ur = -*'/Pfgugds + “/ psgiuiwi;dV
2-Jr 2Jv,’

3



7. TERME DE SURFACE LIBRE

C’est 1
Ur =3 / prgn’ds
T

En fait, les termes contenant 7 dans.la raideur sont
1 L ; »_
> [ps0as 4 X[ pmuids + [ pynas)
r s; T r
en introduisant la contrainte linéaire d’incompressibilité globale. La variation de

7 donne
psgn+ Apy =0

soit 7 :-v—ég‘-w," valeur uniforme sur-toute la surface-libre.~On-détermine cette valeur
4 laide de la contrainte linéaire, ce qui donne

T]F = —/ ni’u,idS' )
Sy

I' étant ici ’aire de I'. Comme un mode rigide est toujours incompressible, on a

encore , :
—/ nju;dS = / uzdS
Sy r

1
ﬁ—fA%“-,.

soit la moyenne de us sur la surface libre.

donc

8. ENERGIE DE DEFORMATION TOTALE

L’énergie de déformation totale est donc
1 - 1
U=U+U;4+Up+Ur+Ur = '—/ tjuswi;dS + —/ Psgjuiw;;dV
. o 9 5 9 v,

1 1 [,
+5 | prgiuiwidV + o / (7* —u3)dS
20y, 2k o

Commencons par expliciter les déplacements dans les trois premiers termes. On
obtient, en notant Uf le dernier terme, .

U-Ur= % f52 ti(a; + wikzr)w;;dS + %‘fv, psgi(a; + wipzr)wi;dV
| +5 Jv, pr9i(ai + wirzi)wi;dV |
.= %‘aiwij[fsg £;dS + fv, psg;idV + fvj p19;dVv]
+hwawiil[5, GordS + [y, psgiordV + [, prgiardV]

4



En vertu des conditions d’équilibre (1) et (2), les coefficients des a;w;; sont tous
nuls. Par contre, les coefficients des wirw;x ne sont nuls que si j # k. Pour
examiner les termes 7 = k, nous utiliserons la notation classique

wy = wyz , W2 =W31 , W3= Wi

et nous tiendrons compte du fait que g = —ges. On a alors

/psggmgdv-i—/‘; prgaz3dV = —Mgzg
s ¥ ,'

ol M est la masse totale du systéme et zg, la cote de son centre de gravité. Il
vient alors

_ 1 .
U—-Ug= —1~(w§ + w%)/ f121dS + =(w? + wd) [ 1yz0dS
2 Sa 2 S;

1 L |
+5(0d +ud) | faads — Moag]
. ' S ;
L’explication de ces termes devient simple si on distingue parmi les 7; ceux qui

agissent dans le sens de I’axe e;j, que nous noterons t;" et ceux qui agissent dans
le sens inverse, que nous noterons ¢; . Les résultantes

Ff = / ttas , Fr= / tF|dsS
52 S’.’
s.’appliquent aux coordonées

1 3 1 -
Xj- = ——/ t;*m,-dS , X = —j/ It: z;dS
Ft Js, F;7 Js, |

(pas de sommation). On obtient ainsi
. 1 | » e
U - Ui = 5(wd + wd)(FF X = FXD) + 50 + wd)(FF XS - By Xy)
1 —_———
+5(wi + wi)(F X5 — Fy X5 — Mgzc)

Considérons le premier terme. Lors d’une
rotation w;, la charge F{" prend une position

] wl
X;Fcoswy = X (1— —2—2—)

et la charge F|~ prehd une positidn

w?
X{ coswp = X7 (1 — 33*)



Il en résulte une variation d’énergie
v} + v+ D
_2“(F1 X{ —FXy7)

positive dans le cas de la figure, négative si X < X; . Ceci correspond au fait
que la position des forces de la. figure est sta,ble et la posmon inverse instable.
Le terme en (w? + w%) est du méme type.
En particulier, pour un réservoir plein soutenu
par un pivot & la hauteur X3, il faudra, pour
que le systéme soit stable, que le centre de gravité
- du systéme soit situé en-dessous de I’axe du pivot.
1 - Ces conclusions sont naturelles.

Passons au terme de surface libre. Si le fluide était gelé, on y trouverait des
déplacements uz. En réalité, la surface libre prend une posmon horizontale a la

© valeur moyenne de ’U,3 ' ‘
~ Si la surface hbre ‘est, au repos, & la cote

h , & un élément dS de la surface libre corre-
pond un supplément d’énergie potentielle égal
~ au poids de liquide dépassant la cote h, multi-
‘ “ ] - plié par sa cote moyenne, soit

‘- pguzdS(h + —2-:1)

Intégrant sur la surface libre, on obtient
U3
EP(u3) ==/ pgua(h + ,g)d.S'
. r |
‘Dans la position 7, on obtient de méme
BP() = [ pon(t+ J)as
| La différence est - |
. . ) |
EP(r) ~ EP(w) = [ pah(n =i + 5 [ polof ~a)ds = vz

car le p‘remier terme est nul, 7 étant la moyenne de ug.- On notera que ce terme
supplémentaire d’énergie potentielle est déstabilisant, car la position horizontale
de la surface hbre correspond toujours & un minimum d’énergie potentlelle



9. CONCLUSION

Dans la pratique, on a souvent F = Fy = F = F; = 0, si bien que le
mode rigide de rotation autour de l’axe vertlcal est normalement préservé. Pour
les deux autres modes rigides de rotation, 1’énergie n’est généralement pas nulle.
La contribution de la surface libre est negatlve, et celle de l'intérieur du fluide
dépend du centre de rotation, assez difficile. 3 a préciser a priori.

10. REMARQUES SUR L’APPLICATION PRATIQUE

Les conclusions qui précédent supposent naturellement que la raideur géométrique
U, et le terme de pression U, soient correctement calculés, ce qui n’est pas tou-
jours le cas. Observons qu’elles restent valables si U, et U, sont ezacts lors d’un
mode rigide. En particulier, pour U, il ne suffit pas de faire le calcul pour une
pression moyenne sur I’élément. Le cas de Uy est plus complexe. Examinons par
exemple le cas d’une plaque. On a, lors d’un mode rigide,

. ) 1 . .

ﬁ?aumMﬁHmWﬁum%ﬁ;;@ﬁww
1

’Yég) = [(Dzu1)2 + (Drwa)” + (Dyus)’] = 5(wh, + why)

1
ﬁ?~ummfu&mﬁumwﬁ=;ﬁﬁw@

' 1
")fgg) = 2[D1u1D3u1 + D1u2D3u2 + D1U3D3'u,3] = 5’11]211023

1 ' 1
7%;23) = 2[D2U1D3u1 + Daug Daug + Dauz Daug)] = ZWI2Wi3

, 1
7§§) = [D1U1D2U1 + Dyug Dyug-+ Diug Doug) = 5 Ws1Wa2

Compte tenu du fait que I’équilibre s’obtient en supposant ¢J; = 0, on obtient
comme expression de la raideur géometrique

1

5 /S[Nﬂ (w3 +why )+ Nap(wly +wha) + 2N wapwys +2QTwar woz +2Q3 w2 wy3]dS

avec
1 1 1
ou toute expression équivalente compte tenu du fait que, lors d’un mode rigide,

Dyug + Douy =0 , Dyug+ D3ug =0 , Dyuz+ Daug =0.
En particulier, on peut écrire w3y = Dyjug , wss = Daus ce qui donne

1 1 : 1
= -2~L{N?l[(D1U3)2+Z(D1u2—-D2u1)2]+N32[(D2us)2+Z(Dluz—Dgul)z]
+2N{, Dyus Doug — QY(Drus — Dyu;)Dauz — Q5(Dyuy — Dyug)Dyuz}dS

7



On constate qu’il faut plus que les termes classiques de Bryan
. 1 | '
Ug(Bryan) = 5/[1\791(171“3)2 + N3y (D2us)? + 2N7, D1us Dyug)ds
s o

Par contre, il est parfaitement licite, pour le probleme qui nous occupe, de rem-
placer les contraintes par leur moyenne volumique, puisque les rotations sont con-
stantes lors d’un mode rigide.

11. CAS OU I’ON NEGLIGE U, ET U,

11 arrive souvent que I'on néglige Uy et Uy. Dans ce cas, I’énergie se ramene a

_ 1 PR i e e e
U=Up+Ur= 5/; ‘Pfgj'uﬂi'wz“jdv + 5 /P/ng(ﬁ2 - U:Zs)ds

Dans le cas d’un mode rigide de translation, on a w;; = 0 et n = u3, si bien que
I’énergie est nulle. Pour une rotation w;, autour de ’axe vertical, on a7 = uz = 0
et g2 =0, et l’energle est encore nulle. Par contre, pour une rotation autour d’un
des axes e; ou ey, on a ici ' o

U-Ur = -—-“(wio‘ + ’U’%)Mfngf

ol M; est la masse du fluide et zgy son centre de grav1te Ce terme est nul
si l’on tourne autour du centre de gravité du fluide. Par aulleurs, sur I', on a
Uz = —w1Z2 + wezy et par consequent N = —wiLq -+ Wely en notant 7 et @5 les
moyennes de z1 et 24 sur la surface libre. On a donc

1 I P o
Up = —Zui / pry(al — 5")dS — suj /F psg(ai —4°)dS
| ,+’w1'lU2/pfg($C1£E2 ~—cz:”1:1:‘2)d5
r ‘

Cette expression s’écrit encore

1
UI" = e-z—wl / pfg(mg —32) ds — —-'wz/pfg(:cl -—-:f1)2d5
, +w1’w2 / pfg(ml — m’l)(mg —-’fg)dSA

Il est aisé de voir qu’elle est définie negatlve Iy ex1ste des valeurs de zg pour
lesquelles certames rota,tlons n’ont pas d’energle :

Iz + 2@ —'112
~Ly L4z

8



en notant ]
Iy = ——~/pfg(a:2 —-fz)zds
gJr

1 - \2
= — —_ dS
Mfg/r‘pfg(ml 1)

I
Iis = L‘/pfg(ml ——fl)(ivz —-fz)ds :
. Mfg r ’ ) : v
Cette équation s’écrit explicitement

Zg; +Zg(f1 +Ig) + L1 —-I122 =0

soit

~(I + ) £1/(I + L) — AL I, + 413,
zZg = -
2
(L +B)£y/(h ~ L) + 41,
B 2
En particulier, pour un réservoir circulaire ou carré, I} = Iy = I et I12 = 0 ce qui
donne zg = —-51- :

En suspendant le réservoir de maniere a obtenir cette valeur, 1’énergie de
rotation sera nulle. Notons que ce point de suspension est situé au-dessus du
centre de gravité du fluide. Comme ce centre ne coincide pas avec le centre de
rotation des modes rigides orthogonalisés aux quatre précédents, 1’énergie peut
aussi bien étre positive que négative. On peut se faire une idée assez correcte
du comportement du systéme dans le cas d’un réservoir sphérique (chiteau d’eau
moderne). Le fluide tendra toujours & aligner son centre de gravité au-desous du
centre de la sphére. Ce systéme est comparable & un pendule suspendu en O, dont
il est aisé de saisir l'effet déstabilisant
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