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Des preuves ? 

Où, quand, comment ?



  

Preuve (Larousse) : Opération par laquelle on contrôle l'exactitude d'un calcul 
ou la justesse de la solution d'un problème.

Démonstration (Wikipédia) : En mathématiques, une démonstration est 
une rédaction argumentée qui établit la véracité d'un énoncé mathématique.
 

Une démonstration s'appuie sur 
● des hypothèses, 
● des énoncés précédemment démontrés, 
● des énoncés supposés évidents (appelés axiomes) et 
● des règles de déduction



  

Mathematicians are not normally content to guess, or assume, or 
assert that something is true; they must prove it, or feel they have, 
or as Hardy put it, “exhibit the conclusion as the climax of a 
conventional pattern of propositions, a sequence of propositions 
whose truth is admitted and which are arranged in accordance with 
rules”.

The man who knew infinity, R. Kanigel

Le point culminant !



  

La notion de preuve dépend de 
l’époque, de l’environnement, de l’éducation reçue,...

● le formalisme et les notations évoluent  
● on donnait une preuve sur un exemple ou par une construction particulière
● la notion “moderne” d’infini a mis du temps à apparaître
● utilise les standards/la rigueur de l’époque   

La multiplication chez les égyptiens et les mésopotamiens : 
ils disposaient d’une forme implicite de raisonnement

Le papyrus de Rhind (British Museum, +/- 1500 Av J.C.)

wikipedia.org



  

On se place dans un système axiomatique

Les éléments d’Euclide  (+/- 300 Av. J.C.)

wikipedia.org



  

 Gerolamo Cardano, Ars Magna (1545)
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Un des seuls ouvrages à disposition de Srinivasa Ramanujan...

A Synopsis of Elementary Results in Pure and Applied Mathematics, G. S. Carr (1886)

Senior Wrangler (Cambridge) wikipedia.org



  

G. Hardy parle de “rigueur” :
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Godfrey Harold Hardy (1877-1947)

A Mathematician's Apology (1940)

“... his purpose was to bring rigour into English 
mathematical analysis.”

Ramanujan was self-taught: he knew nothing of the modern rigour: in a 
sense he didn't know what a proof was.

...read Jordan’s famous Cours d’analyse; and I shall never forget the 
astonishment with which I read that remarkable work, the first inspiration 
for so many mathematicians of my generation, and learnt for the first time 
as I read it what mathematics really meant.

Camille Jordan 
(1838-1922)
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De Hardy à Bertrand Russell :

“If I could prove by logic that you would die in five minutes, I should be sorry you 
were going to die, but my sorrow would be very much mitigated by pleasure in the 
proof.”

Lettre de Hardy à Ramanujan :

“I want particularly to see your proofs of your assertions here. You will understand 
that, in this theory, everything depends on rigorous exactitude of proof.”

The man who knew infinity, R. Kanigel



  

Jusqu’où la rigueur peut-elle nous mener ?

“Thus, we proceed without worrying 
too much about mathematical rigor 1

or precision, but rather emphasizing 
the ideas that are behind what we are
trying to accomplish.”

1 which always runs the risk of 
becoming mathematical rigor mortis...

http://www.foxtrot.com/



  

Preuve vs. intuition... “Power of thinking vaguely”

31 est premier
331 est premier
3331 est premier
33331 est premier
333331 est premier
3333331 est premier
33333331 est premier

Parmi les nombres de Fermat
(une puissance de 2 plus 1)

5 est premier
17 est premier
257 est premier
65537 est premier

 



  

Preuve vs. intuition... “Power of thinking vaguely”

31 est premier
331 est premier
3331 est premier
33331 est premier
333331 est premier
3333331 est premier
33333331 est premier

333333331 = 17 x 19607843

Parmi les nombres de Fermat
(une puissance de 2 plus 1)

5 est premier
17 est premier
257 est premier
65537 est premier

4294967297 = 641 x 6700417 



  

- “C’est trivial !” 

- “Il s’agit d’un simple exercice !”



  



  

● par l’absurde,

● par récurrence,

● par récurrence forte,  

● par disjonction des cas, 

● par analyse/synthèse, ...

Différents types de preuves



  

Des preuves sans mot

http://www.qedcat.com/misc/207.html



  

a b

http://www.qedcat.com/misc/207.html



  



  



  

Les preuves par récurrence

1+2+3+...+n = n.(n+1)/2

1 = 1.2/2 = 1
1+2 = 2.3/2 = 3
1+2+3 = 3.4/2 = 6 
1+2+3+4 = 4.5/2 = 10

ETAPE 1.
Vrai pour p=1 : 1=1.2/2

ETAPE 2.
Si la propriété est satisfaite pour p, 
alors elle l’est encore pour p+1

Hyp : 1+2+3+...+p = p.(p+1)/2
Thèse : 1+2+3+...+p+(p+1) = (p+1).(p+2)/2

1+2+3+...+p+(p+1) = p.(p+1)/2 + p+1 =  [p.(p+1)+2.(p+1) ]/2
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Les preuves par récurrence

1+2+3+...+n = n.(n+1)/2

1 +    2   +    3 + …+ (n-2) + (n-1) + n
n + (n-1) + (n-2) + …+    3    +   2    + 1

K. F. Gauss (1777-1855)



  

Théorème (FAKE NEWS !) : Tous les chevaux ont la même couleur.

Preuve par récurrence sur le nombre N de chevaux.

Si N=1 : tous les chevaux de l’ensemble ont la même couleur.

Si la propriété est vérifiée pour un ensemble de N chevaux, 
l’est-elle encore pour un ensemble à N+1 chevaux ?

N+1
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Faire une preuve permet de démontrer un résultat
MAIS 

permet aussi de développer de nouveaux outils, 
de nouvelles théories !

"A large part of mathematics which becomes useful developed 
with absolutely no desire to be useful, and in a situation where 
nobody could possibly know in what area it would become 
useful".
 
(John Von Neumann, 1903-1957)

wikipedia.org



  



  

… because it is difficult, and because I have no qualifications for any serious 
discussion in aesthetics. The beauty of a mathematical theorem depends a 
great deal on its seriousness, as even in poetry the beauty of a line may 
depend to some extent on the significance of the ideas which it contains.

La beauté d’une preuve ?

A Mathematician's Apology (1940)



  

Paul Erdős liked to talk about The Book, in which God maintains 
the perfect proofs for mathematical theorems, following the dictum 
of G. H. Hardy that there is no permanent place for ugly 
mathematics. 

Erdős also said that :

you need not believe in God but, 
as a mathematician, you should believe in The Book.



  

Quelques records...

● "Boolean Pythagorean triples problem” preuve : 200  Terabytes

Peut-on colorer les naturels avec 2 couleurs Rouge / Bleu 
de telle sorte qu’aucun triplet pythagoricien ne soit monochromatique. 
Aucune solution, pour plus que les 7824 premiers naturels.

Ex : 3, 4, 5  
https://lejournal.cnrs.fr/articles/la-plus-grosse-preuve-de-lhistoire-des-mathematiques

● Andrew Wiles, Modular elliptic curves and Fermat's Last Theorem (1995) : 108  pages
7 ans de travail, preuve de plus de 150 pages, un “trou” comblé avec R. Taylor...

● Preuve de la “conjecture abc” Shinichi Mochizuki : 
suite de 4 papiers (2016); la preuve s’étend sur plus 500 pages

“Monumental proof to torment mathematicians for years to come” (Nature)



  

Qui fait des preuves ?

Depuis les grecs, les mathématiciens, les juristes, les ordinateurs … (preuves formelles)

 J. Paul Getty Museum, Malibu

“No, That's Not A Laptop On An Ancient Greek Grave Marker”



  

K. Appel, W. Haken (1975)

Grand nombre (fini) de cas à traiter



  

Wikipedia : In January 2003, Thomas Hales (1998) announced the start of a 
collaborative project Flyspeck to produce a complete formal proof of the Kepler 
conjecture. 

The aim was to remove any remaining uncertainty about the validity of the proof by 
creating a formal proof that can be verified by automated proof checking software 
such as HOL Light and Isabelle. 

Empilement optimal de sphères, conjecture de Kepler
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Il n’existe pas de plan projectif 
d’ordre 10 (1989)

Théorème de la double bulle (1995)

Ces (longues) preuves formelles ne fournissent pas d’explication...



  

Doron Zeilberger & SHALOSH B. EKHAD

“The deductive method ruled mathematics for the last 2500 years, 
now it is the turn of the inductive method.“

All the theorems in this textbook were 
automatically discovered (and of course 
proved) by computer. The discovery 
program started with 3 generic points in 
the plane, and iteratively constructed new 
points, lines, and circles using a few 
primitives. Whenever a new point (or line, 
or circle, or whatever) coincided with an 
old one, a "theorem" was born.



  

Métro à Paris :
Ligne 14, 
Saint-Lazare — Olympiades

Vérification de programmes



  

Peut-on tout prouver ?

● Théorème(s) d’incomplétude (K. Gödel 1931)

“Une théorie contenant l'arithmétique est nécessairement incomplète :  
il existe des énoncés qui n'y sont ni démontrables, ni réfutables.”

L’hypothèse du continu est “indépendante” de la théorie des ensembles (ZFC)

● Théories (in)décidables

existe-t-il un algorithme qui réponde toujours oui/non à la question 
de savoir si un énoncé donné est démontrable dans cette théorie ?
Autrement dit, savoir si un énoncé est un théorème...

Thm. de Church (1936) : la théorie du premier ordre du calcul des prédicats 
est indécidable. 



  

Propositions ayant des preuves axiomatiques courtes

n’ayant pas de preuves axiomatiques courtes, 
mais des preuves courtes par calcul

n’ayant pas de preuves axiomatiques courtes et
n’ayant pas de preuves courtes par calcul

Si tous les énoncés démontrables de longueur n avaient une 
preuve axiomatique (resp. par calcul) de taille bornée, e.g., au plus 
2n, alors par énumération, on pourrait toujours décider si un énoncé 
est ou non démontrable.

Ceci contredirait le thm. de Church.
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