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conque sur laquelle on prend un point C tel,
que le rectangle de la sécante entiére et de sa
parlie exlérieure soit égal & un carré donné,
Quel est le lieu géométrique du point G?. . .
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droite indétinie, on demande quel est le lien
geométrique des points M tels, que les angles
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Par un point fixe A, situé sur une circonférence
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AB.AM = m?, Quel est le lieu géométrique des
points M?. ", ", . . . .0 .o e e e e
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que CB, qui coupe une droite donnée MN, puis

’on prend CA = z—zB-. Quel est le lieu géometri-

150

150 -

151

quedespoints A?. . . . .. ... ... .. 151

Par l'une des extrémités d’un diameilre AB du
cercle O, on méne une transversale ACD, sur la-
quelle on prend CD =m AC, m étant un nombre
donné. On joint le point DD au centre du cercle,

par la droite OD; enfin on trace la corde BC,

qui rencontre CD en M. Quel est le lieu du
point M7?. . . . . . o e e s e e s e e

— LXVIIL. Quel est le lieu des points tels, que la différence
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des carrés des distances de chacun d’eux a.deux
points donnés soit ézale a un carré donneé, ., .

Etant donnés deux points A, B, trouver le lieu des

—2 —
points Csatisfaisant & la relation mAC~+-nBC= 13,

dans laquelle m, n, I sont des nombres donnés

el une longueur donneée. . . . . . .+ . . . .

Etant donnés deux points A, B, trouver le lieudes
. ) —2 —
points C satisfaisant alarelation mAC—nBC={?,

. 152
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despoints Mderencontrede ces perpendiculaires? 158
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point lixe P, on fait tourner un angle aPb de
grandeur donnée «. On demande de prouver

) qu'il existe sur 'axe Oz un point lize A, et sur
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— LXXXL Par un point O, pris sur le prolongement d'un
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la perpendiculaire CD abaissée du centre sur la
droite. Démontrer que les points P, P’ sont fixes. 165
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restant parallele an second plan directeur. De
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THEOREME 1.

Les trois hauteurs d’un {riangle se coupent en un méme point,

Soit ABC un triangle quelconque, dans lequel AM, BN, F. 1.

CP sont les trois hauteurs. Menons, par les sommets, des
paralleles aux cotés opposés; nous formerons ainsi un
triangle A’B’C’ dont les cotés seront, comme il est aisé
de le reconnaitre, doubles de ceux du triangle ABC. Les

droites AM, BN, ‘CP peuvent étre regardées comme des

perpendiculaires élevées sur les milieux des cotés du triangle
A'B’C’; donce elles se coupent en un méme point, centre
du cercle circonscrit a ce dernier triangle.

THEOREME 1.

Les médianes d'un Iriangle se coupent en un méme point silué aa liers
de chacune delles, 2 parlir du cdlé correspondant.

Aprés avoir mené les deux médianes BB’ et CC’, qui
se coupent en un peint O, prenons les milieux D, E des
deux droites OB, OC, et menons DI, B'C’. D’aprés un
théordme connu, chacune de ces deux droitessera paralitle

1.

Kic. 3.
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au coté BC et égale & la moitié de BC; donc B'C’DE est

un parallélogramme; et, par suite, OB’=OD=%BB’. De
méme, 0G'=3CC/.

Deux quelconques des trois médianes se coupant en un
point situé au tiers de chacune d’elles, & partir du c6té cor-
respondant, les trois médianes se coupent en un méme
poing.

Remarque. Pour des raisons que nous indiquerons plus .
loin, le point de rencontre des trois médianes est appelé
centre des moyennes distances on centre de gravité du
iriangle.

THEOREME I11.

Dans tout triangle, la somme des médianes est moindre que celle des cotés.

Fia. 10. Prenons, sur Ia médiane GG’ prolongée, G'D=C'C, et
menons A, BD. Le quadrilatére ACBD, dans lequel les
diagonales se coupent en leur milieu commun ¢, est un
parallélogramme ; donc AD==B(. Actuellement, dans le

triangle GAD, on a L
CD <AC—+AD,
dou 2CC'<<AC+ BC. ')
De méme, 29BB’<CAB+BC,
2AA'<ABA+AC;

donc AA'+ BB '+ CC'<AB4Bu+ AC.

THEOREME 1V.

Dans (out (riangle, & un plus grand edlé correspond une plus pelite médiane.

1

Fig. 3. Soit, dans le triangle ABC,
AC>AB:



DE GEOMETRIE KLEMENTAIRE. 3

je dis que l'on aura  BB’<CCC’.

En effet, la premitre inégalité donne, par un théoréme
connu, angle AA’C> angle AA'B;

et, conséquemment, OG>O0B.

Mais (Th. I)  OC=3C(’, OB==:BB';
done BB’ £ CC!. |

CoroLLAIRE. A des médianes égales sont opposés des cotés
égauz. |

THEOREME V.

Parmi tous les triangles formés avee un angle donné A, compris entre deus
clés dont 1a somme est constante, celui dont le périmeétre est un minimam
est-le triangle isocéle ABC.

St I'on prend arbitrairement CG'=BB’, et que 'on méne Fg, 2.
B'C’, on aura AB'+AC/'=AB-+ AC. Par conséquent, il
suffit de vérifier I'inégalité

B’'C'>BC.

Soit la droite G'D égale et paralidle 4 B'B : la figure
B’C'DB sera un parallélogramme; done BD=B'C’. Mais,
a cause des paralleles AB, G'D, les angles BAC , AC'D
sont supplémentaires ; et par suite, les angles ACB, DCC
sont complémentairés. Donc CD est perpendiculaire & BC;
et BD>>BC, 0¥ B'C’> BC. |

THEOREME VI.

La somme des perpendiculaires OM, ON, abaissées d'nn poinl quelconque de
la hase BG d’un (riangle isoctle sur les deux autres ¢olés est égale dla
hauteur BD qui correspond a un de ces cotés.

Meﬁons OP i)aralléle a AC; nous aurons OM=PD. Fi. 7.
D’ailleurs, les triangles rectangles OPB, BNO sont égaux,
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t

Fig. .

Fic. 6.
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comme ayant hypoténuse commune et un angle aigu égal ;
donc ON=BP; et enfin

OM -+ ON —PD +PB—BD.

THEOREME VII.

Si d'un point 0, pris dans P'intérieur d’un tridngle équilatéral ABG, on abaisse
des perpendiculaires sur les trois cotés, la somme de ces droites est égale
a la haateur AP du (riangle,

Par le point O, menons MN paralléle & BC; abaissons
MQ perpendiculaire sur ACG; nous aurons, par le théoréme
précédent,

Ol +0L=MQ=AD;
donc OH+O0I+OL=PD—+ AD=AP.

THEOREME VLII.

Dans tont quadrilatére, les milieux des c¢olés sont les sommels
¢'un parallélogeamme.

Menons les diagonales AC, BD. Dans le triangle ABD,
la droite MN est paralléle & BD et égale 4 la moitié de BD.
Il résulte de la que les droites MN, PQ sont égales et pa-
ralleles. De méme, MP et NQ sont égales et paralléles;
donc MNPQ est un parallélogramme.

THEOREME 1X.

Dans tout quadrilatére, le point de rencontre des droites qui joignent les
milieux des colés opposés est silué au milieu de la droife qui joint [es
milieux des diagonales.

Soient, dans le quadrilatére ABCD, PR et QS les droites
qui joignent les milienx des cotés opposés, et MN'la droite
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qui joint les milieux des diagonales; menons PQ, QR RS,
SP, PM, MR, RN et NP. La figure PQRS est un paral-
l6logrammee (Th. VIII); donc PR et QS se coupent en deux
parties égales au point O. PMRN est aussi un parallélo-
gramme, car PM, NR sont paralléles 4 AB, et PN, MR sont
paralleles & DG; donc PR et MN se coupent en deux par-
ties égales au méme point 0. Le point O, milicu de la droite
qui joint les milieux des diagonales, se confond donc- avec
le point de rencontre des droites qui joignent les milieux
des c6tés opposés du quadrilatére.

THEOREME X.

Deux polygones convexes, d’un nombre impair de cotés, sont égaux
lorsque leurs cotés ont mémes points milienx.

I’énoncé revient i ceci: Un polygone convexe, d’'un
nombre impair de cotés, est délerminé par les milieux de
ses cotes.

1° Cette de’iiére proposition, es(“yraie dans le cas ou
le nombre des cotés se rédurt a trois; car L, M, V étant
les pomts milieux d&me% le®riangle A,BC ases cOtés res-
pectivement paralleles aux drotjes MV o VL, LM

F - » y

AB...FG, dont Tes. cOtés’ ont pour “milleux respectifs les
points L, M, ...R, S. ln 'eonslderant trois c0tés consécutifs
quelconques &I, ‘F'[l D‘ pma&‘ésw@l‘s ad‘]acen}s A GF et
ED, nous decompeserops I"heptagone en deuxpquadrilatéres
G[‘ED AGDG, et en un tridngle ABG. Le milieu U de GD
“est determme par les pownts P, (9, R; att’{ ndu aue UPQR
est un parallélogramme (Th. VIH). De méme, fe nylien V de

2° Soit, pour. Sixer les 1deeé ln heptagone convexe

o
" i

Fie. 20.

& Qe‘r
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6 TREOREMES ET PROBLEMES

AC est déterminé par les points N, U, S. Le triangle ABC
est donc déterminé (1°); ete.

PROBLEME 1.

Par un point 0, situé dans I'angle donné A, mener une droite BG
qui soil divisée en deux parlies égales par ce point.

Soit D le milieu du segment inconnu AB : la droite OD
sera parallele A AC.

Conséquemment, pour résoudre le probléme, on méne OD
paralléle au coté AC de I'angle donné; on prend DB—-—AU
et 'on joint le point B au point donné O. ,‘.'

4
v

PROBLEME I1.

Trouver, sur un des cotés d’'un angle ABG, un poinl 0 également distant
du second cdté et d'un point D, situé sur le premier ¢oté.

Supposons le probléme résolu; abaissons OL, DF per-
pendiculaires sur AB, et tirons DE. Dans le triangle iso-
cele OED, les angles OED, ODE sont égaux. Mais, & cause
des paralléles OE, Dﬁ‘ les angles OED, ﬂ)F sont égaux
comme alternes internes ; denc OED _-.EDF -donc DE est
la bissectrice de I'agle BDF. 2~ ©

Ainsi, pour résoudre le pobléme, il faut mener DF pers
pendiculaire sun AB, tracer la bmsectﬁce DE de l'angle.

'BDF, et mefier E® parfMe ADF. " °

£ROBLEWIE 1.

Gonstrulre un trlan"le connalssant t*.* colés et une médiane,

\ o

Soit ABC le triangle cherche et soit CC/ la médiane
donnée. Parml les deux cotés donnds, il y en a nécessai-
rement upr, au moins, qui aboutit au sommet C; supposons

P
i

T
\\..-’
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que ce soit le c6té AC. Si le second coté donné est AB, le

probléme se réduit ala construction du triangle ACC’, dans
lequel on connait les trois cotés, attendu que AG’z%AB.

Si le second coté donné est CB, prolongeons CCG’ d'une
quantité égale 4 elle-méme, et-menons DB: Nous connai-
trons, dans le triangle CBD, d’abord le coté CGB, cnsuite
BD=AC, et enfin GD=2C(C’. La question est donc résolue.

PROBLEME 1V.

Gonstraire un triangle, connaissant un c¢6lé et deax médianes.

Soit O le point d'intersection des deux médianes don- Fic. 24.

nées AA’, BB’. On a OA’=; AA’, OB’=:BB". Par con-
séquent, 1a construction du (riangle ABC se réduira, quel
que soit le coté donné, A la construction d’un des trian-

gles AOB, AOB’, BOA’, dans lequel les trois cmes serom,
connus.

PROBLEME V.

- Construire un {riangle , connaissant les trois médianes.

}fn O le point d’intersection des trais médianes, A cause
de BO:EBB’, AO:EAA’, OC’=:—5CC', 011;0!9%_’113it, dans
le triangle AOB, les deux c¢otés BO, AQ et}fﬁédiané 0oC’.
La question est done ramenée au Probleme 111

PROBLEME VI.

Constraire un triangle ABG, connaissant le périmétre el deux angles.

Prolongeons le cété BG de part et d’autre. Prenons
BD=DBA, Ck =CA, et menons AD, AE. Dangile triangle

Fic. 24.

Fic. 25,
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isocéle ABD, 'angle D, égal A BAD, sera la moitié de
I'angle donné B. De méme, E=;C. D'ailleurs, DE égale

le périmétre donné.
On peut donc constrnire le triangle DAE et déterminer
ensuite les points B, C, au moyen des perpendiculaires

FB, GC.
PROBLEME VIL.

Construire un parallélogramme , connaissant les deux diagonales el un coté.

Fic. 16.  Soit ABCD le parallélogramme demandé, dans lequel on
connait Jes diagonales AC, BD et le coté AB.

Dans le triangle AOB on connait AO:%AC, BOZ;;BD

et AB, qui est donné. Ce triangle étant construit, le pro-
bleme peut étre regardé comme résolu.

PROBLEME VIII.

Construire un quadrilatére, connaissant les quatre cotés et I'une
des deux droites qui joignent les milieux des cotés opposés.

Fig. 29.  Soit ABCD le quadrilatére cherché, dans lequel, indé-
pendamment des cétés, on connait Ia droite EG, quipasse
pat.les milieux des cotés AB, CD. Soient H, F les milieux

~ des diagonales du quadrilatére. Si nous menons HE, GF,

“Ces deux droites seront égales et paralleles, car chacune

d’elles est parallele & AD, et égale & la moitié de cette

droite. De méme, les droites GH, EF sont paralléles, et
chacune d’elles est égale & la moitié de BC. 1l résulte de
1a que la figure EFGH est un parallélogramme, dans le-

quel on connait les cotés et I'une des diagonales. On peut
£
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donc construire ce parallélogramme, et déterminer sa se-
conde diagonale FH.

Actuellement, soient M, N les milieux des cotés AD, BC
du quadrilatére. La figure MHNF sera encore un parallélo-
gramme, dans lequel on connaitles cotés et la diagonale FH.

Le reste est évident.

- PROBLEME IX.

Sur les prolongements des colés AB, AG d'un triangle donné ABG, on prend
les deux distances BD, CE, de maniére que lear somme soit égale an
troisitme coté du triangle, el I'on méne DE. Dans quel cas celte droite
sera-t-elle un minimum ?

D’aprés la construction, AD+ AE=AB-+ AC—+ BC.
Dans tous les triangles tels que DAE, la somme des cotés
AD, AE étant constante, le minimum du troisieme coté DE
répond au cas ol ce triangle est isoctle (Th. V). Il faut
done, pour résoudre le probleme, prendre

AD=AE=} (AB+ AC~+ BC).

=3
Remarques. 1. Les sommets D, I& du trialigle DAE sont
les points de contact des droites AD, AE avec le cercle O,
= “ex—inscrit au triangle donné ABC.

II. Silonreprésente par ¢, b, ¢ et 2p les cotés et le pé-
rimétre du triangle ABC, on trouve |

(p—0)(p—
])E---—--..pl/p bf 9,

Fic. 4.
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PROBLEME X.

Trouver, sur une droite donnée AB, un point M fel, que la somme de ses
distances & deux points donnés G, D, situés d'un méme cité de AB, soit
un minimumn,

Abaissons CE perpendiculaire sur AB, et prolongeons
cette perpendiculaire d’une quantité BECG’ égale & EC : le
point G sera symétrique du point C, par rapport a AB;
done CM=CM, et CM <4+ MD=C'M + MD. Or, cette der-
niere somme sera la plus petite possible, lorsque les trois
points D, M, G’ seront en ligne droite.

It suffit donc, pour résoudre le probléme proposé, de
joindre le point donné D au point G’, symétrique de 'autre
point donné C, par une droite DMC’ : le point M’, ot cetie
ligne rencontre la droite donnée AB, satisfait & la question.

Remarques. 1° AB et DMC’ étant des droites, les angles
DMB, AMC’ sont égaux comme opposés au sommet ; d ail-
leurs AMC’=AMG, attendu que AB est perpendiculaire
au milieu de CC’; donc les angles DMB, AMC sont égaux
enire eux.

20 Cette propriété peut étre énoncée autrement : suppo-
sons, conformément au principe de la mowdre action, «ue
CMD soit le chemin suivi par un corps élastique qui, parti
du point G, soit arrivé en D, aprés s'étre réfléchi sur la
droite AB. Menons MN perpendiculaire ou normale 4 AB :
les angles NMC, NMB seront appelés respectivement angle
d’incidence et angle de réflexion. D’ ailleurs ces angles, com-
pléments respectifs d’angles égaux, sont €gaux. Ainsi, la
réflexion des corps élastiques, de la lumiére, par exemple,
se fait de maniére que langle d'incidence est égal & angle
de réflexion. Cette conclusion est confirmée par I'expérience.
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PROBLEME XI.

A un triangle ABC, inscrire un triangle MNP de périmétre minimum,

Supposons d’abord le point P pris arbitrairement sur le Fie. 9.

coté AB, et cherchons, parmi tous les triangles inscrits
‘ ayant P pour sommet commun, quel est celui dont le péri-
métre est un minimum. Soient Q, R les points symétriques
de P, relativement aux cotés BC, AC : ces points sont évi-
demment situés sur les droites BA’, AB’, symétriques de
AB, par rapport A BG, AC. En raisennant comme dans le
Prob. X, on voit que RNMQ est une ligne droite. D’ailleurs,

" AR+BQ=—AP+ BP=AB.

Ainsi, dans tous les triangles tels que C'QR, la somme

des deux cotés C'Q, C'R est constante. Par conséquent,
~ pour résoudre le probléme proposé, on doit (Prob.IX) pren-

~dre C'Q=C'R=3;(AB+BC'+AC’), mener la droite
RNMQ, et prendre enfin AP==AR.

PROBLEME XII.

Quelte roule doit suivre une bille M pour rencontrer une autre bille N,
aprés avoir fouché les quatre bandes du billard?

Soit MPQRSN la route inconnue que doit suivre la bille
M sur le billard rectangulaire ABCD. Construisons le point
M’ symétrique de M par rapport a AB, et le point M” symé-
trique de M’ par rapport a BG. Soient N et N” les points
que I'on déduit de N par une construction analogue. D’a-
prés le Probleme X, les lignes M'PQ, M’QR, N'SR, N"RQ
sont droites ; done M"QRN" est une ligne droite : elle dé-
termine évidemment les points R, Q, puis les points P, S.

Fic. 12,
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Remarques. 1° Le plus court chemin MPQRSN est
égal, en longueur, A la droite M"N".

20 Les angles aigus P, R sont égaux, comme complé-
ments d'angles égaux; donc les droites PQ, RS sont pa-
ralleles. De méme MP et NS sont paralléles & RQ).

PROBLEME XIIL.

Quelle route doit suivre une bille pour revenir au point de départ,
aprés avoir louché les quatre bandes du billard?

Pour résoudre celte question, il suffit de supposer, dans
le Probléme XII, que les points M, N se confondent ; alors,
d’aprés la derniére remarque, la figure MPQRSM devient
un parallélogramme.

De plus, ce parallélogramme a ses cotés paralléles aux
diagonales AC, BD du rectangle.

En effet, si nous prolongeons DA jusqu’'a sa rencountre
en T avec PM’, nous aurons AT=—=AS=CQ; donc le qua-
drilatere ATQC, dans lequel deux cotés sont égaux et pa-
ralleles, sera un parallélogramme; donc PQ est paralléle
a AC.

Remarque. A cause de TP=DS, on a PQ4+PS=QT=A(;
donc le plus court chemin MPQRS a une longueur égale a
la somme des denx diagonales AC, BD. Cette longueur est
donc indépendante de la position du point M.

PROBLEME XIV.

A un quadrilatére quelconque ABCD , inscrive un quadrilatére MNP()
de périmélre mipimum,

Si I'on fixe les sommets Q, N, on devra, pour satisfaire
a Ja condition proposée, rendre les angles AMQ, BMN égaux



DE GEOMETRIFE ELEMENTAIRE. 13

entre eux (Prob. Xi). Pour la méme raison, les angles
BNM, CNP doivent étre égaux entre eux; et ainsi de suite.
Conséquemment, la ligne MNPQ) est celle que décrirail une
bille qui repasserait indéfiniment par sa position initiale,
aprés avoir touché les bandes du billard quadrangulaire
ABCD.

Cela posé, en prenant pour unité I'angle droit, nous au-

rons, dans les triangles AMQ, BNM, CPN, DQP :
A+M+Q=2, (1)
B4+N+M=2, (2
C+P+N=2, (3
D+Q+P=2. (4
On conclut, de ces égalités,
M+N+P+Q=4—(A+C),
M+N+P+Q=4—(B+D).

Par conséquent, le probléme sera indéterminé si, dans
le quadrilatére donné, les angles opposés sont supplémen-
taires (*}; il sera impossible dans le cas contraire (™).

Remargues. 1. Daus le cas ol le probléme est possible,
on peut prendre arbitrairement le sommet M, et-la con-
struction indiquée sur Ia figure 185 donne le polygone cher-
ché MNP(Q).

1I. La méme construction montre clairement 3 quol tient
I'indétermination du prob]éme.'En effet, soit O le point ou
les deux droites symétriques BM’, B'M” rencontrent le pro-

longement du c6té CD, et O’ le point de concours des droites.
AM”, CD. Dans les triangles BCO, ADO’,

('} Cest-a-dire sile quadrilatére esl ascriptible. .

(*'} En géncral) si I'on veut inscrire, @ un polygone donné, un poly-
gone de périmétre minimum, le probléme esl impossible ou indélerminé,
quand le polygone donné a nun nombee pair de cdtés,

o,
NJ
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angle O == angle DCB — angle CBM',
angle 0'= angle ADC — angle M\"AD ;

ou 0=C—B, 0'=D—A.
Mais A4+C=B+D;
done 0=0';

donc les droites M”B, AM” sont paralleles. On conclut ai-
sément de 1a que si le sommet M parcourt AB, la droite
M"M" se déplace, en conservant méme grandeur et méme
direction - ete.

PROBLEME XV.

Trouver, sur une droite donnée AB, un point M tel, que la différence de
ses distances & deux points donnés G, D, situés de parl et d'autre de
AB, soit un maximum.

En prenant, comme dans le Probléme X, le point ('
symétrique du point G, nous aurons CM—MD=C'M—MD.
Or, cette dernidre différence sera la plus grande possible,
lorsque les trois points G/, D, M seront en ligne droite.

En effet, si nous prenons sur AB un point quelconque
M’, nous aurons, dans le triangle G’'M'D :

C'M'—M'D <<C’D.

PROBLEME XVI.

Trouver, sur le coté AB d'un triangle, un point tel, que la somme
de ses dislances aux deux autres cotés soif un minimum,

Prenons, sur AB, deux points quelconques M, M’;
puis abaissons MP, M'P’ perpendiculaires sur AC, et
MQ, M'Q’ perpendiecutaires sur BC. Afin de connaitre

laguelle est la plus grande. dés deux sommes MP-+MQ,
M'P'4+M'Q’, posons °
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MP+MQZM'P'+M'Q".
Menons MR paralléle 8 AC, M’S paralitgle & BG : Finéga-
1ité deviendra

MP-+MS-+SQZ M'R+RP'+MQ’;
d’ou, A cause de MP=RP’, SQ=M'Q’:
MSZMR.

Or, les deux triangles rectangles MRM’, MSM’ ont I’hypoté-
nuse commune. Si donc, comme celaa lien dans la figure,
I"angle A est supposé plus grand que U'angle B, nous aurons
MM’S < M'MR. On conclut aisément de 1A MS << M'R.
Par suite, MP -+ MO < M'P’ + P’Q".
Ainsi, la somme des distances du point M aux deux cotés
AC, BC diminue i mesure que ce point se rapproche du

sommet A; elle sera done la plus petite possible quand le
point M se confondra avec ce sommet.

PROBLEME XVII.

Trouver, dans le plan d'un triangle, un point tel, quoda somme de ses dislances -

aux Irois cotés du triangle soil un minimum,

Par un point quelconque M, intérieur ou extérieur au
triangle, menons DE paralléle au coté AB; soit I le point
ou cette droite rencontre le coté AG, adjacent au plus
grand des deux angles A, B. D'aprés le probleme précé-
dent, nous aurons

FH <MQ + MR,
ou FH + FG <MP + MQ + MR.
Il ne s’agit donc plus que de comparer le point F avec les
autres points du coté AC. Or, d’aprés le méme probléme,
on a |
Cl <<FH+ FG.

Fig. 39.
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Ainsi, le point cherché est le sommet du plus grand des
trois angles du triangle. En méme temps, le minimum de
MP + MQ + MR est la plus petite hawteur du triangle.

PROBLEME XVIil.

Teouver le lieu des points tels, que la somme des distances de chacun d’eux
a denx droites données soil égale & une longueur donnée,

Il y a plusieurs cas a distinguer :

1° Les deux droites AB, CD sont paralléles, et leur dt-
stance est moindre que la longueur donnée.
Le lien géométrique se compose évidemment du systéme

_de deux droites MN, PQ, paralléles aux deux. droites don-
nées. Pour obtenir ces paralltles, on méne une perpendi-

culaire commune aux deux droites données, et 'on prend
FG=HE =: (L —EF), L étant la longueur donnée.

2
20 Les droites données sont paralléles, et leur distance
est égale 4 la longueur donnée L.
Dans ce cas, tout pownt de la bande comprise entre les
deux paralleles données AB, CD, satisfait a la question,

3° Les droites données sont encore paralleles, et leur
distance est plus grande que L.
Le probleéme est évidemment impossible.

40 Les deux droites sont concourantes.

Menons EI paralidle i la droite donnée AB, de maniére
que la distance entre ces deux droites soit égale a L. Pre-
nons, a partir du point de concours 0, 0G=0E.

D’apres le Théoréme VI, tous les points de la base AE
du triangle isoctle AOE satisferont a la question. Mais
cette base ne constitue pas tout l¢ lieu géométrique cherché :



>
<
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il est clair, en effet, que si nous prenons OH=0I=0E, Fie. 28.
tous les points situés sur le périmeétre du rectangle EGHI
serent tels, que la somme des distances de chacun d’eux
aux deux droites données, sera égale a L.

Remarque. Si, dans le cas des droites concourantes, on
demandait que la différence des distances du point cherché
aux deux droites fut égale a L, on trouverait, pour le lieu
géométrique, les prolongements des cotés du rectangle.
C'est ce qu'il est aisé de reconnaitre,

Le cas des droites paralleles dounerait lieu & une discus-
ston toute semblable & celle qui précéde.
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LIVRE II.

THEOREME 1.

Les trois hauteurs d'un (riangle sont les bissectrices des dngles din triangle
ayanl pour sommels les pieds de ces droites. Ko

Soient AM, BN, CP les hauteurs du triatigle quelconque
ABC, lesquelles se coupent en un point O. A cause des
angles droits en M, N, P, les circonférences décrites sur
les droites OA, OB, OC prises comme diamétres, passeront
par les points M, N, P.

Cela posé, les angles OBM, OPM sont égaux, parce
qils ont pour mesure la moitié de I'arc OM; de méme,
les angles OAN, OPN sont égaux, comme ayant pour me-
sure la moitié de I'arc OP. Mais les angles OBM, OAN
sont égaux, parce que chacun d'eux est le complément de
I'angle G; donc OPM=O0PN; donc la hauteur CP divise
I'angle MPN en deux parties égales. On prouverait, de la
méme maniére, que les hauteurs AM, BN sont les bissec-
trices des angles PMN, MNP.

Remarques. 1. Le point O, ol se coupent les trois hau-
teurs du triangle ABC, est le centre du cercle inscrit au
triangle formé par les pieds de ces droites.

II. Les sommets A, B, G du premier triangle sont les
centres des cercles ex-inscrits au second.

II. Le triangle MNP est, parmi tous les triangles inscrits
a ABC, celui dount le périmétre est minimum. (I, Prob. XI.)
On a ainsi une nouvelle solution de ce probleme.
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THEOREME I1.

tant donné un triangle qieleonque ABC ¢ si sur chacun de ses edtés on con-
struit extérieurement des triangles eqmlalcram ABCY, BLY', CAB', et si Pon
méne les droites AA', BB, CC’ 19 es trois lignes sont egales 90 elles

se coupent en un méme point 03 39 les cotés du triangle donné ABG sont.

vus, de ce point, sous un méme angle.

1° Dans les deux triangles BAB’, CAC’, AB=AC/,

AB'=—AC. De plus, les angles BAB?, TAC’ sont égaux,
comme se composant d’une partie commune BAG et de deiix
angles égaiix; CAB’, BAC'. Donc les deux triangles BAB,
CAC’ soiit égaux éntre eux ;_doiic |

Bp'==CC'=AA".

9 Circonscrivons des circonférences aux triangles ABC’,

BCA’, CAB'. 1l est facile de voit que ces trois lignés se cou-
peront en un méme point 0. Joignons ce point aux points

A, B, C, A’, B, (/. Il résultera de cette construction six
angles AOB’, B’OC..., égaux chacun i '5 Par suite,
AOB’—{—B’O{{—i—BOA’ 24; donc AOA est une ligne dr 01te

3° Chacun des angles AOB, BOC, COA est égal a§ :

(Vest ce qu'on exprime en disant que les cotés AB, BC, CA
sont vus, du point O, sous un méme angle.

THEOREME 111. -

Les bissectrices des angles inlérieurs d'un quadrilatére forment
.un quadrilatere inseriptible, |

Soit MNPQ le quadrilatére formé par les bissectrices des
angles du quadrilatere quelconque ABCD. Il suffit. pour
démontrer le théoréme, de prouver que la somme des an-

Fie. 46.

Fic. 38.
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gles M et P est égale a 2% Or, dans le triangle ABM,
ol a .

1 1 . _0d.,
§A+§B ) M Qd,
dans le triangle GPD, on a également
204D +P=2%;

done LA+B+C4+D)+M+P=4
Mais (A4 B 4 C~-D)=2"
donc M+ P=2

Remarques. 1. Si ABCD est un parallélogramme , le
quadrilatere MNPQ sera un rectangle, dans lequel les dia-
gonales seront paralléles aux cotés du parallélogramme.

II. Les bissectrices des angles extérieurs d'un quadrila-
tére jouissent des mémes propriétés.

THEOREME 1V.

Les bissectrices EP, FN des angles formés par les colés opposés d'un quadrilatére

inscrit ABCD, sont perpendiculaires entre elles,

EP étant la bissectrice de I'angle AED, on a
AP —BM =DP—CM.
De méme, AN —DQ =BN - CQ.
Ajoutant ces deux égalités, on obtient :
PN —BM —DQ=DP -+ BN —MQ,
ou PN 4+ QM =PQ + MN.
Par suite, les deux angles PON, MON sont égaux comme

ayant méme mesure; donc les droites EP, FN sont perpen-
diculaires Fune & lautre.
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THEOREME V.

Les circonférences qui ont pour cordes les cotés d'un quadrilatére inserip-

tihte ABGD donnent lieu, par leurs secondes intersections, & un quadrifatére
inscriptible A'B'G'D’,

Les trois angles en G" donnent Fie. 40.
D'C'B'4-B'C'C+D'C'C=4" |
Mais B’C'C +B'BC=24,
| D'C'C+ D'DC=2¢;
done D'C’'B'=B'BC+ D'DC.

On prouverait de méme que
D'A'B'=B'BA + D'DA.
Ajoutant ces deux égalités, on obtient |
D'C’'B’+~D'A'B’ = CBA + CDA =2¢;
donc le quadrilatére A'B’C'D’ est inscriptible.

THEOREME VI.

Les pieds M, N, P des perpendiculaives abaissées d'un point 0 d’une cireon-
férence sur les cotés d'un triangle inscrit ABG, sont situés sur une méme
droite.

Menons MN et NP : le théoréme sera démontré si nous Fic. 41
prouvons que les angles BNM, CNY sout égaux.
Sur OB, comme diametre, décrivons une circonférence :
elle passera par les points M, N, parce que les angles BMO,
BNO sont droits. Décrivons de méme wune circonférence sur
OC comme diamétre : elle passera par les points N, P. Cela
posé, I'angle MBO, supplément de 1'angle ACO, est égal &
I'angle OGP, qui est aussi le supplément de ACO; donc
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BOM = COP. Mais ces deux derniers angles sont respecti-
vement égaux, 'un & BNM, autre & CNP; donc BNM est
égal a CNP.

THEOREME VIL.

Si, du sommel B d’un triangle équilatéral inserit, on méne une corde quel-
conque BD qui coupe le cdté AG, et qu'on joigne les deux aulres sommels
A, G au point D, on aura BD = AD 4+ CD.

Par le point G, menons CE parallgle 4 AD, et joignons
le pomt E aux points A, B. Ilrésultera de cette construc-
tion deux triangles BEF, DCF, lesquels seront équilatéraux.
En effet, & cause des paralleles, les arcs AE, DC sont
égaux; donc

BEC = BAC-—? EBF—ABC=1"
BDC—=PBAC=2', ECD=ABC=""

Par suite, = BF—=BE=AD, FD=CD;
et enfin, BF 4+~-FD=BD=AD 4 CD.

?

THEOREME VIIL.

8i, par les sommets d'un triangle ABG, on faif passer {rois circonférences se
coupant deux & deux sur les cités du triangle, ces trols lignes passeront
par un méme point,

Soit D le second point d'intersection des circonférences
AB'C’ et BA'C’ : je dis que la circonférence CA’B’ passera
en D. :

En effet, la somme des angles formés autour du point D
par les cordes DB’, DC’, DA, est égale & 6 angles droits.
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Or, & cause des quadrilateres inscrits AB’DC’, BA'DC,
les angles B'DC’, A’DC’ sont les suppléments des angles A
et B. Donc'augle A’DB’ est le supplément de C; et le qua-
drilatére A’'DB’C est inscriptible.

THEOREME IX.

Si, par I'un des deux points d'intersection de deus circonférences 0, 0', on
méne deux diamélres AM, AN, les extrémilés M, N de ces deux diamélres
el le second point d'intersection B sont en ligne droite.

Menons MB, NB. L’angle MBA est droit comme inscrit
dans un demi-cercle; il en est de méme de I'angle ABN ;
donc les angles ABM, ABN sont supplémentaires; donc
la ligne MBN est droite. |

THEOREME X.

81, par le point de contact O de deux circonférences, on méne deux cordes

communes AB, CD, les droites AD, BG, qui joignent les extrémités de c€s
cordes , sont paralléles.

Si nous menons la tangente commune EF, les angles
OAB, BOF seront mcomme ayant pour mesure %OB,;

de méme, ODC=EOQC. Mais les angles BOF, EOC sont
égaux comme opposés par le sommet; donc 0AB=0DC ;
douc les droites AB, CD sont paralleles, comme faisant
avec AD des angles alternes internes égaux.

Fig. 99.

Fic. 26,
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THEOREME XI.

Si, par le point d'intersection A de deux circonférences 0, 0', on méne denx
cordes communes GD, EF, les droites GE, DF, qui joignent les extrémilés
de ces cordes, font entre elles un angle constant,

Menous, par le point A, les deux droites GAH, G'A'H’,
respectivement tangentes aux deux circonférences. Nous

aurons ADF=H’AE, ACE=HAE;
d’ou ACE — ADF=HAE— H'AE;

ou encore  ACE — ADF=HAH".

Ainsi, la différence des angles que font les deux droites
EG, DI avec la corde commune CD, est constante et égale
a I'angle des deux tangentes. Il résulte de 13 que si nous
prolongeons EC, DF jusqu’a leur rencontre en M, I'angle
CMI sera égal A HAH".

Remarque. Si la corde CD reste fixe, et quela corde EF
tourne autour du point A, le point M variera de position,
mais de telle sorte que 'angle M sera constant. Donc ce
point M décrira un arc capable de I'angle HAH', dont les
extrémités seront les points C, D.

THEOREME XII.

8i, & un cercle 1, inscril & un angle 0, on ménc des tangenles intérieures
ou extérieures: 1° les tangenles intérieures AB détermineront des trian-
eles ayant méme périmélre; 2° les tangentes extérieures GD détermine-
ront des triangles dans lesquels Pexcés du demi-péeimilre sur le cdlé
(D sera constanl; &° en joignant le cenlre aux extrémilés des langenies
extéricures ou iniérieures, on formera des angles conslanis pour chague
espéce de langentes; 4° les angles au centre, pour la fangenie exiérieure
et pour la tangente intérienre, seront supplémentaires.

1° Dauvs le triangle OAB,
AP=AN. BP=BM;
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done OA 4+ OB + AB=0N -+ O0M =20M.
20 Dans le triangle OCD,
CQ=CN, DQ=DM;
donc 0C+0D—CD=O0ON-+ OM=20M;

0C+0D~+CD
d CD=O0N.

ou

3° L’angle AIB est constant, car il est égal a la moitié
de l'angle NIM, supplément de I'angle donné O.

De méme, 'angle CID est constant, car il est égal i la
demi-somme des angles NIQ, MIQ. |

4° La somme des angles NIM, NIQ, MIQ est égale &
4 angles droits; donc les angles AIB, CID sont supplé-
nmentaires.

Remarque. La premiére partie du théerdme avait déja
¢té ndiquée (I, Prob. X).

Y

THEOREME XIII.

fo Les segments déterminés sur les cotés d'un triangle par les points de con-

lact du cercle inscril el d'un des cercles ex-inserits sont égaux, chacun, au
~ demi-périmétre moins un edté; 20 la somme de ces segmenls est égale au
~ demi-périmelre. |

Considérons, sur le coté AB, les'segments AD, DB, BH, Fie. 45.
déterminés par le point de contact D du cercle inscrit O et
par le point de contact H du cercle ex-inserit O’. Nous au-
rons, en représentant par a, b, ¢ les trois cotés du triangle,
et par 2p le périmetre ; |
10 2p=—AB-+BG-+AC+CG=AB+BH-+AC+CI=AH+AT=2AH;
donc p=AH.
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Qo 2p=2AD + 2BF +2CF=2AD + 2B(;
donc : AD=p—a.

30 2p=2BD + 2AE + 2CE=2BD + 2A(;
donc BD=p—b.

40 BH=p—c¢.

Remarque. A cause de p—=AH=AD - BD 4~ CF, on
conclut BH=CF, ou BG==CF. Ainsi, sur chaque coté d'un
triangle quelconque, le segyment compris enlre un sommet et
le point de contact du cercle mscrit est égal au segment
compris entre ['autre sommet et le point de contact du cercle
ex-inscril.

THEOREME XIV.

Etant donnés une eirconférence O et un rayon prolongé OA ; si au point A on
méne une perpendiculaire AB 3 ce rayon , el une'sécan.lle ADE i ]a circon-
férence, puis que, par les points d’interscetion D, ‘E, on méne des tangentes
D(, EB, ces tangentes détermineront, par leurs intersections avec la per-
pendiculaire, deux distances égales AB, AC.

Tivons les droites OB, OC, et les rayons OD, OE. Si
Fon prouve que OC=0B, les distances AB et AC seront
égales, et le théoréme sera démontré.

Décrivons sur OB, comme diamétre, une circonférence :
elle passera par les points E, A, parce que les angles
OEB, OAB sont droits. De méme, la circonférence décrite
sur OG, comme diamétre , passe par les \points D, A.
Cela posé, les angles OAE, OBE sont égaux comme in-
serits dans le méme segment OE; de méme, les angles
OAD, OCD sont égaux; done les angles OBE, OCD sont
égaux. Il résulte de 1A que les deux triangles rectangles
OBE, OCD sont égaux; donc ©B=0C.
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PROBLEME I

Trouver la bissecirice de I'angle de deux droites MP, NQ
qu'on ne peut prolonger.

Coupons les deux droites données par deux droites quel-
conques MN, PQ. Menons les bissectrices MO, NO des
angles §, N : le point O appartiendra a la droite cherchée,
parce que les bissgctrices des trois angles d'un triangle con-
courent en yn méme point. De méme, si nous menons les
bissectrices PO’, QQ’ des angles P, Q, nous obtiendrons
un second point O de Ja hissectrice demapdée ; donc GO’
sera cette droite.

PROBLEME I1.

Deux circonférences qui se conpent £lant dppnées, mener, par I'un des points
d'intersection, une sécante comrune qui ait une longuenr donnée L.

Supposons le probléme résolu, et soit BAG la sécante
commune demandée. Des centres O, O’, abaissons OM,
Q'M’-perpepdiculairgs sur BC, et menons Q°F paralidle a
BC; nous obtiendrons ainsi un triangle rectangle 00'F,
- dont 00" est la distance des cenlres et dans lequel

O'F=MM'= -Bb—--L
. Si donc on décrit une circonférence sur 00! comme dia-
métre, et que du centre O’, avec ;L pour rayon, on trace

un arc qui coupe cette circonférence en deux points
F, G, il suffira de mener, par chacun des points d'inter-
section A ou A’, deux paralléles aux droites OF, OG : on

IFig. 48.

Fic. 49,
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obtiendra ainsi les droites BC, B’C’, DE, D’E’, qui satis-
feront a la question.

PROBLEME II1.

Inserire, entre deux circonférences données, une droite paralléle & une droite
donnée AB el qui ait une longueur donnée L.

Le probléme étant supposé résolu, soit CD la droite
cherchée : si, par le centre O, on méne OE paraliele a AB,
et égale A L, et que Pon tire OG et ED, la figure OCDE
sera un parallélogramme ; donc DE=0C.

Si done, du point E comme centre, avec OG pour rayon,
on décrit une circonférence qui coupe la circonférence O’ en
D et D/, et que par ces points on méne des paralleles DG,
D'C" 4 AB, elles répondront A la question.

PROBLEME 1V.

Par deux points A, B, donnés sur une circonférence, mener deux cordes
paralltles AG, BD, dont la somme soit donnée,

Soit EF la droite qui joindrait les milieux de la corde AB
et de la corde inconnue CD.

Dans le trapéze ABCD, la droite EF est égale A la demi-
somme des bases; donc le point I¥ se trouve sur une circon-
férence décrite du point E comme centre, avec un rayon égal
3 lamoitié de la somme donnée. D'un autre cote, le:s'lfgordes
AB, CD, évidemment égales, sont également éloig}:fées du
centre; donc le point F' se trouve sur une autre circonfé-
rence, décrite du point O comme centre, avec OE pour
rayon. De plus, la droite CD sera tangente & cette circon-
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férence. Nous pouvous donc regarder la question comme
résolue. S

Remarque. Pour que le probléme soit possible, il faut
et il suffit que la somme donnée soit moindre que 40E. En
général, la construction fournira deux solutions.

PROBLEME V.

CGonstruire un quadrilatére ABCD, connaissant deux angles opposés B, D,
les deux diagondles ct leur angle 0.

On déerit sur AG deux arcs, I'un capable de I'angle B et
I'autre capable de Pangle D; on méne ensuite une droite
MN faisant avec AC.un angle égal & O, puis une droite BD
parallele & MN, et telle, que la partie comprise entre les
deux arcs soit de longueur donnée (Prob. IlI) ; et ABCD est
le quadrilatére demandé.

PROBLEME VI. ,.

Inscrire, dans un carré donné, un autre carré donné,

Soit MNPQ un carré inscrit dans ABCD. Les triangles
AMQ, BNM, CPN, DQP soit égaux; car ils ont les hypo-
‘1énuses égales et les angles aigus égaux. De plus, si 1'on
mene les diagonales AC, MP, on aura deux triangles AOM,
COP égaux entre eux, comme ayant. un eoté égal adjacent
a deux*angles égaux, chacun A chacun. Par conséquent
0A==0C et OM = ON, C'est-a-dire que les deux diago-
nales se coupent mutuellement en deux parties égales. On
déterminera done les sommets M, N, P, Q en décrivant un
arc de cercle du point O comme centre, avec un rayon égal
a la moitié \de la diagonale du carré i inscrire.

Fic, 1.

Fic. 17.
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Remmarque. Le probléme est impossible si la diagonale

du carré A inscrire est plus petite que le coté de 'autre
carre.

PROBLEME VII.

Goustruire un triangle, connaissant les pieds M, N, P des teois hauteurs.

Supposons le probléeme résolu, et soit ABG le triangle
demandé. Nous savons que les perpendiculaires AM, BN,
CP sont les bissectrices des angles du triangle MNP (Th. 1).
St donc nous menons, par les points donnés M, N, P, des
perpendiculaires A ces trois bissectrices, elles formeront le
triangle demandé ABC.

PROBLEME VIIL.

Construire un triangle, connaissant la base, la hiuleut et I'angle
au sommel.

Sur une droite indéfinie XY, prenons une distance AB
égale 4 la base, et décrivons, sui AB, un arc ADB capable
de I'angle donné. Au point A, élevons AD perpendiculaire
a AB et égale 4 la hauteur ; menons par le point D une
paralléle & AB. Cette paralléle coupera en général I'arc
ADB en deux points G, G’; et les triangles CAB, C’AB
répondront i la question.

PROBLEME IX.

Construire un triangle ABG, connaissant un angle A, Ia hauteur
correspondante ¢t le rayon du cercle inserit,

Construisons le cercle inscrit O, et décrivons du point A
comme centre, avec un rayon égal i la hauteur donnée, une
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circonférence DEF. Il est clair que si nous menons a ces
deux cercles des tangentes communes extérieures BG, B'C,

nous obtiendrons deux triangles ABC, AB’C’, qui satisfe-
ront 4 ’énoncé.

PROBLEME X.

Constriiire un itianglé ABC, connaissant la base AB, la somme
des deux autres cdtés AG; CB, et un angle A & la base,

On connait ’ahglé A et la base AB; on peut donc re-
garder comriié tonnie la direction du co6té AG. Sil'on prend
AD égale & la Somme dotinée; et qu’on éleve une perpen-
diciilaire EC au milieu de BD, cetie dmlte rencontrera AD
ait sommet cherché C. En effet, CD -——BQ, donc

AC+ CB=AD.

PROBLEME XI.

Construire un triangle ABG, connaissant la base AB, la différence
des deux autres cotés AC, CB, ¢l un angle A & la base.

.
,‘:- l-‘

Ce probléme se résout comme celui qui'précede.

e PROBLEME XIL.

~ Gonsiruire un triangle ABG, connaissant un angle B & la base,”
la hauteur ll el le périmélre P,

Sl, aprés avoir fait l’angle XBY égal 4 I'angle donné,
on meéne une parallele 4 BX, qui-en soit distante d'une
quantité égale a la hauteur dounée H, on connaitra le
sommet A, et on sera évidemment ramené au probléme X,

puisque la somme des ¢otés inconnus-AC, BU est égale a
P — AB.

Fis. H5.

Fic. ¢

FiG.
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PROBLEME XIII.

Construire un triangle ABC, connaissant la base AB, Pangle opposé G
et la somme des deux derniers eolés AG, BC.

Prenons, sur le prolongement de AC, CD =CB, et me-
nons DB. Le triangle BCD étant isocéle, nous aurons

Dzé ACB ; donc I'angle D sera connu.

De 13, résulte 1a construction suivante :

On prend, sur une droite indéfinie, AD égale 4 la somme
donnée. Au point D, on fait, avec AD pour cété, un angle
ADB, moitié de I'angle donné C. Du point A comme centre,
avec un rayon égal A la base donnée, on décrit une cireon-
férence qui coupe DB au sommet B. Enfin, au milieu de
BD, on éleve la perpendiculaire EC, qui détermine le der-
nier sommet C.

PROBLEME XIV.

Construjre un triangle ABG, connaissant Ia base AB, 1'angle opposé €
et la différence des deux derniers ¢otés AC, BC.

L’analyse de ce probléme est la méme que celle du
Probléme XIIi. Elle conduit & la construction suivante :

On prend, sur une droite indéfinie, AD égale a la diffé-
rence donnée. Au point D, on fait, avec AD pour coté, un
angle ADB, double de I'angle donné C. Du point A comme
centre, avec un rayon égal A la base donnée, on décrit une
circonférence qui coupe DB au sommet B. Enfin, siau mi-
lieu de DB on éleve la perpendiculaire EG, on obtient le

dernier sommet C.
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PROBLEME XV.

Construire un triangle ABG, connaissant la base AB
et le cercle inserit 0.

Si, par les extrémités A, B de la base, on méne des tan- Fic. 60.

gentes au cercle O, on aura le triangle cherché.
Remarque. Quand I'angle AOB est droit, les tangentes

deviennent paralleles entre elles, et le probleme est im-
possible.

PROBLEME XVI.

Construire un iriangle, eonnaissant le cercle inscrit, et Vun
des lrois cercles ex-inserits.

En menant aux cercles O, I une tangente commune in-
térieure CB, et deux tangentes communes extérieures AB,
AC, on obtient le triangle demandé ABC.

PROBLEME XVIl.

Construire un (triangle, connaissant deux des trois cercles ex-inserits,

En menant aux circonférences I, I’ deux tangentes
communes intérieures BC, AC, et une tangente commune
extérieure AB, on obtient le triangle demandé ABC.

PROBLEME XVIIL.

Constraire un {riangle, connaissant les centres 1, 17, 17 des trois cercles
ex-1nserits, )

D’apreés le Théoréme I, les sommets du triangle cherché
ABC sont les pieds des hauteurs du triangle 11'T”.

3

Fic. 641.

Fic. 61.

Fic. 61.
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Remarque. Si, au lieu des trois centres I, I, T, on en
donnait deux, I, T’, avee le centre O du cercle inserit, on
obtiendrait le triangle ABG en menant les droites 1B,
I'Al”, OG respectivement perpendiculaires & O17, OI, II".

PROBLEME XIX.

(onslraire un triangle 4BC, connaissant la base BG, Pangle opposé A
- et lerayon du cercle inscrit.

Le rayon du cercle inscrit étant connu, on peut facile-
ment tracer ce cercle 0. Soient D, E les points ott il touche
les cotés de I'angle donné A. Silonpend DH=EI==BC,
et que 'on décrive e cercle O7 qui touche ABen H et AC
en I, ce cercle sera ex-inscrit au triangle ABC.

En effet, d'aprés le Théoréme XIII,

BD -+ BH=BF+CF =BC.

Il suffit donc, pour déterminer le triangle ABC, de mener
une tangente commune aux cercles O, 0'.

PROBLEME XX.

Construire un triangle ABC, connaissant la base BG, la somme
des deux aulres edlés, et Ie rayon du cercle inserit,

A cause de BM— CN=BC (Pr. XIX), il est évident que
AB+AGC —BC=AM+ AN=2AM.
Par conséquent, AM est connu ; et comme OM I'est aussi,
il s’ensuit que si U'on construit un triangle rectangle ayant
pour cotés de I'angle droit AM ¢t OM, on connaitra I'angle
MAO, puis l'angle MAN, double de MAO. Ainsi, le pro-
bleme est ramené au probléme précédent.
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PROBLEME XXL

Gonstruire un triangle ABG, connaissant la base BC, ta différence
des deux autres cotés, et le rayon du cercle inscrit.

A cause de AM=AN, la différence des segments CN, Fis. 62.

BM est égale & la différence des cotés AC, AB. Mais
CN=CP, BM=BP; donc

CP—BP=CN—BM=—AC—AB.

Par conséquent, si 'on porte la différence donnée de C
en D, et qu'on éléve une perpendiculaire an milien de BD,
égale au rayon du cercle inscrit , on pourra tracer ce cer-
cle. Donc les tangentes qui lui seront menées par les extré-
mités de la base détermineront le triangle ABC.

PROBLEME XXIL.

Construire un triangle ABC, connaissant le périmétre, 'angle A ,
el le rayon du cercle inseril.

Soient, comme dans le Probléme XIX, 0, 0" le cercle Fig. 45.
Inscrit et 'un des cereles ex-inscrits. On aura (Th. XIII)
AH=Al=p. Et comme les droites AH, AI comprennent
entre elles 'angle donné A, on peut construire le cercle
ex-inscrit, et ensuite le cercle inscrit, dont le rayon est
une des données de la queslt_ioﬁ;: Il ne s’agira donc plus,
pour déterminer le triangle ABC, que de mener la tangente
commune BC.
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PROBLEME XXIII.

Construire un (riangle ABG, connaissant le périmétre 2p, un angle A,
el la hauteur A abaissée du sommet de cet angle sur le colé opposé.-

Fic, 88.  Des propriétés démontrées ci-dessus (Th. XII et XIII)
on conclut immédiatement la eonstruction suivante :

Sur les cotés Az, Ay de I'angle donné A, prenez
ALE=AF=yp; édlevez EO, FO, respectivement perpendicu-
laires & Az, Ay ; du point O, comme centre, avec EO pour
rayon, tracez une circonférence : elle touchera les cotés de
F'angle aux points E, O. Du point A, comme centre, avecun
rayon égal A la hauteur donnée, tracez une circonférence
DD’. Enfin menez, a ces deux circonférences, une tangente
mtérieure DG. Elle coupera les cdotés de I'angle donné en
deux points B, C, qui seront les deux derniers sommets du
triangle demandé.

Remarques. 1° Le probléme admet, en général, une se-
conde solution AB’C’, qui ne différe pas essentiellement
de la premidre.

2° Pour que le probléme soit possible, il faut que 1'on ait
hZ A0 —OE.

3° Si h=A0 —O0E, les deux circonférences sont tan-
gentes; et les deux triangles ABC, AB’C’ se confondent en
un triangle isocele. Alors, la hauteur b est un mazimum.

4° Sil'angle A est droit, la figure AEOF devient un carré ;
et la condition ci-dessus se réduit 2

h< AO —1p.
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PROBLEME XXIV.

~ Construire un triangle équilatéral ayant ses sommets sur trois paralléles
données X, Y, Z.

Supposons le probleme résolu, et soit ABC le triangle
équilatéral demandé. Faisons passer une circonférence par
les trois sommets A, B, C; elle coupera la paralitle X en
un point 0. Menons OB, OC : nous formerons un angle
BOC égal 2 BAC comme inscrit dans le méme segment

CBD; donc BOC=/ . De méme, OBD=A0B=ACB=: .

 De Ia, résulte la construction suivante :

En un point O quelconque de la parallele X, on méne denx
droites OC, OB, inclinées a 60° sur les trois paralléles. Ces
deux droites coupent Y, Z en deux points C, B. On mene
BC; on circonscrit une circonférence au triangle BOG;
cette circonférence coupe la parallele X en A; on joint ce
point aux points B et C; et ABC est le triangle équilatéral
demandé.

PROBLEME XXV.

A un triangle donné MNP, circonscrire un triangle ABG égal
a un triangle donné A'B'C.

Le point B se trouve évidemment sur I'arc capable de
I’angle B', décrit sur MN comme corde ; et le point C, sur
I’arc capable de I'angle C’, décrit sur MP comme corde.

Maintenant, si I'on meéne par le point M une sécante BC
telle, que la partie comprise dans les deux segments soit
égale 3 B'C’ (Pr. TII), et que l'on tire BN et CP, on aura
le triangle demandé ABC.

Fic., 67.

l';‘IG. 69.
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Remarque. Sile coté donné B‘C’ n’est ni trop grand ni
trop petit, Ie probléme sera susceptible d’une seconde so-
lution; car on pourra, en général, mener par le point M deux
sécantes BC, DE telles, que les parties comprises entre les
deux segments soient égales a B'C’.

PROBLEME XXVI.

A un triangle donné ABG, eirconserire un triangle équilatéral maximum.

Du Probléme XXV, on conclut 1a construction suivante :
Sur les trois cotés du triangle ABC on décrit trois arcs

capables dez d’angle droit; par le sommet B du plus petit
des trois angles, on méne une sécante MP terminée aux
arcs BPA, BMC, et parallele a la ligne des centres. On
mene les droites PA, MC, lesqllelleé, se coupant en un

point N situé sur 'arc AC, forment le triangle équilatéral
maximumm MNP,

PROBLEME XXVII.

Par un point donné A, mener une sécante ABG qui forme, avec les deux colés
.@'un angle donné 0, un triangle 0BG, dont le périmétre soit donné.

Si I'on imagine un cercle I, ex-inscrit a ce triangle, on
aura (Th. XII) ON==0P=p.

De cette remarque résulte la construction suivante :

On prend, sur les deux cotés de I'angle O, des distances
ON, OP égales 4 la moitié du périmetre donné; aux points
N, P on éleve, sur les deux cotés de I'angle, des perpendi-
culaires qui se coupent en I. Du point I, aveec IN pour
rayon, on décrit une circonférence a laquelle on mene, par
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le point A, une tangente ABMC : cette droite est la sécante
demandée.

~ PROBLEME XXVIIL

Etant donnés un triangle ABC et un point 0, mener par ce point une sécante
-OMN telle, que le segment MN compris dans I'angle A soit égal 3 la-somme
des deux segments BM, CN,

A ciuse de MN==NB -+ CN, le périmetre du triangle
AMN .est égal & la somme des cotés AB, AC du triangle
donné. La question se réduit donc & mener, par le point O,
une sécante qui détermine dans ’angle A un triangle AMN,
ayant un périmetre donné. C'est le probléme que nous ve-
nons de résoudre.

PROBLEME XXIX.

'lnscrire, dans I'angle A d'un triangle donné ABG, une droite DE de longueur
donnée L, et égale & fa somme des segments BD, EC.

Des deux problemes précédents et du Théoréme XIII, on
tire la conclusion suivante :

Prenez,sur les cotés de Vangle A,

AF=AG="(AB+AC+BC),

!
2
et décrivez le cercle O’, qui touche en F, G les cotés de

I'angle. Prenez ensuite FI—=GK ==L, et décrivez le cercle

0. Menez enfin, & ces deux cercles, une tangente commune
mtérieure DE,

Fic. 64.

Fis: 66.
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PROBLEME XXX.

Etant donnés deux circonférences et un point A, mener une droite MN
ferminée aux circonférences el divisée en deux parlies égales par le
point A.

Soit G la circonférence symétrigue de O par rapport au
point donné; soient M, M’ les points ou cette circonfé-
rence auxiliaire coupe la circonférence O'. Si 'on méne les
droites MAN, M’AN’, elles satisferont & I’énoncé.

Remarque. Pour que le probléme soit possible, il faut
que l'on ait

CO'<R+R’, CO'>R—R/,

R et R’ étant les rayons des cercles donnés.

PROBLEME XXXI.

Mener, dans un triangle ABG, une transversale MNP lelle, que les segments
MP, NP, déterminés par les cités du triangle, soient égaux & des droites
données m, n.

Ce probléme peut étre regardé comme un cas particulier
du Probleme XXV : celui ou le triangle donné MNP se
réduirait & une ligne droite.
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PROBLEME XXXIL.

Des sommels d'un triangle ABG, comme centres, décrire trois circonférences
qui se touchent muluellement,

Soient M, N, P les points de contact cherchés. La tan- Fic. 82, .

gente commune aux cercles C, A, et.la tangente commune
aux cercles A, B, se rencontrent en un point situé sur la
bissectrice de I'angle A. De méme, la tangente commune
en P etla tangente commune en M se rencontrent sur la
bissectrice de I'angle B. Or, les bissectrices des trois angles
du triangle ABC se coupent en un point unique O, centre du
cercle inscrit & ce triangle. Donc les tangentes communes
en M, N, P sont les rayons menés aux points de contact
du cercle O avec les trois cotés du triangle ABC.

I faur donc, pour obtenir 1es rayons AP, BM, CN,:

1° Chercher le centre du cercle O inscrit au triangle
donné;

——

2 Abaisser OM, ON, OP perpendiculaires sur les cotés
du triangle donuné.

Remarques. 1. Si I'on désigne par a, b, ¢ les trois cotés
du triangle, et par 2p son périmétre, il résultera, de ce que
I'on a vu dans le Théoréme XIII, que '

AP=p—a, BM=p—>b, CN=p—-c.

I1. Ce probléme équivaut i la résolution géoméirique des
équations

Y +z=a, z—l—a;;-—::b, T+ 1y=c.
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PROBLEME XXXIII.

Etant donnés, sur unc eirconférence 0, deux points €, D, silués d’un méme
c0té par rapport 3 un diamétre donné AB, trouver sur la circonférence,
de I'autre cdlé de ce diaméire, un point M tel, qu’en le joignant aux deux
poinis donnés, les segments OF, OF du diamétre, compris entre le centre
el les droites de jonclion , soient égaux entre eux.

Menons le diametre COG; joignons le point G aux points
inconnus M, F par les droites GM, GFH, et menons la
corde HC. |

Les deux triangles OEC, OFG sont égaux, comme ayant
un angle égal compris entre deux cotés égaux chacun &
chacun; donc les angles OCE, OGF sont égaux. Il résulte
de 1A que les deux triangles CMG, CHG, évidemment rec-
tangles, sont égaux comme ayant I’hypoténuse égale et un
angle aigu égal. Donc la figure CMGH est un rectangle.
Actuellement, dans le triangle MGF, 'angle G est droit, et
angle M est connu, car il est égal & DCG. Si doné nous
décrivons, surla corde GD, un arc capable d’un angle égal
2 194-DCG, cet arc coupera le diamétre AB au point cher-
ché I,

Remarque. Si, aux points D, G, on meéne des tangentes,
et que du point I, ol elles se coupent, on décrive une cir-
conférence, son intersection avec AB donnera le pount F.

PROBLEME XXXIV.

Mener 3 deux circonférences données 0, 07, deux tangentes égales AT, AT,
faisant entre elles un angle donnc.

Joignons les points de contact T, T’ aux deux centres,
par les droites TO, T'O’, et prolongeons ces droites jusqu’a
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leur rencontre en B. Nous formerons ainsi un quadrilatére
dans lequel les angles B, A seront supplémentaires, attendu
que les angles T, T’ sont droits. De plus, BT=BT"’ : ¢’est

ce quil est facile de voir en menant la diagonale AB, Il .

résulte de'la que, dans le triangle OBO’, nous connaissons

la base O0', I'angle opposé B, et la différence des deux der-
niers cotés; car, de BT =0B+ 0T, BT'=0'B+0'T", on
déduit, 4 cause de BT =BT’ : BO—BO'=0'T'— OT. La
question est donc ramenée au Probleme XIV. |

Remarque. Si, aulieu de la tangente AT, on considére la
- tangenie AT,, on aura

B,T=B,0+ 0T, B,T,=B,0'—-0'T,;

dot  -B,0—B,0=0T+0'T,.

PROBLEME XXXV.

Par un point A, situé hors d'une circonférence 0, mener une sécante ABG
qui soit divisée en deux parlies égales par la circonférence.

Menons OB, OC, et prolongeons OB d'uné guantité égale
BD. Les deux trianglés ABD, OBC seront égdiix coiiiine
ayant un angle égal coinpris entre cotés égaux; donc
AD = 0C. De I3; résulte la construction suivinte :

Du point A comme teiitre, on \dé(’:ri't; uile ¢ircontérence
égale 1 la circonférence donuée; du point O commé Eeiitre,
avec le double durayon de la circonférence donnée, ofi-dé-
crit un arc de cercle qui coupe en D la circonférence A. On
méne OD, qui coupe la circonférence donnée au point cher-
ché B. -' ‘ -

Discussion. Poiir que le problémie soit possible, il faut
qu'on puisse construire le triangle AOD. Par conséquent, il
faut que AO, distance du point donné au centre de la cir-

Fic. 83.
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conférence donnée, soit plus petite que la somme des dis-
tances AD et OD, c’est-a-dire moindre que trois fois le rayon
de la circonférence donnée; et que cette distance AO soit
en méme temps plus grande que OD—AD, ¢’est-a-dire plus
grande que le rayon de la circonférence donnée. Dans ce
cas, les deux arcs de cercle décrits des points A et O, comme
centres, se coupent en deux points D, D’ et il y a deux
droites ABCG, AB'C’ qui satisfont A la question.

PROBLEME XXXVI.

Inscrive, dans un cercle donné 0, une corde CD, de longueur donnée L,
qui soit partagée en deux parties égales par une corde dennée AB.

Soit E le point d’insertion de la corde inconuue CD avec
la corde donnée AB. Joignons ce point au centre O par la
droite O : elle sera perpendiculaire 3 CD; et, conséquem-
ment, la corde CD sera tangente a la circonférence qui se-
rait décrite du point O comme centre, avec OL pour rayon.
Or, deux cordes également éloignées du centre sont égales.
Si donc nous nscrivons dans le cercle O une corde quelcon-
que GH égale 4 L, et si nous décrivons ensuite une circon-
férence concentrique a la premidre et tangente a GH, cette
ligne passera par le point cherché E.

Remarque. Lorsque le probléme est possible, il admet
généralement deux solutions.

PROBLEME XXXVIL.

Par un point M, donné sur un diamélre AB, mener une transversale Gl telle,
que I'arc AG soit le triple de BD. -

Il y a deux cas & distinguer, selon que le point M est si-
tué sur le diamétre AB ou sur son prolongement.
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Premier cas. Menons le rayon OD : nous formerons ainsi
un triangle MOD, dans lequel l’angle O a pour mesure BD.

Mais 'angle BMD a pour mesure . (AC—i—BD) ou 2BD. Donc

I'angle extérieur BMD est double de I’angle intérieur O.
Done le triangle OMD est isocele, et MD=0D.

On décrira donc, du point M comme centre, une circon-
férence ayant pour rayon MO. Si MO est plus grand que MB,
cette circonférence coupera la circonférence donnée en deux
points D, D’; et 'on tracera les deux cordes DMC, D'MC’,
qui satisferont a la question.

Second cas. Si le point M est situé sur le prolongement
du diamétre AB, on trouve encore MD=0D.

PROBLEME XXXVIIL.

Déerire un ceecle qui touche une circonférence donnée G et qui touche,
en un point donné A, une droite donnée PQ.

Soit O le centre du cercle demandé. Comme ce point ap- Fig, 79.
partient & la perpendiculaire élevée par le point A i la droite ,&
PQ, il suffit de connaitre une autre droite sur laquelle il soit
situé. Or, st U'on prend, sur la perpendiculaire, une dis-
tance AB égale au rayon de la cwconférence donnée C, et
que l'on meéne CB, le triangle OBC sera isoctle. Par consé-

quent, le centre appartient a la perpendlculalre élevée au
mllleu de BC. -

ey

PBOBLEME_-- XXXIX.

Décrire un cercle qui touche une droile donnée PQ et qui touche,
en un point donné A, une circonférence donnée C.

Supposons le probléme résolu, et soit Ole centre du cer- Fie. 80.
cle demandé. Ce point se trouve sur la droite CA qui joint
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le centre du cercle donné au point de contact. De plus, si
I'on méne AD perpendiculaire & CA, le centre O sera situé
sur la bissectrice DO de I'angle ADP; donc il est déterminé.

PROBLEME XL.

Décrire, sur une corde donnée AB, une circonférence qui coupe une circonfé-

rence donnée 0, de manitre que la corde commune CD soit paralléle &
une droile donnée EF.

Lorsque deux circonférences se coupent, la ligne des
centres est perpendiculaire & la corde commune; donc Ol
est perpendiculaire & CD, ou perpendiculaire 4 EF. D’ail-
leurs, le centre cherché 1 doit se trouver sur la perpendi-
culaire élevée au milieu de AB; donc 1l est déterminé.

PROBLEME XLI.

Sve Décrire, d'un point donné O, comme cenlre, une cieconférence qui coupe

Fic. 84.

une droite donnée XY, de maniére que I'un des deux arcs interceptés soil
capable d’un angle donné «

Soit OM le cercle demandé, et soit MAN celui des deux
segments qui est capable de I'angle donné «. L'angle au
centre MON, étant double de MAN, sera égal & 2a. Si donc
on abaisse OB perpendiculaire sur XY, 'angle MOB, moitié
de MON, sera égal & I'angle donné «.

De 1a résulte la construction suivante :

Du point donné O, on abaisse, sur la droite donnée, une
perpendiculaire OB; on fait au point O, avec cette per-
pendiculaire, un angle MOB égal & I'angle donné «; et du
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point O ‘comme centre, avec OM pour rayon, on décrit une
circonférence.

f

'THEOREME XLIL

Décrire une circonférence ayant pour centre un paint donné 0, et qui coupe

les colés d'un angle donné BAC, suivant une corde DE paralléle 2 une
droite donnée MN.

Du céntre O, abaissons OF perpendiculaire sur DE : le
point F sera le milieu de DE. Si actuellement nous menons
~ AF, cette médiane, d’aprés une propriété connue, partagera
en deux parties égales toute parallele a la base DE du
triangle DAE. En particulier, si I'on prolonge les cotés de
V'angle donné jusqu’a leur rencontre avec la droite donnée
MN, le segment GH sera partagé en deux parties égales par
le prolongement de la médiane.

On voit done que pour trouver le point F, il faut :

40 Prolonger les cotés de 1'angle jusqu’a leur rencontre
en (x et en H avec la droite donnée MN ; 2° joindre le milien I
de GH avec le sommet A; 3° enfin abaisser, du centre
donné, OF perpendiculaire & MN.

Le pointF étant connu, le reste s’achéve facilement.

PROBLEME XLIIL.

Etant donnés un cercle €, une droite XY el un point A situé sur cetle droite,

décrire un autre cercle qui touche cette droile au point A, et qui coupe,
sous un angle donné o, le cercle donné.

Soit OA le cercle demandé. Si au point B, onril coupe le
“cercle donné, on mene les tangentes BD BE, I'angle de ces

Fic. 86.

Fie. 92.
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droites sera, d’aprés I'hypothése, égal d «. Si donc on in-
serit dans le cercle donné C une corde MN qui en retranche
un segment capable de I'angle « ou de son supplément, et
qu’on décrive du centre G une circonférence tangente A MN,
la tangente inconnue BE touchera cette circonférence GP
en un point F, milieu de la corde BE.

Cela posé, menons le rayon CG perpendiculaire & XY ;
joignons le point G au point de contact F, et prolongeons
la corde GF jusqu’a sa rencontre en H avec XY. Enfin,
supposons BE prolongée semblablement jusqu’a ce qu’elle
rencontre XY en un point I. Nous obtiendrons ainsi deux
triangles FCG, FIH tels, que les angles GGF, CFG du pre-
mier auront pour compléments respectifs les angles IHF,
IFH du second, attendu que CG et GF sont respectivement
perpendiculaires 4 1H et IE. Mais CGF =CFG; donc
IHF =1IFH; done IF = IH. |

D’un autre coté, les deux tangentes IA, 1B sont égales
entre elles, comme étant issues d’un méme point, donc
BF=AH.

Il suffira donc, pour obtenir le point H, de prendre

AH=MP=%MN. Le point H étant connu, on ménera la

droite GH, laquelle, par son intersection avec la circonfé-
rence CP, donnera le point F; aprés quoi I'on obtiendra le
centre cherché O par l'intersection de AO perpendiculaire
a XY et de OL perpendiculaire au milieu de HF.

Nous laissons au lecteur le soin de discuter le probléme.
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PROBLEME XL1V,

Etant donnés deux cercles O et G, avec un point A pris sur 'un d’eux, on
propose d’en décrire un qui passe par’ce point et qui coupe les deux pre-
miers sous des angles connus o, (. '

Supposons le probléme résolu, et soit I le cercle de-
mandé. Menons au cercle C la tangente AD, et au cercle
demandé I la tangente AE : ces deux tangentes formeront,
par hypothése, un angle égal 4 «. Si donc on meéne au
point A une droite AE faisant avec la tangente AD, qui est
connue, un angle «, le probléme sera ramené & décrire un
cercle qui touche AE au point A, et qui coupe le cercle O
sous un angle donné 3; c’est le probléme qui vient d’étre
résolu.

PROBLEME XLV.

Quel est le lien géométrique des sommels des triangles ayant méme hase AB
et dans lesquels Ia médiane AM a une longueur donnée L? |

Si nous menons CO parallele & AM, nous aurons
BO=2AB, et OC=2AM=2L. Le lieu est donc une
circonférence décrite du point O comme centre, avec 2L
pour rayon.

PROBLEME. XLVL.

Par un point B, pris sur le coté BG d’un triangle douné ABG, on méne une
transversale quelconque EDF. On (race les circonférences CDE, BDF. Quel
est le lieu du second point M d’intersection de ces circonférences?

Fie. 93.

Fic. 90.

Joignons le point M aux points B, G, D, et considérons Fic. 91.

le quadrilatere ABMCG.

E
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L’angle BMC de ce quadrilatére se compose des angles

BMD, CMD. Or, évidemment |
BMD=BFD, CMD=AEF;
done BMC=BFD + AEF=2'—A,

Ainsi, 'angle BMC est le supplément de 'angle A du
triangle ABC; et, conséquemment, le lieu géométrique
cherché est la circonférence circonscrite au triangle ABC.

Remarque. Ce lieu génmemque est mdépepdant de la
position du point donné D.
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LIVRE III.

THEOREME 1.

Lorsqu'une droite AB est partagée en deux segments AG, BG, proportionnels
aux nombres &, a ; si des poinis A, B, C on abaisse, sur une droite quel-
conque XY, des perpendiculaires AA, BB’ GG’; oL 3

IIII

Menons la diagonale A'B, qui repcontre GG’ en un point Fie. 94.
D. Les tnangles semblables BCD BAA’ donneront

€D _ BC a
: AA' BA a—l—-b ’
&ol (a4 b) CD=a. AA".

De méme, les deux triangles semblables A'C’D A'B'B
donneront
B CD__AD__AC__ D .

BB - AB -AB- a+b’

Fol (a-+b)C'D=b . BB".
Ajoutant les deux égalités, on trouve :
| (a-+b)CC'=a.AA’+b.BB".

Remarques. 1. Lorsque la droite XY ne laisse pas les
trois points A, B, G d'un méme coté, on doit affecter du
signe + les perpendnculalres situées d'un coté de cette
droite, et du signe — celles qui sont situées de I'autre coté.

Considérons, par exemple, la figure 95. Nous aurqns )
comme ci-dessus, | | -

(a+b)CD=a.AA’,
(e +b)C'D=0b.BB'".
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Mais la perpendiculaire CC', au lieu d'étre égale a

-C’D—i- CD, est égale A C'D—CD; donc

(a+b)CC'=0b.BB'—a. AA’.

IL. Si les deux segments AG, BC, au lieu d’étre additifs,
sont soustractifs, ¢’est~a-dire si le point G est situé sur le .
prolongement de AB, on aura |

(a —b) CC'=a.AA"—D.BB'.

’ AC b \
En effet, de %EQ:g, on conclut 35 =--—, d'ou, par

le théoréme ci-dessus,
a. AA'=—b.BB'+ (a—b) CC'.

THEOREME I1.

Etant donné un systéme de points A, B, C..., on peut toujours déterminer un
point tel, que sa dislance & une droile quelconque XY soit égale A la
moyenne arithmélique entre les distances de la méme droite aux points

A, B, C...

D’aprés le Théoréme I, la proposition est vraie dans le
cas ol le nombre des points A, B, C... se réduit a deux.
Supposons donc que cette proposition ait été démontrée
pour le cas de n points A, B, G, D, E, et vérifions qu'elle a
encore lieu sil’on consideére (n+1) pomnts A, B, C, D, E, F.

Soit I le centre des moyennes distances des points A, B,
C, D, E; nous aurons

n. JI'=—=AA’'+BB'+ CC'+ DD'+EE’.

Menons IF, et partageons cette droite en deux segments
10, OF, propbrtionnels aux nombres 1, n; nous aurous,
par le Théoréme I :

(n+1) 00'=n.lI'4 FF.

Douc 00'== - [AA"+BB/+CC'+DD'+Ef'+-FF/].
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Remarques. 1. Pour obtenir le centre des moyennes dis-
tances d’un systéme de points A, B, G, D,... il suffit, évi-
demment, & appliquer la régle suivante :

Menez la droite AB, et divisez cetle droite en deux par-
ties égales AM, MB; menez la droite MC, et divisez cette
droite en deux parties MN, NC, proporiionnelles aux nom-
bres1, 2;menez la droite ND, et divisez cette droite en deux
parties NP, PD, proportionnelles auz nombres 1,3, elc.
Le dernier point de division O sera le cenlre des moyennes
distances cherché.

II. Tout systéme de points a un cenire des moyennes
distances.

III. Un systéme de points ne peut avoir qu'un seul centre
des moyennes distances.

En effet, s’il en avait deux, ces deux centres seraient
également distants d’une droite quelconque; ce qui est
absurde. @- '

" IV. Si une droite XY est située de maniére que la somme
algébrique de ses distances a des points A, B, C, D... soit
nulle, cette droile contient le cenlre des moyennes distances
du systéme de ces, points.

De cette derniére proposition, dont la vérité est évidente,
on déduit les cquclusioné suivantes :

V. Le centre des moyennes distances d'un (riangle est
le point d'intersection des trois médianes. |

VI. Le cenlre des mogjennes distances d’'un quadrilatére
est le point de rencontre des droites qui joignent les milieux
des cotés opposés.

VII. Le centre des moyennes distances des sommets d'un
polygone régulier est le centre de figure de ce polygone.
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THEOREME Iil:

La somme des earrés des distances de » poinis A, B, Ci.. & un point guel-
" conque §, est égale i la somme dés carrés des distances des mémes points
3 leur centre 0, augmentée de 7 fois le carré de SO:

Projetons les points A, B, C... sur la droite SO, et nous
obtiendrons, dans les différents triangles AOS, BOS,

COS.... -
AS—A040S4+-208.A°0,
BS—B0+0S —20S.B0,

S —C0+ 05—208.C0,

w2

— 2 2 . —2

d’odl AS—I—BS—I—CS F.o..—=AO0+RO+4CO—+-...4-n0S
+208(A'0—B'O—C'0O+...).
Or, il est évident que le point O, centre des moyennes

distances des points A, B, G,... est aussi le centre de
leurs projections A’, B’, .. anc la somme algébrique

-des distances A'0, B’0, G'0.. est nulle, et 1'égalité pré-
| cedeute se réduit A - . o

AS+BS+0S+...=A0-+B0 +...+-n.08.
Remavque Cette égalité donne

2 - 2
AS+BS+GS +...<AO+BO+_CO+...
Conséquemment , lg somme des carrés des distances d'iin
point S & des points donnés A, B, G:.. est un minithum,
quand ce point S se confond dvec le centre O.



DR GLOMETRIR ELEMENTAIRE. 55

THEOREME 1V.

Le lien géométrique des poinls Lels que la somme des carrés des distances de
chacun d’eux A des points donnés A, B, €, soit constante, est une circon-

férence qui a pour cenlre le centre O des moyennes distances des points
A, B’ Glll

Soit S 'un des points du lieu, et soit [ la constante don-
née. L’'égalité précédente donnera

P—A0~+BO+...+n.08;
oubien 08=. [l2 A0 —B0— GO —.. NE

c'est-a-dire que la distance OS est constante : le lieu est
done une circonférence ayant poir centre 16 point O.

Remarques. 1° Pour que la circonférence existe réelle-
ment, 1l faut que l'on ait

l*>A0+BO+CO+

9 i P=AD ~+ BO - CO +-..., la circonféreiice se ré-
duit & son tentre 0. |

THEOREME V.

Les droites qui joignent les sommels homologues de deux polygones P; P/,
semblables et semblablement ou inversement situés, se coupeut en un méme
point,

Soient AB, BG deux cotés consécutifs” du polyzone P,
| et A'B’, BC' les ¢otés correspondants.du polygone P’. Soit
0 le.point de rencontre des droites AA’, BB’ : il s’agit de
démontrer que la droite GG’ passe par le point O.

Ifie. 98.

Fic. 990,



56 THEOREMES ET PROBLEMES

Les triangles semblables OAB OA’B’ donnent

AE . BO

AB T B0’
. " AB—A'W, BW
d'ol . T AB. B0

. Appelons 0" le point de rencontre des droites BB’, CC/;
nous aurons, de la méme maniere,

BC—B'C’ . BB
"BC B0

Mais, les polygones PP/ étant semblables, on a

AB. _ BC
AT — U s
Lol AB—A'B' BC—B'C' .
O  TAB, T TEBC

Les proportlons ci- des.sus ont donc un rapport commun

Gonséquemment Ny .
BB’ __ BB

RO B0
d’on ) BO BO’ -

Ainsi, le point O' comclde avec le point 0

Remarques. 1. On appelle en genéral centre de szmzh-
tude de deux lignes un point situé de la méme maniére par
rapport a chacune d’elles. En adoptant cette définition, on
voit que le point O est le centre de similitude des poly-
gones P, P’. L a |

1I. Le centre de similitude est exierne lorsque les deux
figures sont directement semblables ; il est interne dans le
cas contraire.

III. Deux figures semblables.et semblablement placées

peuvent avoir a la fois deux Lenlres de similitude. Exemple :
deux circonférences.
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THEOREME VI,
Deux polygones semblables ont un centre de similitude,

AB, A'B’ étant deux c6tés homologues, soit C leur point
de concours. Par les trois points A, A’, G, faisons passer

une circonférence; puis, par les trois points B, B’, C, faisons

passer une autre circonférence. Ces deux lignes, qui se cou-

pent en G, se couperont en un autre point O; et ce point

sera le centre de similitude des deux polygones.

En effet, dans le quadrilatére inscrit OACA’, les angles
A, A’ sontsupplémentaires; donc OAB=0A'B’. De méme,
OBA=0B’'A’. Conséquemment, les triangles OAB, OA'B’
sont semblables, et le point O est situé de la méme ma-
niére relativement aux cotés AB, A'B’. C'est ce qu'il fallait
démontrer. '

THEOREME VII.

Les centres de similitude de trois polygones P, P, P” semblables
¢l semblablement placés sont en ligne droile,

-~ Soit X 1¢ point du polygone P/, homologue du centre de

similitude O’ de P, P”. La droite 0'X,, qui unit deux points

homologues de P, P’, doit passer par O”, centre de simi-
litude de ces deux polygones. Cette méme droite, qui unit

deux points homologues de P’, P’ doit passer par leur.

centre 0. Lés quatre points 0, 07, 07, X, sont donc en hgne
-droite.

Fic. 100.

., Remarques. 1. La droite qui passe par les centres de - .-
similitude de trois figures semblables et semblablement pla-

cées s’appelle azxe de similitude.:
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IL. Trois circonférences ont en général siz centres de si-
militude, lesquels sont situés trois & trois sur qualre axes
de similitude.

THEOREME VIII.

Toute transversale A'B'G’ détermine, sar les cotés d'un triangle ABG, six
segments lels, que le produit des Lrois segmenis qui n'ont pas d’extrémités
communes ¢st égal au produit des frois autres.

Fic. 101. Menons par le sommet C la droite CD paralléle A Ia

transversale ; nous aurons
DCT AC' CA’  BA’
p CB'~— AB'* DO BC"

Ces deux proportions donnent
CA' __ AC' BA’

A——

T8~ AB " BU’
ou AB’.CA’.BC'=BA'.CB". AC".

Remarques. 1. Pour exprimer la relation- précédente,
on dit que les six segments sont en involution.

H. Laréciproque du théoréme est vraie ; c’est-a-dire que
si trois points, pris sur les cotés d'un triangle, déterminent
sIx segments €n involution, ces trois points sont en ligne
droite. On démontre aisément cette réciproque, a I'aide de
la réduction & labsurde.

THEOREME IX.
o Trois droites AX, BD', CC' , issues des trois sommels d’un triangle, et con-

courant en un méme pojnt O, délerminent, sur les colés d'un triangle , six
segments en involution.

Fig. 102. Letriangle ACC’ etla trmlsversale BOB’ donnent, par le

théoréme précédent : -
AB’. CO. BC'=AB. OC’. CB'.
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Le triangle BCC’ et la transversale AOA’ donneiit, en
vertu du méine théoréme;

- AB:. OC'. CA’=BA". CO: AC".

En multipliant membre & membre ces deux égalités; on
obtient -
AB’. CA'.BC'=BA'.CB'". AC".

Remarques. 1. La réciproque de ce théordme est vraie.

IT. On conclut, de cette réciproque, que les trois médianes
d'un triangle se coupent en un méme point, et qu’il en est de
mémie pour les trois bissectrices; pour les {rois hauteurs;
pour les droites qui joignent les somimets aiix points de con-
tact des colés opposés avec le cercle inscrit, eté.

THEOREME X.

Si les deoiles qui joignent les sommels correspondants de deux (riangles se
coupent en un méme po.mt les pomls de concours des cotés 0pposés sont
en llgne drmte . ‘

SmentﬁBG; A'R/C’ les deux triangles, et soit O le point Fic. 108.
de concours des droites qui joignent les sommets corréspon-
dants. Il faut démontrer que les points M, N, P, ou e coupent
les cOtés respectivement Opposés a ces Sommets , SOLE eu
ligne droite.

Le triangle OAB el; la transversale A’B’P donnent, par
le thé01 élne VIII

" OA”. Al—” BB' DB' hP AA"

...........

blablement
OB' BM CC’ OC’ CM. BB’

Enfin, le t,nano*le_ ABC et la transversale A'G ’N
“QC’. CN.AA’=OA’. AN: CC";
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Multipliant ces égalités membre & membre, on obtient :
AP.BM. CN=BP. CM. AN.
Donc les points M, N, P sont en ligne droite.

Remarques. 1. La réciproque de ce théoréme est vraie.
II. Les triangles ABC, A’'B’'C’ sont dits homologiques ;
O est un centre d’homologie ; PMN est un axe d’homologie.

THEOREME XI.

Si I'on considére, sur les ¢dtés du triangle ayant pour sommels les centres
G, ', G” de trois circonférences, les trois centres de similitude internes I,
I’y 1" el les trois centres de similitude externes E, L', E”: 1° les trois

cenlres infernes sont en involution; %° deux centres internes ¢l un cenlre
exlerne sont en involution. |

On sait que le centre I” de similitude interne de deux
circonférences divise la ligne des centres GG’ en deux seg-
ments additifs CI”, C'I”, proportionnels aux rayons R, R’.

Semblablement, le centre de similitude externe E” partage
la droite CC’ en deux segments soustractifs CE’, G'E” pro-
portionnels & R, R’.

- Cela posé; il faut démontrer que :
o ClI".C'L. C'I'=CI'. C"1. C'V";
Q0 CE".C’'I. C"V=CI'.C"I. C'E".
Or, ces deux relations deviennent svidentes si I'on mul-

tiplie terme & terme les proportions
' C1’ R’ '] R’ crr R? i
R’

Cr— R’ €¢I~ R>. C
ou si 'on multiplie celles-ci :
. CE" _R CI_R CT__R
CE'” R’ C1 R T TR°
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On voit donc que : 1° les droites CI, C'1", C"1" concourent
en un méme point P; 2° les points I, 1, E” sont en ligne
droite. |

On démontrerait de la méme maniére gue les pointsI, I,
E’ sont en ligne droite, ainsi que les points I’, I, E.

Remarques. 1. Qu dit qu’une droite AB est partagée har-

moniquement aux points G, D, lorsque les deux segments-

additifs AC, BC sont proportionnels aux denx segments sous-
tractifs AD, BD; c’est-a-dire lorsque I'on a
AC_ AD
BC™ BD
II. Les points C, D sont dits conjugués harmoniques.- 1l
en est de méme des points A, B, parce que la droite CD est
partagée harmoniquement en ces deux points.
III. En adoptant ces définitions, on conclut que les bis-
sectrices de I'angle d'un triangle partagent harmonique-
ment le coté opposé; et que les centres de similitude de

deux circonférences partagent harmoniquement la distance

des centres. |

IV. Plus généralement, d’apres les Théorémes VII et IX,
si I'on joint les sommets d'un triangle a un point O par les
transversales AA’, BB/, CC’, et que I'on méne ensuite la

transversale B'A’C”, les points G, C” partageront harmo-"

niquement la base AB.

- V. Cette remarque donne le moyen de construire, avec la
régle seulement, le conjugué harmonique C” d’un point C'.

Fic. 104.

L >
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THEOREME XII.

Si les"cotés d'un polygone quelconque sont cupés par une (ransversale, le
produit des segments qui n'ont pas d'exlrémilés communes sera égal au
' produil des autres segments.
Fic. 406.
Soit ABC... un polygone, dont les cotés sopt coupés en
M, N, P... par la transversale MQ. Il s'agit de démonirer
que

AM. BN. CP. DQ. ER. FS.—AS. BM. CN.DP.EQ.FR.

Décomposons le polygone en triangles, au moyen des
diagonales BD, BE, BF. Nous aurons : '

AM. BX, FS.—= AS. BM. FX ;
BY.ER. FX.=BX.EY.FR;
BZ. DQ. EY.=BY. EQ. DZ;
BN. CP. DZ. =BZ. DP. CN.

’ Multipliant membre & membre, et supprimant les facteurs
e commun, op obtient la relation ci-dessus.

v .

THEOREME XIH.

Si, par un point pris dans le plan d'un polygone quelconque d’un nombre
impair de clés, on méue 3 chaque sommel une droite qui partage le colé
opposéen deux”segments, le produit des segments qui n'ont pas d'extré-
mités communes;sera égal au produit des autres segments.

Ce théoréme se démontre & peu prés comme celui qui
précede.
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THEOREME XIV.

Toute paraliéle & 'un des rayons d'un faisceau harmonique est parlagée
en deux parlies égales par les trois autres rayons,

~ Lorsque, aprds avoir partagé harmoniquement une droite Fre. 107.
AB aux points G, D, on joint les points A, B, C, D avec un
point quelt,onque O les quatre droites OA, 0B, OC, OD
forment ce qu on appelle un faisceau harmonique.

Celte déﬁnitiq;} étant ‘adn{ise,’. menons, par le point B, MN
paralléle & OA ; nous aurons

B T BC
BM-=A0.%5, BN=AO.7g.

AD’

Mais . 22=<BC. donc BM=BN.

RECIPROQUE., S-z, par le sommet d'un riangle, on méne
une médiane et la paralléle a la pase correspondante, ces
deux droites sont conjuquées harmoniques par rapport aux
deux autres cotés du friangle.

THEOREME XV.

Si 'on méne, dans un faisceau harmonique, une transversale queleonque,
elle est coupée harmoniquement par les quatre rayons.
. - N - ot R

Ce théoréme est évident par celui qui précéde.

THEOREME XVI.

Deux points réciproques quelconques G, D parlagent harmoniquement
le diamétre AB qui les contient,

Deux points C, D, situés sur un diamdtre AB, et d'un Fic. 112.
méme cOté par rapport au centre O, sont dits réciproques,
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lorsque le rectangle de leurs distances au centre est équiva-
lent au carré du rayon ; c’est-a-dire lorsque I'on a

0C.0D=0B.

Il est évident, d'aprés cette définition, que si le point G est
intérieur au cercle, son conjugué D sera extérieur.
Cela posé, il s’agit de démontrer la proportion

AC___AD,
BC  BD’

ou, ce qui est la méme chose, Ia proportion

BO+OC oD+ BO -
BO—O0OC™~ OD—BO®

Or, celle-ci équivaut i la suivante :

BO__OD
0C~ B0’

laquelle donne 0C.0D=0B.

THEOREME XVII.

\Les distances-d'un point quelconque M d’une circonférence, 2 deux poinls
réciproques G, D, sont dans un rapport constan.

Fis. 113.  Les droites MA, MG, MB, MD forment un faisceau har-
monique, dans lequel les deux rayons conjugués MA, MB
sont perpendiculaires entre eux. Donc, d’aprés le Théo-

réme XI, ces droites sont les bissectrices des angles for-
més par MC, MD. On a donc

MC __ BC
MD ~ BD°
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THEOREME XVIIL.

Le sommet D d'un angle civconserit EDF a pour polaire la corde
de contact EF,

On appelle polaire d'un point D, par rapport & un cercle O,
la perpendiculaire au diamétre OD, menée par le conjugué
du point D. Réciproquement, D est le polé de la perpendi-
culaire.

Cette définition étant admise, le théoréme énoncé con-
siste en ce que le point G, ot EF coupe OD, est le conju-
gué du point D.

Or, le rayon OE est moyen proportionunel entre I’hypo-
ténuse QD et le segment OC; done |

. 0C X0D=—0B.

THEOREME XIX.

Le pole N de toute droite GII passant par un point G est sur la polaire EF
de ce point, |

Le pole dela droite GH est situé sur OM perpendiculairé

a GH. Il faut done, pour démontrer le théoréme, faire voir que

le point N, ol les droites OM, EF se coupent, est conjugué

du point M. Or, les deux triangles rectangles OMC, ODN,
évidemment semblables, donnent
0M.ON==0C. OD.

- Mas, les points G, D étant réciproques, on 2

' St . . T“ i _ " ) —_.2 )
S 0C.0D=0B;

done dussi - .OM.ON--—-@?'

Fic. 114.

’ FIG. 115.
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Fic. 117.

Fic. 87.
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THEOREME XX.

La polaire de tout point pris sur une droile passe par Je pole
de celle droile.

Cette proposition, réciproque évidente de celle qui pré-

céde, donne lieu a la propriété remarquable que voici :

Si, par différents points C, C', C'.... pris sur une droule
AB, on méne des tangentes i une circonférence 0, les cordes
de contact DE, D'E’,... passent toutes par un méme point P.

; yeoo ]

THEOREME XXI.

Toute corde FG, menée par un point P, est divisée harmohiquement
' par ce point et par sa polaire BC.

Les points A, P étant réciproques, on a (Th. XVII)

AF _AG AF__PF
PF - PG? AG— PG’

Cette proportion exprime que AP est la bissectrice de
angle FAG. Et comme BG est perpendiculaire & AP, les
quatre droites AP, AB, AF, AG forment un faisceau har-
monique (Th. XI, Rem. 1I).

THEOREME XXII.

Etant donné un polygone P, on peut loujours construire un polygene P’ tel,
que les sommets de {'un des polygones soient les poles des colés de I'antre,
relalivement & un cercle donné 0. ‘

Supposons, pour fixer les idées, que le polygone P soit
un quadrilatére ABCD. Soient A, B’, CG’, D’ les poles des
cotés de cette figure. La droite A’B’, qui joint le pdle de
AB au pole de BC, est la polaire de B (Th. XX), etc. Donc
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les deux quadrilatéres ABCD, A’B'C’D’ jouissent des pro-
priéiés énoncées.

Remarques. 1. En général, les polygones P, P’ sont dits.

polaires réciproques par rapport au cercle directeur Q.

II. La théorie des polaires réciproques, due en grande
partie & M. Poncelet, double le nombre des théordmes de
la Géométrie; cest-d-dire qu'un théoréme de situation (*)
étant admis , la considération des polaires réciproques en
donne immédiatement un autre, corrélatzf du premier. Soit,
par exemple, ce théoréme trés-simple : les hauteurs AM
BN, CP d'un triangle ABC se coupent en un méme point I
(1, Th. I). |

Construisons la polaire réciproque de Ia figure, relative-
~ment A un cercle ayant pour centre le point arbitraire O;
et solent A/, B, G’ les poles des cotés BC, CA, AB.

Le pole de AM est situé sur B'C’, polaire de A. De plus,
ainst qu'il est aisé de le reconnaitre, les pdles de deux
droites perpendiculaires entre elles sont situés sur deux
rayons perpendiculaires entre eux. Donc le pole de AM
doit aussi se trouver sur OM’ perpendiculaire 8 OA’; donc
il est en M'. | ' *

Une construction semblable donne les poles N, P’ des
droites BN, CP. it comme AM, BN, CP se coupent en I,
les poles de ces lignes sont situés sur une méme droite,
polaire de 1. | -

Done :

<
~ (*) M. Mannheim, officier d'artillerie distingué, est parvenu i élendre
aux proprietds numériques des figures I'application du principe des po-
laires réciproques.

Fie. 205,
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THEOREME XXIII.

Si, d'un point quelconque 0, on méne des droites aux lrois sommels d'un
riangle A'8'C’, ¢t des perpendiculaires & ces droiles; qu'on prolonge
chaque perpendiculaire jusqua ce qu'elle rencontre le cdté opposé au
sommet qui lui correspond; les {rois poinls AU, ', P’ ainsi oblenus secont
sur une méme droite. | |

 THEOREME XXIV.

Dans tout hexagone ABCDER inserit au cerele, les points de concours I, G, I
des ¢otés opposés pris deux & deux sont lous les trois en ligne droile.

Ce théoréme, I'un des plus féconds de toute la Géométrie,
est dii & Pascal. Il-se démontre facilement comme il suit :
~ Prolongeons les cotés, de deux en deus, jusqu’ace qu'ils
se rencontrent aux points L, M, N. Nous aurons, par la pro-
priété des droites qui se coupent hors d'un cerclg :

LA LF=LB. LC, MC. MB=MD. ME, NE.ND=NF.NA.

D’un autre c6té, le triangle LMN, coupé par les trans-
versales AG, 0, FH, donne (Th. VIII) :
LB.MG.NA=NMB.NG.La, MD NI. LC—-I\D L1.MG,

ME.NF.LH=NE.LF.MH. , . =

Multipliant ces six égalités membre A membre, et suppri-

mant les facteurs communs, il nous vient:
MG.Nl.LH=NG.LI.MH.

Donc les trois points G, H, I sont sur utie-méme droite.
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THEOHEME XXV.

Dans tout hexagone adedef circonserit au cercle, les diagonales menées

par les sommels opposés, pris deux & deux, se coupent en up méme
- poin, | '

Si 'on méne les cordes de contact AB, BC,... on con- Fie. 121.
struira un hexagone inscrit ABCDEF. Les cotés de cet
hexagone auront pour poles les sommets correspondants
de 'hexagone circonscrit. Si 'on méne be, le pole de cette
droite devra se trouver sur la polaire de b et sur la polaire
de ¢; donc il sera en G. De méme, les poles des deux
autres diagonales ad, cf seront les points I, H. Done,
puisque les points G, I, H sont en ligne droite, leurs po-
laires concourent en un méme point P. :

Remarque. Ce dernier théoréme, découvert par M. Brian-
chon, est un corrélatif du Théoréme de Pascal (Th. XXII,
Rem. 1I). 1l donne lieu, comme celui-ci, A un trés-grand
nombre de corollaires, que nous ne pouvons indiquer ici.
Nous nous bornerons a énoncer I'un d’eux :

'THEOREME XXVI.

Dans tout triangle inscrit, les points de concours des cotés avec les tangentes
aux sommels opposés sont situés sur une méme droite,

. +.v o+ - THEOREME XXVII.
" I:e"lid.uigéomél.riqlié des points M d'égale puissance pa‘r rapport & deux”
circonférences 0, ', est une perpendiculaire MN 4 la lizne des centres.

Ou appelle puissance d'un point, par rapport a une cir- Fyg, 499.
conférence, le rectangle constant des segments additifs ou
soustractifs que forme ce point sur toute corde qui le ‘con-
tient. - - . B o
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D’aprés cette définition, il est évident : 1° que Ia ligne
cherchée se confond avec le lien des points d’olt I'on peut
mener aux deux circonférences des tangentes MT, MT’,
égales entre elles; 2° que si les circonférences sont tan-
gentes ou sécantes, le lieu géométrique dont il s’agit sera
la tangente commune ou la corde commune. Considérons
donc le cas ou les circonférences seraient extérieures ou
intérieures. | o

Abaissons MP perpendicuiaire & 00’, et menons MO,
MO’. Nous aurons -

—_2 2 2 2 2 2
MT=O0M—-0T, MT'=M0'—0'T",
d’oti, A cause de MT=MT", et en appelant R, R’ les deux
-2 2 '
rayons : OM—R?>=MO’'—R"2,

Or,  OM=—OP~MP, OM=0"P 4P
donc f)_f)ﬁ._. R2— _(j_'_f)?__ R’

 Cette égalité donne OP 0P—R?— R,

ou  (OP+O'P) (OP——O’P) (R4-R’) (R—R");

ou encore, 4 cause de OP+O'P 00’,

/ {R4-R") (R—R’)
0P —0'p=RERIR—R)

Ainsi, la position du point P est indépendante de celle
du point M; c’est-A-dire que tous les points du lieu cherché
ont méme projection sur O0'; ou que ce lieu est précisé-
ment la perpendiculaire MP, |

Remarques. 1. La droite MN est appelée aze radical
des circonférences O, Q. E

II. D’apres la valeur trouvée pour OP—OP’, on voit que
si R surpasse R’, OP sera plus grand que O'P. Ainsi, Paze
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radical est plus prés du centre de la petile circonférence que
du centre de la grande.

e

. De  OP—R*=0P—R",
on déduit
(OP+4-R) (OP —R)=(0’P+R") (0O'P—R"),
ou (OP+4R).AP=(0'P+R') A'P.
Nous avons supposé R>R’, d'oli nous avons conclu
OP>0'P. Donc, par compensation, AP <ZA'P. (est-

a-dire que axe radical est plus prés de la grande circon-
férence que de la petite.

THEOREME XXVIIL.

Les axes radicaux de trois circonférences , considérées deux & deux,
s¢ coupent en un méme point.

Les axes radicaux MN, M'N’ se coupent en un point Fie. 123.
tel, que si I'on méne de ce point les tangenies CT, CT",
CT”, on aura, en méme temps, CT'=CT", CT"=CT.
Donc GT'=CT; donc le point C est situé sur I'axe radical
N[”N.’!.

Remarques. 1. Le point G est le centre radical des trois
circonférences. |

II. Pour obtenir I'axe radical de deux circonférences
C, G’ qui n'ont aucun point commun, 1l suffit de les couper
par une circonférence auxiliaire C”, puis d’abaisser, par le
poitt de rencontreides deux cordes communes, une per-
pendiculaire sur ladroite qui joint les centres des circonfé-
rences G, C'. ‘ |
- HI. -S¢ trofs circonférences se coupent deux a deux, les
trois cordes communes se coupent en un méme point ; si
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trois circonférences se touchent deux @ deux, les trois tan-
genles commaunes se coupent en un méine point; ete.

THEOREME XXIX.

Le point de rencontre O des trois hauteurs d'un triangle ABG est : 4o e
centre radical des circonférences ayant pour diameélres les eotés du triangle;
20 le centre radical des circonférences ayant pour diamélres les segments
0A, OB, OG des trois hauleuss.

1° Les circonférences décrites sur AC et BC passent par
le point C’; donc leur axe radical est CC’; etc.

20 Méme démonstration.

Remarque. A cause de la premiere partie du théoréme,

0on a
‘0A.0A'=0B.0B'=0C.0C".

THEOREME XXX.

Dans tout quadrilatére complet, les circonférences décrites sur les diagonales
BE, CD, AF comme diamétres, élant prises deux & deux, ont méme axe
radical.

Les cordes (G, HE, AI, respectivement perpendicu-
laires & DG, BH, FI, sont les hauteurs du triangle AEC;
donc elles concourent en un poing L; et, i cause des qua-
drilateres tnscriptibles HCGE, HEAI, AICG, on a

LC.LG=LH.LE=LA. Ll

Par conséquent, le point de rencontre L des hauteurs du
triangle AEC appartient aux axes radicaux des circonfé-
rences GD, HE, AF, prises deux & deux:

De méme, les points de rencontre M, N, P, relatifs aux

- triangles ABD, DEF, BCF, appartiennent, chacun, aux
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mémes axes radicaux; donc ceux-ci sont confondus en une
seule droite LMNP (%).

THEOREME XXXI

Les points de renconire L, M, N, P des hauteurs des triangles déterminés
par les colés d’un quadrilatére complel sont situés sur une méme droite.

Ce théoréme est compris dans celui que nous venons de
démontrer.

THEOREME XXXIJ.

Dans fout quadrilatére complet, les milieux 0, 0', 0" des trois diagonales
sont en ligne droite. |

En effet, les trois lignes des centres-00’, 0’0", 0”0 sont Fig. 358.

perpendiculaires i I'axe radical commun LMNP ; donc elles
comcldent en direction.

Remarques. 1. Ge théoréme peut étre démontre directe-
ment.

II. Les points 0, O’, 0” étant les milieux respectifs des
droites BE, CD, AF, il s’ensuit que la droite des .centres
est un axe des moyennes distances relativement aux six som-
mets A, B, C, D, E, F du qﬂadrilatére (**)..

(*} Si les points M, N, P pouvaient coincider avee L, on devrail seu-
lement conclure, comme dans le théoréme précédent, que le point L
est le centre radical des trois circonférences.

*" Les démonstrations précédentes (Th. XXX, XXXI, XXXII) sont
daes & M. M&ntion (Nouvelles Annales de Math.,tome X1).
Lo’
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THEOREME XXXIIL.

Si, d'un point quelconque O, on meéne des droites aux sommets d'un qua-
drilatere ABGD et des perpendiculaires a ces droites :

{° Les points ou la perpendiculaire qui répond a un sommet coupe les
droiles qui joignent deux & deux les rois autres sommels sont , trois a
Lrois, sur quatre droiles aa”a”, 66'6”, cc'e”, d'd'd”;

9 Ces quatre droites concourent en un méme point I,

La premiére partie de la proposition a été démontrée ci-

dessus (Th. XXIII).
Quant 3 la seconde partie, elle se déduit du Théor. XXXI,

par le moyen des polaires réciproques. Nous laissons au
lecteur le soin de développer la démonstration.

THEOREME XXXIV.

Les points de rencontre 0, 0', 0, 0” des hauteurs des triangles délerminés
par les sommels d'un quadrilatére inscriptible ABGD sont les sommets
d'un quadrilatére égzal au premier,

Soient 0, O'les points de rencontre relatifs aux triangles
ABGC, ADC.Menons OB, O’D et 00’. Abaissons, du centrel,
la perpendiculaire IP sur AC. 11 est facile de voir que

OB=21P=0'D.

D’ailleurs, les droites OB, IP, O'D sout paralléles; donc
OBDO’ est un parallélogramme ; donc 00’ est égale et pa-
rallele & BD. Semblablement, 00" est égale et parallele &
AG; donc les deux quadrilatéres ABCD, 070070 sont égaux
et ont leurs cotés respectivement paralleles.

c
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THEOREME XXXV,

Dans tout quadrilatére complet, chaque diagonale est partagée
harmoniquement par les deux aufres.

Soit ABCD un quadrilatdre, dont les trois diagonales sont
AC, BD, EF. Pour démontrer que la diagonale EF, par
exemple, est partagée harmoniquement aux points G, H
par les prolongements des deux autres diagonales, il suffit
d’observer que, dans le triangle AEF, AH, DE, FB sont
trois transversales menées des sommets a un méme pointC.
Donc (Th. X, Rem.1V) DBG et ACH partagent harmoni-
quement LEF, ’

De méme, dans le triangle ABD, CB, CA, CD sont trois
transversales issues d’un méme pdiht C; Idonc la base BD

est partagée harmoniquement par les droites GA, EF, aux
points I, G.

Fic. 109.

Enfin, dans le triangle ABG, DA DB, DC sont 1rois ,

transversales issues d’un méme point; donc la base AC est

partagée harmoniquement par la transversale DB et par Ia
droite EF.

THEOREME XXX¥L -~

.1[

Dans tout quadrilatére inscrit ABCD, le point de rencontre T des -diagonales

AG, BD, ot les pumls.dq.cop{;oms P, Q des cotés opposés forment un

triangle dont chaque sommel est le pole du-cdté opposé,
'y ' .

Menons la droite PQ :. cette ligne formera, avec PA,
PD; PI, un faisceau harmonique (Th. XXXV); donc Ia
eorde AD est partagée harmoniquement aux points QI &t;
par la méme raison, la corde CB est partagée harmonique-
ment aux points Q, F. Les points E, F, conjuguds harmo-

Fic. 118.
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niques du point Q, appartiennent a la polaire de ce point
(Th. XVI). Cette polaire est donc PI.

De méme, la droite QI a pour péle le point P.

Quant & la droite PQ, elle a évidemment pour péle le
point I, intersection de QI, polaire de P, et de PI, polaire
de Q.

Remarque. St les droites AD, BC tournent autour du
point Q, les pomts I, P se déplaceront, mais la droite PI
restera constante, attendu qu’elle est la polaire du point Q.
On conclut de cette remarque le moyen de construire, &
Vaide de la régle, la polaire d'un point.

THEOREME XXXVII.

Dans tout quadrilatére complet eirconserit ABGD, chacune des diagonales
est 1a polaire du point d'intersection des deux autres.

Sotent G, H, I, K, les points de contact des edtés du
quadrilatére avec la circonférence inscrite. Construisons le
quadrilatére complet ayant pour sommets ces quatre points.

D’apres le théoréme précédent, la droite MN, qul joint
le point de rencontre des diagonales GI, KH avec le point
de concours des cotés opposés IH, KG, est la polaire du
point L ou se coupent les cotés opposés GH, IK. Mais, d'un
autre coté, les sommets B, D du quadrilatére circonscrit
sont les poles des cordes de contact GH, 1K {Th. XVIII);
donc la diagonale BD est 1a polaire du point L; ¢’est--dire
que les quatre points B, D, N, M sont en ligne droite.

Pour la méme raison, les quatre points A, C, L, N sont
en ligne droite; et il en est de méme pour les quatre points
E, F, L, M.

Il est évident, en outre, que les points ol ces droites se
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. coupent deux i deux [sont les points L, N, M. Donc le
point L, intersection des diagonales AC, EF, a pour polaire
la diagonale BD , etc.

THEOREME XXXVIIL

Si deux quadrilatéres sont I'un inscrit et 1'autre circonserit & un méme cerele,
de maniére que les sommels du premier soient les points de contact des
colés du second : 4° les points de concours des eolés opposés de- ces qua-
drilaléres sont situés sur une méme droite; 2° les diagonales du quadri-
latére inserit el celles du quadrilaiére circonscril se coupent en un meme
point, pole de celle droite; Je les po'in[s de concours des cotés opposés

du quadrilatére inscrit sont situés sur les diagonales du quadrilatere cir-
conscrit,

La démonstration de ce théoréme est évidemment ren-
fermée dans celle qui précéde.

THEOREME XXXIX.

Si d'un point A, pris dans le plan d'un angle 0z, on méne des transversales
AB, AB', AB"... les points de concours D, D', D"... des quadrilatéres

BC', B'C"..., sont situés. sur une méme droite passant par le sommel O de
I'angle,

La diagonale B'C -est partagée -harmoniquement aux
points D, E (Th. XXXIV); donc OA, Oy, OD, Ox forment
un faisceau harmonique. Il en est de méme pour OA, Oy,
OD’, Oz. Donc les droites OD, OD' coincident. Ce qui dé-
montre la proposition. |

Remarques. 1. Sile point A se déplace sur OA, la droite
OD ne change pas. Si, au contraire, OA se déplace, OD
tourne autour du point 0. G’est ce qu’on exprime en disant

[ie. 110.
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que le point A est le pole de la droite OD : celle-ci est la
polaire du point A. De méme, le point D est un pole de
OA, et cette droile est la polaire de D.

II. Dauns un faisceau harmonique, tout péole de I'un des
rayons est un péle du rayon conjugué, relativement a I'angle
formé par les deux autres rayons.

THEOREME XL.

Si les cotés d'un triangle ABG coupent une circonférence 0, de maniére qu'il y
ail sur chaque eélé deux segments déterminés par un sommet et la courbe,
le produit des six segments obtenus en faisant le tour de la figure dans un
sens sera égal au produit obtenu en faisant le tour en sens coulraire.

On a, par la propriété des sécantes qui se coupent hors
d'un cercle :
AP.AP'=AN.AN/, BM.BM'=BP.BP’, CN.CN'=CM.CM’;
d’oll -
AP.AP’.BM.BM'.CN.CN’=AN. AN".CM,CM'.BP. BP'.

Remarque. Ce théoréme,; di & Carnot, subsiste, comme
ceux de Pascal et de Brianchon, quand on remplace la cir-
conférence O par une ligne quelconque du second ordre. 1l
est vrai, en particulier, dans le cas ot cette circonférence
serait remplacée par le systeme de deux-droites DE, Fé.

THEOREME XLI.

Un quadrilatére ABCD étant inserit & une circonférence O, si I'on méne une
transversale XY qui rencontre Ia courbe en deux points, el les cotés du
quadrilatére en quatre points, ces six points sont en involution ¢ les poinls
conjugués sont situés sur la circonférence et sur les cotés opposés du qua-
drilatére.

Avant de passer A la démonstration de ce théoréme, rap-
pelons quelques définitions :
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1° Lorsqu'une droite AB est partagée aux points G, D
en trois segments AC, CD, BD, on donne le nom de rap-
port anharmonique A celui qui existe entre le rectangle des
seqments extrémes et le rectangle de la droite entidre par

le seqment moyen ; ¢’est-A-dire que le rapport anharmo-

AC.BD
AB.CD’

2° Lorsque six points A, B, G, A’,B’, G/, situés sur une

nique des quatre points A, B, G, D est =+

Fic. 128.

Fic. 129.

droite, sont tels que le rapport anharmonique de quatre |

d’entre eux est égal au rapport anharmonique de leurs con-
jugués ou A l'inverse de celui-ci, on dit que ces six points
sont en involution.

3° Cette derniére dénomination a été adoptée, parce que
si 'on a
" AB.B'C’ __ A'B'.BC
ABBC ~ A'B.BC!
on aura aussi, comme on peut le démontrer,

AB.CA".B'C'=A'B’.C’'A .BG,
relation analogue A celles que nous.avons considérées ci-
dessus (Th. VII, VIII, etc.).

Cela posé, prolongeons les cotés opposés AB, CD jus-
qu'i ce qu’ils se rencontrent en E : le théoréme de Garnot,
appliqué au triangle ELL’, donnera
EB.EA.L'N.L'N’.LC.LD==EC.ED.LN.LN".L"A.L'B.

Le méme théoréme, appliqué au tnangle ELL' et au sy-
sttme des droites AD, BC, donnera aussi

EC.ED.LM. LM' L'A.L’'B=EB.EA.L'M.L'M‘.LC. LD.

Muluphant ces deux éo'alltés membre & membre, et sup-
primant les facteurs communs, on obtient
L/N.L/N’.LM. LM'=LN.LN". L'M.L'M";

L'N. LMW LN .L'M
LM LN LM.E'N'

ou

Fic. 130.
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Remarque. La proposition précédente est connue sous
le nom de Théoréme de Desargues.

THEOREME XLII.

Si I'on joint les sommels A, B, G d’un triangle 4 un point intérieur 0, par

o , 0A! .~ OB, OC
, . I { ] —
les droites AOA', BOB', COG', on aura — - T GC,._.L

Fig. 124, - Les triangles BAC, BOC, qui ont méme base BG, sont
éntre eux comme leurs hauteurs, ou, ainsi qu’il est aisé de
le voir, comme les droites AA’, OA’. Alnsl,

BOC _ OA’

——
s — A Sm—

BAC™  AA”

De md AOC OB AOB__ OC
ememe, TRC=TFR® ACB _CU"

Ces proportions donnent
OA’ | OB | OC’__BOC+AOC+A0B___1

AA' T BB T CC T ABCG

THEOREME XLHL.

Si trois droiles , aboulissant en un méme point 0, sont coupées

par deux teansversales ABG, A'B'C’, on aura

, AB OC _ BC OA__AC OB
Asl BBCOUTBCCONT AC OB

Fic. 125.  Prolongeons les transversales jusqu’a leur rencontre en
M; le triangle AA'M et la transversale BB’O nous don-

neront
AO.A'B’.MB==AB.A’0.MB'".
Le méme triangle et la transversale GG’ donnent
AC.A’0.MC'=A0.A'C'. MC.
En multipliant membre i membre ces deux égalités, et
supprimant les facteurs communs, nous obtiendrons
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A'B'.MB.AC.MU'=AB.MB'. A'C'.MC,

MB AC MC AB . (1
MR’ A'C'T MC' T A'B” )

ou

~ Maintenant, leThéoréme VIII, appliqué aux deux triangles

OB'CY, OBC, respectivement coupés par les transversales
MBG, MB'C’, donne

MB’. CC'. 0B =MC(C'. BB'. OC,
MB. CC/.0OB"=MC. BB'. 0C’;

MB ° OB'~ MC  OC"

d’ou

Nous obtiendrons donc, par la combinaison des rela-
tions (1) et (2), et par un simple changement de lettres :
AC OB __ AB OC‘_BC O0A

e ——

ACT OB 7 A'BO0 T BC " OA

THEOREME XLIV.

Si d'un point O, pris dans Pintérieur 'un triangle ABG, on abaisse des
perpendiculaires sur les (rois cdlés, on délermine six segments tels, que
la somme des carrés de ceux qui n'ont pas d'extrémités communes est
ézale & la somme des carrés des autres.

Menons OA, OB, OC; nous aurons, & cause des triangles Fig. 131 .
rectangles,

N I ] P 2

OA'+AB=0C +C'B,

OB+ B'C—0A' +ATC.
2

— —2 —— e 2
0C +CA=0B' + BA"

-

-.“.'.

Done, en ajoutant membre A membre et en supprimaiit’
les termes égaux, '

a2 2 2 2 2
A'B4+B'C+C'A=C'B4+A'C4+B’A.
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THEOREME XLV.

Si F'on joint le sommet A ’un iriangle & un point quelconque M de la base BG,

-2 —2 - —2
onaura  AB.CM - \C.BM=(AM—+ DM.CH). BC.

Abaissons AD perpendiculaire sur BG; nous aurons,
dans le triangle AMB :

S _— —_—
AB—AM-+ BM — 2BM.MD ;
et, dans le triangle AMC:

—_2 2

AC-AM—{—CM ~+ 2CM. MD.

Afin d’obtenir une relation indépendante de MD, multi-
plions la premiére égalité par CM, la seconde par BM, et
ajoutons; il vient |

—_ — ’ — | e
AB.CM-4-AC. BM—AM. BC—BM. CM—-CM.BM :
ou, en simplifiant,

AD. CM—-AC. BM—AM BC—-BM. CM. BC.

Remarques. 1. Sile point M est le milien de BC, la re-
lation précédente devient

2 2 —2 —_—2
AB-++AC=2AM-+2BM.
Celle-ci exprime un théoréme connu,

II. Si la droite AM divise I'angle A en deux parties
égales, on a

B’\i ___CM BC
AG AB-—i—-Ab’
d’o BM._.AB ot CM=AC. 55

Ces valeurs, substituées dans le premier membre de la
relation générale, donnent
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—— ——d —
(RB.AC+AC. AB) 2% = (¥+ BM. CM) BC;

dol ANM=—AB.AC—BM.CM. ~

Ainsi, dans tout triungle, le carré d’une bissectrice est
équivalent au rectangle des deux cblés adjacents; diminué
du rectangle des seqments déterminés par la bissectrice
sur le trowsiéme cOlé.

THEOREME XLVL

Dans fout trapéze ABCD, la somme des earrés des ¢0(és non paralléles AG,
BD, est égale a la somme des carrés des diagonales, diminiiée de deux fois
~ le veclangle des bases.

Si 'on joint les milieux M, N des diagonales, on atra . 133.

— 2 —_— . e e e ——
AC+BD 4+ CD+AB=CB+ AD -=4MN.

Mais MN =40,
2 2 2
& ot 4MN=CD+AB—2AB. CD.

En substituant, on ohtient

2 2 ? 2
AB+CD=CB+AD—2AB. CD.

THEOREME XLVII.

Lorsqu'une droite AB est partogée en moyenne el extréme raison, la somme
des carrés de Ia droile cntitre et dn plus petit segment BG est égale &
Irois fois le carré du plus grand segment AG.

—_—2
On a, par hypothése, AC=AB.BC. Fie. 133.

. 2 ps :
Mais,  AC=AB+BC—2AB.BC;
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—_t 2 92 _ 2
donc AC=AB+BC—2AC,
—_—2 2 .
ou dAC=AB--BC.
Remarque. Sil'on prend, sur le prolongement de BA,

—2
un point G’ tel, que AC’=AB. BC/, on aura, par le méme
calcul,

2

2 ——
FAC/—AB B0

THEOREME XLVIII.

La somme des carrés des segments formés par deux cordes qui se conpent
rectangulairement est égale au carré du diamétre,

Soient AB, CD les deux cordes: je mene BC, AD, le
diamétre DOF et la corde AF.
_2 —2 y- 2 2 2
On a AE4+ED+BE+CE=AD+BC.
Mais la somme des arcs AD, BC est une demi-circonfé-
rence, attendu que 'angle E est droit; donc les arcs BG,

AF sont égaux, et, par suite, leurs cordes sont égales. La
relation précédente devient done

2 2 2 -2
AE + ED+-BE~- CE—DF.
THEOREME XLIX.

La somme des carrés de deux cordes perpendiculaires AB, CD, est égale i
Luit fois le carré du rayon, moins qualre fois le carré de la distance OF du
cenire au point d'intersection des deux cordes.

On a évidemment

R ) 2 _ % 2
AB+CD=AE-+ BE+4 CE+DE 4 2AE.BE + 2CE. DE;
ott, en vertu du théoréme précédent,
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2 2 2
AB+ CD=DF + 2 (AE. BE 4+ CE. DE).
Menons OG, OH perpendiculaires & CD, AB; nous aurons
AE =AH+ EH, BE=AH—EH;

d ol AE.BE= AH— .
De méme, CE. DE =_D_EQ— GEQ |
L’égalité précédente devient donc

-—_—2 2

AB -+ CD—DF +2AH + 2DG — 2(EH+GE),

ol 1"B+"(ﬁ):ﬁ"ﬁ+;(ﬁﬁ+'é‘b)—261€:,
——r —— —_ ————
ou enfin AB+CD==8 ODf—ZEOE.

THEOREME L.

8i I'on construit des carrés sur les colés d'un triangle rectangle ABG, el que
Pon méne les droites BD, GE el la hanteur AL : 4° ces trois droiles se

coupenl en un méme point I; 2° les segments AH, AK sont égaux
enire eux.

1° Les triangles semblables AHC, BHE donnent Fie. 136.

AH__AC__AC
BH— BE __ AB'

- CK  AC
AK — AB’

D’ailleurs, par une propriéié connue,

De méme,

——2
B __AB
CLoge” |
Multipliant ces proportions terme i terme, on obtient

AH.BL.CK=BH.AK .CL;

donc les droites CH, BK, AL se coupent en un méme
point I (Th. 1X).
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0 ¥ . é—l—l'_"“ég - -!--__..._A_E..._
2° De la proportion Bi=xp 00 conclut AH.-,-AB_{_AC.
De méme, AK=2B2% pone AH=AK.

AB+AC’
Remarques. 1. Si, dans 1'égalité
All.BL.CK=BII.AK.CL,

on supprime les facteurs égaux AIl, AK, on obtient

BH _ BL
CK — CL’

II. Menons la droite HK, et soit P le point ot elle coupe

le prolongement de 'hypoténuse BC : ce point sera le
conjugué harmonique de L; donc

BP __BL __ AB

TP — g
CP CL 7%

THEOREME LI

Si d'un point O, pris dans lesplan d'un parallélogramme ABCD, on méne
des droites & tons les sommels, le triangle AOG, qui a pour base la dia-
gonale, sera équivalent 3 Ia somme ou A la différence des {riangles AOB,
AOD ayant pour bases les éotés AB, AD, selon que la droite AO laissera ou
ne laissera pas, d'un méme cdté, les sommels B, G, D.

Fic. 138.  Les trois triangles AOG, AOB, AOD ont méme base;
donc ils sont entre eux comme leurs hauteurs CCG’, BB’, DD".
Or, le point E, intersection des deux diagonales, estle centre
des moyennes distances des points B, D; donc 2EE’ ou GC’
est dgale & la somme algébrique des distances BB', DD’;

donc aussi le triangle AOC est équivalent a la somme algé-
brique des triangles AOB, AOD.
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THEOREME LII.

Dans tout triangle ABC, le point H de rencoritee des trois hauteurs, le centre D
des moyennes distances el le centre O du cercle circonseril sont sur une
inéme droite. De plus, la distance DH des deux premiers poins est double
de la distance 0D des deux derniers.

Soient E, F les milieux des cotés AB, BC. Menons EO,
FO, AH, CH, CD et DE.

Les triangles AHC, FOLE, sont évidemment équiangles

entre eux; donc
CH__AC_ o

EO — EF
D’un autre coté, le point D étant le centre des moyennes
distances du triangle ABC, on a %%:2. Conséquemment,

les triangles HCD, OED ogh un angle égal compris entre
cotés proportionnels; donc ils sont semblables; donc les

angles CDH, EDO sont égaux ; et ODH est une ligne droite.
De plus, HD=20D.

Remarque. Dans tout triangle, la distance d'un sommet
au point de rencontre des hauteurs est double de la distance
du coté opposé au centre du cercle circonscrit.

‘l‘..*

-

THEOREME LIl

Dans tout triangle ABG : 1° les milicux M, N, P des trois colés, les pieds
A', B, ¢ des trois hauteurs, les milieux E, F, G des segments compris
entre les sommefs et le point de rencontre D des trois hauleurs sont neuf
points situés sur ine méme circonférence ; 2° e centre K de cetie circonfé-
rence est le milieu de la droite qui joint le centre O du cercle circonserit
au point de rencoptre des trois hauteurs; 5° le rayon de cetle circonférence
est égal 4 la moilié du rayon du cevele inscrit.

Fic. 139,

1° Les points E, G étant les milieux des segments AD, Fic. 144.

CD, la droite GE est paralléle & AC et égale & la moitié
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de ce coté. Pour une raison semblable, les drottes EP, GM,
sont paralltles 2 BD et égales & la moitié de ce segment ;
d’ailleurs BD est perpendiculaire & AG; donc la figure
EPMG, qui a deux cotés égaux et paralléles et deux angles
droits, est un rectangle ; donc les quatre points E, P, M, G
sont situés sur une méme circonférence, décrite sur MF
comme diametre.

Cette circonférence passe évidemment par les poinis
A’, C’, sommets des angles droits MA'E, GC'P.

On verrait de méme que les points E, F, M, N sont les
sommets d'une circonférence décrite sur ME comme dia-
meétre ; donc ces deux circonférences coincident. Et comme
NF serait un diametre, le point B” appartient encore A
“la méme circonférence, qui contient, par Lonsequent les
neuf points M, N, P, A", B', @, E. F, G. |

20 Le point D, oli se coupent les trois hauteurs, est le
centre du cercle circonscrit au triangle que 'on ohtiendrait
en menant, par les sommets A, B, C, des paralléles aux
cotés opposés; donc CD=20P, DG=0P, et le centre K,
milieu de PG, est ¢en méme temps le milieu de OD.

3° Les triangles ABG, MNP sont semblables, ef leur
rapport de similitude est égal 4 2. Donc le rayon MI est la
moitié du rayon OA.

Remarque. On peut encore démontrer que le cercle des
neuf points est tangent au cercle inscrit et aux quatre

cercles ex-inscrits (*).

(") Nouvelles Annales de Mathématiques, L. 1, p. 197,
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THEOREME LIV.

Dans tout triangle, la somme des rayons des cercles inserit et circonserit est

égale & la somme des perpendiculaires abaissées, du centre du cercle cir-
eonscrit, sur les trois edlés.

~ Soit ABC un triangle quelconque, dont les cotés sont
«, b, ¢. Par le centre O du cercle circonscrit, abaissons OM,
ON, OP perpendiculaires sur les cotés. Menous les droites

MP, PN, NM : elles seront égales, respectivement, a ;:-!a:,
%ba %c. Enfin tirons les rayons OA, OB, OC.

Les quadrilateres APON, BMOP, CNOM, évidemment

inscriptibles , donnent, R étant le rayon du cercle circon-
SCrit, |

¢R=0b.0P+¢.ON,
bR=¢c. OM + a. OP,
¢R=—a. ON+b. OM.

Done

(a'—i- b~+c) R=(a+ 0) OP 4 (b ¢) OM+.(a—|-C) ON.

Dans le second membre, ajoutons et retranchons la quan-
tité a. OM +b. ON +c. OP; nous aurons

(a-+b+¢) R=(a-+b-+¢)(OP+OM-+ON)— («.0M+b.ON+¢.OP).

Le terme soustractif représente évidemment le double de
I'aire du triangle, c¢’est-a-dire (¢4 b+ ¢)r, r ¢tant le rayon
du cercle inscrit; donc I’égalité précédente devient

R+ r=0P + OM -+ ON.

Fic. 140.
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THEOREME LV.

La distance d des centres des circonférences inscrite el circonsceite & un
triangle ABG est moyenne proportionnelle entre le rayon R de la seconde
el 'excés de ce rayon sur deux fois celui  de la premiére.

Les droites Al, CI, bissectrices des angles A, C, divisent
en deux parties égales les arcs BDC, BEA, aux points
D, E. Il résulte de 14 que la somme des arcs AE, CD est
égale & I'arc DBE; et, par suite, que les angles AIE, DAE
sont égaux. Donc AE=IE.

S1 nous menons le diameétre EOF du cercle circonscrit,
nous aurons

AE—EF.EG,

ou IE=—2R.EG. (1)
D’un autre coté, |

10 —IF +R?—2R (EG +GP);

ou dQ:I—Eﬁ-i-RE-—-—QR(EG+r). (2)
Les égalités (1) et (2), ajoutées membre & membre, don-
nent enfin

d*=R (R —2r).

Remarques. 1. Le rayon R du cercle circonscrit ne peut
étre moindre que le diamétre du cercle inscrit,

II. 8¢ Uon a, entre les rayons R, v de deux cercles, el la
distance d de leurs cenlres, la relation d*=R(R—2r), un
méme (riangle pouwrra élre wnscrit au premier cercle, el
circonscrit aw second.

Cette réciproque nnportante se vérifie aisément au moyven
de la réduction ¢ I'absurde.
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HI. Sideux cercles sont tels qu'un méme triangle puisse
éire wscrit au premier el circonscrit au second, il y aura
une infinité de triangles qui jouwiront de la méme propriété.

THEOREME LVI.

L'inverse du rayon du cercle inscrit & un triangle est égal & la somme
des inverses des trois hauteurs.

Soient «, b, ¢ les cotés d'un triangle ; soient ¢’ b’, ¢ les
hauteurs correspondantes. Désignons par T l'aire de ce
triangle, et par r le rayon du cercle inscrit ; nous aurons

M =aa'=bb'=cc'=(a+ b+c)r;

a b C a+b-4-c¢
ou — == — +l
7

1 1 ]
& & @
Dans cette suite de rapports égaux, le dernier antécédent
est égal A la somme des trois autres; donc

1 | 1 1
—___+ZT+'I'GT-

r a

TREOREME LVIL.

Les civconlérences circonserites aux Iriangles formés par les cotés d'un
quadrilatére complet ABCDEF se coupent Loules les quatre en un méme .
point M. | |

Considérons le triangle ABF et les points G, D, E, situés g, 149.
sur ses trois cotés. Les circonférences ADE, BCE, FCD,
passant par les sommets de ce triangle, et se coupant deux
“a deux en G, D, E, doivent se couper en un méme point M
~ (II, Th. VIII).
Pour une raison semblable, les circonférences ABF, BCE,
FCD, se coupent en un méme point, Mais ces deux der-
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nieres ont déja le point M commun : donc les quaire cir-
conférences passent par ce point,

THEOREME LVIIL,

Si Von circonserit des circonférences aux triangles formés par chacun des
cotés d'un pentagone et les prolongements des cotés adjacents, les poinls
("intersection de ces lignes sont situés tous les cing sur une méme circon-
férence.

Soit ABCDE un pentagone quelcongque. Soient ABF,
BCG,... les triangles dont il s’agit. Les circonférences cir-
conscrites a ces (riangles se coupent consécutivement aux
points L, M, N, P, Q; etil s’agit de démontrer que ces cing
points sont situés sur une méme circonférence.

Si nous considérons le quadrilatere complet ABCIFG,
nous conclurons du théoréme précédent que les circonfé-
rences circonscrites aux triangles ABF, BCG, FCI, se coupent
au point L. |

De méme, les circonférences circonscrites aux triangles
CDH, EDI, FCI formés par les cotés du quadrilatére com-
plet CDEFIH se coupent au point N,

La circonférence circonscrite au triangle FCI passe donc
par les points L et N. |

Actuellement, les circonférences ABF, FCI ayant, avec la
circonférence qui passerait par les points L, N, Q, un point
commun L, et la droite FAI étant menée par 'intersection F
des deux premierescirconférences, il résulte de la réci-
proque du théoréme qui vient d’étre cité que si I'on joing les
points A, I aux intersections Q, N de ces deux lignes avec la
troisieme, les droites QA, IN, prolongées, se couperont sur
cette derniére circonférence.
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Cela posé, en considérant le triangle ARI; et les trois
points Q, N, E, situés sur ses trois cotés, nous voyons que
les circonférences QRN, NEI, QEA doivent se couper en
un méme point. Donc la circonférence QLN passe par le
point P, intersection des circonférences DEI et AEK.

On verrait de la méme maniére que cette ligne contient
aussi le point M.

Donc les cing points L, M, N, P, Q sont situés sur une
méme circoniérence (*).

THEOREME LIX.

Le lieu des points réciproques des poinfs d'une droile donnée AB,
relativement & un cercle donné €, est une circonférence,

Soit GH 1a polaire d’'un point quelconque D de la droite
AB, et soit M le point de rencontre de GIH avec le rayon
CD : les points M, D seront réciproques (Th. XVI). D’ail-
leurs, la polaire GH passe par le pole P de AB (Th. XX);
donc la figure réciproque de la'droite AB est la circonfe-
rence décrite sur CP comme diamétre.

THEOREME LX.

Le lieu des points véciproques des points d’une eirconférence donnée 0,
relalivement & un cercle donné G, est une circonférence.

M’ étant le point réciproque d’un point quelconque M
pris sur la circonférence G, nous aurons

—_2
CM . CM'=CA.
Prolongeons la transversale CM jusqu’a ce qu’elle ren-

("} Ce remarquable théoréme a été donné dans le Géoméfre, pav
Auguste Miquel, alors eléve de I'institution Barbet,

Fic. 207.

Fic. 208.
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contre de nouveau en N la circonférence O, et menons la
tangente CT ; nous aurons aussi :

2
CM.CN=C(T.
GA)

Ces deux relations donnent T CM (CT

Ainsi, les deux rayons CN, CM’ sont dans un rapport
constant; donc le lieu des points M’ est une circonférence.
Pour obtenir 4 la fois le centre et le rayon de cette ligne,
construisons la polaire T"T'0’ du point de contact T. Nous

..._..2

aurons d’abord CT'= CT s puis, & cause des paralleles
OTF, O'T’:

CO'__ 0T __ (T
€O OT ¢I°

Les points O/, T sont donc homologues des points O, T.
Remarques. 1. La position et la grandeur du cercle O’

varigront avec la valeur du rapport Sl I'on veut que ce

cercle se confonde avec le cercle O, il faudra que CT=CA ;
dans ce cas, les deux rayons GT, TG étant perpendiculaires
enlre eux, ces deux rayons sont des tangentes, ¢t les deux
cercles G, O se coupenl orthogonalement.

II. Si nous menons un rayon vecteur GM'M, nous aurons

CBI.CBI’='CT2:-C_TA£; donc les deux points M, M’ sont
réciproques. De plus, si nous menons M’P perpendiculaire
a CM, cette droite, polaire du point M, passera évidemment
par I'extrémité P du diamétre MOP. Donc, quand deux
cercles se coupent orthogonalement, la poluire d'un point
du premier, prise par rapport au second, passe par le point
diamétralement opposé au premier point,
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THEOREME LXI.

Dans deux figures réeiproques, les angles correspondants sont égaux,

\

Supposons que la premidre figure se réduise au systéme [Fic. 361.
de deux droites AC, BC (*). Soit Ole centre du cercle direc-
teur (**). A’ étant le pole de AC et B” le pdle de BG, la cir-

. conférence décrite sur OA’ comme diamétre est la figure
réciproque de AC, et la circonférence OB’ est la figure réci-
proque de BC. Par conséquent, le systéme des deux circon-
férences constitue Ia figure réeiproque dusystéme des deux
droites.

Cela posé, soient C'S, C'T les tangentes aux deux cir-
conférences, menées par le poiut G/, réciproque du pointG :
il s’agit de démontrer que les angles SG'T, ACB, sont
égaux. Or, si I'on mene les tangentes 0S’, OT', évidem-
ment perpendiculaires 2 OA, OB, on aura

S’OT'=SC'T, S'OT=ACB;
~donc SC'T=ACB. |

THEOREME LXII.

A, B étant deux points d'ane figure, et A", B' les poinis correspondants de la
figure réciproque, on a, en appelant R fe rayon du cercle directeur:

m' . R®
AB'=AB. 5 o5
De 0A.0A'=0B'.0B=R?, Fie. 362.
OA __ OB
on conclut OF — 0K’

(*) Pour la théorie générale des figures réciproques, le lecteur pourra
consulter, soit un beau mémoire de M. Liouvitle, inséré dans le Journal
de Mathémaliques (tome XI1I), soil I'intéressant opuscule publié par
M. Paul Serret : Des Méthodes en Géomélrie (p. 21 el suivantes).

(*'} On na pas tracé ce cercle, afin de rendre la figure plus claire.
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donc les triangles OAB, OB’A’, qui ont un angle égal com-
pris entre cOtés proportionnels, sont semblables. Par suite

M/ AT OA R®
A'B'=AB.35x =AB ;1.

Remarque sur les figures réciproques. La théorie dont
nous venons d’indiquer les premiéres notions peut, aussi
bien que la théorie des polaires réciproques, faire découvrir
aisément un grand nombre de théorémes, auxquels il serai
difficile d’arriver par d’autres voies. Pour montrer un exem-
ple remarquable de cette application du principe général de
la transformation des figures, prenons ce théoréme trés-
simple : ' |

Si, aun cercle G, inscrit & un angle xOy, on meéne une
langente intérieure AB, le triangle OAB aura un périme-
tre constant (1I, Th. XII); et construisons la figure réci-
proque de OABCD, par rapport & un cercle de rayon R,
ayant pour centre le sommet Q.

1° La figure réciproque du cercle GD est un cercle C'D’,
inscrit dans 'angle 0y (Th. LX).

2° La figure réciproque de AB est une circonférence
OA'T'B’, quiﬁ-s&n-ce&br«e-sﬁr-ee, et qui touche le cercle C’
au point T', réciproque du point de contact T.

3 La relation 0A+O0B-+AB=2p devient, par le der-
nier théoréme,

RE : ‘RQ I ey RE s .
('Ar i UBr i A B 'OA’.OB’__QZJ’
ou, plus simplement,
OB'4+-0A'+A'B’ :
OA’,OB' — CO’ISta}ltei

4° Désignons par T P'aire du triangle OA’B’ et par 7 le
rayon du cercle inscrit i ca triangle. Nous aurons
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T=; OA’.0B’ sin 20y=} (OB'+4- OA’+-A'B')r;

donc I'égalité précédente équivaut i
r == conslante.

Ainsi, quelle que soit la tangente AB, le triangle OA'B’
est circonscrit & une circonférence fixe 1 (*), inscrite dans
Uangle xQy. Les tangentes exiérieures a cette circonfé-
rence sont les cordes A'B’ des circonférences variables
OA'B’, tangentes ala circonférence fize C'D’. Nous pouvons
donc énoncer la proposition suivante :

THEOREME LXIII.

§i, 4 un cerele I, inscrit & un angle 20y, on méne une tangente exléricure
quelconque A'B" (**), la circoniérence circonserite au triangle 0A'B" sera
langente & une circonférence fixe ¢, inscrite dans I'angle z0y ().

PROBLEME 1. o

Par un point donné A, mener une droile qui passe par le point de concours
de deux droites BG, DE, que I'on ne peut prolonger.

Tracons deux paralléles quelconques FG, F'G’, qui cou-
pent BC en G, G’, et DE en F, F'. Tirons la droite FA ;
et, par le point F’, menons-lul la parallele F'A’. De
méme, menons GA et sa paraliéle G'A’. La droite AA’ sera
la droite cherchée.

En effet, les triangles AFG, A’F'G’, semblables et sem-
blablement placés, ont un centre de similitude, par lequel
passent les droites BG, DE, AA" (Th. Vi).

(*) Non tracée sur la figure.
(**) Ce remarquable théoréme est di a M. Mannhum ainsi que les
considérations précédentes.

1

Fic. 140.
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.

PROBLEME 11.

lnsérire, dans un angle donné AOB, une droite MN qui soit divisée, par un point
donn¢ G, en deux segments ayant un rapport donné.

. m \ ’ . MC*__m - R
Soit — le rapport donné, de maniere que z==. Pa

le point G, menons CD paralléle au coté AO; nous aurons
oD MC__m
DN NG~ a°
On construira donc le point N, au moyen d’une qua-
triéme proportionnelle ; aprés quoi l'on joindra ce point au
point donné C.

PROBLEME 11

Par un point 1, donné dans le plan de trois droites OA, OB, OG qui con- -
courent en un méme poinl, mener une deoite MNP lelle, que les deux

segments MP, PN aient un rapport donné =

Aprés avoir pris arbitrairement un point E sur la droite

OB, on ménera par ce point une droite DEF telle, que I’on ait
%g: % Il ne restera plus, évidemment, qu’a mener par le
point I une parallele MPN & DEF.

PROBLEME V.

Par un point D, donné sur le ¢dlé AB d'un triangle ABC, mener une droite
DE qui partage ce triangle en deux segments ayant un rapport donné.

P i JADE _— p : o
Soit - € TAPPOTL - IOUS AUTONS ppE==r"". Mais, A cause

de l’angle commun A,
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ADE __ AD.AE.
1 ABC  AB.AC’
| ' . AB p
done AE=—AC. AD: 7"

Ainsi, on obtiendra AK par deux quatriémes proportion-
nelles.

PROBLEME V.

Parfager un triangle ABC, dans un rapport donné, par une droite MN,
paralléle & une direction donnée.

Les deux triangles CAB, CMN, ayant un angle égal C, Fc. 153.
sont entre eux comme les rectangles des cotés qui com-.

prennent I'angle égal; donc, g étant le rapport donné,

CA.CB __ piq
‘CM.CN p
Mais, la droite MN étant paralléle & DE, on a
CN __CF
CM~— Ce”

Ces deux proportions donnent

CA.CB p+q CF

calr P

Soit CI une moyenne proportionnelle entre CA et CB.
Alors

CcM _p»p CG

Eiz — p+q° ' CF’

Cette derniére égalité montre que CM est le coté d'un
carré qui est au carré de CI dans un rapport donné. Le
probléeme peut donc étre regardé comme résolu.
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PROBLEME VI.

Partager un quadrilatére ABCD en deux parties équivalentes, par une droite
partant du sommet A.

On construit un triangle ADE équivalent au quadrilatére.
On méne la médiane AM : elle partage ADE en deux par-
ties équivalentes. Donc AM est la droite demandée.

PROBLEME VII.

Partager un quadrilatére ABCD, dans un rapport donné, par une droite MN,
paralléle & une direction donnée EF,

.p , - ABMN __ p
Solt ; le rapport donné, de maniere qué yxcp =7

Prolongeons les cotés BG, AD jusquw’a leur rencontre
en O ; nous pourrons remplacer la proportion précédente par

celle-ci :
OAB—OMN P,
OMN—OCD ™ ¢

ou bien, en substituant aux triangles OAB, OMN, OCD les

rectangles proportionnels :

0A.0B—OM.ON __ p
OM.ON—OC. OD — ¢

Cette proportion donne
. . P
OM.ON= .OA.OB+p+q.OG.OD.

P+q
Mais, la droite MN étant parallele & EF, on a
oM _ OE
ON — OF

Par suite, en multipliant membre & membre :

—2
OM=(-%~.0A.0B+ —+—.0C. OD). gr.
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Soit OG une moyenne proportionnelle entre OA et OB;
soit de méme OH une moyenne proportionnelle entre OG
et OD. Nous aurons

—2 —_2 OE
M= (% 0G+¥H4 .OH ). 55
~On voit que, pour obtemr OM, il suffira d’appliquer les
solutions de ces problémes : construire un carré qui soit @

un carré donné dans un rapport donné; trowver un cerre

équivalent & la somme de deux carrés donnés (*).

PROBLEME VIIL.

Inscrire un carré MNPQ 4 un triangle donné ABC.

Abaissons la hauteur AD du triangle; et, sur AD comme
coté, counstruisons un carré ADEF. Les deux carrés étant
semblables et semblablement placés, les droites qui joi-
gnent leurs sommets homologues concourent en un méme
point, lequel est évidemment le sommet B.

Ainsi, pour résoudre le probléme, on meéne AF paraliele
a la base BC et égale a la hauteur AD. On trace BF, qui
coupe AC au sommet cherché N etc.

Remarques. 1. Si 'on désigne para, b, ¢ les cotés du
triangle ; par @/, b, ¢’ 185 hauteurs correspondantes ;

par x, Y, z les cotés des trois carrés quisatisfont & la ques-
tion, ontrouve:

aa' _byo© g CC
a+a'? I b+ 7T c4c

T—

II. On peut conclure , de ces valeurs, que le plus grand
carré s appuie sur le plus petit coté du triangle.

(") On peut aussi obtenir OM au moyen de plusieurs quatriémes 'pro-
portionnelles et d'une moyenne proportionnells.

Fie. 149,
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PROBLEME IX.

[nserire, & un friangle donné, un rectangle semblable & un rectangle
donné.

Ce probleéme ne differe pas essentiellement de celui qui
précede.

PROBLEME X.

Inscrire, & un triangle ABG, un rectangle MNPQ équivalent & un carré
donné m?2,

Fic. 156.  Abaissons la hauteur AD; nous aurons

MP ___BM MN___ AM
ADT AB! BC AB’

Ces deux proportions, multipliées terme & terme, don-
nent

MP.MN BM.AM
i | _2 [ |
AD.BC AB.

d’ou, a cause de MP.MN =m?:

—_—
me AB
BM.AM= AD.BC®

Soit p la moyenue proportionnelle entre la base BC et
la hauteur AD du triangle, et soit # la moyenne propor-
tionnelle inconnue, entre AM et MB : I'égalité précédente
se réduit 2

— m
z—AB. o

St donc Pon cherche une guatridme proportionnelle aux
droites p, m, AB, et que I'on méne, parallélement 3 AB,
une droite qui en soit éloignée d'une longueur égale a cette
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quatrieme proportionnelle, on obtiendra le point E, et, par
suite, le point M.

Remarque. Le probléme admet ordinairement deux so-
lutions.

PROBLEME XI.

A un quadrilaldre donné ABCD, circonscrire un quadrilatére MNPQ
semblable & un autre quadrilatére donné.

Le quadrilatére MNPQ devant étre semblable & un qua- Fie. 157.
drilateére donné, il s’ensuit que ses angles sont connus. Par
suite, les sommets M, N, Q doivent étre situés sur trois
arcs AMB, BNC, AQD, capables de trois angles donnés.

Soient E, F les points d'intersection du premier arc avec
les deux derniers. Menons ME, MF, QE, NF. Prenons en-
suite, arbitrairement, un point M’ sur I'arc AMB, et menons
encore M'AQ’, M'BN’, M'E, M'F, Q'E, N'F,

A cause de 1'égalité des angles AME, AM'E, et de celle
des angles AQE, AQ'E, les triangles MQE, M'Q'E sont
semblables, et1’on a

ME __ MQ
ME — M(Q'-
MF MN .

Pour la méme raison, m=== 5.

On tire, de ces deux proportions,
ME___ME M'N' MQ
MF~ M'F"MQ "MN’

Le rapport des distances ME, MF est donc connu. Par
suite, le sommet eherché M, qui doit se trouver sur la
circonférence AEFB, appartient aussi au lieu des points
tels, que le rapport des distances de chacun d’eux aux deux
points E, F, soit un nombre donné. Or, on sait que ce lieu
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est nne circonférence. On peut donc regarder le probléme
comme résolu.

PROBLEME XII.

Inscrire, & un reclangle donné ABCD, un rectangle semblable
i un autre rectangle donné EFGH.

Fic. 158.  Renversons d’abord la question, et proposons-nous de
circonscrire, au rectangle EFGH, un rectangle MNPQ) sem-
blable au rectangle ABCD.

. Ce probléme inverse, cas particulier du Probléme XII,
peut étre résolu aussi comme il suit :

L’angle M étant droit, le sommet M doit se trouver sur
la circonférence décrite sur EF comme diameétre ; donc il
s’agit d’évaluer 'un ou I'autre des deux segments EM, MF,

ou seulement leur rapport.
Les deux triangles EMF, FNH, évidemment semblables,

donnent
EM MF  EF

e ——
e
———

FN ~ NH ~ FH"
- Dailleurs, le rectangle NMPQ devant étre semblable i

ABCD, on a ' c
MN__AB
. NP~ BC?
ou, a cause de HP=EM,

MF+FN__ AB,
NH+EM~ BC"

Remplacons, dans cette derniere proportion, FN par

| FH FH
| EM. 5 et NH par MF.ﬁ, nous aurons

FH
MF-- EM'EE AB
FH ’
EM~+MF. — BC

"EF
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puis, par un calcul trés-simple,

EM__ EF.BC—FH.AB
EF ~ EF.AB—FH.BC’

Le rapport des segments EM, MF étant connu, on pourra
déterminer le point M par sa projection I; et alors le rec-
tangle MNPQ sera conuu. |

Si ensuite on divise AB dans le rapport de MF 4 FN,
on aura le sommet R d'un angle RSTU, qui sera inscrit
a ABCD, et semblable 4 EFGH.

Remarque. Ce prohléme donne lieu 4 une discussion qui
est tout a fait du ressort de I’Algébre.

~ PROBLEME XIIl.

Par un point 0, situé sur la bissectrice d’un angle droit CAB, mener une
lransversale MN teile, que le segment de celle droite, compris enire les
colés de l'angle, soil de longueur donnée /.

Du point donné O, abaissons, sur les cotés de 1'angle,
les perpendiculaires égales OD, OL. Par le pied N de la
transversale cherchée, imaginons NF perpendiculaire 4
MN, puis NG perpendiculaire 4 DO. Si le pont I, ou NF ira
rencontrer DO prolongée, était connu, on obtiendrait le
point N, en décrivant, sur OF comme diamétre, une demi-
circonférence.

Or, les triangles rectangles MDO, FGN sont égaux, parce
qu’ils ont les cotés perpendiculaires, et que DO=0E=GN.
Donc MO =NF. Il suit de li que

N ' —_—2 2
MN — 2= (ON -+ NF)? —ON -+ NF-20N. NF.
D'un autre coté, le triangle ONF étant rectangle en O, on a

ON -+ NF—OF, ON.NF=OF.GN=0F. OE.

Fig. 159.
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L’égalité précédente devient donc

P—0F- 20F.OE, ou [*—OF (OF—+20D).

Supposons que du point D comme centre, avec DF pour
rayon, nous décrivions la circonférence FHEF', et que nous
prolongions EQr jusqu’a sa rencontre en H avee cette circon-

férence. Nous aurons OF'=0F+ 20D, et 6fl2=OF.OF’;
d'ol, a cause de P==0F. OF’, OH=L..

Il faut done, pour résoudre le probléme : prendre OH==!;
décrire, du point D comme centre, la circonférence FHE";
décrire, sur OF et OF’ comme diamatres, les civconférences
ONF, ON"F’; joindre le point O avec les points ol ces cir-
conférences coupent AB ou son prolongement : les droites
MN, M'N’, M’N”, M”N” satisfont & I'énoncé, ou a l'énoncé
généralisé.

Remarques. 1. Si la longueur donnée ! est moindre que
le double de AO, la circonférence OF ne coupe pas AB, et
les solutions MN, M’N’ n’existent plus.

II. La question que nous venons de résoudre est connue
sous le nom de Probléme de Pappus.

PROBLEME XIV.

Par un point 0, situé sur la bissectrice d’un angle droit GAB, mener une
transversale MN telle, que le triangle MAN soit équivalent & un carré
donpé m?®,

Cherchons, comme dans le probléme précédent, & dé-
terminer le point oi DO rencontre NF perpendiculaire
A MN. Si nous abaissons FP perpendiculaire a AB, nous
aurons, a cause de I'égalité des triangles MDO, NPF :

 GFPN=2 MDO. De méme, le rectangle GUEN est double
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du triangle OEN. Si done¢ nous construisons le carré DO'EL'A
égal A DOEA, le rectangle FPE’O’ sera double du triangle
MAN; c'est-a-dire qu’il sera équivalent & 2 m*. Or, nous
connaissons la hauteur OE de ce rectangle. 1l suftira done,

pour obtenir le point F, de prendre O'F égale a 2(';-—2.

PROBLEME XV.

Par un point 0, situé dans un angle droit GAB, mener une transversale MN
telle, que le triangle MAN soit équivalent & un careé donné m?®.

Du point donné O, abaissons sur AB la perpendiculaire
OE, et soit O’ le point ol elle rencontre la bissectrice de
I"angle droit. Joignons le pied N de la transversale cherchée,

avec le point O', par la transversale M’O'N. Il est clair que
MAN__MA__ OE__ AE
MAN™ MA ™ OE~ OFE’

Conséquemment, M’AN=m?. f)—“—g. .

Dbnc, pour obtenir le point N et la transversale MN, il

suffit de mener, par le point O, situé sur la bissectrice, la
transversale M'O'N qui détermine un triangle équivalent a

m?. %E. Le probléme proposé est donc ramené a celui qu
précede.

PROBLEME XVI.

Par un point O, situé dans le plan d'un angle quelconque GAB, mener une
transversale MN lelle, que le triangle MAN soit équivalent & un carré
donné m?2,

Fic. 164.

Aprés avoir mené OE paraliéle & AC, éleyons AC/, EO" Fie. 162,

perpendiculaires a AB, et coupons ces droites par MM’, 00’
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paralleles & AB. Les trois points M’, O’, N seront en ligne
droite, et les triangles M’AN, MAN seront équivalents. Il
suffit donc, pour obtenir le point N et la transversale MN,
de mener par le point 0’, situé dans ’angle droit C'AB, la
transversale M'O'N telle, que le triangle M’AN soit équi-
valent au carré donné m?. Ce probleme est celui que nous
venons de résoudre.

Remarque. Les solutions des deux derniers probl2mes

sont fondées sur le principe de la transformation des figures.
(p. 96.)

PROBLEME XVII.

Par un point 0, situé dans le plan d'un angle CAB, mener une transversale
MN telle, que le.rectangle des segmenis AM, AN déterminés par ceile droite
sur les edtés de 'angle, soit équivalent & un carré donné m®,

Si 'angle donné est droit, le rectangle construit sur AM
et AN sera double du ti‘iangle MAN ; de telle sorte que celui-
ci sera équivalent a la moitié du carré donné.

Si I’angle A est aigu ou obtus, abaissons MP perpendi-
culaire & AB; nous aurons

g 1, MP __1_o MP.

¢’est-d-dire que le triangle MAN sera au carré m? dans un
rapport connu.

Dans les deux cas, le probléme est ramené i celui qui
précéde.
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PROBLEME XVIIL.

Par un point 0, situé dans le plan d'un angle CAB, mener une transversale
MN lelle, que le rectangle des sezments de cette droite, interceplés entre
le point donné et les cotés de I'angle , soit équivalent & un carré donné m?.

Aprés avoir mené OD parallele 3 AB, prenons, sur cette
parallele, une distance OF troisitme proportionnelle & OD
et m. Nous aurons

DO. OF =m?=0M. ON.

Les points M, N, D, F apparticnnent done 3 une méme
circonférence. Gonséquemment, pour obtenir le point N,
il suffit de décrire sur OF un arc capable de l'angle
ONF=MDO=—=A.

Remarque. Ordinairement, le probléme admet deux so-
lutions.

PROBLEME XIX.

[nscrire , dans un angle donné GAB, une droite MN de longueur donnée /,
de maniére que le triangle résultant soit équivalent i un careé donné .2,

-~

Soit MP la hauteur du triangle cherché : nous aurons
AN. MP =2mz2. D'un autre coté,

——2 2
P=AM+AN—-2AN.AP.
Pour sumplifier cette équation, et pour introduire le rec-
tangle des deux cotés cherchés AM, AN, abaissons, d’un

point quelconque D de AC, DE perpendiculaire sur AN.
Nous aurons, en appelant p, g, r les trois cotés du triangle

rectangle ainsi déterminé, AP:% AM, MP=§ AM. L'6-
quation précédente devient alors

Fic. 104.

Fic. 109.



140 TBRREOREMES ET PROBLEMES
—_—2 2
p:_:AM—I—AN—-QgAN. AM,
ou, & cause de AM.AN=2m? :

——

PR
l'3=AM+AN—4%m9.
Dans le second membre, ajoutons et retranchons
2AM.AN.=4gm“; il nous viendra

P=(AM+ AN — 4" m2

ou (AM + ANP =P+ 4T m2,

Nous voyons donc qu'indépendamment du rectangle des
deux cdtés AM, AN, nous connaissons la somme de ces
droites. La question est ainsi ramenée 4 un probléme
connu.

Remarques. 1. Quand on veut décomposer une somme
donnée en deux facteurs dont le produit soit doimé, il faut
que le carré de la somme ne soit pas inférieur & quatre fois
le produit donné.

Conséquemment, la condition de possibilité du probléme
est

-+~ —
P24 4qp*mﬂ>sgm2,

ou F§4r;qm2.

I Les rapports £, %, f-;-snnt, comme on sait, désignés

sous les noms de sinus, cosinus et langente de I'angle A.
En employant ces dénominations, nous aurons, au lieu des
relations précédentes,

2 . 1
AM . AN=_2_m?, (AM+ ANp={+4 4m?cot. A,

RS 4m? g, %A.
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Ill. Lorsque I égale 4m? tg. %A, Ja droite { est le plus

petite possible. En méme temps, le triangle MAN sera
isocéle; et la valeur commune des deux cotés AM, AN

SEra

|
[l . -A
2 sin 3

PROBLEME XX.

Inscrire, entre les cotés d’un angle donné GAB, un triangle MNP semblable
a un triongle donné DEF, et ayant un sommel donné P.

Décrivons sur DF, homologue du c6té imconnu MP, un
arc capable de I'angle connu CAP. Décrivons de méme, sur
EF, un arc capable de I'angle BAP. Ces deux arcs, qui se
coupent en F, se cotperont en un second point 0. Menons
0D, OE, OF. Prenons, sur les eotés de 'angle donné, des
distances AM, AN, déterminées par les proportions

COF__ 0D - OF __OE.
| AP AM ' AP AN
les points M, N seront les deux sommets cherchés.
On justifie aisément cette construction.

"PROBLEME XXI.

A un triangle ABG, inserire un triangle DEF semblable & un triangle donné
MNP, et qui ait Pun de ses sommets situé en D sur le ¢oté AB.

Sur le ¢61é MN, homologue du cdoté inconnu DE, déeri-
vons un arc capable de 'angle. B. De méme, déérivons sur

MP un arc capable de 'angle A. Menons ensuite, par le
MA'__DA
MB' ™~ DB .
probléme auxiliaire ne présente aucune difficulté.

Cela posé, si nous menons A'P et B'N, nous formerons

point M, une droite A’B’ telle, que Yon ait ce

Fic. 167.

Fie. 168.
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un triangle A’B‘C’, qui sera semblable au triangle ABC; car
ces deux triangles ont, par construction, deux angles égaux
chacun & chacun. Il suffira done, pour achever la construc-
tion, de faire les angles ADF, BDE, respectivement égaux a
A'MP, B’MN : on obtiendra ainsiles sommets F, E.

PROBLEME XXII.

Construire un friangle, connaissanl ses trois hauleurs.

Désignons par @, b, ¢, les cOtés du triangle, et par a’,
b’, ¢’, les hauteurs correspondantes. Nous aurons

aa'== bb'=cc'=;

» A a b ¢
dou BT &7 _(a’b')'
i

Cette proportion continue apprend que le triangle cherché
est semblable & celui dont les cdtés seraient : b, a’, et
une quatrieme proportionnelle a ¢”, ', b’. Sil’on construit
ce dernier triangle, il sera bien facile ensuite d’obtenir le
triangle cherché, en observant que, dans deux triangles
semblables, les hauteurs correspondant aux cétés homo-
logues sont des droites homologues.

Remarque. Le probiéme sera possible, quand on pourra
construire le triangle auxiliaire. Admettons que l'on ait

e>b">c¢', d'ol a'<] ‘—"-:-f— Alors la condition de possibi-
lité sera L <o’ +b'.

i -
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PROBLEME XXIII.

Construire un triangle, connaissant deux hauteurs et le rayon
du cercle inscrit.

Solent a’, b’ les deux hauteurs données, a, b les deux
cOtés’inconnus correspondants, ¢ le troisieme coté, et r le
rayon du cercle inscrit.

L’aire du triangle est représentée par chacune des trois

raccinne o b '
expressions : éaa’ S bb, 2(a-{— b+c¢)r;

donc aa'=bb'=(a+b-+c¢) r;
- | a b a—+b-c
d’ou b a’ a'dd °

-

On voit, par cette proportion continue, que le triangle
cherché est semblable & celui dont deux cotés et le périmetre
seraient b’, a’ et la quatridme proportionnelle a r, a', b’.
Le probléme peut donc étre regardé comme résolu.

PROBLEME XXIV.

Construire un triangle, connaissant la hauteur o abaissée sur le colé
inconnu a, le rayon » du cercle inscrit, et le rayon o qu cercle ex-~inscrit,
langenl au cilé a.

En raisonnant comme dans le probléme précédent, on
aura d’abord
aa'= (¢~ b+ c)r=(b+c—a)a.
On déduit, de ces deux égalités,

aa’
r ? bIG a__a.:

a~+ b+ ¢ =

puis, des deux derniéres,
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Cette équation de condition entre a', r et « nous ap-
prend que :

Dans tout triangle, Uinverse de chacune des hauteurs est
égal a la demi-différence entre Uinverse du rayon du cercle
inscrit, et Uinverse du rayon du cercle ex-inscrit, opposé 4
cette hauleur.

Conséquemment ausst :

Tous les triangles dans lesquels les rayons du cercle
inscrit et de ['un des cercles ex-inscrits sont constants ont
méme hauleur. |

En revenant au probléme propesé, nous voyons qu'il sera
indéterminé ou impossible, selon que les données satisferont

. : S O Vi
ou ne satisferont pas a la relation E—i(}'-"'a)'

PROBLEME XXV.

Construire un friangle, connaissan! la hauteur o abaissée sur le cdté in-
connu a, ainsi que les rayons 3, - des cereles ex-inserils, langents aux
colés b, c.

Nous aurons, par les expressions connues de l'aire du
triangle :
at'=(a+c—0b) B=(a+b—c)y;

puis, par un calcul semblable au précédent :

a! L]
a+c—-—b:—é—’-, a—+b C—af:,

1 1t 1

et a 2([5 T *r) '
Ainsi, dans tout (riangle, Uinverse de chacune des hau-
leurs est égal a la demi-somme des inverses des rayons des

cercles ex-inscrils, adjacents ¢ cetle hauteur, etc.
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PBOBLEME XXVL
Construire un triangle, connaissant les rayons o, 3, o des trois cercles
ex-inscrils. S

Nous aurons, comme précédemment,

a(b+c—a)=Pp(c+a—b)=y(a+b—c);

b+c—a _c+a—b__a+b—c
B o (mﬁ)
q

On déduit, de cette proportion continue,

d’ ol

a b Cc
at B gy B
B Y

Ainsi, le triangle cherché est semblable & celul qui au-
rait pour cdtés o+ % , B+ %, a4 3.

~ Sil'on construit ce triangle, et que U'on décrive les trois
cercles qui le touchent extérieurement, il suffira, pour avoir
le triangle cherché, de mener des paralleles aux cdtés du
triangle auxiliaire, & des distances des trois centres respec-
tivement égales i «, (3, -

PROBLEME XXVIL.

Construire un triangle, connaissant le rayon » du cercle inscril, el les rayons
o, [3 de deux des trois cercles ex-inserits,

Ce probléme se résout aussi facilement que le précédent,
et par les mémes considérations.
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~ PROBLEME XXVIIL.

Construire un triangle 4B, connaissant la base BG, I'angle opposé A
et le rapport des deux derniers colés.

Le sommet A appartient 4 I'arc capable de 1'angle donné,
décrit surla base BG.

Supposons menée la hissectrice AED : elle passera au
milieu D de I'arc BDC ; de plus, elle doit diviser la base BC
en deux segments BE, EC, proportionnels aux deux cotés
AB, AC. Il est donc bien facile d’obtenir les points D, E,
de cette hissectrice : l'intersection de cette ligne avec
I'arc BAC sera le sommet A. |

PROBLEME XXIX.

Décrire une circonférence qui passe par deux points donunés A, B,
et qui {ouche une droite donnée CD.

Voyez le Probleme 1.

Remarque. Le probléeme admet ordinairement deux so-
lutions. Pour qu’il soit possible, il faut que les deux points
A, B soient d'un méme coté de CD.

PROBLEME XXX.

Décrire une circonférence qui passe par deus points donnés A, B,
et qui touche une circonférence donnée I,

Soit E le point de contact de la circonférence deman-
dée O avec la circonférence donnée I. Soit I le point ot la
droite AB rencontre la tangente commune EF. St nous
menons une sécante quelconque FDC, nous aurons

FE-=FA.FB==FD.FC ;
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les quatre points A, B, C, D appartiennent donc & une méme
circonférence. Ainsi, pour résoudre le probléme, il faut :
décrire une circonférence quelconque passant par les points
A, B et coupaut la circonférence donuée; tirer les cordes
AB, CD, etlesprolongerjusqu’a leur rencontre en F ; enfin,
mener par ce point des tangentes FE, FE’ & la circonfé-
rence donnée. Les points E, E’, ol cette circonférence tou-
che les deux cercles cherchés, étant connus, le probleéme
s’achéve comme celut qui précéde.

PROBLEME XXXI.

Décrire une circonférence 0 qui passe par un point douné A, et qui tonche
deux droiles MY, P,

Que les droites MN, PQ se coupent ou qu'elles soient
parallgles, nous pourrons facilement construire leur axe de
syméltrie CD, axe qui sera aussi celui de Loute la figure. Si
donc nous abaissons AL perpendiculaire 4 CD, el que nous
prolougions cette droite d'une longueur égale IEA’, le point
A’ appartiendra i la circonférence demandée. 1 suffira donc
de faire passer, par les deux points A, A, une circonférence

qui touche la droite PQ : ¢’est un probléme que nous savons
résoudre. .

PROBLEME XXXII.

Décrive une circonférence O qui passe par un point donné A, el qui louche
. - deux circonférences données B, C.

Soient D, E les points de contact inconnus. Menons la
corde ED, et prolongeons-la jusqu’a sarencontre en F avec
la ligne des centres. Il est facile de VOIr que, les deux cie-
conférences B, O se touchant extérieurement en i, ce

Fie. 17,

1. 175.
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point de contact E est un centre de similitude interne. De
méme, les circonférences O, C ont pour centre de similitude
interne le point D. Done (Th. VII) F est le centre de simi-
hitude externe des deux circonférences données.

Si nous prolongeons FDE jusqu’a sa rencontre en L avee
la circonférence B, les points D, L seront homologues dans
les deux circonférences données; et, en appelant H, H’,

K, K’ les points de rencontre de BC avec ces deux lignes,
noUS aurons

FL __FH
FD— FK"
D’ailleurs, FH. FH'=FL. FE;

done, en multipliant membre & membre,
FH'. FK'=FD.FE.

Cette relation nous apprend que les quatre points H’, K,
D, K sont sur une méme circonférence.

Soit maintenant G le point inconnu ot la droite AF ren-
contre le cercle cherché O. Nous aurons

FD. FE=FA.FG;
d'oll, a cause de l'égalité précédente ,
FH'. FK'=FA.FG.

Ainsl, les quatre points A, H’, K’, G sont situés sur une
méme circonférence.

Construction. Aprés avoir mené la ligne des centres
BC et avoir coustruit le centre de similitnde F, on mene
AF. Par les trois points A, H’, K’ on fait passer une
circonférence, laquelle coupe AF en un point G. 1t suffit
ensuite de faire passer, par les deux points A, G, une cir-
conférence qui touche I'un des deux cercles donnés : elle
touchera en méme temps l'autre, et satisfera a la question.
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Remarque. Par.les points A. G, on peut faire passer
deux circonférences tangentes au cercle B. En méme temps,
I'on peut remplacer le centre de similitude eaxterne F par
le centre de similitude interne. Done le probléme admet,
généralement, quatre solutions,

PROBLEME XXXIII.

Décrire une circonférence 0 qui passe par un point donné A, et qui touche
une droite donnée BG et une circonférence donnée 1.

Soit E le point inconnu ol la circonférence cherchée Fic. 174.

touche la droite BC, et soit D e point de contact des deux
circonférences. Menons Ol qui passe par ce point D ; joi-

gnons le centre inconnu O av point I£; menons, par le centre
donné I, la droite FIKH perpeundiculaire & BC ; enfin, tirons
les cordes ED, FD, DK.

Le rayon OL, perpendiculaire & la tangente BC, est pa-
rallele & IF ; donc les angles EOD, FID sont égaux comme
alternes internes, et les deux triangles isocéles EOD, FID
sont semblables. Par suite, les points E, D, F sont sur
une méme ligue droite. Il résulte de Ia que l'angle EDK est
droit, parce qu'il est supplémentaire de I'angle FDK, inscrit
dans un demi-cercle.

Le quadrilattre EDKH a deux angles opposés droits;
“donc la circonférence décerite sur EK comme diamélre pas-
serait par les sommets D, H. Nous aurons donc

FD.FE=FK. FH.

Soit maintenant G le point ou la droite connue AF ren-
contre la circonférence cherchée O. Nous aurouns aussi

FA.FG=FD. FE. .
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La comparaison de ces deux égalités donne
FA. FG=FK. FH.

Ainst, les quatre points A, G, K, H sont situés sur une
méme circonférence.

On construira donc aisément le point G, aprés quoi il ne
s'agira plus que de faire passer, par les points A, G, une
circonférence tangente a la droite BC.

Remarque. Le probléme admet, en général, quaire so-
luttons. |

PROBLEME XXXIV.

Décrive une circonférence O qui touche deux droites données AB, AG,
et une circonférence donnée I.

Soient N, P, R les points  de contact de la circonférence O
avec les deux droites données et avec la circonférence 1.
Menons ON, OP, OR; du point O, décrivons une circonfé-
rence qui passe par le centre I dela circonférence donnée :
elle coupera les prolongements des droites ON, OP en des
points M, Q tels, que MN = PQ =IR. Cons¢quemment,
si 'on méne aux droites données AB, AC, des paralitles
A’B’, A’C' qui en soient distantes d'une longueur égale au
rayon IR de la circonférence donnée, ces paralléles seront
tangentes a la circonférence OI.

On est dosc ramené A trouver le centre O d’une circon-
férence passant en un point donné I, et tangente a deux
droites données A'B’, A'C’.

Remarque. Le probléme admet, ordinairement, deux so-
Jutions,
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PROBLEME XXXV.

Décrire une circonférence langente & une droite donnée PQ)
el 4 deux circonférences données AN, BM.

Il peut arriver plusieurs cas: 1° la circonférence cher-
chée peut toucher extérieurement les deux circonférences
données ; 20 elle peut les toucher intérieurement ; 3° elle
peut toucher 'une d’elles intérieurement et 1'autre extérieu-
rement. Ce qui fait, en tout, quatre solutions.

Soit O le centre de la circonférence qui touche la droite
PQ et qui est tangente, extérieurement, aux deux circonfé-
rences données. Décrivons, du point O comme centre, une
circonférence passant par le centre A de la plus petite des
deux circonférences données : elle touchera la circonférence
décrite du point B comme centre avec un rayon BI' égal a
la différence des rayons donnés; elle touchera aussi la
droite P’Q’ menée parallélement 2 PQ, a une distance de
cette droite égale au rayon AD de la plus petite circonfé-
rence. La question est donc ramenée au Probléme XXXIII.

. Remarque. La droite P'Q’ donnera deux des solutions
du probléme. Pour avoir les deux autres, on devra prendre
la droite - P’Q", symétrique de P’Q’ relativement & la droite
donnée PQ.

PROBLEME XXXVI.
Décrire une circonférence tangente & trois circonférences données A, B, .

Premiére solution. Soit O le centre de la circonférence
demandée, et soient M, N, P les points de contact inconnus.
Menons OA, OB, OC. Décrivons, du point O comme cen-
tre, une circonférence (ui passe par le centre B du plus

FiG. 176.

Fic. 177.
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petit des trois cercles donnés, et qui coupe les droites
OA, OC aux points D', E : elle sera tangente aux cercles
qui seraient décrits des points A et € comme centres, avec
AD et CE pour rayons. Le probléeme est donc ramené a
celui-ci : décrire une circonférence OB qui passe par un
point donné B, et qui touche deux cireonférences données.
Ce dernier probléme a été résolu ci-dessus : il admet quatre
solutions.

En remplacant les cercles AD, CE par deux cercles ayant
pour rayons, respectivement, AM—+BP, CN+BP, on ¢b-
tiendra les quatre autres circonférences qui satisfont a la
question.

Seconde solution. L’élégante solution qu’on va lire est
due en partie a Bobillier, en partie & M. Gergonne ; elle est

.extraite, presque textuellement, de la Géométrie du pre-

micr de ces deux savants professeurs.

Les circonférences données peuvent étre touchées toutes
trois extérieurement ou toutes trois intérieurement; cha-
cune peut étre touchée extérieurcment et les deux autres
intérieurement, ou bien intériecurement et les deux autres
extérieurement.

Deux circonférences, qui déterminent sur chacune des
trois circonférences dounées un contact extérieur et un
contact intérieur, sont appelées circonfeérences conjuguées.

Considérons les deux circonférences conjuguées abe,
a'b’c’, quitouchent les circonférences données, I'une ex-

. téricurement et 'autre intérieurement. Le point de contact a’

est le centre de similitude directe de a’b’c’, a'a'd”; le
point e estle centre de similitude inverse deabe, aa’a’. Pone
la droite aa’doit passer par le centre de similitude inverse de
abe, a'b’c”. 1l en est de méme pour hb’ et pour c¢’. Par
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conséquent, ces trois droites concourent en un point o, qui
est ce centre de similitude. De plus, si I'on prolouge aa’en
s, et ce” en t, les droites os et oa’, ot et oc seront des droites
homologues; d’o résulte

os ot
o oa' oc'?
ou 08.0¢'=—o0a’.0l.
On a aussi 0C.0t==058.00;
donc 0c.0¢'=—oa.0a’=—o0b.ob’.

Le point o est donc le centre radical des trois circonférences
données.

La droite ab, passant par le centre de similitude inverse
de abe, aa’a”, et par le centre de similitude inverse de.
abe, bb'b", doit contenir le centre de similitude directe de
aa’a’, bb'b’. 1l en est de méme pour a’b’. Donc m est ce
centre de simiiitude. De méme, m’ est le centre de simili-
tude directe de bb'b”, cc’e” ; enfin m” est le centre de aa'd’,

rFaY

cc’c”. Donemm'm” est U'axe de similitude directe des troisl
circonférences données.

A cause de la relation oz.0a’=oc.0¢’, les quatre points

a, a', ¢, ¢’ sont situés sur une méme circonférenee ;
done

m’a.m’c¢c'=m"a’.m"c’.

Ainsi, le point m” appartient & l"axe radical des deux cir-
conférences cherchées. On prouverail de la méme maniere
que les points m” et m” appartieunent a cet axe; d'ou Pon
conclut que mm’m’, axe de similitude directe des trois cir-
conférences données, est en méme temps I'axe radical des
deux circonférences conjuguées.

Puisqu’il en est ainsi, les tangentes en a et ¢’ doivent se
couper en un point z situé sur cette droite; et il en est de
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méme pour les tangentes en b, b’, et pour les tangentes
enc, ¢ |

La polaire du point x est ae’; donc le péle p de mm'm”
doit se trouver sur aa’. Ainsi, les pbles de U'axe de similitude
directe des trois circonférences données, par rapport @ cha-
cune d’elles, sont placés respectivement sur les lrois cordes
de contact aa’, bb’, cc’.

De 14, cette construction : 1° tracez 'axe de similitude
des lrois circonférences A, B, G; 2° cherchez les poles de
cel azxe par rapport & chaque circonférence; 3° joignez ces
pobles p, p’, p’ au centre radical o.

En remplagant I'axe de similitude directe par chacun des
trois axes de similitude inverse, on obtient les trois autres
couples de circonférences conjuguées.

PROBLEME XXXVII.

Décrire une circonférence 0 passant par deux points donnés A, B et interceptant,
sur un cercle douné G, une corde DE de longueur donnée L.

Faisons passer, par les points A, B, une circonférence
quelconque ABFG, quicoupe en F, G la circonférence don-
née C. Les deux cordes AB, FG et la corde inconnue DE se
coupent en un méme point I (Th. XXVI}). Ce point étant
obtenu par la construction précédente, il suffira d'inscrire,
dans le cercle donné G, une corde DK, de longueur donnee,
passant par le point donné 1.
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PROBLEME XXXVIIL.

Décrire une circonférence I, qui passe par deux points donnés A, B,
el qui coupe, suivant un diamétre , une circonférence donnée 0.

Ce probléme peut étre regardé comme un cas particulier Fie. 180.

de celul qui précede. On peut aussi le résoudre directement
comme 1l suit.

Si I'on joint le point A au centre O de la circonférence
donuée, et quon prolonge AO jusqu’d sa rencontre en E
avec la circonférence I, on aura OE.QA=0C.OD=R2.
On obtient done le point E en construisant une troisiéme

proportionnelle DE a la droite AO et au rayon R du cercle
donné.

PROBLEME XXXIX.

Trouver sur un arc AB un point G tel, que le rectangle de ses distances
aux extrémités de Pare soil équivalen! & un carré donné p2.

Si 'on meéne le diametre CD, et qu’on abaisse CE per-
pendiculaire & AB, .on aura, d’aprés un théoréme connu,
AC.CB=CD.CE ; et, par suite, CD.CE =p?. On tire, de

cette dernidre égalité, CE= 2= La distance du point G 2

la corde AD étant connue, le probléme peut étre regardé
comme résolu,

PROBLEME XL.

Par un point A, extérieur & un cercle 0, mener une droite ABC qui soil
partagée en moyenne el extréme raison par la circonférence,

1° Supposons d’abord que la corde BC soit le plus grand Fre. 181,

des deux segments de la droite ABG, de maniére que

CB—AC.AB.

Fie. 169.

oy
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Si nous menons la tangente AD, nous aurons

—2
AD—=—AC.AB.
On déduit, de ces deux égalités, BC==AD; ensorte que le

- probléme peut étre considéré comme résolu (Pr. XXX VII).

Pour qu’il soit possible, AD ne doit pas surpasser le
diamétre du cercle. Cette condition équivaut A

2 ?2 2
OA—O0DZ=40D ;

d’ou, en désignant par R le rayon du cercle et par d la di-
stance OA : -

dZRV5.

2° Admettons que le segment extérieur AB soit moyen

proportionnel entre la sécante entiére AG et le segment in-
térieur BC; nous aurons

—
AB=AC.BG;
et, en menant encore la tangente AD,

AD-—AC. AB.

La premiére égalité équivaut a la proportion

AC AB
ABT AC—AB°

Multiplions tous les termes par AB, et remplagons AG. AB

—
par AD ; nous aurons

—_—2

AD AB

~—2 7 2 ¢

AB"  AD —AB

Cette nouvelle proportion démontre quele carré construit

sur AB est moyen proportionnel entre le carré construit sur
la tangente AD et la différence des carrés construits sur
AD et sur AB; c'est-h-dire que, pour obtenir AB, i faut
partager en moyenne et exiréme raison le carré construil
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sur la tangente, et chercher la moyenne proporlionnelle
enlre les deux dimensions du plus grand des deux seg-
ments.

On peut simplifier cette construction en observant que
dans tout triangle rectangle AFD, les carrés des cotés de
Pangle droit et le carré de I'hypoténuse sont entre eux
comme les projections AE, DE et AD. Si donc 'hypoté-
nuse est partagée en moyenne et extréme raison au point

E, nous aurons

— .
AD AP
—_— T "9
AF DF
—_ —2
A AF
ou —_— — =

AF  AD —AF
Cette proportion, comparée a la précédente, nous ap-

prend que AB=AF.
Pour que le probléme soit possible, il faut que L'on ait

AFSAG, ou AFSR —d.
Mais AF_-AD (_H—V—) (2 —R?) (_1;"'/3).

La condition cherchée est donc

o (d-;-B)"‘*'/_-—d R;
d’olt enfin dZR{2+V'5).

PROBLEME XLI.

Inscrire, & une cireonférence donnée 0, un (riangle isocéle ABC,
connaissant 1a somme a de sa base et de sa hauleur,

Prenons sur le diamétre CI, & partir du point C, la di- Fie. 183,
stance GE égale A a. Prenons ensuite, sur la tangente CT,



Fic. 184,

128 . THRORKEMES ET PROBLEMES

‘ a » ' .
CF égale & 5. Si nous menons EF, cette droite rencontrera

généralement la circonférence en deux points B, B/, som-
mets de deux triangles CADB, G’A’'B’, qui satisferont a la
question,

II résulte, en effet, de cette construction, que AB=DE;
donc AB 4+ CD=CE=a.

Remarque. Pour que le probléme soit possible, il faut

que le pied P de la perpendiculaire abaissée du centre sur

OE

Er U

EF ne soit pas extérienr au cercle. Or, OP=CF.

OP__.“;;{, IR étant le rayon. La condition de possibilité

est done a;.;{ =R,

ou a?R(l-}—VE’)).

PROBLEME XLII.

A un cercle donné 0, inscrire un trapéze ABCD ayant une hauteur donnée 4,
el équivalant & un carré donné m?2,

Menons le diamétre OEF perpendiculaire aux deux hases,
et le rayon OHL perpendiculaire au c6té BC du trapéze :
le point H sera le milieu de ce coté. Joignons ce point
au milieu G du coté opposé, par la droite HMG. Enfin,
menons LN paralléle & GH, et CP perpendiculaire a cette
droite.

Le trapéze a pour mesure GH. EF ; donc la longueur
de GH peut étre supposée connue : appelons-la a.

La ¢nestion se réduit évidemment & déterminer le milieu L
de I'arc BL, ou la longueur de LN.

Or, les deux triangles LNO, HMO sont semblables; done

LN
MH=0H. Y.
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De méme, les deux triangles LNO, CPH sont semblables,
et donnent CP=CH. :-){'

Elevant au carré et ajoutant, on obtient
_2 2 ___.92
MH +CP=0C. (5 's
d’ou FH=LN. |
Ainst, la droite cherchée LN est égale & 1'hypoténuse

" . ' A - '
d'un triangle rectangle dont les cotés seraient % aet;h

Cette droite est done connue.

PROBLEME XLIIIL.

Trouver, sur une droite donnée MN, un point G tel, que la somme de ses

distances & deux poinls donnés A, B, soil ézale a une longueur don-
née /.

" Supposous la droite inconnue AC prolongée d'une quan- Fie. 186.
tité CD égale & CB : nous aurons AD=/; en sorte que le
point D appartient & la circonférence DD’ décrite du point A
comme centre, avee [ pour rayon,

S1 nous abaissons BGH perpendiculaire & MN, et si nous
prenons GH=GB, les deux obliques BC, HC seront égales
entre elles; d’ol il résulte que le point cherché C est le
centre de la circonférence passant par les trois points B,
H, D. De plus, les deux circonférences BDH, DD’ se tou-
chent en D, car ce point D est situé sur la ligne des centres.

On a vu précédemment (Probl. XXX} comment on dé-
termine une circonférence tangente i une circonférence don-
née, et passant par deux points donnés. Conséquemment,
on est conduit a la construction suivante :

Du point donné A, comme centre, avec / pour rayon, on

9
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décrit 1a circonférence DD’. D’un point quelconque N de
Ja droite donnée MN, comme centre, on décrit une eirconfé-
rence passant au point donné B, et coupant la premlere
circonférence aux pomts E, . On méne la corde EF, que
'on prolonge jusqu'a sa rencontre en T avec BH perpen-
diculaire & MN. On constryit les points de contact D, D’ des
tangentes menées du point T & la circonférence DD'. Les

rayons AD, AD’ déterminent, par leurs intersections avec

MN, deux points G, C’, qui satisfont & la question.

Discussion. 1° Lorsque le point H, symétrique du point
~ B par rapport. la droite MN, est intérieur & la circonfe-
rence DD’, on peut, par ces deux points, faire passer deux
circonférences qui touchent la premiére. Donc le probleme
admet deux solutions.

20 Si le point H est sur la circonférence DD, il se
confond avec le point de contact D, et alors le probléme
n’admet plus qu'une solution. En méme temps le point C,
qui se trouve alors en I, & Vintersection de AH avec MN,
est le point de cette dernidre droite pour lequel la somme
des distances aux deux points donnés est un minimum.
(I, Probl. I.)

3° Enfin, guand le point H est extérieur & MN, le pro-
hléme proposé est impossible.

Remarque. On sait que le lieu des points tels, que la
somme des distances de chacunp d’eux a deux points fixes
A et B, soit une constante !, est ung ellipse ayant A et B
pour foyers, et dopt le grand axe est égal i I. Gonséquem-
ment le prohléme que nous venons de résoudre peut étre
énoncé en ces termes : Consirwire les poinis de rencontre
d’une droite donnée et d’'une ellipse non tracée, mais dont le
grand azxe el les foyers sont donnds.
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PROBLEME XLIV,

Trouver, sur une droite donnée MN, un point € te}, que la différence de
ses distanges 4 deux points donnés 4, B, soit égale & une longueur
donnée /.

L’analyse de ce probléme est la méme que celle du pro-

bieme précédent. Elle donnelieu & Ja canstruction indiquée,

dans la figure 187.

Remargue. On sait que le lieu des ppmts tels, que la dif-
férence des distances de chacun d’epx i deux points fixes
A et B, soit une constante {, est une fiyperbole ayant A 6t
B pouy foyers, et dont I'axe transperse esl égal & [. Consg-
quemment, le probléme que nous venons (e résoudre peut
étre gnoncé en ces termes : Construire les poipts de rencon-
tre d'une droite donnée et ('yne hyperbole pon fracée, mays

dont U'gze tragnsperse et les foyers éb;z; donnés. |

PROBLEME XLV.

Par exirémilé A d'un diamétre AB perpendiculaire & une corde D, mener
ue deoite dont la partie FG, comprise entre la gorde et la circoni¢-
rence, soil de lengueur donnée /.

Si nous menons les cordes AD et GD, nous formerons
deux triangles FAD, GAD, qui auront V'angle A commun,
et dans lesquels les angles en G et en D seront égaux,
comme ayant pour mesures les moitié d'arcs égaux. Ces

deux triangles seront donc semblables; en sortg que nous

AF __AD

AF.AG==AD

Fie., 2924.
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Cette relation montre que AF et AG sont les cotés d'un
rectangle équivalent au carré construit sur AD.

Construction. A l'extrémité D de la corde AD, élevons la
perpendiculaire DII égale & L ; puis, sur cette droite prise

- comme diametre, décrivons une circonférence. Joignons son

Fic. 225,

centre I avec le point A, par la sécante AH, qui rencontre
cette circonférence en M et en N. Du point A comme cen-

-tre, avec AM pour rayon, décrivons un arc : il coupera, an

point cherché G, la circonférence donnée.

Remarques. 1. Si la longueur donnée I est moindre que
EB, il y aura, indépendamment de AGF, une droite AF'G’
qui répondra i la question. On obtiendra V'extrémité G de
cette ligne au moyen de 'arc décrit du point A comme cen-
tre, avec AN pour rayon.

II. A chaque droite, telle que AF ou AF’, il en répond
une autre, placée symétriquement par rapport 3 AB, et qui
n'a pas été indiquée sur la figure. Le probléme peut donc
admettre quatre solutions.

PROBLEME XLVI.

Par un point A, extérieur & un cercle 0, mener une sécante telle, que la
- somme des carrés des segments BC, AG de celle droile, soil équivalenle
a4 Un carré donné ms3,

Soit AT la tangente menée par le point donné A. Joi-
gnons le point de contact T aux deux points inconnus B, G;
et menons GD parallele & BT. Sile point D était counu, la

construction s’achéverait facilement; car les deux triangles

ADC, ACT, évidemment semblables, donnent 20 =22

ou AC—AD.AT.
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Ainsi, AC serait une moyenne proportionnelle entre AD
et AT. |

Pour déterminer AD, ohservons que les paralleles BT,

CD, donnent, d'oi BC= AC bt

A cause de I'égalité ci-dessus, cette valeur se réduit a

—

AT. D'l
BC=2T21.

La somme des carrés de AG et de BC doit égaler m2 ; donc

—_2
DT m?2
N AD + -A_ﬁ — K:[,-

Prenons maintenant une droite EF, troisidme propor- g, 29206,
tionunelle 4 AT et m. Décrivons, sur EF comme diamé-
tre, une demi-circonférence; prenons la pérpendiculnire
EG=EH=AT. Du point M, ol cette droite coupe la cir-
conférence, abaissons MN perpendiculaire a EF : le seg-
ment EN sera la longueur cherchée AD.

En effet, nous aurons d'abord
EN + NM=EN + NH=EH =AT.
En second lien, EN+ NF =EF,
—3
MN

, __m?
ou EN 4 o =30 ==

Donc EN et NM sont égaux, respectivement, aux seg-
ments AD, DT de la droite AT.

On peut réunir les figures 225 et 226, et 'on obtient
ainsi la figure 227.
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PROBLEME XLVIL.

Par 'un des points d’infersection A de deux cicconférences données; menee
upe corde commune BAG telle, que le reclangle fait sur le segment AB
et une droite donnée m, aiigmenté du rectangle fait sur le segment AG
él uné droitc donnéen, soit équivalent & un careé donné p*.

Menons les diametres AD, AE, puis les cordes BD, CE :
ces droites, perpendiculaires 3 BC, sont paralléles entre

elles.
Divisons le diametre AD, au point F, de maniére que

g ;—_%; et abaissons FG perpendiciﬂaire a AB : nous au-
_AB__n
ou m.AB=n.AG.,
En remplagant m. AB par n.AG dans la relation
nous obtiendrons  n{AG—+ AC)=p?;
v P’
d ou GG:}:

La longueur de GG est donc connue.

Actuellement, joignons le point F' au point E, et nietions
FH perpendiculaire & EC. Dans le triangle rectangle OHE,
nous connaissons 'hypoténuse et le coté FH, égal 4 GC.
Nous pourroiis donc aisément obtenir le point H, ét en-
suite la corde BAC paralltle a FH.

Gonstriclion. Du point donné A, inénez les deux dia-
metres AD, AE; partagez AD en F, deé telle sorte que

‘g =%; sur EF comme diamétre, décrivez une demi-cir-
conférence ; du point F comme centre, avec un rayon égal
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a la troisitme proportionnelle aux droites n et p, décrivez

un arc qui coupe cette demi-circonférence en H; enfin
menez, par le point A, BAC parallele & OH.

PROBLEME XLVIIIL.

Insérire, a uii cercle dotiné G, un thiangle MNP, dont les edtés sofent paraliles
A tedis droiles données ADB; CD: EP.

Par un point quelconque G de 1a circonférence O, menons
GH paraliegle 2 EF et GI paralléle & CD : l'angle HGI
étant égal i Vangle cherché P, les cordes interceptées IH;
MN, seront égales entre elles. Il suffira done, pour thetlir
MN, ou pour déterminer le triangle demandé, de résoudre
la question suivante : Inscrire, aune circonférence donnée,
une corde paralléle & une droite donnée et égule & une droite
donnée. - |

Remarque. On trouve deux triangles satisfaisant & 1'é-
noncé. Ces deux triangles sout symétriquement placés par
rapport au centre O.

PROBLEME XLIX.

Inserite, & iin ceféle dodné O, un triangle MNP, dont deux edtés soient pa-
ralléles & delix droites dounées AB, CD, el dont le troisiéme cdté passe
par un point donné L.

Sil'on cherche, comme dang la question précédente, une
corde 1H égale au coté inconnu MN, et que V'on fasse pas-
ser, par le point L, une corde MN égale & IH; le pro-
bléme pourra éire regardé comme résolu.

Fic. 188.

Fle. 189.
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136 THEOREMES ET PROBLEMES

PROBLEME L.

Inserire, & un cercle donné 0, un triangle MNP, dont deux cdlés passent par
deux points donnés A, B, el dont le troisiéme colé soit paralitle & une

droile donnée CD.

Parle sommet inconnu N, imaginons NE paraliéle & AB,
et menons la corde EM. Soit F le point o cette droite,
prolongée s’il est nécessaire, rencontre AB. Si ce point F
était connu, le probléme seraitrésolu; car ENM étant égal
a I'angle des droites AB, CD, la corde EM pourrait étre dé-
terminée de grandeur, et ensuile de position.

Pour trouver le point F, observons que les angles E, F
sont égaux comme alternes internes, et que les angles E, P
sont égaux comme inscrits dans le méme segment; donc
les angles P, F sont égaux, et les triangles PAB, MAF,

qui ont un angle égal et un angle commun, sont équiangles
B__ AP

. < A
et semblables. Ainsi N

ou AM.AP=—AB. AF.
Si I'on méne une sécante quelconque AGH, on aura encore
| AG.AH—AB.AF.

Dans cette égalité, tout est connu, excepté AF. De plus,
les quatre points G, H, B, F sont sur une méme circonfé-

rence, etc.

PROBLEME LI.

Inserire, & un cercle donné, un triangle MNP, dont les edtés passent
par trois poinis donnés A, B, C.

Imaginons encore, comme dans le probléme précédent,
NE paralléle 4 AB, puis la corde EMF qui rencontre AB
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en F. Nous pourrons, comme ci-dessus, construire le point
F, aprés quoi il ne s’agira plus que d'inscrire, dans le cercle
O, un triangle EMN dont deux colés passent par deux
points donnés G, ¥, et dont le troisiéme coté sout paralléle
a une droite donnée AB : ce probléme est précisément celui
qui précede.

Remarque. La question que nous venons de résoudre
est connue sous le nom de probléme de Castillon. Résolue
d’abord par ce géometre, elle I'a été ensuite, de différentes
maniéres, par Lagrange, par Giordano di Ottaiano, et par

Malfatti. (Voyez Nouvelles Annales de Mathématiques,
. I, page 463.) | |

PROBLEME LIL.

Inscrire, & un cercle donné O, un polygone dont un coté passe par un point

donné A, et dont les autres colés soient respectivement paralléles & des
droites données.

Il y a deux cas a distinguer, suivant que le nombre n des
cotés du polygone est impair ou pair.
1° n impair. | |
Inscrivons dans la circonférence, a partir d'un point
quelconque M’, une ligne brisée M'N'P'Q'R’S'T’ dont les
cOtés sqient, reépectivement, paralléles aux directions don-
nées. Nous obtiendrons ainsi un arc M’IT’ égal & l'arc
inconnu MIT. En effet,
M1IT' = MIT-+MM'—TT’
et, a cause des couples de cordes parallles,
MM'=NN'=...=TT".

Par suite, la corde M'T’ sera égale au c6té inconnu MT. Il

Fic. 192,
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ne s’agira donc plis qué d'inscrire une corde MT; édale d
une aulre corde M'T’, et passant par le point A.

29 n pair.

Si nous effectuons la méme construction, il en résultera,
a cause de MM'==S5S’, que M'S’ seru paralléle au c6té in-
connu MS. Et comme ce c6té doit passer par le point donné

A, il est complétement déterminé. Le probleimé est done
résolu.

PROBLEME LIl

Inscrire, & un cercle donné O, un polygone MNPQ)... dont les cotés passent
respectivement par des points donnés A, B, C...

Soient PQ, QR deux coétés conséeutifs, lesquels doivent
passer respectivement par les poinis D, E. Soit, comme
dans le Probléme Li; PP’ paralléle 4 la droite DE. On verra,
comme dans le probléme cité, que le point ¥, ou DE ren-
contre la corde P'R, peut aisément étre déterminé. Par
suite, la recherche du polygone MNPQR est remplacée par
celle du polygone MNPP'K, dont un cété PP’ doit étre
paralléle & une droite donnée, et dont les aitttés cotés
doivent passer par des points doiinés.

Semblablement, la recherehe de ce setttid polygone seta
remplacée par celle d’un notiveau polygoie ayant déix coids
paralléles & deux droites données, et dont les adtres cotés
passent par des points donnés.

En continuant de la sorte, on ramene Ia solution du pro-
bléme proposé a la solution du probléme précédent.
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PROBLEME LIV.

Cireonserire ; & un cercle donné O, un triangle MNP dont les sommets
soient silués sur troi§ droites données X, Y, Zs

Soit DEF le triangle inscrit qui aurait pour sommets les
points de contact de la circonféfence O avec les £6tés du
triangle circoiiscrit MNP. 11 est clair que les sommets du
second triangle sont les poles des cotés du premier. Con-
séquemment, la droite X, qui passe par le point M, a son
pole A sur EF. De méine, les péles B, G des deux autres
" droites dounées sont situés sur D, DE. Il faudra done,
pour résoudre le probléme proposé : chercher les poles
A, B, C des droites données; construire le triangle in-
scrit. DEF, dont les cotés passent par ces trois points
(Probl. LI) ; mener, par les sommets de ce triangle , des
tangentes a la circonférence O. |

Remarque. La solution qie flous venons d’indiquer est
~ une application de la Théorie des polaires réciprogues.

PROBLEME LV.

Conslruire uni cercle tél, qué les angles circonserits, dont 165 sommeis seraient
trois points donnés A, B, G, soient respectivemienl égaux 4 des angles
donnés 2c, 23, 2y,

Fie. 195.

Soit O le cercle cherché. Menons les tangentes AD; AD’; Fic. 214,

BE, BE’, CF, CF’. Menons aussi les rayous OD, OE, OF.
L’angle DAO, moitié de DAD', est égal & «. De méme,
les angles EBO, FCO sont respectivement égaux i § et
a y. D’ailletirs, les triangles ADO, BEO, GFO sont rec-
tangles. |

St donc, d'un point drbitraire O’, pris en dehors d'une
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droite indéfinie XY, nous menons la perpendiculaire I,
puis les obliques O’A’, O'B’, O'C’ faisant avec XY des
angles égaux i «, (3, y; cette construction délerminera
des triangles A'I0’, B'10’, C’I0’, semblables aux premiers
triangles.

La comparaison des cotés homologues donne
O1__O0'A' 01 OB 01__0¢C
OD— 0a’ E0_O0B® OF  oC’

d’ol, 4 cause de OD=0E=0F:

0A _ O'A’”  OA__ O\
— o8’ OoC 0T

Les distances du point O aux points A, BB, G étant pro-
portionnelles A des longueurs connues, ce point sera dé-
terminé par l'intersection de deux circonférences que 1'on
obtiendra facilement.

PROBLEME LVI.

Construire un cercle 0 tel, que les langentes menées a ce cerele par trois points
donnés A, B, C, aient des longueurs données a, &, c.

Premiére solution. Les trois triangles rectangles ADO,
BEO, BFO donnent

—_—-2 _—2

AQ— a?=B0—bh*= C()——c2
d’oll, en supposant a_>b>¢ :
—— 2 2
A0—BO=a’—b%, BO—CO=0b*—c".
La différence entre les carrés des distances du centre
inconnu aux points A, B doit donc étre égale a un carré

donné. Il en est de méme pour la différence entre les carrés
des distances de ce point aux points B, C. Conséquem-
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ment, on le construira par l'intersection de deux circonfé-
rences (Probl. LXVII).

Le centre O étant connu, on obtiendra le rayon OD en
construisant le triangle rectangle ADO, dans lequel on con-
nait I’hypoténuse et un coté de 'angle droit.

Seconde solution. Des points A, B, C, comme centres,

avec a, b, ¢ pour rayons, décrivons trois- circonférences.
Chacune d’elles coupe orthogonalement le cercle cherché,
attendu, par exemple, que le rayon OD de ce cercle,

étant perpendiculaire au rayon AD, est une tangente a la cir-
conférence AD.

Il résulte de cette observation que le cercle cherché est -

celui qui coupe orthogonalement les trois autres cercles. Il
a pour centre leur centre radical. |

.PROBLEME LVII.

Quelle est la route ABC que doil suivre une bille sur un billard circulaire,

pour revenir au point de départ A, aprés deux réflexions successives sur la
bande?

D'aprés la loi de la réflexion des 'corps élastiques (I,
Probl. X), les rayons OB, OC divisent en deux parties
égales, respectivement, les angles ABG, ACB. Mais, dans

Fic. 219.

le triangle isoceéle OBC, les angles B, G sont égaux; .

donc les angles ABC, ACB, doubles des premiers, sont
égaux entre eux; et le triangle ABC est isocéle. Consé-
quemment, 1a figure est symétrique par rapport au dia-
metre EF passant par le point A, et BC est perpendiculaire
a ce diamétre,

Cela posé, prolongeons le rayon-OB jusqu’i sa rencontre



142 THEOREMES ET PROBLEMES

en G avec la perpendiculaire 3 EF menée par le point A,
et décrivons, de ce point comme centre, 1a circonférence
OHL. Ainsi qu’on le voit ajsément, le triangle BAG est iso-
céle, et la circonférence coupe BG en un point H tel, que
GH=0B. Donc, la différence des segments BG, BH est
connue, et égale au rayon R du cercle donné,

D’un autre coté, si nous menons LH, nous formerons un
triangle rectangle OHL, évidemment semblable au triangle
reclangle OAG. La _cqlmparaison des cotés homologues
OH __ OL

0A ™ 06
o 0G.OH=0A.0L.

Le re;:tangle et la différence des deux segments cher-
chés étant connus, le probléme peut étre regardé comme
résolu.

Caleul du chemin parcouru par la bille. Représeuntons par
a la distance donnée OA, par z le segment OG, par y le coté
AB du triangle ABC, La longueur [ du chemin parcouru se

compose de 2AB-+2BD. Or, BD=AB%%; et, dans le

donne

triangle rectangle OAG , y==V x*—a?; donec
-=9 (1-}-;—{)'/:52—— a2,

D’apres ce qui précdde, on a & (x— R)==2a?, équation
d’ont 'on tire, en prenant seulement la racine positive,
1 1 |
w_§R+|/};R‘3-|—2a‘3,

Avant de substituer dans la valeur de /, on peut ob-
server que x*—a*=Rx~+a?; et 'on obtient

R+V ;R*+-20° -
i = |/%R2+a2+RV§-R’+'2a2-
R+ 1Rot202 ¥ | ‘

|=2:

e @ pE)S2
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ou, en simplifiant,

=1 (4 R+ RV R T80 ha 3-2R+-2RV T Ba.

hat

PROBLEME LVIIL. |

Trouvep un point M igl, que lg somme de ses distances & trois points donnés
Ay B, G, spit un minipum,

Du point C comme centre, décrivons une circonférence
passant par le point.inconnu M. La somme des distances
d'un point quelconque M’ de celte ligne aux trois points
A, B, G, doit étre plus grande que la somme des di-
~ stances AM, BM, CM. Ainsi, nous aurons |

AM'+ BM'4-CM’' > AM +BM + CM;
ou, a cause de CM'=CM ,
AM’ +BM' > AM 4+ BM.

M est donc le paint de la circonférence MM, pour le-
quel la somme des distances aux deux points A, B est un
minimum.

Menous la tangente TMT, et soient a, b les poings ou elle

est coupée par AM” et BM’. Menons aussi Ab. Nous aurons, '

dans le triangle AbM’ :
AWM Ab;
et, en ajoutant B de part et d’autre :
AM!'+BM‘ > Ab+ Bb.

Sidouc nous disposons du point M de maniére A vérifier
I'inégalité Ab~+Bb>AM - BM, nous aurons, 4 plus forte
raison, AM’ 4+ BM" > AM 4 BM. -

Or, pour que la somme des distances AM, BM soit
moindre que Ab— Bb, b étant un point quelconque de MT,

FIG.l 220.
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il faut (I, Probl. X) que les deux droites AM, BM soient
également inclinées sur la normale MC. En d’autres termes:
la droite GMC’, qui joint le sommet C au point M, doit di-
viser en deux parties égales Vangle formé par les droites
menées de ce méme pomnt aux deux autres sommets.

Ce que nous disons du sommet C s’applique aux deux
autres ; ¢’est-a-dire que le point, dont la somme des di-
stances @ trows points donnés est un minimum, est tel, que
chacune des trois droites qui le joignent aux points donnés,
est la bissectrice de ['angle formé par les deux autres.

On conclut facilement de la que chacun des trois angles
formés autour du point M est égal & 120°. Conséquemment,
le point M est celui d’oni les cotés du triangle ABC sont vus
sous un méme angle. Il est donc bien facile dele construire.

(I, Th. IL)

Fic. 221.

PROBLEME LIX.

M étant le point dont la somme des distances aux trois sommets d'un trian-

gle donné ABG , est un minimum, on demande d'exprimer celle somme
en fonclion des cotés.

Désignons par a, b, ¢ les longueurs des cotés, par z, y,
% les distances MA, MB, MC, et par s leur somme. Les trois

triangles ABM, BCM, ACM donnent, comme il est facile
de le vérifier : | |
0’ =y*+ %1 +y3,
b>’=22+4 22+ 1%,
=2z 9y +xy.
Nous aurons ensuite, en exprimant que l'aire T du
triangle ABC est égale 4 la somme des aires des trois
autres triangles : |
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T= V'3 (my+ yz +22).
On déduit, de ces quatre équations,
P44 TV 5=2 (24> + 22+ 2y +223+293) ,
ou samQTl/Z’_')+%(a2+b2+cﬂ).

PROBLEME LX.

Trouver un point M tel, que la somme des carrés de ses distances
aux trois ¢olés d'un triangie ABG soil un minimum.’

Du point cherché M, abaissons les perpendiculaires MP, F. 991.
MQ, MR, sur les c4tés du triangle donné, et menons PQ,
QR, RP. Puis, d'un autre point quelconque M’, abaissons
les perpendiculaires M'P’,M'Q’, M'R’, et les obliquesM'P,
M’Q, M'R. Nous aurons

—_— 2 2 2 2 — 2
MP +MQ+MR<<M'P'+M'Q"+MR’;
et, a plus forte raison,

2 2 2 2 .2 ____ 2
MP+MQ+ MR <<M'P+M'Q -+ M'R.

Conséquemment le point M est tel, que la somme des
carrés de ses distances aux points P, Q, R, est un “mini-
mum. Ce point est donc (Th. III) le centre des moyennes
distances du triangle PQR.

Menons la droite CM, et soit G’ le point olt elle coupe le Fre. 299
c01é AB. Abaissons G'D, C'E perpendiculaires sur AC,
BC. Menons encore, des points P, Q, les perpendiculaires
PG, QF sur la médiane RM : ces droites seront égales
entre elles. Enfin, soit Clla hauteur du triangle ABC.

\ Pour évaluer le rapport de AC’ A BCG’, observons d’abord

\\ 10
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- que les deux triangles rectangles AC’D, ACI, évidemment
semblables, donnent

- C'D
AC _—AC.—(-ﬁ-.
Nous aurons de méme :
BC'=BC.%.

AC' __AC C'D
B0~ BG'CE"

Donc

Les deux distances G'D, C'E sont évidemment propor-
tionnelles A MQ, MP : il ne s’agit donc plus que de cher-
cher le rapport de ces derniéres droites.

Or, les triangles rectangles QMF, CIA, qui ont leurs cﬁtés
perpendiculaires chacun a chacun, sont semblables; donc

QM__ QF
AC T CI-
. PM PG
De méme, e =—7ci"

On déduit, de ces proportions,

QM __ AC
PM — BC’
L —$
puis AC _AC
BU B

A‘i.n'si, 19 les distances dii point M aux cotés du triaigle
sont proportionitelles & ces cotés; 2° la droite rienée du
point M & un sommet parlage le coté opposé en deiix seq-
ments propoitionnels aux carrés des cotés adjacents.

Remarque. Nommons a, b, ¢ les cotés du triangle, dont
Paire sera représentée par T, et soient«, f3, v les distances
MP, MQ, MR. Nous aurons, dans le triangle ABC,

QTﬂaa—F bE—+cy;
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puis, par ce qui précdde,

o_B__x

a b c.
Ces relations donnent

QT 9T L 9T
=l arre P mCrTeae
Le minimum cherché est done
4 T2
9 2 4 a2 ¢
2+ iy at-+b'+c*’

PROBLEME LXL

Elant donnés un cercle O et une droite AB, trouver sur le diamétre OF , per-
pendiculaire & celle droite, un point P tel, que, menant par ce point une
corde quelconque CC', el abaissant des extrémités de cetie corde lés per-
pendiculaires €D, €'D sur la droite donnée, on ait

011) : C,il-}—,.._.conslﬂnlc.

Remarquons d’abord que la condition donnée équi-

D.C'D
-g[)+c,[—)7: constante.

Conséquemment, nous allons évaluer la somme et le
rectangle des perpendiculaires GD, C'D’.

Soit R le point de rencontre de GG’ avec la droite don-
née; pous aurons |

, PE ~ mr_ PE ~p

vaut a

d'onr

Pour transformer la premiére relation, menons la tan-
gente RT : elle est moyenne proportionnelle entre CR
et C'R; donc

CD.C'D'= (ff)ﬁg

Fic. 254.
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ou, a cause des deux triangles rectangles OTR, OER :

g —2

' —2
CD.C'D'=(gx) (OE+ER—RY),

R étant le rayon du cercle.

Abaissons OF perpendiculaire & la corde GG’ : nous au-
rons

CR -+ C'R—=2RF=2(FP -+ PR);

done CD+ C'D’'=2 (FP+PR).
Les deux triangles OFP, REP sont évidemment sem-
blables; donc nous pouvons remplacer FP par PE.%I{‘,.

Nous obtenons ainsi

—
CD+ C'D'=2 = (PE.OP+ PR),
PR

ou, par une transformation simple,

— —_—
CD-+C'D'=2YE (OE 4 ER— OP. OE).
PR

Si nous choisissons le point P de maniére que OP.OE=R?,
nOUS aurons

CDh. o'D
CD+C'D

1
; PE = constante,

¢’est-a-dire que nous aurons satisfait & la condition pro-
posée. |

Remarques. 1. Le point P est le pole de la droite AB.
II. On a

|

CDh ¢D' T PE’
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" PROBLEME LXI\.

Etant données deux circonférences 0, 0', on prend un point A sur la pre-
miére ef un point B sur la seconde; et I'on demande de (rouver, sur 'axe
radical de ces deux lignes, un point G tel, que si I'on méne les sécantes
CAD, (BE, Ia droite DX, qui joint les seconds poinls d'intersection de
ces sécantes et des circonférences données, soil perpendiculaire & I'axe
radical.

Menons AG’ perpsndiculaire a CD), et soit C’ le point olt
elle coupe I'axe radical. Soit G le point de rencontre de cet
axe avec la droite DE. Les deux triangles rectangles CGD,

- CAC’, évidemment semblables, donnent 5D Qo

CA — cC”?
CG. CU'=CA. CD.

Si Fon menait par le point B une perpendiculaire 4 CE,
on aurait de la méme maniére, en appelant G’ son point
d’intersection avec l'axe radical :

CG. CC"=CB. CE.
Mais le point G appartienth cetaxe; donc CA.CD=CB.CE;

donc aussi CG. CC'=CG. CC7;

ce qui apprend que les points C7, G’ se confondent. Et
comme les angles A et B sont droits, les points A, B sont
situés sur une circonférence qui a CC’ pour diamétre.

Ii suffit done, pour trouver les points G, G/, qui satisfont
tous deux a la question, de décrire une circonférence pas-
sant par les points A, B, et dont le centre soit sur 1'axe
radical.

Fic. 196.
1™
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PROBLEME LXIIL.

On donne une circonférence O et un point A de celle ligne. Par ce point on
méne une sécante quelconque sur laquelle on prend un point G tel , que
le rectangle de la sécanle enlitre el de sa parlic exlérieure soit égal &
un careé donné m®. Quel est le lieu géomélrique du point G?

Fic. 196.  Si, par le point C, on m&ne au cercle donné la tangente

CM, on aura Eﬁ;AC.CB; donc CM=m.
Dans le triangle rectangle OMC, on connait le c6té OM
égal au rayon de la circonférence, et le coté MG égal A M;
= * _ onpeut donc construire ce triangle et connaitre ainsi la
distance OC du centre O 4 un point C quelconque du lieu;
par conséquent celieu est la circonférence décrite du point
O comme centre, avec OC pour rayon.

PROBLEME LX1V.

Etant donnés quatre points A, B, G, D sur une droite indéfinie, on demande
quel est le lieu géométrique des points M tels, que les angles AMB, CMD
solent égaux entre cux.

. 197.  Les triangles AMB, CMD ont un angle égal; ils ont aussi

méme hauteur ; done
AMB -~ AM.BM __ AB
CMD — CM.DM—_ CD°
Les deux triangles AMC, BMD donnent, pareillement,

AMC __ AM.CM ___AC
BMD ~ BM.DM ™~ BD’

Si 'on multiplie terme & terme, on obtient

—8

AM AB.AC

ro——D T '
DM CM. BD
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Soit p la moyenne proportionnelle entre AB et AC; soit
q la moyenne proportionnelle entre CD et BD : 1a relation

T ——

précédente deviendra A =" ou %%1[ 9
T

Les distances AM, BM étant dans un rapport constant,
le lieu demandé est une circonférence qui a son centre sur
1a droite donnée, etque l'on construira facilement.

PROBLEME LXV.

Par un point fixe A, situé sur une circonférence donnée O, on mine une
transversale ABM, sur laquelle on prend le point M, de manidre que
AB. AM —m2, Quel est le lieu géométrique des points M?

Menons le diamdtre AOC; abaissons, sur ce diamétre, la Fic. 198.

perpendiculaire MD ; enfin, menons la corde BC.
Les deux triangles reciangles ABG, ADM sont sembla-

bles; donc ﬁ% Ceue proportion donne
AC AD=AB. AM=m?;
d'ou AD—- Ainsi le point D est fise; et, par consé-

quent, le lieu demandé est une droite EF, perpendiculaire
a ACG.

PROBLEME LXVI.

D'un point donné G, on méne une droile quelconque CB, qui coupe une droite

donnée MN, puis I'on prend GA:?&- Quel est le lien géomélrique des
poinis A ?

Abaissons CB’perpendiculaire 3 MN, prenons CA'= CB., Fie,

CA CA"

NOUS aurons CB.CA_TCB .GA’, ou o= CE"

199.
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Si- donc nous menons AA’, les deux triangles CBB’ et

‘CAA’ seront semblables comme ayant un angle égal com-

pris entre cotés proportionnels; par suite, 'angle CAA’,
égal A CB'B, seradroit; donc le lien géométrique demandé
est la eirconférence décrite sur CA’ comme diametre.

PROBLEME LXVII. X

Par I'une des exteémités d’un diamétre AB du cercle 0, on méne une trans-
versale ACD, sur laquelle on prend (D=mACQ, m étant un nombre donné,
On joint le point D au centre du cercle, par la droite OD; enfin on trace
la corde BC, qui rencontre GD en M. Quel est le liea du point M?

Du centre O, abaissons OE perpendiculaire & AC: le
point E sera le milieu de cette corde. De plus, OE étant
parallele & BC, nous aurons OD=(2m—+1)0OM; donc les
lieux décrits par les points M, D sont semblables, et ils
ont, pour centre de similitude, le point O. Or, pour 1a méme
raison, le lieu déerit par le point D est une circonférence
qui touche en A la circonférence O. Donc le lieu du point°
M est pareillement une circonférence.

On peut remarquer que cette ligne touche en B la cir-
conférence donnée, et qu'elle coupe le rayon AO en un point

G tel, que 0G =2

T 2m4-1"

PROBLEME LXVIII.

Quel est le lien des points tels, que la différence des carrés des distances
de chacun d’cux & deux points donnés A, B, soit égale & un carré donné
m?

M étant un point du lieu cherché, abaissons MP perpen-
diculaire & la droite qui joint les deux points, et menons
MA, MB. Nous aurons :
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I . _— 2 2 2 2
AM—AP+ MNP, BM—BP 1+ MP:
2 2 —_—
done AM — BM = AP —BP o m?,

Cette relation donne AP—PB="2; donc le point P est.

AR’
fixe ; donc le lieu demandé estuneperpendiculaire a AB,

perpendiculaire dont on peut aisément obtenir un point
quelconque.

PROBLEME LXIX.
Etant donnés deux poins A, B, trouver le lien des points G satisfaisant 3 la

— —2
relation mAC+nBl—=1{¢, _
dans laquelle 7, n, { sont des nombres donnés el une longueur donnée.

Partageons la distance AB en deux parties AD, BD qui

soient en raison inverse des nombres m, n; nous aurons
(Th. XLV):

)

-—2 —_—
BD.AC+AD .BC=(CD+AD.BD)AB;
ou, en remplagant BD par ——— AB, el AD par —— AB :

m-+=n

—— —2 —_2 ——
mAC+nBC=(m+n) CD + == AB.
La relation proposée devient donc
—_— —_—1
(m—+4-n)CD 4 27 AB=1.

m--n

Celle-ci exprime que la distance CD est constante ; donc
le lieu du point G est une circontérence.

Remarque. Si m et n étaient des nombres entiers, on
pourrait supposer que m points sont confondus en A et que
n points sont confondus en B. Alors le point D serait le
centre des ‘moyennes distances de ces deux groupes de

Fic. 202.



Fic, 202,

Fie. 203.

154 THEOREMES ET PROBLEMES

points ; et le probléme proposé serait un cas particulier
de celui-ci: trouver le liew des points lels, que la somme des
carrés des distances de chacun d’eux & des pownts donnés
s0il équivalente & un carré donné. Nous savions déjh
(Th. I1) que ce lieu est une circonférence; mais comme
les nombres m, n pourraient n’avoir pas de commune me-
sure, une solution directe était néeessaire.

" PROBLEME LXX.

Etant donnés deux points A, B, trouver le lieu des points G satisfaisant & la

—2 -
relalion mAC—nBG—=17,
dans laquelle m, =, { sontdes nombres dounés el une longueur donnée.

!

Ce probléme se résout absolument comme le précédent :
le lieu est une circonférence dont le centre partage AB en
deux segments soustractifs AD’, BD’, mversement propor-
tionnels aux nombres m, n.

PROBLEME LXXIL

Etant donnés deux groupes de poinis, trouver le lieu des points tels, que la
somme des carrés des dislances de chacun d’eux aux poinls du premier
aroupe, diminuée de la somme des carrés de ses distances aux points

du second groupe, soit €égale & un carré donné m2,

Soient A, B, C..., les points, en nombre n, appartenant
au premier groupe, et A’, B’, G'..., les points, en nombre
n', composant le second groupe. Soient O, O’ les centres
des moyennes distances relatifs & ces deux groupes de

points.
Nous aurons (Th. I} :
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2

—_—2 2 2 . —2 2 —2
AM+BM+4+CM+4...=A0+B0+4CO+...4+n0M,
4 2 2 2 2 2 2
A'M+B'M+G'M+...=A0+B'0'+C'0+...4-n'0'M;
d’ou, en retranchant,

m?=(A0+B0+C0+...) — (K07 +B0' +...
+n6M2—n’WQ. -
Cette relation donne
nﬁﬁQ—-n’ﬁ’_ﬂ;kﬁ,
en représentant par k une droite que 'on peut regarder

comme connue.
Le probléme est donc ramené i celui qui précede, et le

lieu est une circonférence.

PROBLEME LXXII.

Quel est le lieu des points tels, que les tangentes MT, MT', menées de
chacun d’eux & deux cercles donnés O, 0', soient entre elles comme
deux longueurs données m , m'?

Si nous menons les rayons OT, OT’ passant par les Fic. 204,

points de contact, nous aurons *
2 Q 2 2 ___ 2 V)
MT=0M—OT, MT'=0'M—0'T’;
—_—2 3
oM — OT me
conséquemment, i p— S
OM —O'T

Celte 'proportion donne
— — a2
m2.OM—m2. 0'M=m"2. 0T —m2. 0'T"’
Ainsi, la différence des carrés des distances OM, OM’,

respectivement multipliés par des nombres donnés, est
constante. Donc le lieu est une circonférence.

2
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PROBLEME LXXIII.

Que! est le lieu géométrique d'un point M tel, que sa distance & la base AB
d'un triangle isocéle donné, soit moyenne proportionnelle entre ses di-
stances aux deux aulres cilés?

Abaissons M(Q), MN, MP perpendiculaires sur les cotés

—
du triangle, Nous aurons MN =MQ.MP, ou

MQ NN

— ———t

MN™ MP

Les angles QMN, ABC sont égaux, comme ayant les
cotés perpendiculaires chacun a chacun. De méme, I'angle

NMP est égal 2 BAC. Donc les angles QMN, NMP sont
égaux enfre eux.

Par suite, les triangles MQN, MNP sont semblables,
comme ayant un angle égal compris entre c6tés propor-
tionnels ; et les triangles QBN, NAP sont équiangles entre
eux. Donc les deux quadrilateres MQBN, MNAP sont sem-
blables.

Menons les diagonales MB, MA : nous formerons deux
triangles rectangles MQB, MNA, lesquels, & cause de la
similitude des quadrilatéres, seront semblables; donc les
angles MBQ, MAB seront égaux entre eux; dou il suit
que I'angle AMB sera constamment égal & I'angle CBA du
triangle donné. Le lieu du point M .sera donc la circonfé-
rence tangente en A et en B aux deux cotés AC, BC.

Remarque. Les extrémités D, E dn diamétre COE sont
les centres des cercles inscrit et ex-inscrit au triangle ABC.
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PROBLEME LXXIV.

Quel est le lien des points M d’olt deux cercles O, 0 sont vus
sous des angles égaux?

Menons, du pointM, deux tangentes MA, MB au cercle Fie. 206.
O: I'angle AMB est celui sous lequel un observateur, placé |
en M, verrait le cercle O. Menons de méme les tangentes
MA', MB’. Il faudra, d’aprés I'énoncé, que les angles
AMB, A'MB’ soient égaux entre eux.

Or, si nous joignons les deux centres au point M et aux
points de contact A, A’, par les droites OM, O'M, OA,
0’A’, nous formerons deux triangles rectangles dans les-
quels les angles en M, moitiés d'angles égaux, seront égaux
entre eux; donc ces triangles seront semblables; et nous
aurons :

OM __ 0A
o'M~ 0'A"”
~ Les distances du point M aux centres 0, O’ étant dans
un rapport constant, le lieu de ce point sera une circonfé-
rence ayant son centre sur la ligne des centres.

Pour la déterminer complétement, menons les tangentes
communes CCG’, DD’, et soient T, T’ les points ol elles
coupent la ligne des centres ; nous aurons, par un théo-
reme connu : |

OT _ OT' __ 0A
OT™ 0T~ 0A”

Il suit de 1a que le lien des points M est la circonférence
‘décrite sur TT' comme diamétre.
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PROBLEME LXXV.

Quel est Ie lien des poinis tels, que les polaires de chacun d'eux, par rapport
d trois cercles donnés 0, (', 0", se coupent en un méme peint?

Par un point quelconque N, faisons passer une circonfé-
rence I, qui coupe orthogdnalement les cercles OQ', 0", et
une circonférence I, qui coupe orthogonalement les cercles
0, (V. Les polaires du point N, relativement aux cercles

0', 0", se coupent en P, a l'extrémité du diamétre NIP

Fic. 211.

(Th. LX). De méme, les polaires de N, par rapport aux cer-
cles O, 0] se coupent i I'extrémité P’ du diamétre NIP'.

Pour que les points P et P’ se confondent, il faut et il
suffit que le point N appartienne i la circonférence qui coupe
orthogonalement les trois cercles donnés. Cette circonfé-
rence est donc le lien cherché.

Remarque. Cette méme circonférence est le lieu des
points de rencontre des polaires. Son centre coincide avec
le centre radical des trois cercles donnés (Pr. LVI).

PROBLEME LXXVI.

Par un point douné A, on méne une transversale qui coupe, en deux poinls
B, G, une circonférence donnée 0. Par ces deux points, on méne les tan-
gentes BT, CT, puis BD perpendiculaire & CT, et GE perpendiculaire &
BT. Quel est le lieu des points M de rencontre de ces perpendiculaires?

La droite BD, perpendiculaire & la tangente CT, est pa-
rallele au rayon OC; de méme CE est paralléle au rayon
OB. Il résulte de 1A que OBMC est un losange, et que BG
est perpendiculaire au milieu de OM.

Le lieu du point M est donc un arc déerit du point A
comme centre, avec OA pour rayon.
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PROBLEME LXXVIL

Etant données une droile fixe AB et denx perpendiculaires indéfinies A8,
BD , on coupe ces dernicres par une transversale quelconque EF;on prend
sur AB un point P tel, que le rectangle des deux segments de AB s0il
¢quivalent au rectangle des deux segments déterminés sur les perpendi-
culaires ; puis, du point P, on abaisse PM perpendiculaire & EF. Quel
est le lien du point M?

Dans le quadrilatére APME, les angles en A et en M sont
droits ; donc ce quadrilatere est inscriptible & la circonfé-
rence décrite sur EP comme diameétre. De méine, si nous
décrivons une circonférence sur PF comme diamétre, elle
passera par les points M, P.

Menons AM et MB : nous formerons ainsi deux angles
AMP, BMP, respectivemeni égaux a AEP, BFP, comme
ayant mémes mesures que ceux-ct.

Les triangles rectangles EAP, PBF sont semblables;
car, par hypothéese, .
. AE. BF =PA. PB.

Donc les angles AEP, BFP sont complémentaires; et,
par conséquent, les angles. AMP, BMP sont pareillement
complémentaires.

Ilrésulte de 1a que angle AMB est droit. Le lieu cherché
est donc la demi-cireonférence déerite sur AB comme dia-
métre.

Remarque. Lorsque le point E reste fixe et que la trans-
versale EF tourne autour de ce point, le point M décrit la
circonférence AMB. Pour une seconde position du point E,
on obtient la méme circonférence ; et ainsi de suite. Le lieu
géométrique proposé se compose donc, en réalité, d'une
infinité de circonférences superposées. |

Fis: 212,
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PROBLEME LXXVIIL,

Etant donnés deux points fixes A, B et deux longueurs constanles A, ., on
prend, sur la direction de AB, un point quelconque M qu’on regarde
comme le cenlre d'un cercle décrit d'un rayon R, déterminé par la relation

RoAB: l . AM + H . BR]-
Prouver que les différents.cercles, ainsi décrils pour les différents points M
de Ia droife AB, sonl tous {angenls & deux mémes droiles fixes,

Fic. 228.  Décrivons, des points A et B comme centres, avec p et A
pour rayons, les circonférences CCG" et DD’ ; menons, 4 ces
deux circonférences, les tangentes communes GD, G'D’;
abaissons, sur ces deux droites, les perpendiculaires ME,
ME’, évidemment égales entre elles; enfin décrivons, du
point M comme centre, la circonférence EE’, laquelle sera
tangente aux deux droites CD, G'D’. Cette circonférence
sera précisément celle qui est déterminée par la relation

ci-dessus. En effet, & cause des paralleles AC, ME, BD,
nous avons (Th. I) ,

ME.AB=2A.AM -+ u.BM;
donc ME=R.

PROBLEME LXXIX.

Par P'un des points d'intersection de deux circonférences o, o', on méne
deux droites rectangulaires Pa, Pa’, qui rencontrent la ligne des centres

en a,a’, etles deux circonférences en b, c el &, ¢, 1l s'agit de démonlrer
ab __a't
ac  a'c”

qu'on a toujours

Fic. 229.  Les angles en P étant droits, les cordes cc’, bb’ seront
des diametres. D’ailleurs, les deux triangles bPb’, cP¢’
coupés par la transversale oo’, donnent
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ba.Pa’ .b'0o'=bo' .b'a’.Pa,
co.c’a’" . Pa==ca.Pa’.c'o;
d’on, & cause de bo'="b"0’, co==c¢’0,
ba.c'a':ca.b'd’; etc.

PROBLEME LXXX.

fitant donn® deux axes fixes 0z, 0y, autour d'un point fixe P on fait tourner
un angle aPb de grandeur donnée «. On demande de prouver qu'il existe
sur Faxe Oz un point fixe A, et sur 1'axe Oy un point fixe B, tels que

le reclangle des segments Aa, Bb reste constant pour toutes les positions
de I'angle.

Si la proposition énoncée est vraie, il sera facile de
déterminer les positions des points A et B. En effet, sup-
posens que le point variable @ coincide avec A ; alors le
segment Ae s'annule ; donc, pour que le rectangle des deux
segments puisse étre différent de zéro, il faut que le seg-
ment Bb devienne infini, ou que le ¢oté Bb soit paralléle A
Oy. -

Ainsi, pour obtenir le point A, nous menons PD paral-
Itle & Oy, et nous faisons 1'angle DPA égal a «.

De méme, aprés avoir mené PC paralitle & Oz, nous fe-
rons CPB=a.

11 s’agit donc de vérifier que les points A et B étant dé-
terminés comme il vient d’étre dit, le rectangle Aa.Bb est
constant. | |

Or, si des deux angles égaux 0Pa, DPA, nous retran-
chons la partie commune DPa, il restera les deux angles
bPD), aPA, égaux entre eux. D’ailleurs, les angles bPD, B6P
sont égaux comme alternes internes ; donc aPA==BbP.

11

Fie. 230.
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On prouverait, de la méme maniére, que les angles bPB,
AaP sont égaux. Il résulte de 1a que les deux triangles AaP,

.. .Aa AP
BOP sont semblables. Par suite, -2 ==,
ou Aa.Bb=AP.BP.

PROBLEME LXXXI.

Par un point 0, pris sur le prolongement d'un diamétre BA du cercle C,
on mene une sécante quelconque OMM'; on prend les milienx N, N” des
arcs AM, AM'; on joint le centre G aux points N, N', par les droites €N, CN’,
lesquelles rencontrent en D, D' la perpendiculaire menée au diamétre AB
par le poinl 0. Prouver que le rectangle de OD par OD’ est constant,
quel]e'que soit la direction de la sécante.

Menons la droite BME : elle sera paralltle 3 GND.- En
effet, angle ABM a pour mesure la moitié de I'arc AM ;
donc il est égal & ACN; donc, etc. Pour la méme raison,
BM'E’ est parallele 2 CN'D".

" Cela étant, nous aurons, i cause des paralléles,

OB , , OC
OD=0E. o¢, OD'=0E".2:;
d'ol 0D.0D"==0E.OE". 5;)*.

Ii suffit donc de vérifier que le rectangle de OE par OE’
est constant,

Or, I'angle M'MB, qui a pour mesure la moitié de 1'arc
BM’, est complémentaire de l'angle OBM’, c’est-a-dire
égal A E’. 1l résulte de 1a que le quadrilatére EE'M'M,
dans lequel les angles E’, EMM' sont supplémentaires,
est inscriptible & une méme circonférence. Donc

OE. OE’'=0M. OM'=0A. OB.
C'est ce qu'il fallait démontrer.



DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 163

PROBLEME LXXXIL.

Prouver qu'il existe, sur la ligne (L' des centres de deux cercles qui ne se
coupent pas, deux points 0, 0" satisfaisant aux relations
(0. C0'=R2, (0. ¢'0'=R"2,
dans lesquelles R, R" désignent les rayons.

Ces relations montrent que les deux points doivent
étre réciproques par rapport A chacun des deux cercles
* (Th. XVI). Or, sil’on fait mouvoir un point sur le rayon CA,
le point réciproque, par rapport au cercle G, parcoutra le
prolongement AC’X de ce rayon. On concoit donc qu'il
existe une certaine position du premier point, telle, que ces
deux points, déja réciproques par rapport au cercle C, se-
ront encore réciproques par rapport au cercle C'.

Maintenant, pour obtenir les deux points, il suffit de
chercher une circonférence I, qui coupe orthogonalement
les deux circonférences données. En effet, D et D’ étant
les points d’intersection, nous aurons

C0.0'=CD, C0.C0=CD,
Or, ID et ID’ sont des tangentes égales, menées du centre
I aux deux cercles donnés. Donc le point I appartient
I'axe radical de ces deux cercles {Th. XXVII). Nous pou-
vons donc regarder le problémme comme résolu.
Remarque. La relation CO.CO"=R? équivaut 3

—2

CO(CO~+2 10)=R2, ou R2—C0==2C0.10.

—_—2
De méme, R2—C0’'=2("0.10. Conséquemment,

—2
R2—CO __ CO
—_—T T Nyt
R:—C0O O
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PROBLEME LXXXIII.

L

Peouver qu'il exisle, sur la ligne CC' des centres de deux cereles inlérieurs
Iun & P'autre, deux points 0, 0° tels, que les distances de chacun d'eux
aux exteémités d’'une corde commune MM, perpendiculaire & la ligne des
centres, sont dans un rapport constant,

Fic. 254. Considérons, comme dans le probleme précédent, les
points de rencontre O, O’ de la ligne des centres avec la
circonférence I, qui coupe orthogonalement les deux cercles
donnés. Joignons les extrémités M, M’ de la corde com-
mune MM’, avec l'un de'ces deux points, par exemple avec
le point U, par les droites OM, OM'. Nous pouvons dé-
montrer que le rapport de ces droites est indépendant de
[a position de la corde.

En effet, le triangle OCM donne :

OM ==0C -+ R*—20C..CP—0C+R* —20C.. (0C—OP),

— —
ou OM — R*—0C -+20C..0P,
R étant le rayon du cercle C. Par suite,

— —2
oM R:—O0C +20C.PO,

————

—_— —
OM~  R2—0C -+-20C.0P
Mais, ainsi qu’on I'a vu dans le probléme précédent,

R:—0C°  OC
—_— L
rR:—oc. O

de telle sorte que L'on a
— —
R2—0C==1.0C, R"?—0C'=1.0(,
A étant une certaine longueur.
La proportion ci-dessus devient donc
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OM°  OC(+20P)

om’  OC-20P)”

ou, plus simplement,

Ainsi, le rapport des distances OM, OM' est constaut,

et son carré est égal au rapport des distances du point O
aux centres des cercles donnés. |

PROBLEME LXXXIV.

Etant donnés un cercle C. et une droite LL, on construil la polaiee ABM’ d'un
point quelconque M pris sur cetle droite. Sur MW, comme diamélre, on
décrit une circonférence qui coupe cn P, P’ la perpendiculaire CD abaissée
du centre sur la droile. Démcuntrer que {es points P, P’ sonl fixes.

—2
A cause de PD=MD.M'D, il suffit, évidemment, de Fic. 3C4.
vérifier que ce dernier produit est constant.
Or, E, F étant les points d'intersection de AB-avec CM

et AB, les triangles semblables CEF, CDM, M’DF donnent

MD __CD MD__DF
EF — CE’ CE ~ EF’

d ot MD.M'D==CD.DF.
" Les triangles CEI', CDM donnent aussi
CF.CD=CE.CM;

donc, a cause de CE. CM=13? (Th. XVIIl),

R2
et, par conséquent,
_ MD.M'D=0D(CD — ),

ou ) MD.M’'D = constante.
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Remarque. On a

—_—2 : S
DP —MD. M'D = CD — Ri— (CD+R) (CD — R),

ou - ﬁ-‘_; DG. DG,
G et G’ étant les points d’interseciion de CD avec la cir-
conférence donnée. Par conséquent, st DT est une tangente
a cette circonférence, on aura aussi

DP = DP'=DT.
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" LIVRE IV.

THEOREME 1.

Dans tout penlagone régulier, les diagonales se coupent mutuellement
en moyenne et éxtréme raison.

Soient AD et CE deux diagonales du pentagone régulier Fig. 235.
ABCDE, inscrit au cercle O. Je dis que I'on a

DF _ AF
AF  AD°
En effet, les deux triangles DEF, DAE sont 1soceles et
ont un angle commun ; done ils sont semblables, ¢’est-a-
dire que |
DF _ DE

DE ~ AD’
De plus, le triangle est isocele, parce que les angles

AEF, AFF ont des mesures égales; donc DE=AE=AF.
C’est ce qu'il fallait démontrer.

THEOREME I1.

Le coté du décagone régulier étoilé inscrit est égal au coté du décagone
régulier inserit, augmenté du rayon,

Supposons qu’aprés avoir partagé la circonférence O en Fig 237.
dix parties égales, on joigne le premier point de division A
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aul quatriéme point B par la corde AB, pu‘is le point B au
septiéme point de division C; et ainsi de sutte. On obtiendra
un décagone ABCDEFGHIK qui sera, 4 la fois, équiangle
et équilatéral, mais dont les cotés se couperont dans I'inté-
rieur du cercle. Ce polygone est le décagone régulier étoilé.

Cela posé, solent AB le coté de ce décagone, et AH le
coté du décagone régulier convexe. Menons les rayons OB,
OH. Nous formerons ainsi deux triangles AMH, BMO, qui
seront semblables, atiendu que les arcs AG, BH étant égaux
entre eux, la corde AH est paralléle au diamétre BOG. De
plus, les angles en M et en H ont des mesures égales ; done
ils sont égaux; donc nos deux triangles sont isoceles. Il
suit de 12 que AB=AM + BM=AH + BO.

Remarques. 1. La similitude des deux triangles donne
oB__OM
AH— WMH®
en O ont des mesures égales ; donc ce triangle est isocéle;

OH _ OM
OM~— MH'

On retrouve ainsi ce théoréme : le coté du décagone régulier
convexe est égal & la plus grande partie du rayon, partagé
en moyenne et extréme raison.

Mais, dans le triangle AMO, les angles en A et

donc OM=AM==AH; et la proportion devient

II. La proportion précédente donne

OH+OM __ OM-+MH ou BM+AM  BM
OH ~— oM BM =~ AM’
_ AB_ BM |
ou QI]LOI'G 'ﬁ'ﬁ‘—“m:

c’est-a-dire que : si l'on partage en moyenne el extréme
raison le colé du décagone régulier étoilé, le plus grand seq-
ment sera égal au rayon, et le plus petit seqgment sera égal
au ¢oté du decagone réqulier conveze.
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THEOREME 11L.

§i, sur les deux segments AC, BG du diamétre AB d’un cercle 0, on décrit, de
part et d'autre de celle droite, deux demi-circonférences ADG, CEB, la
ligne ADGED, formée par Pensemhle de ces deux demi-circonférences,
partage le cercle en deux segments proportionnels aux deux segments do

“diamétre,

Les demi-cercles décrits sur AB, AC, BC sont entre eux
comme les carrés de leurs diametres ; don¢

2 2 2
AFRECD _ AB --BC +AC

2 2°
AGBECD 8% BE +ac

Mais

AB—(AC+BCp?, BC—AC—(AC+BC)(BC—AC);

AFBECD _ (AC+HBC)-+- (BC—AC) BC
AGBECD —  (ACHBC)+(BC—AC)™ AT

Remarque. La somme des demi-circonférences ADC,
CEB est équivalente ala demi-circonférence décrite sur AB.
Il résulte de 1a et de ce qui vient d’étre démontré, que si
Uon divise le diamétre d’un cercle en n parties égales, puis
que sur chacune des couples de segments ainsi déterminés,
on décrive, de part et d’autre de ce diamétre, des demi-cir-
conférences, on aura pariagé le cercle en n parlies équiva-
lentes en surface et en périmétre.

donc

THEOREME IV. .
Si deux arcs AC, BD ont une somme moindre que la demi-circonférence ABD,
le rectangle de leurs cordes est équivalent 3 celui qui aurait pour dimen-

sions le rayen et I'excés de la corde du sopplément de la différence des
arcs sur la corde du supplément de leur somme,

Fic, 254,

Menons AD, BC, CD : le quadilatere ACBD étant in~ Fie. 239.

sCrit, NOUS aurons
AD .BC=AC .BD+AB.CD.
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Soit G’ le point symétrique de C, relativement au diamatre
AB ; menons B/, AC’, DC’; nous aurons encore

AB.C'D=AC.BD+ AD.BC.

Ajoutant membre & membre, et réduisant, on obtient
AC.BD=R(C'D — CD).
Or, I'arc GD est égal A la demi-circonférence, diminuée
de la somme des arcs AC, BD; et I'arc C'BD se compose

de la demi-circonférence AG'B, diminuée de 1'arc AC égal
a AC, et augmentée de 'arc BD; donc, etc.

THEOREME V.

Si deux arcs AD, BC ont une somme plus grande que la demi-circonférence,
le rectangle de leurs cordes est équivalent a celui qui aurait pour dimen-
sions le rayon et la somme des cordes du supplément de la différence et
du supplément de la somme de ces ares.

Nous venons de voir que |
AC.BD =R (C'D—CD).
D’ailleurs, dans le quadrilatére ACG’BD,
AC’.BD+ AD.BC'=2R.C'D.

Done, en retranchant membre 4 membre, nous aurons, a
cause de AG'=AQC, BC'=BC :

AD.BC=R(C'D+CD).

Remarque. Si les deux arcs sont supplémentaires, comme

 AC, BC, les deux théorémes qui viennent d’étre démontrés

donnent AG BC=R.CC’; relation évidente.
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THEOREME V1.

Une circonférence élant partagée en un nombre impair de parties égales, si
Pon joint le point diamétralement opposé & I'un des points de division
avee tous ceux qui sont situés sur la méme demi-circonférence, le produit

des cordes ainsi menées est égal & une puissance du rayon marquée par
le nombre des cordes. |

Cette proposition est une conséquence immédiate de la Fre. 240..
remarque précédente; car on a |

- OA, .AA =R .AA/,,

ou " 0A,.AA,=R.AA,.

De méme, - 0A;.AA,=R.A\A,
OA;.AA;=R . AA,,
OA,. AA =R AA,,
0A,.AA,=R.AA,,
OA,.AA,=R AA,.

Donc, en multipliant membre 3 membre,
OA,.O0A,.0A,.04A,.0A,.OA,=R",

[

" THEOREME VIL.

Une circonférence étant partagée en un nombre impair de parties égales,
si Fon joint le point diamétralement opposé & celui dont I'indice est zéro
avec les points dont les indices sont les termes de la progression 4, 2,
b, 8..., le produit des cordes ainsi menées sera égal & une puissance du
rayon marquée par le nombre des cordes.

En effet, OA.AA =R .AA,, Fie. 240.
OA,.AA,—R .AA,,
OA,.AA,=R.AA,;

d’ ol OA;. OA,. OA,=Rso.
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THEOREME VIII.

On peut, au moyen de la régle et du compas, diviser la circonférence
en dix-sept parlies égales.

Par le Théoréme VI, on a
OA, . 0A,.04,.0A,.04;.0A,.04,.0A,=R®,
par le Théoréme VII,

OA,,0A,.04, . OA,=R"..... (1).
Donc 0A;.0A;.04,. 0A, =R .... (2).
Les relations (1), (2) peuvent étre ainsi écrites :
{O0A,.0A,} {04, .04, }=R"..... (3),
{0A;. 0A;} {0A;.04,}=R"..... (4).

Par les Théorémes IV et V. nous aurons
OA;.0A,=R (0A,404)),
0A,: O0A; =R (0A;—04)),
0A;. OA; =R (0A,+ 0A4,).
0A,.O0A,=R (0A,— OA,).

Posons QA,+0A,=M, OA,—O0A,=N,

OA,+ 0A,=P, OA,—O0A,=(;

- et les égalités (3), (4) deviendront

MN=R2... (5), QP=R2... (6).

Ainsi les produits MN, PQ sont connus.

Remplacons M, N, P, Q, parleurs valeurs, et effectuons
les multiplications indiquées : nous obtiendrons, au lieu
des équations (5) et (6) :

MN=0A,.0A; 4+ OA,. 0A,— 04;.0A,—04;.0A,,
PQ=0A,.0A,+ 0A, .04; — 0A,.0A,—O0A,. OA,.

Si, dans MN ou dans PQ, dans PQ, par exemple, on
transforme les produits, on aura :
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0A,.OAl=R (0A, 4- 0A,),
0A,. OA, =R (0A,— 0Ay),
OA;.O0A,=R (0A,+04,),
0A,.O0A,=R (0A,—0A));

donc
R{(0A;+0A,)—(0A;~0A,)}—{(0A,+0As)—(04,~0A,)}=R?,
ou bien M—N)—P—Q)=R (7).

La différence des deux quantités (M —N), (P — Q) est

donc connue. Pour déterminer leur produit, observons d'a-
bord que

(M—N)(P—Q)==0A,.0A;-+04,.0A,—0A, OAB—i—OA OA:
+0A;.0A,+04;.0A;—0A,.0A,+0A,.0A,
—0A,.0A,—0A,.0A,404,.0A,—0A4A,.04,
+0A;.0A,+0A,.0A,—O0A,.0A,+0A,.0A,

D’ailleurs, 0A,.0A,=R (0A,+4 0A)),

OA,. OA;=R (0A,+0A,),
OA,.OA,=R (0A, 4+ 0A)),
OA, . OA,=R (0A; —0A,),
OA;. OA,=R (0A,— 0A,),
0A;. OA;=R(0A;—O0A,),
OA;. OA;=R(0A,—04,), -
OA;.OA; =R (0A,—0A4)),
OA, . OA, =R (0A,+0A)),
OA,.OA,=R (0A,+ 0A)),
OA,. OA,=R(0A;+ OA),
O0A,. OA; =R (0A;+04,),
OA; . OA,=R (0A,+ 0A,),
0A,. OA, =R (0A, —04,),
OA,.OA,=R (0A,—OA)),
OA, . OA. =R (0A,— 0A));
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donc, par la sabstitution,
M—N)(P—Q=4R{(M—N)— (P—0)},
ol (M—N) (P— Q)=4Re (8).
Ainsi, on connaitra M—N et P—(Q. Comme on connait
MN et PQ, on pourra avoir M et N, P et Q. De plus, le

rectangle des cordes OA;, OA, est équivalent & RQ, et leur

différence est égale a4 N. Donc on pourra construire ces
cordes ; et I'arc compris entre leurs extrémités sera la dix-

septiéme partie de la circonférence.

Remarque. 1’illustre géometre Gauss a démontré, le
premier, dans I'ouvrage intitulé Disquisitiones Arithmetice,
qu'il est possible, au moyen de la régle et du compas, de
partager la circonférence en dix-sept parties égales. La dé-
monstration géométrique ci-dessus est attribuée a Ampére.

THEOREME 1IX.

Enlre tous les triangles formés avec deux cotés donnés, le maximum est celui
dans lequel ees deux cdtés sont perpendiculaires 'un & I'sutre.

Soient les deux triangles CAB, C’AB, qui ont le coté
AB commun, etles cotds AC, AC’ égaix; je dis que le
prémier triangle, dans lequel 'angle CAB est droit, est
plus grand que autre triangle C’AB.

Menons la hauteur G'D; nous aurons G'D<7C’A, ou
C'D<CA. Or, les deux triangles CAB, C’AB, qui ont
méme base AB, sont entre eux comme lenrs hauteurs ;
done, etc. |
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THEOREME X.
Le cercle est plus grand que toule figure isopérimétre.

La démonstration de cet important théoréme sera par-
tagée en plusieurs parties.

1° Une figure qui a un périmétre donné ne peut avoir
une aire infinie.

Eu effet, 1a proposition n’a de sens qu’autant que on -

suppose la figure fermée de toutes parts. Donc cette figure
est une portion finie de plan.

2° Entre toutes les figures qui ont un périmetre donné,
il existe un ou plusieurs maximums.

Celte proposition est évidente d’aprés celle qui précéde.

3° Une figure qui, avec un périmetre donné, renferme une
aire mazximum, est convexe. |

Considérons, en effet, la figure non convexe ACBD. Si
nous faisons tourner la partie rentrante ACB autour des
points A, B, nous pourrons foriner une figure AC'BD, de
méme périméire que la premiére, et qui évidemment sera
plus grande que celle-ci.

4° Toute droile qui dwise le contour d'une figure maxi-
mum en deux parties équivalentes, divise aussi la surface
de celte fiqure en deux parties équivalentes.

Soit ABCD une courbe qui, avec une longuein‘ donnée,
renferme une surface maximum. Supposons que la droite
AB partage cette courbe en deux parties ACB, ADB ayant
méme longueur. |

Si la surface ABDA est plus grande que ABCA, faisons
tourner ADB autour de AB; nous obtiendrons une figure

AD'BD, isopérimetre avec ACBD, et dont I'aire sera plus

Fic. 245.

Fic. 244.
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grande que celle de cette derniére figure. Done ACBD ne
serait pas un maximun.

8° Une figure qui, avec un périmétre donné, a une aire
maximum, est un cercle.

Fig, 244, Laremarque précédente fait voir que si ADBC est une
figure maximum, ADBD’ en sera pareillement une.

Fic. 245. Cela étant, soit ADBD’ une pareille figure, composée de
deux parties symétriques par rapport a AB.

Prenons, sur ADB, un point quelconque D ; et soit D’
le symétrique de D, relativement & AB; menons DA, DB,
DA et D'B.

Si les angles D et D' ne sont pas droits, transformons le
quadrilatere ADBD’ enun autre adbd’ ayant-les cotés res-
pectivement égaux a ceux du premier, et dans lequel les
angles d et d’ soient droits. D’apres le théoréme précédent,
ce dernier quadrilatére sera plus grand que 'antre. Si donc
nous apportons les segments AED, DFB, etc., en aed, dfb,
etc., la figure aedfbg... sera plus grande que AEDFBG...;
donc celle-ci ne serait pas un maximum,

Il résulte de 1 que la courbe AEDFB est le lieu géomé-

. trique du sommet d’un angle droit, dont les cotés passent
par les points A, B. Donc cette courbe est nne demi-circon-
férence. |

Ainsi, dans la figure maximum ADBC, une moitié quel-
conque, déterminée par une droite telle que AB, - est un
demi-cercle. Donc la figure entiére est un cetcle.

THEOREME XI.

Entre toutes les figures équivalentes, le cercle a le périmétre minimum.

Si une figure quelconque F avait un périmétre moindre
que le cercle G équivalent, on pourrait la transformer en
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un cercle C’, isopérimétre avec F, et plus grand que F. Ce
second cercle C/, plus grand que le cercle C, aurait donc
un périmétre moindre que celni de G; ce qui est absurde.

THEOREME XII.

II existe loujours une circonférence & laquelle est inscriplible un polyzone
- convexe dont les clés sont respectivement égaux & des droiles don-
nées (*).

Soit AB le plus grand des n cotés donnés; soit O le
centre d'un frés-grand arc BMA, passant par les points
A, B, et situé, par exemple, au-dessus de AB. A partir du
point B, inscrivons dans Farc BMA, les uns a la suite des
autres, les n—1 autres cotés BC, CD,... GH : si T'arc
BMA. est suffisamment grand, la ligne brisée BCD...GH sera
tout entiére au-dessus de AB. | |

Actuellement, faisons mouvoir le centre O jusqu’a ce qu'il
passe au-dessous de AB : pendant ce mouvement, I'extré-
mité H de la ligne brisée-se rapprochera du point A et finira
par dépasser ce point, de maniére i passer au-dessous
de AB.

En effet, & mesure que le centre O descend, 'arc AMB
diminue ; et comme il a pour limite la droite AB, il finit
par étre plus petit que la ligne brisée BCD...GH : 4 ce
moment; |'extrémité H de cette ligne brisée est donc sur le
prolongement ANB de I'arc BMA, ou au-desseus de AB.

Remarquons & présent que, par la nature du mouvement
de H, ce point ne peut passer au-dessous de AB sans avoir

(*) On suppose, bien entendu, la plus grande des droites donndes
moindre que la somme de tontes les autres. )

12
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coincidé, & une certaine époque, avec le point A. Donc 2
exisle une circonférence, et une seule, dans laquelle sera
inscriptible le polygone convexe ABC...GA, ayant ses colés

- respeclivement égaux & des droites données (*).

Fie. 246.

Fig. 247.

Remarque. La grandeur de la circonférence circonscrite
est indépendante de l'ordre dans lequel sont disposés les
coOtés du polygone. |

THEOREME XIII.

Entre tous les polygones formés avec des cotés donnés, le maximum
est le polygone convexe inscriptible.

Soient deux polygones ABCDE, abcde, équilatéraux entre
eux, et dont le premier est inscriptible (Th. XII). Appor-
tons les segments AMB, BNC,... en amb, bne...; nous
formerons une figure ambne..., de méme périmétre que le
cercle AMBN... et plus petite que ce dernier (Th. X). Donc,
a cause des parties communes, le premier polygone est plus
grand que le second. |

THEOREME XIV.

Entre tous les triangles isopériméires et de méme base, le maximum
est le triangle isocéle.

Solent le triangle isocéle ACB et le triangle non isocdle
AC'B, qui ont méme base AB, et dans lesquels

AC+CB=AC+('B.

Prolongeons AC d’une quantité égale CE; menons EC’
et EB. Nous aurons

(") Cetie démonstration est due A M. Prouhet,
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AC'4+C'E>AE,
ou AC'4+CE>ACH+(CB;
ou enfin C'E>C'B.

L’oblique C'EE étant plus grande que 'oblique C'B, il
s’ensuit que le point G’ est situé entre le point B etla per-
pendiculaire CF élevée au milieu de EB ; done

CD>C'D’,
ou ACB>AC'B.

THEOREME XV.

Entre tous les polygones isopérimétres et d'un méme nombre de cotés,
le polygone maximum est équilatéral.

Y

Si, dans le polygone ABCDEF, les deux cotés conséeutifs Fic. 248.

AB, BC sont inégaux, nous pourrons remplacer le triangle
“ABC par le triangle isoctle AB'C, isopérimdtre avec le
premier. D’aprés le théoréme précédent, nous aurons
AB'C>ABC; donc le polygone AB'CDEF, isopérimétre
avec ABCDEF, sera plus grand que celui-ci. Le polygone
maximum entre tous ceux qui ont un périmetre donné est
donc équilatéral.

THEOREME XVI.

Entre tous les polygones isopérimélres el d'un méme nombre de cdtés,
le maximum est le polygone régulier.

En effet, ce polygone maximum est en méme temps équi-
latéral (Th. XV) et inscriptible (Th. XIII).
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THROREME XVil.

Entre tous les polygones équivalents et d'un méme nombre de eotés,
le polygone régulier a le périmétre minimum.

La démonstration est la méme que-celle du Théordme XI.

THEOREME XVIIL.

De deux ‘polygones réguliers isopérimetees, le maximum est celui qui a le
plus grand nombee de cotés.

Soient deux polygones réguliers isopérimetres, I'un de
n ¢Otés, autre de n—+1 cotés. '

Prenons un point sur Vun des cotés du premier poly-
gone; nous pourrons considérer cette figure comme un
polygone 'i*rrégulicﬂrfde n—+1 cotés; donc, par le Théo-
réeme XVI, elle est plus petite que le second polygone régu-
lier donné {*).

THEOREME XIX.

-De tons les triangles inscrils dans un méme sezment, e maximum,
B en surface el en périmétre, est le (riangle isocéle.

LA

Soient le triangle isocele ACB et le triangle scaléne

AG'B, inscrits dans le segment ACC'B, et ayant pour hase

commune la base AB du segment. Il est d’abord évident
que ACB, qui a pour hauteur la hauteur du segment, est
plus grand que AC’B.

Pour démontrer que ACB a aussi le périmétre maximum,

(") Celte démonstration, remarquable par sa simplicité, est due &
M. Steiner, ainsi que celle du Théoréme X. (Yoyez Journal de Liouville,
tome VI.)
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décrivons, du point C comme centre, la circonférence
ABD ; prolongeons AC’ jusqu'd sa rencontre e¢n D avec
cette ligne ; enfin, menons DB.

L’angle D, qui a son sommet a la circonférence, est
inoitié de 'angle ACB; donc il est moitié de l'angle AG'B.
1l résulte de la que le triangle BC'D est isocele, et que

AD=AC'+4 BC'. Or, la corde AD est moindre que le
double du rayon AC ; donc

AC 4 B(’'<<AC+BC.

THEOREME XX.

‘Entre tous les polygones d'un méme nombre de cdtés, inscrils & un méme cercle,
le maximum, en surface el en périmétre, est le polygone réguher,

La démonstration est laméme que celle du Théoréme XV.

THEOREME XXI.

De deux polygones réguliers, inscrils dans un méme cercle, celui qui 4
le plus grand nombre de cdtés est le plus grand en surface,

Soient AB, AC les cotés de deux polygones réguliers,
l'un de n cotés, Vautré de n<41 ¢otés, inscrits dans un
méme cercle de rayon AO. Menons BO et CO.

Le premier polygone se compose de n triangles, égaux

a ABO, et le second polygone se compose de n—1 trian-

gles, égaux a ACO. Cela étant, je dis que 1'on aura .
(n+1) ACO >n ABO.

Les deux triangles ABO, ACO ayant méme base AO,

sont entre eux comme leurs hauteurs BB’, CC'; et 'inégalité
précédente revient i

(n+1) CC">>n BB'.

Fie. 250.
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Projetons B et C sur le rayon perpendiculaire 3 OA - et
il nous suffira de faire voir que l-ona

CG' >nB' .
Les arcs AB, AC sont respectivement % et ,;:f_—i- de la cir-
conférence; donc

1 Tt 1
are BC_’E - B+1"  n(n+1)

de cette méme circonférence, et
arc BC::; arc AC.

Portons I'arc BC sur l'arc AC, et soient D, E... les
points de division. En projetant ces points, nous aurons,
ainsi qu'il est aisé de le prouver,

CUD” >BHC”’

DFIEH > Bf! Cfl ,
d'olt, en ajoutant, C'0>nB"C,
ou enfin CC'>nB'(.

THEOREME XXII.

De deux polygones réguliers, inscrits dans un méme cercle, celui qui a
le plus grand nombre de cotés a le plus grand périmelre.

AB étant le coté d'un polygone régulier de n cotés, soit
p. le périmétre de cette figure. Divisons I'arc AB en deux
parties égales par le rayon OG, et menons AG, qui sera le
c¢oté du polygone régulier de 2n cotés. Soit P, I'aire de

ce polygone.
On a p,=n AB. D'ailleurs, le quadrilatére ACBO a pour

mesure é AB.O0C= % R.AB; donc
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P,,=;R.nAB.

. 1
Ces valeurs donnent  p, =g Pon.

Nous venons de voir que P,, augmente ave¢ #; de plus,
2

& est constant ; donc, ete.

le facteur

THEOREME XXIII.

De tous les triangles qui onl méme hauleur et méme angle opposé 4 la base
le plus petit est le-triangle isoctle.

Soient le triangle isoctle ACB et le triangle scaléne Fie, 252.
A'CB’, qui ont méme hauteur CD, et dans lesquels les
angles ACB, A’CB’ sont égaux entre eux. Je dis que la
base AB du premier est nioindre que la base A’B’ du se-
cond. |

Ces deux bases ont une partie commune A'B; donc il
suffit de faire voir que l'on a AA’<BB’. Faisons tourner
le triangle ACA’ autour de CD, de maniére quil vienne
prendre la position BCE. Alors, & cause de 1'égalité des
angles BCB’, ACA’, il arrivera que BC sera la bissectrice
de Pangle ECB’. Nous aurons donc

BE _ CE
BY'— CB
AA'  CE
ou BB~ CB

Mais I'oblique CE est plus petite que I'oblique CB’;
donc, ete.
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THEOREME XXIV.

De tous les polygones d'un méme nombre de cotés, circonscrits & un méme cercle,
le plus petit, en surface et en périmétre, est le polygone régulier.

Soit un polygone irrégulier ABCD, circonscrit & un cer-
cle 0. Parmi les cotés de cette figure, il y en aura au moins
un, tel que BG, dont le point de contact I avec la circonfé-
rence ne sera pas le milien de BC. Remplacons ce coté
par une droite B’C’ qui soit divisée en deux parties égales
par son point de contact F'. Je dis que le nouveau polygone
AB’C'D aura un périmétre moindre que celui de ABCD.

La somme des angles B et C du premier polygone est
évidemmment égale i celle des angles B’ et G’ du second.
Si donc nous menons les droites OB, OC, OB’, OC’, bis-
sectrices de ces angles, nous aurons aussi

OBC+ 0CB=0B'C'+0C'B’;
d’oli, en prenantles suppléments,
BOG=B'0C".

Il résulte de la que les deux triangles BOG, B'OC” peu-
vent étre regardés comme ayant méme hauteur et méme
angle opposé a la base ; donc, par le théoréme précédent,
B'C'<BC. Cette inégalité équivaut a |

B'F'+F'C'<BF4FC;|
d’'ou
B'E+4B'F'+F'C'4+C'G<BE+BF+FC+-CG; etc.
Ainsi, tant que le polygone considéré ne sera pas régu-

lier, on pourra diminuer son périmetre, et par suite sa
surface. Le polygone minimum est donc régulier.
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THEOREME XXV.

De deux polygones réguliers, circonscrits & un méme cercle, eelui qui a fe plus
grand nombre de cotés est le plus petit; en surface el en périmeétre,

En effet, un polygone régulier circonscrit, de n cotés,
peut étre regardé comme un polygone irrégulier de n—+~1 .
c¢otés ; donc, d'apres le théoréme précédent, il est plus
grand que le polygone régulier circonscrit, de n—+-1 ¢o-
tés, etc.

PROBLEME 1.

D'un point quelconque G d'une circonférence, on abaisse une perpendiculaire
CD sur le diamétre AB; on décrit, sur les deux segmenis AD, BD, pris
comme diamétres, des demi-cercles AED, BFD. Quelle est la mesure de
Iespace curviligne ACBFDE?

Cet espace se compose du demi-cercle déeric sur AB, Fic. 260.
diminué de deux autres demi-cercles.

Conséquemiment, en représentant par A ['aire cherchée,
1OUS Aurons

1 2 2 —2
A=;=[AB—AD—BD].
Mais AB=AD+ BD;

— : 2
done AB — AD — BD—2AD. BD.

Et comme CD est moyenne proportionnelle entre AD et BD,
I’expression précédente se réduit a

1 —_—
l‘x: 4- ‘TL'.GD.
Ainsi, lo figure ACBFDE est équivalente au cercle décrit
sur CD comme diaméire.
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PROBLEME 11.

On construit, sur le diamétre AB d'une circonférence G, un {riangle équila-
téral ABD; on divise AB en un nombre n de parties égales, et I'on joint
I'extrémité E de 1a denxizme division , avec le point D, par la sécante DEF.
Quelle est I'expression de la corde AF?

Prenons pour unité le rayon de la circonférence; dé-
signons , pour abréger, par ¢ la distance CE, égale a

1 —;. Représentons AF par = et DF par y. Enfin, abais-

- sons AA’ et CC’ perpendiculaires sur DF.

Nous aurons, dans les triangles ADF, CDF,

AF—DF - AD — 2DF.DA’,
CF—DF 4 CD—2DF. DC".
Le triangle ABD étant équilatéral, AD=2, CD=V3:
les équations précédentes deviennent donc
?=y?+4—2 y. DA,
1=4*+3—2y. DC .
En retranchant membre 3 membre, on obtient
2=2—-2y. A'C.
Pour évaluer A’C’, considérons les triangles semblables

AA'E, CC’E, DCE : ils donnent

é.i—q—""E_.g—'-—'-EC »
ACTEC T ED?

’os . EC 9
d’ou A.C-—AC.'EC I/3+3.2.

L’équation ci-dessus devient, au moyen de cette valeur,

i S
:B':Q-—Qym.
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On a, dans le triangle rectangle ECD,

" CI) 3
DG '/-3—'—82 ’
donc I'équation en y se rédmt A
2 Gt 2=0
y2—6 Yiws =Y ~+-
3=}/ 3—9d*
Elle donne Y Ve

La sécante DF rencontre la circonférence aux deux points
F, G : c’est pourquoi nous obtenons pour 4 deux valeurs.
En prenant la plus grande, et en la substituant dans la der-
niére équation en x et y, nous trouvons finalement, pour
le carré de la corde AF,

a__o__oy3+)3—28"
22=2—2¢9 e

Supposons n égal, successivement, & 3, 4, 5, 6; nous
aurons :

1
pour n=>5, 0=—:; :z::l/g;

n—=4%4, 0=0, r=

n=5, 3'._.% x___l/ﬁl—\/'zs,
n=—~0, 6‘——1

Les deux premiéres valeurs et la quatrime représentent
rigoureusement les cotés du triangle équilatéral, du carré
et de I'hexagone réguliers, inscrits dans le cercle C.

Quant A la valeur de z qui répond A n==>5, elle n'est
pas égale au c6té du pentagone régulier, dont 1'expression

est c=3V10—2y/5;
mais elle en differe assez peu ; car on trouve :
r—=—1,1785..., ¢=1,1749....
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La construction indiquée dans I'énoncé du probléme peut
done servir & inscrire, dans une circonférence donnée, un
certain nombre de polygones réguliers, soit mgoureusement
SOLt par approximation.

PROBLEME IILI.

A Textrémité B du rayon GB d’un cercle donné G, on éléve une tangente
BD égale au diamétre;on prolonge cetlle tangente d'une quaniité Da égale
au cinquiéme du rayon, et d’une quantité Db égale aux trois cinquiémes
du rayon; on prend BA égale & Ga, enfin, par le point A, on méne AE
paralléle & 5. Quelle est Pexpression de BE?

Fic. 262.  Prenons le rayon pour unité : nous aurons, successive-
ment,

Ba..—_—_.-2+1:2; Bb="2;

d J

BA=Ca=] 14+ 2'—-11/146; BE=Y. BA=3 1 146.

La droite BE est, i fort peu pres, egale a la circonférence
rectifiée.
En effet, en employant les logarithmes,’on trouve
log. 146 —2,16455286,

- =1,08217643,

log. 13 =1,11594335,
log. 50 = 1,69897000.

log ; BE = 0,49714978,
; BE = 3,1415919.

‘Or, le rapport de la circonférence au diamétre est égal a

3,141592...; etc
Cette construction a été donnée par M. Specht.
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PROBLEME V.

Connaissant les périmétres p, P de denx polygones réguliers semblables,
I'un inserit, 'autre circonscrit, déterminer les périmétres p’, P des poly-
gones réguliers inserit et circonscrit, d’un nombre double de cotés,

AB étant le ¢6té d’un polygone régulier de n cotés, inscrit
a un cercle O, menons la tangente CD, paralléle a AB, et
terminons-la aux rayons prolongés OA, OB : CD sera le
cOté du polygone régulier circonscrit, homologue 2 AB.

Joignons le point de contact K, milieu de l'arc .AB, au
point A : la corde AE sera le cité du polygone régulier
inscrit, de 2n cotés. Enfin, si nous menons les bissectrices
OF, OG des ‘angles AOE, EOB, la partie FG de CD sera
le ¢oté du polygone régulier .de 2n cotés, circonscrit au
cercle O.

Nous aurons donc, en premier lieu,

p=n.AB, P—=n.CD, p'—2n.AE, P'—2.FG.

Pour évaluer P’ en fonction de p et de P, observons que

la bissectrice OF et les paralléles CD, AB donnent

. CF__CO__CO__CD
E-OE A0 AB’

CE__ CD—+AB
FE AB °

Si I'on multiplie par 4n les deux termes du premier
rapport, et par n les deux termes du second, on trouve, a
cause des valeurs ci-dessus,

P'=

d ot .

2Pp
P-+p°

Pour obtenir p’, observons que les deux triangles sem-
blables EIF', AHF donnent B =

AL~ AE?

dodt | AE—2AH. EF.

Fic. 257.
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En multipliant les deux membres par 4n2, et extrayant
les racines, nous aurons donc

p'=VPp.

Remarque. Al'aide des formules gque nous venons d’ob-
tenir, on peut prouver que la différence P’ — p’ entre les
périmétres de deux polygones réquliers de 2n colés, n-
scrit et circonscrit & un cercle donné, est moindre que le
quart de la différence P — p entre les périmeétres des poly-
gones réquliers de n cotés, inscrit et circonscrit au méme
cercle. Mais on parvient plus rapidement au méme résultat
en employant la démonstration géométrique suivante, don-
née par M. Bertot.

Soient, comme précédemment, AB, CD les cotés des
polygones réguliers de n cités, inscrit et circonserit, et AE
le ¢oté du polygone régulier inscrit, de 2n cotés. Si nous

.menons la tangente FG parallele & AE, et que nous la ter-

minions aux prolongements des rayons OA, OE, cette tan-
gente sera le coté du polygone régulier circonscrit, de 2n
cOtés. Nous aurons done

p=n.AB=2n.AH, P=2n.CE, p'=2n.AE, P'=2n.FG;
en sorte qu il suffit de démontrer la relation suivante :
FG—AE<C;(CE—AH).
Menons AML paralléle & 6E ; nous aurons FM=FG-—AE,

CL=CE — AH; et l'inégalité deviendra FM <C % CL.

La corde KE étant bissectrice de Iangle CEA, on a
IK<C;IN; d’oll, en menant APQ paralléle  OKN: AP<7AQ.

Il résulte de Ia qu’une paralléle a CL, menée par le point P,
et terminée aux cotés de ’angle CGAL, serait plus petite que
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le quart de CL. Or, FM étant également inclinée sur les
cdtés de cet angle, est moindre que cette paralléle; donc, ete.

PROBLEME V.

Connaissant les aires A, B de deux polygones réguliers semblables, I'un in-
serit, I'autre circonscrit, trouver les aires A’, B’ des polygones réguliers
inscrit et circonscrit, d'un nombre double de cdtés.

En conservant les constructions précédentes, et en ap-

pelant » le nombre des cotés de chacun des deux premiers
polygones, nous aurons

A=2n.A0H, B=2n.COE, A'=2n.AOE, B'=4n.FOE.
Cherchons donc des relations entre les aires des triangles
AOH, COE, AOE, FOE.
Les deux triangles AOH, AOE ont méme hauteur; donc

AOH__ 0OA
AQE™ OL°

De méme, les deux triangles AOE, COE ont méme hau-
teur; par suite,

AOE _ 0A
COE — OC°®
Mais, ¢ d 11l on__ 04, nséquemment
ais, & cause des paralltles, 55 =g 5 conséqu nt,

AOH __AOE dou & A A

aoE—cok » YU ETE"
La premitre relation est donc |
A':-"I/Kﬁ.

Pour obtenir la seconde, observons d'abord que les deux

triangles COE, FOE, qui ont méme hauteur, donnent, 3

cause de la bissectrice OF :

COE __ CE__ OCH-OE
FOE™ FE~  OE

et

Fie. 257.
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Mais OE==O0A, et 'on a

0C__OE__AOE,
OA~ Otl™ AOH?

COE__ AOE--AOH
done FOE= — a0Om
Multipliant les deux termes de chaque rapport par 4n, nous
2B A'4-A
obtenons =" OU
r__ 2AB
B'= A+A""

Remarques. I. Onpeut démontrer assez simplement que
la différence B'— A’ entre les aires des polygones inscrit et
circonscrit, de 2n cotés, est moindre que le quart de la diffé-
rence B— A entre les aires des polygones inscrit et circon-
scrit, de n cotés. |

Observons d’abord que ces deux différences sont pro-
portionnelles 8 AFE et ACEH. Conséquemment, il suffit de
faire voir que le triangle AFE est moindre que le quart du
trapéze ACEH, ou que I'on a

FE< ; (CE -+ AH).
Soit K le point de rencontre de la bissectrice OF avec AH :

nous aurons FE — AF —= AK —=KE, attendu que AE est
la bissectrice de l'angle FA’B. L’inégalité précédente se

réduit donc & FE <5 (CF-+KH).

Or, les deux triangles rectangles CAF, EHK sont sem-
CF __ AF

blables; et ils donnent 5= OU
cF_¥E
FE— KH°

Mais on sait que la moyenne par quotient est moindre
que la moyenne par différence : I'inégalité est donc démon-
trée.
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II. La relation B'—A'> }(B——A) peut, aussi hien que
I'inégalité P'— p’<§;(P——p), étre obtenue par un calcul

simple.

PROBLEME VI.

Connaissant le rayon R et Papothéme » d'un polygone régulier, (rouver le
rayon R’ et T'apothéme »' d'un polyzone régulier isopérimétre, et d'un
. nomhre double de cotés.

Soient AB le coté du premier polygone ; O, son centre,
OA =R le rayon du cercle circonscrit; OD=1r l'apo-
théeme. Prenons le milieu C de 'arc ACB. Menons AC, CB;
puis OA” perpendiculaire i AC, et OB’ perpendiculaire a BC.
Il est clair que la corde A'B’ est moitié de AB, et que
I'angle A’OB’ est moitié de AOB; d’ol il résulte que
OA’ sera le rayon R’ du second polygone, et que OD’ en
sera I'apothéme r’ (*). -

Cela posé, le point D¢ est le milieu de OD, et OA’ est
une moyenne proportionnelle entre OC et OD’; donc

r'=1(@r+R), R'=VRr,

2
Aiusi, le second apothéme est une moyenne par différence
enire le premier apothéme et le premier rayon ; et le second
rayon est une moyenne par quotient entre le premier rayon
et le second apothéme. |
Remarques. 1. La fleche CD est égale A R —r; et si, du
point O pris comme centre, nous décrivons 'arc A’EB, nous

(*) Cette ¢icgante construction est due & fen M. Liger, chef d'insti-
tution & Montmorency. (Vovez Nouwvelles. Annales de DMathématigues,
tome V.)

1

Fic. 259.
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aurons R" — ' =ED’. Or, 1a corde A'E est bissectrice de
I'angle CA'D’ ; donc, d cause de A'D' < A'C, on a

ED’'<;CD’, ED’<C;CD,
ou enfin R—r'< i(B——r).

Ainsi, la différence entre le second rayon et le seeond
apothéme est moindre que le quart de la différence entre le
premier rayon et le premier apothéme.

II. Les formules ci-dessus sont beaucoup plus simples
que celles qui résolvent les Problémes IV et V. Mais, ainsi
que M. Vincent I'a fait voir, on peut ramener celles-ct aux
premiéres. Prenons, par exemple, les deux relations

. 2AB
VAB B'= A+-A"
1 1
Posons A—_, B=%, A=, B'= -5— et nous obtien-

drons, par un calcul trés-simple,

o'=Vab, b'=](a'+b).

PROBLEME VII.

Connaissant les périmétres de deux polygones réguliers inscrits , I'un de
n colés, autre de 27 ctés , trouver le périmétre du polygone régulier
inserit, de 4n cotés,

Nommons p, p’, p” les périmétres successifs ; nommons
P,P’, P”les périmétres des polygones réguliers circonscrits,
respectivement semblables aux premiers polygones. Nous
aurons, par le Probléeme IV :

2Pp
!
P'= P+p’

v__ 2P'p VTN
P """—Pp_l_P.r y P ——P pr- \

p"=P'p,
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Si, entre les trois 'dernieres équations, on élimine P’ et
P”, on aura la relation cherchée.

2

noo : 2 L
Or, P’::%; d’ol1, en substituant, P'= 5_{—-? ; puis enfin

9 n'3
= |
Remarques. 1. Si, dans un cercle donné, on inscrit une
série indéfinie de polygones réguliers, dont les nombres de
cotés aillent sans cesse en doublant, on aura, en représen-
tant par p,, Psy, Psyeee Pity Pks Phiry-.. l€S périmétres de
ces polygones :

: 3
(pr-‘l )2_ 2 Pk(-f;)ilk-—l *

II. Cette formule peut étre écrite amsi qu’il suit :

=
(Pk+1)2 9 Pk—1
Pk Pk
| (pk— ) +
Si donc nous représentons généralement par m, le rap-

port du périmétre px;, au périmetre p, NOUS aurons

— 297 1 -
mk_l/1+mk_1'
III. Si, an lieu d’éliminer P’ et P” entre les équations ci-

dessus, on éliminait p et p’, on trouverait des résultats
moins simples que ceux auxquels nous venéns de parvenir.

PROBLEME VIIL.

Connaissant les aires de deux polygones réguliers inscrils, I'un de n colés,
Fautre de 27 cités, trouver I'aire du polygone régulier inscril, de
kn colés.

Les formules du Probleéme V donnent, pdl un calcul sem-

blable & celui qui précéde,

QA3
"o
A T AFA"
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Remarques. 1. La loi des aires est 1a méme que la loi des
périmétres. |

1I. Nommons A,, A, As,... Ar_y, As, Apyy,... les aires
des polygones dont les périmeétres ont été représentés par
Pis P2y P3y...; €L NOUS AUTONS ~

Ak
s (Ak)3 (:\k+l)2_o_if:L-
(Ak-f-l) __zf\k-{"Ak-H Ak —_Hi Ar '’
+Ak-—1
: Ak
puis, en appelant 2, e rappor A

3, = 20k—1
LN 142kt

 PROBLEME 1IX.

Connaissant les rayons R, R de denx polygones réguliers isopérimétres, I'un
de n cotés, I'autree de 27 colés, trouver le rayon R” dn polygone régulier
isopérimétre, de & n colés.

[.es formules du Probléme VI donuent
RY2 e R"ﬁ(a+n’)

4 ok
N . ; R —
d’ou, en général, "' —-—l/ =3

Remarques. 1. Si l on emploie les plus simples formules
de la trigonométrie, on arrive, a I'aide de la relation précé-
dente, i un résultat assez remarquable. En effet, les rayons
Ry, R,,.... vont sans cesse en diminuant ; done le rapport

R.
R dlant plus petit que Uunité, est égal au cosinus d’un cer-
i

14-CoSxo
tam are o, DGS lOTS, B"__i/ "'—'COSQ, Ell pdl‘

R &+t
Rk ’k-—q

conséquent,
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Cette conclusion est, du re‘ste, évidente i I'inspection de

la figure 259., En eflet, E)T_' ?-—— cos AQA’; done, sem-

blablement,
Bs _ (o5 AQA!
R: |
II. Multiplions entre elles les valeurs de tous les rapports :
nous obtiendrons

, elc.

a v A &
Riri==R,.C05.€083.€085... €O0S 5.

PROBLEME X.

Calenler les aires et les périmétres des polygones réguliers de 4, 8, 16...,
ctés, inscrits 3 un cercle donné,

" Prenons pour unité le rayon de ce cercle, et commengons
par déterminer directement les aires et les périmeires du
carré et de I'octogone. Un calcul facile donne

A=2, A=203, p=4V2, p=8}"2W2;
P o 2 -2 2
d’ont ,__I/Q..__..\/Ei ?"1———91/ 5 Yormvia

Nous obtiendrons ensuite, par les formules

2N "mk-l
); - l/ —
. gy = V-1 ?

hy= = == M,y
Y/ -2+V’§ ’
A== : - m
= —————— 3
2+-V 2+V3  Vor) ai V3
- S )
. =My, elc.

oV o) 24 V2 l/2-+— Very e Ve

La loi de ces valeurs est manifeste ; et d’ailleurs, par un
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procédé bien connu, on pourrait démontrer qu’'elle est gé-

nérale.
Remarquons maintenant que I'aire et le périmetre du
polvgone de 2*+' cités seront représentés par A, et px, et

que DOUS avons
A=A M. Ry Dgee ey,  P=pPm,. My . Mge..My_,;

2 2 2
" TR Vv
k étant le nombre des facteurs; et
pr=4%. S — =
V2V a1 VE Vsl s+ V3
k -4-1 étant le nombre des facteurs. |
Par exemple, P'aire et le périmdtre du polygone régulier
de 64 cotés seront représentés par

o.t’

...,

Ae=2. o e S —,
24V'2 l/2+|/2+\/2 V2+V2+Vm
Dyt 2 2 = X
VR ARVE VeV erv: VeVt Varve
| | ) |
l/2+|/9,+'/2+l/2+l/2+-\/§

Remarques. 1. Si on voulait passer au calcul numérique,
ces formules seraient fort incommodes; mais il est aisé
de les transformer. En effet, si nous considérons, par
exemple, la valeur de A5, nous aurons, en divisant les deux

membres par I/Q—V2+V2+ Vz:
As 2 2 2 . 2
V ViV oaviVerrs vV ot ss
oV orVorv3 2+p2-V2V oV o V2
2 2 ?z 3
2 2 2% 9 9t

—

2 —_—— o,
VB ervVaye_ve V2 Ve

e ———
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donc A= Q*I/e-—l/ 2+ 2+V2.

De méme, p;=—=2° o VorVer)ervs.
En général, Av=2~""Vo Vorvirt..,

k étant le nombre des radicaux ;

et =21V o Vaivir..,
k-1 étant le nombre des radicaux.

1I. La comparaison de ces valeurs donne la relation
simple

' Pk=9Ag—1.
- III. En général, *

1
Ah=§ Py . Ay,

a, représentant ’apothéme ; donc

1 =
ak=§i/2+|/2+\/2+...,
le nombre des radicaux étant k—+1.

IV. A mesure que le nombre des c6tés du polygone aug-
mente, I’apothéme tend vers le rayon ; donc

r=lim. VetV otVitr... (Y.

PROBLEME XI.

Les cotés d'un décagone régulier éloilé ABC..., inserit & un cercle 0, for-
menl, par leurs intersections successives, un polygone régulier AaH/Ee...
ayant vingt colés. Quels sont, en fonction du rayon R du cercle 0, I'aire
P et le périmétre p de ce polygone?

1° Menons la corde AH|: nous formerons deux triangles
AcH, AHM, isoceles et semblables.

(*) Les Prob. IX et suivants 'peuvent servir 3 approcher du rapport
de la circonférence au diameétre. On peut consulter, sur ce sujet, les
Nouvelles Annales de Mathématiques.

Fic. 265.
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Conséquemment, - Aa= ﬁ—fi—.
On sait que AH==; R (V5—1), et que AM==R (Th. Il);
donc A= R(/3—1)=;(3—V5) (. “

Cette valeur doune, pour Yexpression du périmétre,

p=10R(3—V'5).

20 Le polygone Aa Hh... se compose de vingt triangles
égaux a AaQ; donc |'aire de ce polygone sera égale au péri-
meétre p multiplié par la moitié de I'apothéme OP. Celui-ct
a pour expression (Th. II, Remarque II),

o=} R~ 188’ =R]/ "1 St
ou, en simplifiant,

Conséquemment, P=§R2 (3—V5)V10—2)5, ou
P=_R?V'50—22//5.

PROBLEME XILI.

loscrire, d une circonférence donnée, un polygone régulier
de Irente-qualre cotés.

Nous avons démontré ci-dessus (Th. VIII) qu’il est pos-
sible de partager la circonférence en dix-sept parties égales,
au moyen de la régle et du compas. De la résulte immédiate-

(*) Ilrésulle de cetle expression, ou de Vinspection de la igure, que
Aa--AH=R. On reconnait aussi que le c4té Aa de notre polygone est
egal & la plus grande partie du coté du décagone régulier convexe, par-
tagé en moyenne et extréme raison,
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ment, qu'a une circonférence donnée, on peut inscrirc le .
polygone régulier de dix-sept cotés, et par suite celui de
trente-quatre cotés. Pour plus de simplicité, nous nous oc-
cuperons seulement de ce dernier polygone.

Remarquons d’abord que si la circonférence G, de rayon
R, est partagée en dix-sept parties égales, la corde OA,, qui
joint le point A, avec le point O diamétralement opposé au
point A,, est le ¢coté cherché. Or, nous avons (voyez p. 172),

 OA+OA=P, OA,.0A;—R (OA,— OA,),
olu OAg -;OAS — RN.

Lorsque P et N seront connus, ces deux équations déter-
mineront OA,, c6té d'un polygone étoilé, et OA;, coté du
polygone convexe de trente-quatre cotés : OA, est évidem-
ment donné par la plus petite des deux racines.

Pour déterminer P et N, posons M — N=x,P — Q=x";
alors, z et x' étant supposés connus, nous aurons, en pre-
mier lieu .

M—N=z,  MN=R?
et ensuite P—Q=2z', PQ=R2%.

Enfin, z et 2" sont donnés par les deux équations

x—a:’:R, rx'=—=41R2,
Nous pouvons maintenant nous proposer, soit la réso-

lution de ces diverses équations, soit la construction i la-
quelle elles donnent lieu.

Résolution. La premiére question ne présente aucune dif- -
ficulté : on obtient en effet, par les propriétc: les plus sim-
ples de 1'équation du second degré, les valeurs qui suivent :

z=y R(U+VT), @'=3R(—1+V/T7);

P=in[—1+\/ﬁ+l/3¢—2\/ﬁ], N=iR[—l—-\/ﬁ+V 3217 s
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OA,=; R(—1+V17+V 34—2V/iT)—

%RV(——1+\/ﬁ+l/34—2\/ﬁ)ﬁ-lﬁ(——l—l/ﬁ—i-l/:ﬁ-{-ﬂ\/'ﬁ).
Cette derniére valeur, développée, devient OAy=—c=

;:-R[-_-._-1+Vf 14V 3:.—2\/1“7—|/ es+m\/ﬁ-2\/3¢—m/ 11—~18V 360V 1748V 54(11V17 1] .

On peut réuniv les deux termes : — 2V 34—2V17,
-2V 34(17—V 17); et I'on obtient, finalement,

c=iR [-—1+\/ﬁ+\/3a—-2 ViT—2 V 1743 /17-4V 17026 V17—V 34+2 ‘/ﬁ] (*) .

Fic. 264.  Construction. Sur le rayon QA du cercle donné, pris
comme diameétre, décrivons une circonférence; élevons la
tangente AD égale A 2 R ; joignons le point D au milieu G
de OA, par la transversale DC; et soient E, E’ les points
ou elle coupe la petite circonférence. Nous aurons |

—
| DE .DE'=AD=4R?, DE—DE'=R;
donc DE=—z, et DE'=—=2z'.

Sur ces deux segments DE, DE’, décrivons les demi-cir-
conférences DHE, DH'E’; menons, perpendiculairement
CD,la droite DF égale & R; joignons le point F aux centres
G, G’ des demi-circonférences DE, DE’; et sotent H, H' les
points ol les droites de jonction coupent ces lignes. II est
facile de voir que FH=N et que FH'=P,

Actuellement, A cause de U'équation OA,.OA;—=RN, et

(*) On peut encore réduire cette expression; car si I'on pose

4V 362 VTI—V 170 — 26V T =1,
on trouve, par une méthode indiquée dans tous les Traités d’algébre,

r=} 170+ 38 V17,

Donc

c::%}{[-——i-!—\/ﬁ-i- V3i—aViT—2V 114 3v/ 17— V’170+38\/1—7'].
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d’aprés ce qui a été dit ci-dessus, OAq, ou ¢, est égal au plus
petit c6té d’un rectangle équivalent a celut dont les dimen-
sions seraient R et N.: Nous devons donc, préalablement,
chercher le c6té du carré équivalent A cette dernidre figure.
(est ce qui se fait en décrivant, sur DF comme diamétre, une
demi-circonférence DLF, portant FH de F en K, élevant
KL perpendiculaire 3 DF, et menant FL.

Décrivons maintenant, sur FH' =P comme diamétre,
une nouvelle demi-circonférence FMH'; menons MN pa-
ralléle & FH’ et distante de cette derniére droite d'une
quantité égale & FL ; puis abaissons MP perpendiculaire 2
FH'. Nous aurons FP+ PH'=P, FP.PH'=PM =RN;
donc PF=c.

Remarque. A cause de 'imperfection-des instruments
et de la multiplicité des constructions, il est bien difficile,
“dans la pratique, que PF soit rigoureusement la corde du
trente-quatrieéme de la circonférence. Aussi, lorsqu’il n’est
question que d’un probléme graphique, on doit préférer,
a la construction précédente, la méthode des essais ou des
tatonnements.

PROBLEME XIII.

Calculer, & moins de 0,000, le rapport entre le coté du polygone régulier
de trente-quatre edtés et le rayon du cercle circonscrit.

Reprenons 'expression

aﬁi' =";' [—H- ViT+Vsi—aV/ii—s V 1713V Viro—ss V/1T—s VY supe VTR ) -

Afin d’arriver plus rapidement au résultat, nous appli-
querons les logarithmes. Mais, comme cn ne peut effectuer
par leur moyen ni addition ni soustraction, nous calcule-
rons séparément les diverses parties :
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— 1V 1T=A, V34—V 17=B, 1743Vi7=C, V 170—26V/17=D,

V 344+2vTi=E, VCFD—FE=F.

Les opérations prennent alors la disposition suivante :

Log. 17 =—1,23054892
% = 0,61522446

VT =4,12310
A =3,12310

R

|

51038, 17 = 0,61522446
Log. 26 =1,41497335

2,03019781
26 V17 = 107,2018
170—-26 V17 = 62,7982

V17 = 8,24620
34 — 2V17 = 25,75380

%log.: 0,7054206
B= 5,072482

2V/17 == 8,24620
34 -+ 2V 17 = 42,24620

5 log. = 0,8128944
E=— (,49972

3V17 =12 36930

Log.= 1,7979472 C=29,36930 +
L= 08989736 D= 17,92453
) 4 E=— 25 99888 -
D= 7,92453
11,29495
A =3,12310 Log.= 1,0528846
B—= 5'07482 - 9
Log.2= 0,3010300
1,47632 08 ’ +
, c 0,R274723
- = b=
5= Oi8bob=g OF — 6,72160

Nous trouvons donc, pour le rapport cherché,

c

Cette valeur, bien qu’obtenue par I'emploi des logarithmes,
est approchée A moins de 0,00001 ; car on trouve, par une

autre méthode,

C

R

0,184538...
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PROBLEME XI1V.

Caleuler, & moins de 0,0004, le rapport entre le cdlé du polygone régulier
de dix-sept cdtés et le rayon du cercle circonscril.

On sait qu'en appelant ¢ et G les cotés des polygones
réguliers, de 2 n cotés et de n cdtés, inscrits au cercle de

rayon B, on a
e=il/ Pl

Appliquons cette formule, en remplagant & par la valeur

0,18454, trouvée ci-dessus.
Nous aurons

2+ 5 =2,18454; 2—2 =1 ,81546;

==
puis Log. 2,18454=—0,3393600
Log. 2,81546=0,2589867

0,5985467

;=0,2991735

Log. 0,18454=1,2660905

1,5652638 =log. ..
= =0,367505.
On vérifie, par d’autres méthodes, que cette valenr est
approchée a moins de 0,00001.
Remarques. 1. Nous avons vu, précédemment, combien
est compliquée la construction du polygone régulier de

trente-quatre cotés : 1l en est de méme pour le polygone de
dix-sept cotés. Une construction approchée pent done étre
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utile. Or, si Pon compare la valeur ci-dessus avec celle qui
donne le c6té du triangle équilatéral inscrit, on reconnait
bientot que le cdté du polygone régulier inscrit, de dix-sept
cotés, égale, & fort peu pres, la demi-différence entre le cbté
du triangle équilatéral inscrit et le coté de U hexagone régu-
lier inserit. |

En efiet, le rayon étant pris pour.unité, le coté du trian-
gle équilatéral =V3=1,73205,
le coté de I'hexagone régulier—= 1.

différence =0,73205.

$=0,36602.
Cette quantité differe de.C d’environ 0,001‘; donc, etc.
II. Si Von appliquait la construction générale indiquee
dans le Probleme II, on arriverait 3 un résultat moins ap-
proché, mais assez curieux. On a, en effet, pour n=17 :

8:}%, puis mﬂ—.—:-:;, valeur rationnelle et fort simple.

Elle donne £==0,37796..., quantité qui surpasse C d’'en-
viron (0,02.
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LIVRE V.

THEOREME L

Dans tout angle triédre, les plans bissecteurs des angles diédres se coupent
suivant une méme droite.

Soient ASO le plan bissecteur de 'angle diédre SA, et
BSO le plan bissecteur de I'angle diédre SB. Ces deux
plans se coupent suivant une droite SO, intérieure a 'angle
triedre. Un point quelconque M de cette ligne, appartenant
2 la fois aux deux plans ASO, BSO, sera également distant
des trois faces du triédre ; donc il appartient au plan bissec-
teur de 'angle diédre SC, ete.

Remarques. 1. Le lieu des points tels que chacun d’eux
soit également distant des trois faces du triedre , se com-
pose de la droite SO, et de trois autres droites SP, SQ, SR.
Chacune de ces derniéres droites ‘est située, 2 la fois, dans

un plan bissecteur intérieur, et dans deux plans bissecteurs
exlérieurs. '

Fic. 2067.

II. Coupons le trizdre S par un plan quelconque L, per- Fie. 268.

pendiculaire i la droite SO. Soit A'B’C la section obtenue
et soit O’ le point oit la droite SO perce le plan L. Les
traces des plans bissecteurs intérieurs seront les droites
A'0', B0, C’O’. Quant aux traces des plans bissecteurs
extérieurs, ce seront des droites N'P’, P'M’, M'N’ respec-
tivement perpendiculaires aux premiéres. En effet, la droite
‘N'P’, par exemple, a été menée dans le plan L, perpendi-
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culairement a la trace A’O’ du plan ASO; donc elle est
perpendiculaire 3 ce dernier plan; donc le plan bissecteur
extérieur, perpendiculaire au plan ASO, et passant par le
point A’, contiendra Ia droite N'P’, etc.

Remarquons maintenant que les trois plans bissecteurs
dont les traces sont P’M’, N'M’, A’Q’, se coupent suivant
une méme droite ; donc leurs traces doivent converger en
un méme point ; donc A'O’ prolongée passe en M’. Ainsi :
tout plan, mené perpendiculairement & lintersection des
irois plans bissecteurs intérieurs d’'un triédre, coupe les six
plans bissecteurs suivant les trois cotes et les trois hauteurs
d'un méme triangle. (Voyez Th. I, Liv. 1.)

ITI. Nous savons que les droites A’0’,B’0’, €’0' sont les
bissectrices des angles du triangle A‘B’C’ (Th. I, Liv. II).
Donc les traces des siz plans bissecteurs d'un triédre, sur
un plan L perpendiculaire a Uintersection des trois plans
bissecteurs wntérieurs, sont les siz bissectrices du triangle
suwant lequel ce plan coupe le triédre.

Cette remarque peut recevolr son application dans cer-
taines épures de Géométrie deseriptive.

THEOREME 11.

Dans tout angle (ricdre, les plans menés par les arétes et par les hisseclrices
des faces opposées se coupent suivant une méme droile.

Prenons, sur les trois arétes, i partir du sommet, des
distances SA, SB, SC, égales entre elles; puis, faisons pas-
ser un plan par les points A, B, C.

Le triangle SBC étant 1socéle, 1a bissectrice SM de 'an-
gle BSC passera par le milieu M du ¢6té BC. Donc Ia trace
du plan ASM, sur le plan ABC, est 'une des trois médianes
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du triangle ABC. De méme pour les deux plans BSN, GSP.
Or, les trois médianes se coupent en un méme point, etc.

Remarque. Sil'on considére, indépendamment des his-
sectrices intérieures SM, SN, SP, les bissectrices extérieures
des angles BSC, ASC, BSA; puis que, par chacune de ces
droites et par I'aréte quin’est pas avec elle daps une méme
face, on méne un plan; on obtiendra trois nouveaux plans
qui, combinés avec les trois premiers, détermineront trois
nouvelles droites SA’, SB’, SC’. ll est facile de reconnaitre
que, A’ étant la trace de SA’ sur le plan ABC, le point M
est le milieu de AA’. De méme pour SB' et SG'.

THEOREME 1I1.

Dans lout angle tritdre, les plans menés par les bissectrices des faces,
perpendiculairement & ces faces, se coupent suivant une méme droile.

Prenons sur les trois arétes, a partir du sommet S, les
distances égales SA, SB, SC; et menons le plan ABC. La
bissectrice SM de la face BSG est perpendiculaire au coté
BC, en son milieu M ; et ilen sera de méme des bissectrices
SN, SP, 4 I'égard des deux autres faces. Gonséquemment,
les plans menés par ces droites, perpendiculairement aux
faces correspondantes, ont pour traces, sur le plan ABC,
les perpendiculaires élevées sur les milieux des cotés du

triangle ABC. Or, ces perpendiculaires se coupent en un
méme point O ; donc, etc.

THEOREME 1V.

Les plans menés par les aréles d'un angle tritdre, perpendicnlairement
aux faces opposées, se coupent suivant une méme droile.

Soit ASM le plan mené par I'aréte AS du triedre S, per-
pendiculairement 2 la face opposée BSC. Soit, de méme,
14

Fic. 270.

Fic. 271.
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- BSN le plan méné par BS; pérpendiculairement & la facé

ASC. Ces deux plans se coupent suivant une droite SO; et
il s’agit de faire voir que le plan OSC est perpendiculaire
a la face ASB. |

Par un point quelconque O de la droite OS, menons un
plan perpendiculaire & cette ligne ; et soit ABC le triangle
déterminé par les intersectioiis de ce plan avec les trois faces
de 'angle witdre. Menons les droites AOM, BON, COP, et
joignons le point P au sommet S.

Leplan AMS, qui contient une droite perpendiculaire au
plan ABC, est perpendiculaire & ce dernier plan ; d’ailleurs il
a été mené perpendiculairement auplan BSC ; donc ladroite
BC, intersection des plans ABC, BSC, est perpendiculaire
a AMS; donc elle est perpendiculaire a la droité AM, c’est-
a-dire que cette derniere droite est la perpendiculaire menée,
par le sommet A du triangle ABC sur le coté opposé BC.

Par un raisonnement semblable, on verra que BN est la
perpendiculaire abaissée du sommet B sur le coté AG; donc
(Th. I, Liv. I) COP est perpendiculaire 4 AB; done le plan

" GSP est perpendiculaire 3 AB, etc.

THEOREME V.

Dans tout triédre, la somme des angles formés par les aréles avee les bissectrices
des faces opposées est moindre que lasomme des faces.

Coupons 1'angle triddre S par un plan ABC, perpendicu-
laire, en un point M, A la bissectrice SM de la face BSC.

Menons la droite AM, et prolongeons-la d'une quantité

égale MA'. Enfin, tirons SA’, GA’, BA". |
Le quadrilatére ABA'C, dans lequel les diagonales se

coupent mutuellement en parties égales, est un parallélo-
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gramme ; donc CA’=AB, BA’==AC. En outre, SM est
perpendiculaire au milien de AA’; d’ou il résulte que
SA==SA’. On conclut de I3 que les deux triédres SABG,
SA'CB sont égaux entre eux. Or, dans l'angle triedre
SABA’, la face ASA’, double de ASM, est moindre gue la
somme des deux autres. Conséquemment,

ASM < ASB +ASG

Ainsi, Dangle formé par l’arete AS et par la bissectrice
de la face opposée est moindre que la demi-somme des deux
aulres [aces. -

. Cette propriété démontre le Théoréme (Voyez Th. 11,
Liv. I).

THEOREME VI.

La somme des diédres d’un angle polyédre convexe de n faces est comprise
entre 27 el 2 (n—2) diedres droils.

D’abord, chacun des diedres d'un angle polyédre convexe
estmoindre que 2 droits ; donc la somme des n diedres sera
moindre que 2n droits.

En second lieu, si I'on fait passer des plans par une
aréte de I'angle polyddre el par toutes les arétes opposées,
on décompose cet angle en n—9 triddres, dans chacun des-
quels la somme des diedres est supérieure a 2 droits, etc.

THEOREME VII.

Tout plan, paralléle & deux colés opposés d'un quadrilatére gauche,
partage proporlionnellement les deux aulres colés.

Soient E, F les points‘ oit le plan MN, paraliele aux cotés

AB, CD, coupe les deux autres cotés AD, BC. Je dis que

AL BF
ED — FC

Fig. 274,
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Faisons passer, suivant CD, le plan PQ paralléle a AB et
a MN. Menons, par le point A, une paraliéle a BC, et soient
G, H les points ot elle perce les plans MN, PQ. Enfin,
tirons EG, DH : ces droites seront paralléles, comme étant
les intersections de deux plans paralléles par un troisiéme
plan. Conséquemment,
AE__AG
ED™  GH’
- Mais les droites AG, BF sont égales, comme paralléles
comprises entre plans paralléles. De méme, GH=FC, etc.
- RizcieroouE. Toute droite, qui divise proportionnellement
deux colés opposés d'un quadrilatére gauche, est dans un
plan paralléle aux deux aulres colés.

- THEOREME VIIL

$i une premiére droite EF partage proportionnellement deux cdtés opposés AB,
D d'un quadrilatére gauche ABCD, et si une seconde droite GH partage pro-
porlionnellement les denx autres cotés du quadritatére : 4° ces deux droites
sont dans un méme plan ; 2° chacune d'elles est partagée par I'autre en deux
segments proportionnels aux segments des ¢olés qu'elle ne rencontre pas.

- 4° Suivant AB, faisons passer un plan P parallgle & CD,
et, conséquemment, parallele & GH. Par les points G, D, H,
G menons CC’, DD/, HH', GG’ paralléles a4 EF, et soient

“C, D', H', G’ les points oit ces droites percent le plan P.

Le plan des paralleles CG’, FE, DD’ coupe le plan P
sutvant une droite G'ED’, parallele 4 CD. De plus, les
deux droites BC', AD’ sont paralléles, comme étant les
mtersections du plan P par les plans paralleles ADD’,
BCC'. 1l s’ensuit que les triangles BEG’, AED’ sont sem-
blables.
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Nous avons, par hypothese,
AH__HD,
BG~ GC’
d’ou, 2 cause des paralleles,
AH' __HD' __AD' __ AE

—
——

BG! - GICJ — BC!“—]—}E-

Si done nous menons G'E et H'L, les deux triangles
BG'E, AH'E seront semblables, comme ayant un angle
égal compris entre cotés proportionnels.

Par suite, les angles BEG’, AEH' seront égaux, et G'EH
sera une ligne droite; donc G'H'HG est un quadrilatére
plan, etc.

2¢ Soit I le point de rencontre des droites EF, GH. On
aura EI=HH', EF=DD"; d'on, & cause du triangle ADD":

El __AH__BG

S———

TF - HD GG’

et, de méme,

HE __AE__DF

IG —EB ™ FC
. Remarque. Chacune des deux droites EF, GH est dans
un plan parallele aux deux cotés qu’elle ne rencontre pas

THEOREME 1X.

Tout plan transversal détermine , sur les quatre cités d'un quadrilatére gau-
che, huil segments tels, que le produil de quatre segments qui n'ont pas
dextrémités communes est égal au produit des quatre anfres.

Soit le quadrilatére gauche ABCD, dont les quatre cotés
sont coupés par un méme plan P, aux points E, F, G, H.
Je dis que 1'on aura

AH. DF. CG. BE=AE. BG. CF. DH.

Soit M le point de rencontre de la diagonale BD avec le

Fic. 276.
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plan P les transversales FG, HE concourronten M; et 'on
aura (Th. VIII, Liv. III), dans le triangle ABD,

AH. DM. BE=AE. BM. DH;
et, dans le triangle BCD,

DF. CG. BM==DM. BG. CF.

Multipliant membre Amembre, et supprimant DM et BM,
_on obtient ia relation demandée.

Remarques. 1. La réciproque de ce Théoréme est vraie.
Elle renferme, comme cas particulier, le Théoréme VII.
II. Sile plan P était paralléle a la diagonale BD, on au-
rait
AH__HD DF__CF

——

AE T EB’ BG™ C6

L &)

ete.

THEOREME X.

Dans toul quadrilatére zauche, les milieux des cotés sont les sommels
d'un parallélogramme,.

La démonstration de ce Théoréme est 1a méme que celle
du Théoréme VIII, Livre 1.

THEOREME XI.

Dans tout quadrilatére gauche, le point de rencontre des droites qui joignent
les milieux des cotés opposés est situ¢ aw milien de la droite qui joind
les milienx des diagonales.

(Voyez Th. IX, Liv. L.)



DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 215

THEOREME XIL.

Tout plan transversal XY détermine, sur les cdlés d'un triangle' ABG, six
segments tels, que le produit de trois segments qui n'ont pas d'exirémités
communes est égal au produit des trois auires.

Le plan XY coupe le plan ABC suivant une ,tl;;}psggr:sale
MN; et les points de rencpntre de cette droite, avecles cotés
- du triangle, sont ceux ol ces cotés percent le plan XY. La
proposition est donc ramenée au Théoréme VI du Livre [II.

THEORENE X1l

Si les cotés d'un polygone gauche sont conpés par un plan transversal, le
produil des segmenls qui n’ont pas d'extrémités communes sera égal
an produit des autres segments.

(Voyez Th. XII, Liv. IIL.) |
Remarque. Cette proposition est la généralisation du
Théoréme XI.

THEOREME XIV.

8i, par une droite quelconque XY, et par les différents sommets d'un polygone
gauche ABC... ayant un nombre impair de colés, on fait passer des plans
qui parlagent les cotés respectivement opposés i ees sommes, chacun en
deux segments, le produil des sezments qui n'ont pas d'exirémités com-
munes sera égal au produit des autres segments.

Projetons la figure sur un plan quelconque P perpendi-
culaire & XY ; et soit A’'B'C’D'E'1a projection du polygone
gauche. Les traces des différents plans AXY, BXY..., se-
ront des droites A’Q, B’O..., passant toutes par un méme
point O, projection de XY. De plus, les points a’, 8'..., ol

Fic. 277,
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ces transversales A'O, B’O..., coupent les cotés C'D’,
D’E’..., du polygone plan, sont les projections des points
a, b,... on les plans AXY, BXY..., sont rencontrés par

les cOtés CD, DE..., du polygone gauche.

Cela posé, les deux segments déterminés surun c6té quel-
conque du polygone gauche, par exemple, sur le cété CD
sont proportionnels aux deux segments déterminés sur la
projection de ce coté, attendu que-CC’, DD’, aa’ sont trois
paralleles. Or, nous avons, dans le polygone plan,

A'd".B'e".C'a" . D0 E'¢’=A'c" .E'b'.D'a’.C'e’ .B'd’
(Th. XII, Liv. III). |
Nous aurons donc aussi, dans le polygone gauche,
Ad.Be.Ca.Db.Ec=Ac.Eb.Da.Ce.Bd.

C’est ce qu’il fallait démontrer.

Remarque. Le Théoréme qui précéde peut, de la méme
manidre, se déduire du Théoréme XI (Liv. III).

THEOREME XV.

Lorsqu'une droite AB est partagée en deux segments AC, BG proportionnels
aux nombres o, a; si, des poinis A, B, G on abaisse, sur un plan quel-
conque XY, des perpendiculaires AX', BB', CC', on a

(a=4b6) G(/—=a.AN'45.DBB'.
Cette proposition se démontre, i fort peu de chose pres,
comme le Théoréme I du Livre 11I.

THEOREME XVI.

Etant donné un systéme de points A, B, €..., on peut tonjours déterminer
un, point 0 tel, que sa distance & un plan quelconque XY soit égale A Ia

moyenne arithmélique entre les distances, au méme plan, des points
A, B, Glil

(Voyez Th. I, Liv. TIL.) -
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THEOREME XVIL.

La somme des carvés des distanees de n points A, B, C..., 4 un point quel-
conque §, est égale & la somme des carrés des distances des mémes points
a leur centre 0, augmenté de » fois e carré de 80.

(Voyez Th. III, Liv. III.)

THEOREME XVIII.

Le lien géométrique des poinis lels que la somme des careés des distanees
de chacun d’eux & des points donnés A, B, C..., soil conslante, est nne
sphére qui a pour centre le cenlre 0 des moyennes distances des points

A BLG...

(Voyez Th. IV, Liv. IIL.)
THEOREME XIX.

Si, dans un angle polyédre convexe, dont toutes les faces, excepté une, sont
constantes, on fail varier un seul des angles diedres opposés & cetle face,
de maniére que I'angle polyddre reste convexe, la face variable augmen-
tera si 'angle diédre augmente, et elle diminuera s'il diminue.

Supposons, par exemple, que dans angle polygdre S,
supposé convexe, on fasse varier 'angle diedre SD, opposé
a la face ASB; supposons, de plus, que les autres aungles
diedres SC, SE, SF n’éprouvent aucun changement, et
qu'il en soit de méme a1'égard des faces BSG, CSD..., FSA,

Si 'on méne les plans ASD, BSD, on décompose 'angle
polyédre douné, en un angle triedre SABD, et en deux an-

gles polyédres SAFED, SBCD. Or, il résulte des hypo-

théses précédentes que ces deux derniers angles polyédres
sont constants. Par suite, la variation de 1’angle diedre SD,
dans 'angle polyédre donné, est égale ala variation de I'an-

Fic. 279,
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gle diedre SD, dans I'angle trizdre SABD. D’ailleurs, si un
angle triddre SABD a deux faces constantes ASD, BSD, la
troisieme face ASB augmente ou diminue suivant que 1’angle
diedre opposé augmente ou diminue ; donc, ete.

Remarque. Au lieu de supposer que ’angle ditdre SD
varie seul, on pourrait faire varier successivement plusieurs
des angles diédres opposés & la face ASB. Par conséquent,
Si, dans un angle polyédre convexe, dont toutes les faces, ex-
ceple une, sont constantes, on fait varier, dans le méme sens,
quelques-uns des angles diédres opposés a cette face, de ma-
mere que Uangle polyédre reste conveze, la face variable
augmentera s les angles diedres onl augmenté, et elle di-
minuera s'ils ont diminué.

THEOREME XX.

3i Pon fait varier d’'une maniére queleongne les angles diédres d'un polyidre
convexe dont les faces sont constantes; que Pon melte le signe 4 sur
Varéle de chaque ditdre qui augmente, le signe — sur Paréle de chaque
ditdre qui diminue, puis que I'on fasse le tour entier de Pangle polyédee,
on frouvera au moins quatre variations de signes,

Il faut que P'angle polyédre considéré ait plus de trois
faces, sans quoi I'invariabilité de celles-ci entrainerait 'in-
variabilité des diedres. De plus, on suppose que \'angle
polyedre reste convexe, aprés comme avant la variation de
ses angles didédres. Cela posé :

1° On ne peut pas supposer que tous les diddres aient
varié dans le méme sens, car alors, d’aprgs le Théoréme
précédent, 1l y aurait eu variation d’au moins une des faces.

2° En faisant le tour de I'angle polyédre, on ne trouvera
pas une seule série de signes 4, suivie d’une seule série
de signes —.
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En effet, supposons que, dans I'angle polyédre S, les
arétes SB, SA, SF soient affectées du signe -+, les autres
étant affectées du signe —. Si nous menons le plan diagonal
BSE qui laisse d’un c6té une série de signes -+ et de 'autre
coté une série de signes —, il résuitera du Théordme pré-
cédent que ’angle plan BSE aura, tout 4 la fois, augmenté
et diminué; ce qm est ahsurde.

Fic. 279,

3° D’apres ce qul vient d étre dit, en faisant le tour en- -

tier de V'angle polyedre, on frouvera plus de douz VAri-
tions de signes. Et, comme on doit revenir i I'aréte d’ot
Ton était parti, 1l s ‘ensuit que le nombre des variations de
signes est pair; donc il est au moins égal a 4.

PROBLEME 1.

Etant donnés un plan XY el deux points A, B, situés d’'un méme coté de ce
plan, trouver, sur le"plan XY, un point M tel, que la somme des distances
AM, BM soit ur minimum,

Construisons le point B’, symétrique du point B, par
rapport au plan XY; menons la droite AB’, et soit M le
point ou élle perce XY. M sera le point demandé. (Voyez
Probl. X, Liv. I.) |

PROBLEME II.

Etant donnés un plan XY ct deux points A, B, situés de edté et d'autre de
¢e plan, trouver, sur XY, un point M tel, que la dlifférence des distances

AM, BM SQil. un Mﬁ ?E‘?& M\ .

Soit B le point symétrique de B, par rapport a XY. Me-
nons la droite AB’ : le point M o elle perce le plan sera
le point demandé. (Voyez Probl. XVI, Liv. I.)

Fie. 280,
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PROBLEME I1II.

Trouver, sur une droite donnée AB, un point lel, que la somme de ses di-
stances aux deux faces VXY, XYZ {d’un angle diédre donné soit un mi-
nimum,

- Soient A, B les points ou la droite AB perce les deux
faces. Prenons, sur cette ligne, deux points quelconques
M, M’; abaissons MP, M'P’ perpendiculaires sur la pre-
mitre face VXY, et MQ, M'Q" perpendiculaires sur la se- -
conde face XYZ : ces droites déterminent les projections
APP’, BQ'Q de AB. Enfin, menons MR paralléle A PP/,
et MS’ paralléle 4 QQ". |

Afin de connaitre laquelle est la plus grande des deux
sommes MP +~MQ, M'P'+M'Q, posons

MP +MQZ M'P'+M'Q’.
A cause de P'R=MP, et de QS=M'(Q’, cette relation
se réduit a

MS ZM'R.

Or, les deux triangles rectangles MRM', MSM’ ont I'hy-
poténuse commune. Donc, d’aprés une propriété connue,
suivant que I'angle aigu MM'S sera plus grand ou plus petit
que I'angle aigu M'MR, on aura MS >M'R, ou MS<'M'R.

D’un autre coté, les angles MM'S, M'MR sont égaux, res-
vectivement, 4 MBQ, MAP. Donc, suivant que I’angle MB()
sera plus grand ou plus petit que l'angle MAP, on aura
MSSM'R, ou MP+MQZM'P'+M'Q’.

Il résulte de cette discussion que la somme MP - MQ
est un minimum, quand le point M se confond avec la
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trace de la droite AB sur celui des deuz plans VXY, XYZ

qui [ait le plus grand angle avec cetle droite. (Voyez
Probl. XVI, Liv. 1)

PROBLEME 1V.

Gouper un angle tétratdre SABGD par un plan, de maniére que la section
mnpg soit un parallélogramme,

D’aprés un théoréme connu, les deux plans BSC, ASD, Fie. 285.

passant par deux droites paralléles ng, mgq, se coupent sui-
vant une parallele SF i ces droites. De méme, lintersec-
tion SE des deux autres faces de 1'angle poly&dre est paral-
lele amn, pg. Conséquemment, pour résoudre le probléme
proposé, il suffit de couper I'angle donné par un plan quel-
conque, parallele a ESF.

PROBLEME V.

Couper pae un plan un angle triédre trirectangle SABG, de maniére
que la section MNP soit égale  un triangle donné.

Du sommet N, abaissons NN’ perpendiculaire au coté
MP, et menons SN’ : cette droite, projection de NN’ sur le
plan GSA, sera perpendiculaire 3 MP. En méme temps, la
droite: NN’ sera, sur le plan MNP, la projection de l'aréte
indéfinie SB, attendu que le plan SNN', évidemment per-
pendiculaire i la droite PM, est perpendiculaire & MNP.

De méme, les deux arétes SA, SC ont pour projections,
sur ce dernier plan, les perpendiculaires MM’, PP’, abais-

sées des sommets M, P sur les cotés opposés. En d’autres
termes :

Fic. 280.
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Si U'on coupe, par un plan quelconque, un angle tricdre
triveclangle, les arétes se projetlent suivant les hauteurs
du triangle déterminé par le plan ; et le sommet de Uangle
triedre a pour projection le point de renconire des irois
hauteurs.

Observons maintenant qu'il est bien facile de construire
les _trois triangles rectangles MSP, MSN, NSP ; car dans
MSP, par exemple, on connait 'hypoténuse MP, ainsi que
le pied N’ de la perpendiculaire abaissée du sommet S sur
'hypoténuse. Le problémé peut donc étre regardé comme
résolu (*).

PROBLEME VI.

itant donné deux droiles fixes X, ¥ et un angle diedre D, qué Pon fait
tourner autour de son aréle G, supposée fixe, prouver qu'il existe sur la
premiére droite un point fixe A, et sur la seconde droifc un point fixe B,
tels que @ el & élant les points ou ces deux droites percent les faces de
'angle diedre, dans uue position quelconque, le reclangle des segments
Aa, Bb soil constan.

Projeions toute la figure sur un plan P perpendiculaire a
Paréte G. Cette aréte aura pour projection un point fixe ¢ ;
Pangle diédre sera projeté suivant un angle plan, de gran-
deur constante, mais mobile autour de son sommet c;
enfin le systéme des droites X, Y aura pour projection un
angle fixe zoy. D'un autre c6té, les segments de ces deux
droites sont proportionnels aux segments interceptés sur
les cotés de angle. Si done le rectangle de ces derniers est
constant, le rectangle des deux autres le sera aussi; et re-

("} Traité elémentaire de Géomélrie descriptive, Ire Partie, p. 80.
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ciproquement. Or, d’aprés le Probléme LXXX du Livre II,
le premier rectangle est constant ; donc, ete.

N

PROBLEME VII.

Quel est le lieu des points également distantsde deux droiles qui se coupent?

Abaissons, "d'un point quelconque M du lieu, les per-
pendiculaires MP, MQ aux deux droites données AB, AG;

abaissons aussi MM’ perpendiculaire au plan ABC ; enfin,

menons PM’, QM’.

D’aprés I'énoiicé, les doites MP, MQ doivent étre égales
entre elles; donc les deux triangles rectangles MM'P,
MM’Q sont égaux, et. M’P=M'Q.

Le point M doit donc étre situé de maniere que sa projec-
tion M’ sur le plan ABC soit également distante des deux
cotés de I'angle ABC. Par conséquent, le lieu demandé se
compose du systéme de deux plans, perpendiculaires au plan
des deux droites données, et ayant pour traces, sur ce der-
nier plan, les bissectrices des angles formés par ces droites.

PROBLEME Vill.

Quel est le lieu des points lels, que la différence des carrés des distances
de chacun d'eux & deux points donnés A, B, soil égale & un carr
donné m??

Si 'on se reporte au Probléme LXVII du Livre III, on
verra que ce lieu est un plan perpendiculaire i la droite AB.

Fic. 287.
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PROBLEME 1X.

On donne n droites 0A, OA'... passant par un point O; el Pon demande sur
quelle surface sont situés les points M tels, que si I'on abaisse, de chacun
d'cux, les perpendiculaires MP, MP", MP”..., sur ces droites, la somme
des rectangles construils sur les distances OP, OF', OP”..., et sur des
longueurs données &, &', &”,... soit équivalente & un carré donné 2,

Prenons les distances OB, OB’, OB’..., respectivement
égales a b, b", V",...; et abaissons, sur OM, les perpen-
diculaires BG, B'C’, B’C”.... Nous aurons, comme il est
aisé de le vorr, | |
OP.b=0M.OC, OP'. b'=0M.0C’, OP”. p"=0M . 0("...

-

La relation donnée deviendra donc
OM (0CG-+0C" +-0C" +...) =P.
Soit I le centre des moyennes distances des points B,

B’, B”.... : sa distance a un plan XY, mené par le point O
perpendiculairement & OM, sera (Th. XVI)

d=1(0C+O0C'+...).
Par suite, OM . nd=2E.

Mais, si nous abaissons MR perpendiculaire 4 OI, nous
aurons aussi

OM.d=0l.0R;

_ 2
donc enfin OR——-E—I
Cette valeur exprime que la projection de OM sur Ol
est constante ; ou que la surface cherchée est un plan, per-

pendiculaire & la droile qui joint le point Q au centre des
points B, B', B'....
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PROBLEME X.

On donne deux plans P, Q et un point A. Par ce point, on fail passer une
droile arbitraire qui coupe les plans donnés en des points G, D; aprés

quoi I'on construil le point B, conjugué harmonique du point A, relati-
vement aux deux aulres poinls. Quel est le liew du point B?

Par le point donné A,' imaginons un plan perpen?iiculnire
aux deux plans donnés. Soient EF, EG les traces de .ces
derniers plans sur le plan auxiliaire; et soit C’AD’B’ la
projection de la droite CADB. Les segments de ces deux
droites sont proportionnels entre eux ; donc le lieu du point
B’ est une droite IEH, conjuguée harmonique de EA, relati-
vement a 'angle FEG. Le lieu demandé est donc un plan
R, perpendiculaire A celul de la figure, et ayant pour trace
la droite EH.

Remarque. Siles plaus P, Q sont paraliéles entre eux, le
plan R leur est parallele.

PROBLEME XI.

Etant donnés un quadrilatére gauche ABCD el une droite EF qui partage
proportionnellement les deux edtés opposés AD, BG de celte figure , trouver
une droite GH qui partage proportionnellement les deux autres cités AB,
GD, et qui soit perpendiculaire & la premiére droite EF.

Premiére solution. La droite cherchée doit partager pro-
portionnellement AB et CD; donc elle est située dans un
plan paralltle 3 AD et BC (Th. VII). De plus, cette ligne
doit étre perpendiculaire & EF ; elle est donc située aussi
~dans un plan perpendiculaire & EF. D’aprés cela, si I'on
imagine, par un point quelconque de 'espace, un plan pa-
raliele aux cotés AD, BC du quadrilatére, et un autre plan

15
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perpendiculaire i la droite EF, U'intersection de ces deux
plans sera parallele A la droite GH ; en sorte que, pour dé-
terminer celle-ci, il suffira d’appliquer ce probléme connu :
Trouver une- droile paralléle & une droite donnée, et qui
rencontre deux droites données ().

Seconde solution. Sur les deux ¢6tés consécutifs AD, DC,
construisons le parallélogramme ADCI, et menons Bl. La
droite donnée EF est paralléle au plan AIB ; de méme, la
droite cherchée GH sera paralléle au plan CIB. Soit AL
parallele & EF, et soit GM parallele 3 GH : AEFL et CMGH
sont des parallélogrammes. De plus, les droites CM, AL
doivent étre perpendiculaires entre elles, comme étant
respectivement paralleles & des droites perpendiculaires
entre elles. Il ne s’agit donc plus, pour déterminer CM,
que de résoudre ce probléme : Mener, dans un plan donné
CIB, et par un point C de ce plan, une droite CM qui soit
perpendiculaire 8 une droite donnée AL, située dans un plan
donné AlB.

Or, sil’on abaisse CP perpendiculaire au plan AIB, que
du pied P de cette droite, on méne PQM perpendiculaire 3
AL; qu’enfin on joigne le point M, ou cette perpendiculaire
rencontre l'intersection BI des deux plans, avec le point
donné C, on aura la droite cherchée CM.

Remarque. A chaque position de la droite EF corres-
pond une position de la droite GH ; en sorte que si la droite
EF se meut, en restant paralléle au plan directeur AIB, la
droite GH se meut pareillement, et que le point O, ol ces
deux droites se coupent, décrit un certain lieu géométrigue.
Ce lien n’est pas rectiligne; mais nous allons prouver, dans
le probléme suivant, qu'il est plan.

(") Traitédlémentaire de Géoméirie descriptive, Premiére Partie, p. 30.
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PROBLEME XII.

Une droite EF sappuie sur les deux COtés opposés AD, BC d’un quadrilatére
gauche, en restant paralléle & I'un des deux plans directeurs. Une seconde
droite GH s'appuie sur les denx autres edlés opposés AB, GD, en reslant
paralléle au second plan directeur. De plus, ces deux droites sont constam-
ment perpendiculaires entre elles. De quelle nature est la ligne décrite
par lear point d'intersection ?

Si nous considérons diverses positions EF, EF..., GH,
G'H’... des deux droites mobiles, nous obtiendrons une in-
finité de quadrilateres gauches, tels que OTO’S, dans cha-
cun desquels deux angles opposés sont droits. Il est clair
que chacune de ces figures pourrait tenir lien du quadrila-
tére donné. Nous pouvons done, pour plus de simplicité,
et sans rien oter a la généralité de la solution, supposer
que celui-ci a deux angles droits, en B et en D.

Soit ABCD un pareil quadrilatére. Si nous menons la
diagonale AC, et que nous joignions le milien K de cette
droite aux deux sommets B, D, les quatre distances AK,
BK, CK, DK seront égales entre elles, comme rayons de
deux demi-cercles égaux.

De méme, si EF et GH sont deux positions correspon-
dantes des droites mobiles, en sorte que I'angle O soil
droit, les quatre points B, F, O, G seront également di-
stants du milieu K’ de GF.

Construisons, comme dans le Probléme précédent, le
parallélogramme ADCI : ses diagonales se coupent en leur
milieu commun U; done, par ce qui précéde, DU=UB=UI;
donc I'angle DBU est droit.

Fie. 289.

Fic. 290.

Fic. 291.
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De méme, si unous construisons le parallélogramme
EDHR, et que nous menions OR et DO, P'angle DOR sera
droit. Mais les droites OR, BI sont paralleles, comme
éLant les intersections de plans respectivement parailéles ;
don la droite DO est située dans un plan perpendiculaire
a BI, qui coupe le plan DBI suivant DB. Donc le lien du
point O est plan.

Remarque. Les lecteurs a qui les Surfuces du second
ordre sont familieres reconnaitront que la propriété indi-
quée dans le probléme précédent peut éire énoncée en ces
termes : Dans tout paraboloide hyperbolique, le liew des
ilerseclions de denx génératrices perpendiculaires enlre
elles est une hyperbole dont le plan est perpendiculaire uux
denx plans direcleurs.

PROBLEME XIIL.

Etant donné deux poinls fixes A, B, el deux plans fixes VY, XZ, on prend
dans Fespace un point quelconque M; on mene la droile AM ; on joinl le
 point P, ou elle perce le plan VY, avec le point B, par la droile PpB,
laquelle perce e plan XZ au point p; enfin on trace les droites BM, Ap ;
ct 'on oblient ainsi unguadrilatére plan MPpm. Si le sommel M de ce
quadrilatére décrit une droite CD, quel sera le lieu décrit par le som-

met m/?

Convenons, pour abréger, d'appeler points homoloques
[, 292, les points M, m. Alors P, p seront des points homolo-
gues ; et si G est la trace de la droite GD sur le plan VY,
et que ¢ soit la trace de BCG sur le plan XZ, les points G, ¢
seront encore des points homologues.
Cela posé, si nous considérons 'angle triédre dont les
arétes sont BM, BG, BP, et que nous le coupions par le
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plan mep, les points de concours des cdtés homologues,
dans les deux triangles MCP, mep, doivent appartenir i
une méme droite, intersection des plans de ces triangles.
Or, les cotés MP, mp concourent en A ; les cotés CP, ¢p
concourent en un point E, évidemment situé sur l'inter-
section XY des deux plans donnés; donc le point de con-
cours F des deux cOtés CM, cm est 1'infersection de la
droite AE avec la droite donnée CD. Par conséquent, le
lien du point m est la droite ¢F, laquelle est alors ' homo-
logue de CD.

- Remarques. 1. On vient de voir que la trace G de la droite
CD, sur le plan VY, a pour point homologue la trace ¢ de la
droite cF sur le plan XZ. On verra, de méme, que le point
ou la premiere droite perce le plan XZ a pour homologue le
point ol la seconde droite venconire le plan VY.

Ii. Si une droite est parallele & I'un des plans fixes, son
homologue est paralléle i 'autre plan. |

[II. Si une droite est paraliéle a l'intersection des plans
fixes, son homologue est parallele & cette intersection.

IV. Si la premiére droite est située dans le plan VY, son
homologue sera située sur le second plan. |

V. Les homologues de droites concourantes sont aussi
des droites concourantes. |

VI. Les homologues de droites paralléles sont,en géné-
ral, des droites concourantes. Leur point de concours F
s obtient en menant, par les points A et B, des paralléles
AP, BF & la direction donnée, en joignant la trace P de la
premiére au point B, et en joignant la trace p de cette der-
niere droite au point A par la droite Ap, que I'on prolonge
jusqu’a sa rencontre avec BF,

VIL. Supposons qu’une droite D s’appuie sur une droite D',

Fic. 290,
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en restant paralléle i une direction donnée; alors ’homo-
logue d de D rencontre 'homologue d’ de D’, et passe con-
stamment par un point fixe : cette droite d engendre donc
un plan. Par conséquent, I’homologue de toute figure plane

est une aulre figure plane.
VIIL. Le probléme que nous venons de résoudre, et dont

nous venons d’indiquer quelques conséquences, est une
nouvelle application du principe de la transformation des
figures.
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LIVRE VI.

THEOREME L

Tout plan GFHE, mené par les milieux E, B de deux arétes opposées AB,
CD d'un tétraédre ABCD, partage ce corps en deux parlies équivalentes
EGFBHCA, EGFBHD.

Le premier polyédre EGFHCA se compose d'une pyra-
mide quadrangulaire EGFHC et d’un tétraédre AECH. De
méme, EGHFBD se compose d'une pyramide quadrangu-
laire EGFHD et d’un tétraédre EBGD.

Les deux pyramides quadrangulaires ont méme base
- EGFH. De plus, 4 cause de FC=FD, leurs sommets C, D
sont égalements distants de cette base ; donc elles sont
équivalentes. Il reste & comparer les deux tétraédres AECH,
EBGD. |

Si nous prenons pour base de ces tétraédres les triangles
AEC, EBG, nous aurons, évidemment, |

AECH __AEC AH
EBGD ~ EBG ' AD

Les deux triangles AEC, EBG ont leurs bases AE, EB
en ligne droite ; leurs hauteurs sont donc proportionnelles
a BC et BG ; ainsi, a cause de AE=EB,

AEC__BC
EBG~ BG’
Toi AECH __BC AH
0t EBGD  BG ' AD’
Actuellement, la figure ABCD est un quadrilatére gauche,

£

Fic. 294.
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dans lequel les cotés opposés AB, BC sont coupés proportion-
nellement. Doncle plan EGFH doit partager en parties pyo-
portionnelles les deux autres cotés BC, AD (V. Th. VII).

Ainsi, : w
BG AH
GC~  AD?
BC. AD

ou BG :ﬁ , etC.

THEOREME 11.

Dans un parallélipipéde quelconque, le produit de I'aire d'une face
par la hauleur correspondante est constant.

Remarquons d’abord que ce théoreme est vral, sans
quol un méme parallélipipéde aurait, i la fois, plusieurs
volumes différents. Il s’agit donc, ici, d’'une simple vérifi-
cation.

Par un sommet quelconque E du parallélipipéde, menons
un plan perpendiculaire & V'aréte EH, ct soit EMNP la sec-
tion faite, par ce plan, dans les faces EG, GB, BD, DE.
Si, du méme sommet E, nous abaissons EI, EK perpendi-
culaires sur PN, MN, ces droites seront perpendiculaires
aux faces BD, BG.

En effet, le plan EMNP est perpendiculaire a I'aréte EH;
done il est perpendiculaire a la face EG et, par suite, per-
pendiculaire 2 la face BD ; dounc la droite EI, menée dans
EMNP perpendiculairement i Uintersection PN, est perpen-
diculaire a la face BD.

On verra, de la méme maniére, que EK est perpendi-
culaire a BG, |

Actuellement, les parallélogrammes BD, BG ont pour
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mesures, respectivement, BC.PN et BC.MN ; en sorte que
I’égalité & démontrer est

BC.PN.EI=BC.MN.EK,
ou PN.EI=MN.EK.

Or, dans les deux triangles EPI, EMK, les angles P, M
sont égaux comme angles opposés d'un parallélogramme ;

donc les deux triangles sont semblables, et 'on a

EP El
m —EK? etc.

THEOREME 111

Si une surface polyédrale convexe est terminée par une ligne brisée, donl les
cdiés soienl ou ne soient pas dans un méme plan, le nombre des faces
plus le nombre des sommels, égale le nombre des arétes plus {.

Désignons par F le nombre des faces, par S le nombre
des sommets, par A celui des arétes. Il s’agit de faire voir
que

F4+S=A+1.

Cette formule est vraie dans le cas de F==1; car alors
S=A. Admettons donc qu’elle ait été vérifiée dans le cas
de F faces, et démontrons qu’elle subsiste pour F + 1 faces.

Soit ABC... la ligne brisée qui termine la surface. Con-
struisons, sur le c6té AB, une nouvelle face, composée de
n sommets et de n cotés. Si cette face a m ¢dtés communs
avec ABCD..., elle auram + 1 sommets communs avec cette
méme ligne; car on suppose que le nouveau polygone ne
ferme pas complétement la surface, et qu'il laisse une seule
ouverture. De cette maniére, les nombres F, S, A devien-
dront, respectivement, I'=F +1,8' =S +n — (m + 1),
A'=A+4n—m;doun, & cause de la formule ci-dessus,

F/+8'=A"1.

IFig. 296.
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THEOREME 1V.

Dans tout polyédre convexe, le nomhbre F des faces, plus le nombre §
des sommets, égale le nombee des arétes plus 2, c¢'est-3-dire que

F4-S=A42

Enlevons une face du poly&dre ; nous aurons une surface
polyédrale ouverte, terminée 4 une ligne brisée, et dans
laquelle les nombres de faces, de sommets et d arétes se-
ront, respectivement, F—4, S, A; donc, d’aprés la propo-
sitton précédente, F—1 +S=A+1; etc.

Ce théoréme remarquable, dii & Euler, a un grand nom-
bre de conséquences, parmi lesquelles nous indiquerons les
suivantes.

THEOREME V.

Dans tout polyédre convexe : 4° les faces d'un nombre impair de colés sont
toujours en nombre pair; 2° les sommels anxquels aboutissent un nombre

impair d’aréles sont toujours en nombre paie.

Soient, respectivement, a, b, ¢, d,... les nombres de
faces triangulaires, quadrangulaires, pentagonales, etc. ; re-
présentons de méme par «, 3, y, 9,... les nombres d’an-
gles triddres, tétraddres, pentaddres...., de maniere que

F=a+b+c+d+...
S=—a—+pB+y+0+...
Chaque aréte appartient 3 deux faces, et aboutit & deux

sommets ; si donc nous comptons, soit le nombre des cotés
de toutes les faces, soit le nombre des arétes de tous les
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angles polyédres, nous aurons le double 2A du nombre
des arétes. Ainsi
Q0=—=3 a4+ 4b+5¢c+6d-Te +...,
2A=3a4 43+ 59+ 60+ Te+...
Or, ces deux derniéres égalilés exigent évidemment que
¢+4c—+e—... et o+ y+e ... soient des nombres pairs.

THEOREME VI.

Dans tout polyédre convexe de F faces, le nombre § des sommets et le nombre
A des aréles salisfont aux conditions

S?Q(F‘_Q)a 525 (111_2)1

Les valeurs de I, S et 2 A, écrites plus haut, donnent
2A—3F=b+4+2¢+3d~+...,
2A—3S=L+2y4+30+4...;

. — 3 -
donc : 19, ASSF;
=3
et ‘l‘ | A< 2 S.
Cette derniére relation devient, parle théoréme d’Euler,
, AS;(A+2—F);
ou : 20, AZ3F—-2).
Remplacant A par F++S—2, on obtient les deux autres
conditions. |
Remarquie. 11 est facile de construire des polyédres dans

lesquels le nombre des sommets soit, d’apreés les relations

précédentes, le plus grand ou le plus petit possible. En
effet :

I. Dans un prisme ayant F faces, le nombre des cotés
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de la base est F—2; donc le nombre S des sommets du
polyédre est 2 (F — 2).

II. Considérons un polyédre formé de deux pyramides
ayant une base commune. Si le nombre des c6tés de cette
base est n, on aura, en supposant que deux faces adja-
centes (uelconques ne soient pas dans un méme plan,

F—=—2n, S=n-<+2;
donc S:% F+42,
Et si les deux pyramides ont deux faces dans un méme

plan,
F=2n—1, S=n-+42;

ou S=;(F-+1)+2.

TREOREME VII.

Dans tout polyédre couvexe, le nombre des faces triangulaires, augmenté du
nombre des angles triedres, donne une somme qui ne peut étre ipférieure
i 8.

D’aprés les valeurs de F, de S et de A, l'équation
F4+S=A-+4+2donne
2 (a+bt-ctdtet...)+2 (0 4-B Y+ 0+...) =4+ 3a 4-4b+-5c+6d-F-...,
2 (@+-b+-CHdtet-u.. )42 (0B 4yt 0.} == bt 30~ 4P 45+ 60, ;

ou

2 (O Byt 04-... ) — (@ 4~ 204 Bc4-4d ... )=4, (&}
2(a+4-b+c+d=...} — (% 4 B 3y 404-...)=14. (2)

Ajoutons membre a membre ces deux égalités ; nous ob-
ttendrons

(@+a)—(c+y)—2(d+3J)—(e+¢)—...=8; (3)
d ol a+aS 8.
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Remarques. 1. Tout polyédre convexe a des fuces trian-
gulaires ou des angles triédres.

II. L'équation (3) exprime que, dans tout polyédre con-
vexe, la somme du nombre des faces triangulaires et du
nombre des angles triedres est égale & 8, plus la somme du
nombre des faces pentagonales et dunombre des angles pen-
taédres, plus deux fuis la somme du nombre des faces hexa-
gonales et du nombre des angles hexaédres, etc.

THEOREME Vill.

{2 Tout polyedre convexe a des faces triangulaires, ou quadrangulaires, ou
pentagonales; 2° tout polyédre convexe a des angles triédres, ou télrae-
dres, ou pentaédres.

Entre les équations (1) et (2), éliminons, successivement,
« €t a; nous obtiendrons:

30—+ 2b 4 c— 6—2f—... — 2B — hy—... =12, (&)
3oty —e —29—...— D —ho—...=12.  (5)

Or, les relatious (4) et (5) exigent que 3z +2b—+c¢ et
3o+ 23+ soient des nombres égaux ou supérieurs a 12;
donc, ete.

Remarques. 1. A U'inspection de I’équation (4), on recon-
nait que :

1° 8i la surface d'un polyédre est forméde seulement de
Iriangles, ou st elle est formée de triangles el & hexagones,
le nombre des triangles sera égal ou supérieur & 4;

20-8i la surface d’'un polyédre est formée seulement de
quadrilatéres, ou sv elle est formée de quadrilatéres et

d’hexagones, le nombre des quadrilatéres sera égal ou su-
périeur @ 6; '
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3° 8i la surface d'un polyédre est formée seulement de
pentagones, ou i elle est formée de pentagones et &’ hexa-
gones, le nombre des pentagones sera égal ou supérieur o 1.

IL. L'équation (5) conduit & des conséquences analogues.

III. Supposons a=o0, b=0, e=o0, f=0..., =0,
»==0...; alors 'équation (4) devient ¢==12. C’est-d-dire
que si un polyédre a seulement des angles triddres, et que
ses faces soient des pentagones et des hexagones, le nombre
des pentagones sera égal a 12.

[V. L’équation (5) prouve pareillement que si un polyédre
¢ toutes ses faces triangulaires, et que ses angles soient en

partic pentaédres, en partie hexaédres, le nombre des pen-
laédres sera égal a 12 ().

THEOREME IX.

La somme des angles plans d’an polyédre convexe est égale 3 antant de fois
L droits que le polyédre a de sommels moins deux.

Représentons par P cette somme, et conservons les no-
tations précédentes ; nous aurons, en prenant l'angle droit
pour unité,

P=2a(3—2) +2b(4—2)+2¢(5—2) +2d(6—2) +...,
ou |
P—=23a + 4b+5¢+ 6d+-...) — 4(a+ b+-c+d+...},

" ou encore P—4A — 4F.
Mais A—F=5—2;
done P=4(S—2).

(*) Géomélrie de Legendre, 12¢ édition, page 308.
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THEOREME X.

Dans toul polyédre convexe, la somme des angles polyédres est équivalente
d 'excés de la somme des angles diédres sur antant de fois 2 diedres droits
que le polycdre a de faces moins deux (*),

D’aprés un théoréme connu, chacun des angles triédres
du polyedre est équivalent.a 'excés de la demi-somme
de ses angles diddres sur 1 diédre droit. De méme,
chaque angle tétraédre est équivalent & ’excés de la demi-
somme de ses angles diedres sur 2 digdres droits, et ainsi
de suite. D'ailleurs, chaque angle diddre du polyedre appar-
tient & deux angles polyédres. Si donc nous prenons’angle
diddre droit pour unité, 1a somme de tous les angles polyé-
dres sera égale A1'excés de 1a somme des angles diédres sur
la quantité

a (3—2) 4+ B(4—2) + v (5 —2)+...

Or, cette quantité est égale & 2A —28; ou, par le théo-

réme d’Euler, égale & 2(F —2). .

THEOREME XI.

81 une surface polyédrale convexe peésente une seule ouverturg, ayant m cdles
non situés dans un méme plan, on pourra loujours fermer celte ouverture
au moyen d’une surface polyédrale ayant au plus m—2 faces, de maniére
i obtenir un polyédre convexe fermé de tontes parts.

Soit ABCDEF le contour brisé qui termine la surface
convexe. On pourra toujours faire passer un plan ui con-
tiennie au moins trois des sommets A, B, G, D, E, F,et
qui laisse d'un méme cOté les autres sommets et la surface

("} On doit 2 M. Meyer cet intéressant Théoréme. (Voyez Bulletin de
I’ Académie de Belgique, tome XV, page 268.)
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polyédrale. Soit, pour fixer les idées, AEC la face ainsi ob-
tenue. Par les sommets A, G, faisons passer un plan qui
laisse encore d’un méme coté tous les sommets de la surface,
et supposons que ce plan tourne jusqu'a ce qu'il rencontre
un nouveau sommet, B par exemple ; ACB sera une nou-
velle face. En continuant de la sorte, nous obtiendrons une
série de faces planes, dont 'ensemble fermera 1’ouverture
ABCDEF. Le nombre de ces faces sera le plus grand
possible quand elles seront triangulaires et qu’elles auront
. un sommet commun A ; mais alors ce nombre sera évidem-
ment m—2. De plus, le polyedre résultant sera convexe; car
si le plan EDC, par exemple, coupait 1a surface polyédrale
proposée, le coté CD, prolongé, devrait aussi couper cette
surface, laﬁuel]e ne serait pas convexe, contrairement a
I'hypothése.

THEOREME XIl.

. .

Si la surface d'un polyédre convexe est partagée en P parlies séparées les
unes des autres par A aréles formant R réseanx isolés, el que § soit le
nombre des sommels situés sur ces aréles, on aura

P4-S=A-4R+1 ().

Considérens d’abord le cas ot les A arétes sont liées entre
elles, de maniere i ne former qu’'un seul réseau.

L'égalité P+4-S=—=A—+2 est évidente si la surface totale
du polyédre est décomposée en deux parties seulement,
par une succession d’arétes formant un circuit fermé. Car
alors P==2, S=A. Subdivisons l'une de ces parties en deux
autres, au moyen d'une ligne de séparation formée par des

(') Cette ingénieuse généralisation du théoréme d’Euler a été donnée
par M. Thibauit. (Voyez les Nouvelles Annales, t, 11.)
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arétes consécutives, et terminée A deux sommets déja consi-
dérés. Alors P augmente d'une unité; mais, en méme temps,
I'augmentation de A surpasse d’une unité I'augmentation de
S; d’out il résulte que P+ S — A ne change pas. La méme
conclusion subsistant pour chacune des subdivisions nou-
velles qu’on peut effectuer, la premitre partie du théoréme
est démontrée.

Admettons maintenant que les A arétes ne soient pas
toutes liées entre elles, de sorte que leur ensemble consti-
tue R réseaux isolés les uns des autres.

Lions entre eux, par une succession d’arétes intermé-
diaires, deux réseaux consécutifs, et considérons le nouvel
ensemble composé d’un réseau de moins.

P n’a pas changé, mais I'augmentation de A surpasse
d’une unité I’augmentation de S; ainsi P+ S — A dimi-
nuera d'une unité. En diminuant ainsi successivement d’une
unité le nombre des réseaux, on aura, 3 la fin, diminué
P+ S—A de R—1 unités ; mais alors toutes les arétes se-
ront liées entre elles, etl'on aura P4~S—A—(R—1)=2,
ou P4-S=A +4R~+1. Le théoréme est donc démontré.

THEOREME XIII.

Deux polyedres convexes P, P sont égaux lorsqu'ils ont toutes leurs faces
égales chacune & chacune, el semblablement disposées.

Pour démontrer que les deux polyedres sont égaux, il
suffit de faire voir que chaque angle polyédre du premier a
son égal dans le second. Si cela n’a pas lieu, c’est que les
angles polyédres de P seront, en tout ou en partie, diffé-
rents des angles polyédres de P’. Ce second cas peut faci-
lement étre ramené au premier.

16
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En effet, soit SABCDE un angle polyedre de P, lequel a
son égal dans le polyedre P’. Sinous enlevons cet angle S,
et que nous fermions |'ouyerture ABCDE par une surface
polyédrale convexe (Th. XI), nous remplacerons le polye-
dre P par un polyédre Q, ayant moins de faces, moins de
sommets et moins d’arétes que n’en avait le polyedre P.
Nous pourrons de méme supprimer dans P’ I'angle po-
[yddre S’ égal 2 S, et nous formerens up polyedre Q' dont
toutes les faces seront égales a celles du polyédre Q. Iin
continuant de la sorte,.nous arriverons nécessairement
(puisque les polyadres P, P’ sont supposés inégaux) a deux
derniers polyédres convexes T, T’ ayant toutes leurs faces
égales chacune a chacune, et tels, qu'aucun angle polyedre
du premier n’aura son égal dans le second. Le second ¢as
que nous ayons i examiner sera ainsi réduit au premier.

Admettons donc, s’il est possible, que chacun des anglés
polyedres de P soit différent de 1'angle correspondant du
polyedre P'. Regardons ce dernier polyédre comme une
transformation du polyédre P, et, dans cette hypothése,
mettons le signe + sur I'aréte de chaque diédre qui a aug-
menté, et le signe — sur Paréte de chaque diddre qui a di-
minué. D’apres le Théoreme XX du Livre V, le nombre N
des changements de signes obtenus en faisant le tour de cha-
cun des angles polyedres de P, et le nombre S des som-
mets de P, vérifient la relation

NS4S. s

Observons maintenant que deux arétes cousécutives d’un
angle polyédre appartiennent toujours 2 une méme face de
P, et n’appartiennent qu’a cette face; donc le nombre N
doit étre égal au nombre total des variations de signes ob-
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tenues en faisant successivement le tour de chacune des
faces du polyedre P.

Or, pour chaque face triangulaire, le nombre des varia-
tions de signes est, au plus, égal 4 2. |

Pour chaque face quadrangulaire,®le nombre des varia-
tions de signes est, au plus, égal & 4.

En général, si le nombre des cotés d'une face est pair
et égal & 2n, le nombre des variations de signes obtenues
en faisant le tour de cette face sera, au plus, 2n; et si le
nombre des c6iés d’une face est impairjet égal & 2n4-1, le
nombre des variations de signes ne surpassera pas 2n.

Cela posé, soient a le nombre des faces triangulaires, b
le nombre des faces quadrangulaires, etc, ; nous aurons

NZ2a+ 4b + 4c+ 6d + 6e 4+ 8f+ 8g+...
D’ailleurs, 2A==3a -+ 4b~+ 5¢+6d+Te+-...,

d'on 4AA—4F—=2a+ 4b—+ 6¢+ 8d+10e—+...
Mais, par le théoréme d’Euler, S+ F=A +2; donc

4S =8 4+ 2a+ 4b—+ 6¢c+ 8d +10e+...;
et, 4 cause de l'inégalité ci-dessus,
NZ4S —8.

———
—

Or, nous avons trouvé N<4S, Par conséquent, le nombre
N serait inférieur &8 45—S8 et supérieur 2 4S; ce qui est
absurde. Donc il n’est pas possible que les deux polyédres
convexes P, P’ qui ont toutes leurs faces égales chacune
i chacune, n’aient pas en méme temps tous leurs angles

polyédres égaux chacun a chacun. Donc ces deux polye-
~ dres sont égaux. |
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: | THEOREME XIV.

{o Dans lout léiraédre, les droites menées des sommels aux centres des
moyennes distances des faces opposées, se coupent loules les quatee en
un méme point, centre des moyennes distances des sommels du télracdre.
(e point esl situé aux (rois quarts de chaque droile, 3 partir du sommet
d’oti elle est menée,

92° Dans toul tétraédre, les droiles qui joignent les milienx des aréles op-
posées se coupent mutucllement en deux parties égales, au centre des
moyennes distances des quatre sommels du tétraédre.

Ces deux théorémes résultent immédiatement des pro-
priétés du centre des moyennes distances, énoncées dans
le Livre V. Ajoutons que la démonstration directe serait fort
simple.

THEOREME XV.

Les droiles qui joignent les sommels homologues de deux polyédres semblables
el semblablement placés, se conpent en un méme point,

(Vovez Th. V, Liv. 1II.)

THEOREME XVI.

Les cenlres de similitude de trois polyédres semblables et semblablement
placés sont en ligne droite,

(Voyez Th. VII, Liv. II1.)

THEOREME XVII.

Les six eentres de similitude de quatre polyédres P, P’, P, P, semblables
el semblablement placés, sont dans un méme plan.

D’aprés le théoréme précédent, les quatre polyedres,
considérés trois i trois, ont quatre axes de similitude, les-
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quels contienneut chacun ¢rois des six centres de similitude.
De plus, chaque centre de similitude est i la fois sur deux
axes : par exemple, le centre de similitude des polyedres
P’, P” estsitué sur 'axe des polyedres P, P’, P’, et aussi
sur 'axe des polyédres P, P”, P”. Donc les quatre axes et,
par suite, les six centres, sont dans un méme plan, nommé
plan de similitude.

THEOREME XVIII.

\

Dans lout tétraédre, le plan bissecteur de chaque angle diédre partage I'aréte
opposée en deux segments proportionnels aux aires des faces adjacentes.

Considérons le plan AED, qui divise en deux parties
égales 'angle diedre dount I'aréte est AD. Il s’agit de dé-
montrer que

Bl  ABD
CE ACD’

Projetons la figure sur un plan quelconque, perpendicu-
laire 2 AD. Cette droite aura pour projection un point I;
et les plans ABD, AED, ACD, étant perpendiculaires au
plan de projection, auront pour traces des droites IB’, IE’,
IC telles, que IE’ sera la bissectrice de ['angle formé par
IB et IC. Enfin la droite BEC se projettera suivant une
droite B'E'C’.

Cela posé, on a, dans le triangle B'IC’,

B'E 1B
CE ™ 1C”

Mais il est facite de voir que B’'E’, C'E’ sont proportion-
nelles 4 BE, CE ; et que B'I, C'I sont égales, respective-
ment, aux perpendiculaires abaissées des points B, C sur
AD, base commune des triangles ABD, ACD. La propor-

Fic. 297.
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Fic. 298.

Iic. 299,

tion précédente revient donc a celle quil s’agissait dé dé-
moiitrer. -

PROBLEME 1.

Déterminer la hauteur d'un tétraédre dont les arétes sont données.

Soit SABC un tétraédre, dans lequel nous prendrons ABG
pour base, et SP pour hauteur correspondante. Du point P,
projection du sommet S; abaissens PD perpendiculaire sur
BC, puis menons SD: cette derniére droite sera perpendi-
culaire & BC. |

Supposons maintenant que nous fassions tourner la face
SB autour de BG, jusqu’a ce qu’elle vienne se rabattre dans
le plan ABC. Dans ce mouvement; la droite DS n'aura pas
cessé d'étre perpendiculaire 3 BC; donc, lorsque les plans
des deux faces coincideront, cette droite DS viendra en DS’
sur le prolongement de PD. Ainsi, quand on fait tourner
une des faces du tétraédre autour du cOté commun 2 cette
face et 4 la base, jusqu'a ce qu’elle vieune coincider avec
le plan de la base, le rabattement du sommet et le pied de
Ia hauteur du tétraddre, sont situés sur une méme perpen-
diculaire a I'axe de rotation.

Soit actuellement, en vraie grandeur, ABC la base du
tétraddre, et soient BCS’, ACS”, ABS” les rabattements des
trois autres faces. Nous aurons

AS"'=AS", BS'=BY’, (§5'=C(CY".

Si, des points S’, 87, S”, nous abaissons des perpendi-
culaires sir les cotés correspondants, ces trois droites de-
vront se couper en un méme point P; projection du som-
met inconnu. En outre, la hauteur SP est un c6té de 'angle
droit du triangle APS, dans.legiiel AS==AS" est I'hypoté-
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nuse. Si donc nous décrivons ne demi-citconféreiice sur
AS’ comme diamélie; si, du point A comme centre, ilous
‘trigons 'arc PD ; et si noiis inenons S’D, cétte droite sera
ézale a 14 hauteur du téfraedre.

Lorsque les arétes seront-dontiées en nombreés, on potifra
calculer, d’aprés cétte constriiction, I'expression dé 12 hau-
tetit dii tétraddre, et ensuité déterminer le volume de ce
corps ; mais cette méthode est moins simple que la sui-
vante. | '

PROBLEME il.
Calculer, en fohclion des arétes, le volume d'up lélr;aédrc;

Considérons d’abord le cas ol les arétes SA, SB,_ SC
seraient égales entre elles. Alofs I8 point P, projection du
sommet S, est évidemment lée ceiitre du cercle circonscrit
au triafigle ABG; et la droite AP est le rayon R de ce
cercle. Si donc nous représentons par «, 3, y les cotés BC,
AC, AB de la base, par ¢ la longueur commune des arétes,
par h la hauteur du tétraddre, et par A Paire de sa base,
nous aurons

A=}V (ot (&) (et-y— B (B 7<)

oY g
R=21, =@—R.

|

Le volume v sera ensuite donné par la formule V=: Ah

|

d’oi1, en faisant la substitution indiquée,

iy

Fi;. 2"38.

v=g5V le Bt B—Naty—B) BHy— ) F—F7. (4)
Soit actuellement un tétrdgdre quelconque SABC; dési- Fig. 300.

gnons par «, b, c les trois cotés de la face ABC, et par
o', b', ¢’ 1e$ drétes SA, SB; SC, reSpectivemént opposées 2
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ces cotés. Sinous prenons les distances SA’, SB’, SC’ égales
a une longueur quelconque d, nous formerons un tétraddre
SA’B’G’ dontle volume sera donné par la formule précédente.
D’ailleurs, ces deux tétraédres, ayant un angle triedre com-
mu, sont entre eux comme les produits des arétes qui com-
prennent cet angle ; de telle sorte que si nous appelons V le

Fl.t

be' . .
volume cherché, nous aurons V="x5; et il ne s’agira plus

que d’exprimer, en fonction des données et de o, les arétes
o, 3, 7.

Pour cela, considérons le triangle ABS et le triangle iso-
cele A’'B'S, qui ont un angle commun.'S. Abaissons, des
sommets B, B’, les perpendiculaires BD, B'D’ sur le coté

AS. Nous aurons, 3 cause des triangles semblables,
SD__ SB_ V¥,
SO’ SB'T 8°
puis, dans les triangles SA'B’, SAB :
=202 —20.8D’, ¢*=qa'?4b'2—2a’'.SD.
Ces deux équations donnent
SD __ abemc® §

ST = @
L ] afi_l__brg__cg 3 b:_
Done S T8

» 2z let+ad'—b)(c—a'$-b)
d Ou y E— a albl -

Une permutation tournanie donne ensuite

a+b'—c') (a—b+c
o =02 ( e ) .
@2 "‘_62 (b'l' ¢'— a’) (b—' C'+a’)
T c'a’ ’

Observons maintenant que le produit
- P=(o+fB+7y) (a+B—7) (a4 y—B) (B+y—2)
devient, étant développé,
— b ey ok Q- 2B 2970
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Par conséquent, si, pour abréger, nous posons
(a+b'—c') (a— b+ ¢ )=m2,
(b+c'—a')(b—c'+a')=mn2,
(c4+a'—b') (c—a’'+ b")=p?,

nous obtiendrons d’abord

34
P=—ppign [— a""'mi—b"n! — c"p*+-2a'b'mini+2b'c'n*p*+2¢'a'pPm®] ;

puis

o3
v=m?|f—-a'%n"-b"n"—c"p'+2a’b'm“n9+2b'c'nfp’+2(:'a'p‘m“- mentps,

et ensuite

V-“—‘:—g —a"*mA—b"Int—c3pd4-2a'b'mIn®4-2b' c'n?p?+-2¢'a' pdmt—mnipt.

La quantité placée sous le radical peut étre décomposée
de cette maniére :

— (@M b'n)2—p2(m2—2b'c"){(n2—2a'c’' )+ 2a’b'¢' 2p? — ¢'2p( pt— 2a’'D").
Conséquemment, si I’on pose !

mi—2b'¢c'=m'3,

nt—2c¢'a’'=n",

pPr—2a’'b'=p",
on aura, au lieu de cette méme quantité,
—(a'm'2—=b'm'®)?—(p'*+-2a'b'ym'*n'*+2a'b'c"?(p'*4-2a'b' ) —c'3p'Y(p'?--2a'd';
ou, en réduisant,

— a"mb— b A — "2 — " - 4 0/ B30,

L’expression du volume devient donc

V= 112" |/_4 a0 2= a3 —=b'IA— c"p't—m/In 2", (B)

Observons maintenant que les valeurs de m?, n?, p* don-
nent
m't=a@*—(b'—c')2 ~—2b'¢c'=a*— b'2—¢'?,
N2z htee (' — 02— 2¢ 0" = b2—¢'2— a2,
pt=ct—(a'— b')2—2db'=c}—a"*— b,
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Dans chaque cas particulier, oil calciilerd les qiiahtités
m'2, n'%, p'2, aprés quoi on subsiituera leiirs valeurs dans la
formule précédente. Mais si nous voulons exprimer V en
fonction explicite des ardtes, commencons par former les
différents termes de la quantité plicée sous le radieal. Noiis
aurons ainsi :

a?m''=—a%a"?— 2 (b'%4-¢'2) a?a’'2- (024~ c'2)%0'2,

Bn'h = b4'2 — 2(c"24- ') 626" 24 (¢'2+ a'2)2D'e,

c'2p't=cc'2 — 2{a'?+ b'?) c2¢'2+ (a2 b'2)%¢'%;

m'in2p i B8 — (/2 B/2)a2bR+ (a2 b'E) [0/t ¢ Y at —{a/t4+-b) (b'8--'2) c'3+-a'2).
— (b2 9)b2e4-(b"24-0"3)(b'2-a"2b2
—(c'*4-a'2)c2a2A-(c"2+a'?) (c'2-+b'2) 2.

La somime des seconds membres peut étre mise sous la

forme
§0/2"2C " — 020" B - b 4019 — @Y — D PB4 bY)
___CTCI'.! (aﬁ+b2_ c?+a’9+b’2_ c’i )+a?b?cz+ a?b"?c' 9+b10-”a'!+c?afﬂb'9'

La formule cherchée est donc enfin :

1 a’a"(b’+c’—-a’+b”+c"—a'=)+b'b"(c'+a’—b’+c”+a"—b"+] C
..._.12 [ctcu(a:+b:_c:+a;j+b,,_cr,)_anbzéi’_a:bmcu_bacnau_cnanbu ( )

PROBLEME 1II. -

Couper un tétraddre ABG pak un plan P, paraliéle aux déux arélés opposées
AC, BD, de inanitre que la section EFGH soit un maximuni.

Fic. 302.  Le plan P, étant parallele a BD, doit couper les deux
faces ABD, CBD suivant des paralltles & cette aréte. De
méme, il coupera les deux autres faces du tétraédre suivant
des paralleles a aréte AG. Conséquerment, le quadrilatére
EFGH est un parallélogramme daiis lequel I'angle HGF est
égal A 'angle des arétes AC, BD.

1t résulte, de eefte observation, que ce parallélogramme

sera maximum en méme temps que le-rectangle construit
sur les deux ¢oés HG, GF.
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Or, a cause deés paralleles,

., BG GC
HG=AC., . GF=BD.fz;

d'oi HG.GF=2522 BG.GC.
. BC

Dans le second membre, tout est constant, & 'exception
des deux segments BG, GC de I'aréte BC. D’apreés un théo-
réme connu, le rectangle de ces deux segments sera le plus
grand possible quand ils seront égaux entre eux, c'est-d-
dire quand le point G sera le milieu de BC.

11 faut donc, pour résoudre le probléme, mener le plan P
de manidre qu'il soit également distant des deux arétes op-
posées AC, BD.

PROBLEME 1V.

Par les milieux E, F de deux aréles opposées d'un tétragdre ABCD; on fait
passer une infinité de plans. Quel est celui qui détermine la section [a plus
pelite én surface?

Soit EGFH le quadrilatére déterminé par 'un quelconque
des plans sécants. Menons la diagonale EF, et abaissons,

des sommets G, H, les perpendiculaires GG', HH' sur FE.
Le quadrilatére a pour mesure %EF (GG'+HH").

St le plan sécant tourne autour de EF, le facteur
GG’ HH' variera de grandeur, l'autre étant constant. 1l
suit de 1a que le quadrilattre EGFH sera minimum, lorsque
la somme des perpendiculaires GG’, HH' sera la plus pe-
tite possible.

Par la droite EF menons un plan P, paralléle aux arétes
AC, BD (Prob. III). Généralement, les droites GG’, HH’,

paralleles entre elles, sont obliques & ¢e plan; de plus,,

Fic. 303.
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elles sont égales entre elles, parce que le plan P est éga-
lement distant des arétes AG, BD. Leur somme sera donc
un minimum quand elles seront perpendiculaires au plan.
Alors GG’ sera la commune perpendiculaire zux droites
BD, EF; HH’ serala commune perpendiculaire aux droites
EF, AC ; et le plan EGFH sera perpendiculaire a P.

Ainsi, pour résoudre le probleme proposé :

Faites passer par la droite EF un plan P, paralléle aux
arétes AG, BD ; par cette méme droite, menez un plan P’
perpendiculaire au premier : il déterminera la section mi-
nimum.

PROBLEME V.

Partager une pyramide quadrangulaire réguliére SABCD en deux parties
équivalentes, au moyen d'un plan BEFG passant par 'un des colés de
la base.

Par le sommet S, menons un plan SGH, perpendiculaire
aux arétes AD, BG: il partagera la figure en deux parties
symétriques; en sorte que si nous abaissons SO perpendi-
culaire A la base, et SP perpendiculaire au plan cherché
CEFB, ces deux droites, hauteurs des pyramides SABCD,
SEFBC, seront contenues dans SGH.

Les volumes de ces deux pyramides sont proportionnels

—_—
a2 AD.SO et BC+EY. 1H . SP. Or, si nous abaissons HM

2

perpendiculaire 4 SG, nous aurons
AD.SO=GH.SO0=SG.HM, et IH.SP==51.HM.

Nous pourrons donc remplacer les quantités ci-dessus par

AD.SG et A22FET gL
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Observons actuellement que la pyramide SEFBC doit étre
‘équivalente 2 lamoitié dela pyramide donnée; d'ou

AD .SG—(AD +EF)SI.

Dans cette égalité, remplagons AD, EF par les longueurs
proportionnelles SG, SI'; et nous aurons.

—2
SG=(SG—+-SI)SI,
- SG SI
ot SI T SG—SI°
Cette dernitre proportion fait voir que [e plan cherché

doit partager en moyenne et extréme raison la hauteur SG
de la face ASD.

PROBLEME VI.

Etant donné un paralélipipéde dont toutes les faces sont des losanges égaux,

on demande le volume de ce polyédre, en fonction des diagonales des
faces.

Ce parallélipipede, dont le cube est un cas particulier, Fie. 303.
porte, en cristallographie, le nom de rhomboédre, parce que
le losange est aussi appelé rhombe.

Imaginons qu’au sommet A du rhomboédre se réunissent
trois angles plans égaux BAD, DAE, EAB ; et, pour fixer
les idées, supposons-les obtus. Alors, si nous menons BD,
DE, EB, ces droites seront les grandes diagonales des fa-
ces AC, AH, AF ; de plus, elles seront égales entre elles,
puisque ces faces sont des losanges égaux.

" Par ces droites, faisons passer un plan BDE ; nous ob-
tiendrons un tétraedre ABDE équivalent 3u sixidme  du
rhomboedre.

En effet, ce tétraédre est équivalent 4 la moitié de la
pyramide quadrangulaire qui a pour base ABCD et pour
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sommet le point B, et cette pyramide est le tiers du rhom
boédre.

Nommons g la grande diagonale DE, et p la petite dia-
gonale AH ; nous aurons

S
AB=AD=AE=(}/¢*+p".

Par suite, et d’aprés la formule (A) trouvée ci-dessus
(Prob. II), le volume du tétraddre sera 2—1-92 V_'Z)p?-— g>.

Le volume du rhomhoddre est donc

V=1V 3p—¢

Remargues. 1. Le rhomboédre que nous venons de con-
sidérer est appelé rhomboédre obtus. Il est facile de voir
qu'avec les mémes faces on peut généralement former un
autre thomboedre dans lequel les trois angles plans égaux
qui se réunissent en un méme sommet, sont aigus. Le vo-
lume de ce rhomboédre aigu sera, d’aprés la formule précé-
dente, en permutant les lettres,

V= pV 3t

I1. Le premier rhomboedre est toujours plus petit que le
second, excepté quand p==g; alors les deux polyédres se
transforment en deux cubes égaux. |

Ill. V deviendrait imaginaire si I'on avait 3p2<Z ¢2; donc
le rhomboédre obtus n’est possible que si le rapport de la

grande diagonale & la petite est inférieur 2 V3.
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PROBLEME, VII.

Etant donné un dodécaédre dont toutes les faces sont des losanges égaux,
on demande, en fonction de F'aréte, le volume de ce polyédre.

Ce polyédre, que 'on rencantre dans la nature, est ap-
pelé dodécaédre rrhombo'idal._ Il est représenté dans la fi-
gure 306.

Imaginons que trois angles obius-, égaux entre eux, se
réunissent par leur sommel commun G, de maniere i for-
mer un angle triédre. .

Par le point G, menons, dans l'intérieur de cet angle,
une droite GS, également inclinée sur les arétes. Prenons
GA=GB=GC=GS; achevons les losanges GI, GK, GL;
puis, par les sommets A, 1, B, K, C, L, menons des droites
égales et paralleles & AS : les extrémités de ces lignes se-
ront les sommets d'une ligne brisée DMENFP, égale i
AIBKCL. Enfin, concevons que les plans PDM, MEN, NFB
viennent se couper en un point H, opposé an sommet G;
le polyédre GH sera un dodécatdre, décomposé en quatre
p{li_‘;l_ll,élipipédes.,, Si Uangle obtus AGB a été convenable-
ment choisi, ces quatre paraliélipipédes seront, comme on
le reconnait aisément, des rhombo&dres égaux entre eux,
et le polyedre GH sera le dodécaédre rhomboidal qu’il s’a-
gissait de construire.

Afin de déterminer I'angle AGB ou le losange AGBI, ob-
servons d'abord que, d’aprés la construction précédente,
les trois angles diédres ayant pour aréte commune GS sont

. &
égaux entre eux; donc chacun d’eux vaut les 5 d'un angle
diedre droit.
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Cela étant, faisons passer un plan suivant les sommets
A, B, M; nous détacherons du dodécaédre le tétraédre
ABMI (fig. 307), dans lequel chacun des angles diedres

Al BI, MI est égal a gd. Abaissons, du sommet I, la per-

pendiculaire IO sur le plan du triangle équilatéral ABM.
Abaissons aussi, des points B, M, les droites BT, MT per-
pendiculaires A V'aréte Al : elles se couperont en un méme
point T, parce que les triangles AIB, AIM sont égaux; et
comme I'angle de ces droites mesure I'angle dizdre suivant
Al, nous aurons

BTM=} =BOA.
Il suit de la que les triangles isocéles BTM, AOB sont
égaux ; donc, par une propriété connue, BT——BO—-%; .

Enfin, si nous abaissons IU perpendiculaire sur AM, les

triangles AIU, AMT donneront

AL__IU
AM ™ MT"

Représentons par ¢g la grande diagonale AB de la face
AGBI, et par p la petite; nous aurons AM=AB=yg,

IU:%p, AI:.-; Vg2 +p2, MT=BT=-§§; et la propor-

tion précédente donnera
Vi+pi=pV3; dol %zl/ﬁ.

Ainsi, dans le dodécaédre rhomboidal, les diagonales de

chaque face sont entre elles comme V2estal.
Conséquemment, si 'on désigne par a 1'aréte du rhom-
boédre, on aura

=3V P 2P =5pV3;
puis p.__—_.z-aﬁ), g=§al/-6.
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La formule trouvée dans le Probléme VI donnera donc,
pour le volume d'un des quatre thomboédres,

b 2'/4(32

Mull,iplianl; cette quantité par 4, nous obtiendrons défi-
nitivement, pour le volume cherché,

V:%Ea""l@;.

:,.la:
rm &~
Pl
[
)

PROBLEME VIIL.

On prend, sur les arétes d'un cube, & partir des sommels, les distances El,
EK, EL, AM... égales enlre elles (fig. 508). On méne les plans AlF,
HLF, AK1L..., lesquels déterminent un polyédre ayant pour faces vingl-
quatee quadrilatéres égaux. On demande d'évaluer la surface et le volume
de cc corps.

L.e polyédre obtenu par la construction qui vient d’étre
indiquée appartient, comme le rhomboédre et le dodécaedre
rhomboidal, a la cristallographie. On I'a appelé frapé-
zoédre. 11 est représenté dans la figure 309.

Les six faces du cube sont situées de la méme maniére a
I’égard du centre O de ce polyédre. Conséquemment, les
vingt-quatre faces du trapézoédre sont égales entre elles et
également distantes de ce point; et les pyramides ayant
pour bases les faces et pour sommet commun le centre,
sount égales entre elles. Il suffira donc d’évaluer la base de
'une d’elles; ainsi que leur hauteur commune.

Prenons i part (fig. 510) le tétraédre AIFO, qui a pour
base la section AIF faite dans le cube par 'un des plans limi-
tant le trapézoddre. Désignons par @ I'aréte du cube, et par
b la distance constante IE (fig. 308), laquelle est supposée

17



258 THEOREMES ET PROBLEMES

. 1 .. . . .
moindre que 5 a. Nous aurons, ainsi qu’il est facile de le voir,

AF=alV 2, IA=IF=V a?+-b?, 0F=OA=%AG:% aV’3;
puis
o=} o)+ (La—tP=}/ To—ab+p
Soit N (fig. 310) le milieu de AF; menons IN; abaissons
OP perpendiculaire sur cette droite : OP sera la hauteur

commune de nos pyramides. Abaissons ausst 1Q perpen-
diculaire 3 ON. Nous aurons, dans le triangle OIN,

OP=IQ [
Or, dans la figure 308, ON est paralléle 4 HE; donc
10=;EB=;al2.

D’ailleurs,
—_—2 —_— ) -
ON=1a, IN=}/ E+EN=}" b*+;e;
i
i 3¢ 1 a*

. IR IL  IE
Si nous menons 1L et AH, nous aurons z3 = 45== b

oE’
ol IR IE
ou A~ [EFHE"
S m—__% vy 3
Ainsi, . IB—-a+bl/a 4+ b2,

Considérons maintenant en particulier le triaungle isocele
AIF (fig. 311), dans le plan duquel est située une face du
trapézoedre. Le plan HLF (lig. 308) coupe AIF suivant la
droite RF (fig. 311); et, si nous prenons IR'=IR, la droite
HR’ représentera l'intersection des plans AlF, HKA
(fig. 308). De plus, le plan passant par les points B, M, E
coupe le plan AIF suivant une droite qui contient N, et
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qui est parallele A IF. Si done, par le point N (fig. 311),
nous menons NF’ paralléle & FI, et NA’ paralléle & Al, le
quadrilatére NSUT sera, en vraie grandeur, I'une des faces
du trapézoedre. |

Pour mesurer ce quadrilatére, représentons, pour abré-
ger, AF par 2«, Al par 3, NI par h, et IR par y. Nous
aurons, en menant NX parallele a FRR,

Ul IR Y 2y
= ; _ ;
Nty P

o §
Bty

Les quadrilaiéres IRUR', NTUS sont évidemment sem-
blables; donc

d’ott | Ul=

NTUS=IRUR’ ('—J-PI)

' 1 . ' thﬂg
Or, IRUR’ a pour mesure ; Ul RR'= B + QaB B
B _ Shayt B-—'r __1ba (3—7)”..._

en appelant F I'aire d’'une face.
Mais a=30V'2, f=V@+B, y=_5V P+,
h=V (3 aca"""l/b%-I--i-a?-

1
donc Py +b)( —ran V @20

Enfin, si nous multiplions cette quantité par

2% 1 a?
3 "2 Va2+-258°

nous aurons, pour le volume cherché,

Ve oo &
— (a+b)(a-+2b)°
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PROBLEME 1X.

Dans une pyramide quadrangulaire SABCD qui a pour base un trapéze ABCD,
on donne: 4° la face SAB; 2° les directions des arétes paralltles AD,
BG; 3° les angles de la face SCD; et 'on demande de construire la
pyramide,

Du sommet S, abaissons SP perpendiculaire au plan de
la base, lequel est connu de position. Abaissons ensuite
PQ perpendiculaire au ¢6té inconnu CD, et menons SQ :
cette droite sera la hauteur de la face SCD, laquelle est
donnée d’espéce, mais non de grandeur.

Le rapport des segments CQ, DQ est donné; si done
nous divisons le coté AB, au point E, dans ce méme rap-

port, le pomt (@ sera situé sur EE’ paraliéle & BC.

D’un autre cdté, le rapport %% est connu; donc si nous

supposons QR=QS, le point R sera situé sur une parallele

FF’ a BC, passant en un point F déterminé par la propor-
SQ _ EF
CQ~ BE

Menons PR et RS; nous aurons

tion

? 2 2 V 2 T 2
RS==SP 4+ PR=5P +PQ 4+ QR=20QR;

d’on QBj—PQi—-SPf Ainsi, dans le triangle PQR, rec-
tangle en Q, la différence des carrés construits sur les cotés
de I'angle droit est connue. La construction de la pyra-
mide est done ramenée a ce probleme de Géométrie plane :

Déterminer un triangle rectangle PQR, dont un sommet
P est donné, dont les deuxz autres sommets Q, R sont situés

sur deux paralléles données ER', FF', et dans lequel la
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différence des carrés construits sur les cdtés PQ, QR de
U'angle droit, est égale & un carré donné m?.

Pour résoudre ce dernier probléme, abaissons PP’, RR'
perpendiculaires 3 EE’. Nous aurons d’abord

2 2 2 2 ? 2
QR=QR'+RR’, PQ=PP'+P’'(};
2 2

—— —2
d’oul m*=QR’'—P'Q +RR'—PP".

Les longueurs PP’, RR’ sont connues; donc la derniére

_—2 2 3
équation équivaut & QR’—P’Q==¢?, « étant une droite

donnée. |
Ensecond lieu, les triangles PP’Q, QR'R sont semblables,

comme ayant les c6tés perpendiculaires; donc QE" =i ’0
ou QR’-P'Q=PP’'RR".
Le rectangle des segments QR’, P’Q étant connu, ainsi

que la différence de leurs carrés, le probléme ne présente
plus aucune difficulté.

PROBLEME X.

Couper parun plan un prisme triangulaire donné, de maniére que la seclion
soil semblable & un triangle donné.

On peut toujours supposer que la section passe par un
sommet de 1a base du prisme; alors elle retranche du prisme
une pyramide ayant pour base un trapeze; et l’on est ra-
mené au probléme précédent.

Remarque. Cette solution , remarquable par sa simpli-
cité, est due A Sitmon Lhuilier. En la modifiant 1égérement,
on peut 'appliquer & cet autre probléme :

Projeter un triangle sur un plan donné, de maniére que
la projection soit semblable & un triangle donné.
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PROBLEME XI.

Sur les colés d'un hexagone régulier ABCDEF, on éléve six plans, perpen-
diculaives & celui de cetle figure. On prend les aréles non consécutives
BB', DIV, FF', égales entre clles. Enfin, par chacune des droites B'DY,
D'F, F'B', et par un point §, situé sur I'axe de 'hexagone , on fait passer
des plans 8B'G'D’, SD'E'F’, SF'A’R’. Comment doit-on prendre le point §,
pour-que la somme des faces dn polyedre ainsi formé soit un minimum ¢!

Remarquons d’abord que le volume de ce décaédre est
indépendant de la position du point S. En effet, ce corps se
compose de douze prismes triangulaires égaux 3 OBCSB'C,

. ou symétriques de OBCSB’C’; et il est facile de voir que

ce dernier prisme a pour mesure OBC.BB’.

Actuellement, pour déterminer, parmi tous les polytdres
construits comme il vient d’étre dit, celui dont la surface
latérale est la plus petite possible, observons que cette sur-
face se compose de six trapézes égaux 3 BCB'C’, et de six
triangles égaux & SB'G’. 1l suffit done que BCB'C’+ SB'C/
S0t un minimum. .

Menons les diagonales OC, BD du losange OBCD, et
les diagonales SC’, B'D’ du losange SB’C’D’; menons en-
core la droite II' qui joint les centres de ces deux figures.
Nous aurons, comme il est aisé de le reconnaitre,

BC:2CI=?\-/-I—2-., BB'=II', IB=IB'.
Le trapéze BCB'C’ a pour mesure

o oen VB
;(BB'+CC’) BC= (BB'+ CC ) e

D’un autre coté, I'aire du triangle SB'C’ est I'B’ . I'C’.
La quantité qu'il faut rendre minimum est donc

(BB'~+CC/) Lz + B I'C.
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En négligeant le facteur constant 1'B’, ainsi que le terme
constant BB’, on la réduit a
' S/C; +I'C".
Prenons & part (fig. 315) le trapéze ICY'C’, dans lequel les
deux cotés perpendiculaires IC, I’ sont donnés. Menons C'G
parallele & IG; et, A cause de CC'=II'—GI’, il nous suf-

fira de chercher le minimum de la quantité I'C'——\E-/.g-.

Pour cela, désignons G’'G par a, GI' par z, et ['C'— 3‘.’

par z; nous aurons

Va4 ot —Zo=z; dou 2:{:2—2%:1:!/_5+5(a2 %)=0.

Cetie équation dn second degré a ses racines imaginaires

. . . 2 . .
- tant que 2z est Inférieur a ;e?. Conséquemment, le mini-

mum de z est al/— et la valeur correspondante de x est

QQVQ.

1l résulte de 1a que la surfuce latérale du polyedre pro-
posé sera la plus petile possible, quand la différence entre
les arétes BB’ et CC’ sera égale au quart de la diagonale
du carré construit avec AB comme cilé.

Remarque. Le polyédre dont nous venons de nous oc-

cuper est celui qui constitue chacun des alvéoles de I'a-
beille.

PROBLEME XII.

Partager un trone de pyramide en parlies proportionnelles d des nombres
donnés, par des plans paralléles aux hases.

Ce probléme n’est pas susceptible d'une solution gra-
phique, fondée seulement sur emploi de la régle et du
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compas. Nous allons done chercher les expressions algé-
briques des différents segments de la hauteur du tronc :
elles permettront, dans chaque cas particulier, de calculer
les valeurs numériques de ces lignes.

Soient B, b les deux bases, et H 1a hauteur du tronc.

Supposons, pour fixer les idées, que ce polydédre doive
étre partagé en quatre parties, proportionnelles a m, n, p,
q; et soient x, y, z, ! les hauteurs de ces segments.

Prolongeons les faces latérales du tronc, de manitre i
reconstruire les deux pyramides dont il est la différence.
Soit b la hauteur inconnue de la petite pyramide; alors
H -k sera la hauteur de la grande.

Nommons actuellement B’, B”, B” les aires des sections
faites dans le trone par les plans paralléles aux bases ; nous
aurons, par un théoréme connu,

B B’ B B v
(H+hP™ (H4+-h—ax)t ~ (H4+h—x—y)2~ (H+-h—a—y-—3)2" AY

En comparant chacun des segments au tronc total, nous
obtiendrons ensuite

(B+B'+ VBB )z__m
(B+b-+ VBb)H s’
(B'+B'-+VBB)y_
(B<+-b-+ VBbH)H ~ ¢

(B'+B"+V B'B%) z
(B4+b+VDBb)U
(B"4+-b+ VB*O)t

(B+b+VBHH

P
S?

b

LI

en appelant s la somme des quantités m, n, p, q.
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Les premiéres proportions donnent aisément

VE—VE_ VE-VEF__ VE—VEF_ VE—VE__ VBV
H x Y z

z 4 ’

dod r=Bo=vr =R

VE—VE |, o VEF—VE
w=H5—vr =Hoors

En substituant ces valeurs dans les autres proportions,
on obtient

‘BVB—B VD __

m
BVE—bVDE 8
BVB—B'VE _ n
BVB—-bVD s’
BVB'—BVB!_ p
BVB—bVDL 8’
B?VE—bVh _ ¢
BVB—oVT S’

On déduit, de la dernidre proportion,

B"V/ B bY/5+1(BVB—by'B);
" puis, par des substitutions successives,
B'VB'=by b+ (BYB—bVD),
B'VB'=bVb+ 2 (BVB — VD).

Dans ehacune de ces nouvelles équations, formons les

carrés des denx membres, puis extrayons la racine cubigne
de part et d’autre ; nous obtiendrons

B” =l3/[b I/_E—I-% (BV B— bl/-B)];!
B’ — ls/ b I/f)+2is'-g(Bl/ﬁ—m)]2!
Br__.___la/:bﬂ : "+’;+q(Bl/]-3-—bV5)}g§ ‘
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s VB=)/ Wb+ BV B—bV

puis = + BV B—bVb),
.-_....- 3 ,
VB”=-_-—I/bV_b+p'-—'§-q-(BV—B——bV—5),

.

D7 __. Tl 't |
yB=}, bV b4 BY B0V D).

- 1l ne reste plus qu’a faire de simples substitutions pour
obtenir les valeurs définitives de z, y, %, t. Ge dernier calcul
ne présente aucune difficulté.

PROBLEME XIIL

- Couper un cube par un plan, de maniére que la section soit un hexagone

régulier,

“Prenons les milieux M, N, P, (), R, S de six arétes con-
sécutives du cube : ces six points seront les sommets d un
hexagone régulier satisfaisant a la question. ,

D’abord, le polygone MNPQRS est plan. En effet, les
deux cotés MS, NP, prolongés, rencontrent évidemment en
un méme point 1 le prolongement de 1’aréte FB. Donc ces
deux cotés, et par suite tous les cotés, sont situés dans un
méme plan, paralitle & celui qui contiendrait les sommets
B, E, G du cube.

En second lieu, 'hexagone est équilatéral : car le coté
MS, par exemple, estégalidfla demi-diagonale de la face
ABFE. |

Enfin, chacun des angles de 'hexagone MNPQRS -est

égal 2 -ﬁ d’angle droit. En effet, I'angle SMN est le supplé-

ment (de IMN.!Or, le triangle IMN est évidemment équila-
téral; done, etc.
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Remarques. 1. L’hexagone régulier MNPQRS est isopé-
rimétre avec le triangle équilatéral BEG. 1l est facile de re-
connaitre que la méme propriété subsisterait pour tous les
hexagones déterminéds par des plans paraliéles A BEG.

II. On sait (Th. XVI, Liv. IV) que, parmi tous les poly-
gones isopérimdtres et d'un méme nombre de cotés, le
maximum est le polygone régi,llier; donc, d’aprés la re-
marque précédente, I’hexagone régulier MNPORS est plus
grand que tous les hexagones résultant de la section du
cube par des plans paralléles @ BEF.

PROBLEME XIV.

Tronver, d'aprés les données suivantes, le volume d’un polyédre ABCDA'B'C'D,
ayant pour faces deux rectangles ABCD, AB'CD’ et quatre trapezes ABY'B’,
BCBCY, CDGC'D’, DAD"A': |

AB—a=2=0,
BG=0b=1~%0,
AB'=qo'=—1=0,
B('= 6= 0=,50,
hauteur = £ = 0=,50 {*).

Si I'on imagine le plan mené par les deux arétes oppo-
sées A'B’, CD, il décomposera le polyédre en deux prismes
-triangulaires tronqués B'CC’A’DD’, BB’CAA’D. Pour me-
surer chacun d’eux, menons un plan EFE'F’ perpendicu-
laire & AB - son intersection E'F avec A’B’CD déterminera
les sections droites EE'F, E'FF’ de nos deux troncs de
prismes.

(*) Cette fornie et ces dimensions sont celles des tas de pierres que
les cantonniers disposent le long des routes.

Fig. 213.
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Cela posé, le théoréme sur la mesure du prisme trian-
gulaire tronqué donne :

vol. B'CC’A'DD’'=E'FF. ; (A'B'+-C'D’+CD),

vol. BB'CAA’D=EE'F. | (AB +CD+ AB/);
¢’'est-a-dire

vol. B‘CC’ADD'=E'FF". ;(2a'+a),

vol. BB'CAA'D—=EE'F .} (2¢+0).

Les deux triangles E'FF’, EE'F, dans lesquels se dé-
compose le trapéze EFE’F/, ont pour hauteur h; donc

E'FF'=}0'h, EEF=_0bh;
puis vol. B'CC'A'DD'=; (2a'+a) b',
vol. BB'CAA'D = (2a+a') bh.
Ajoutant ces deux expressions, nous aurens la formule
cherchée :
i f /
V=:[2a+a'}b+(2a¢'+a)b']h.
Dans I'exemple proposé, ‘
V=2:6,5.1,5+5,5.0,5]0,5=1",041.

'PROBLEME XV.

Déterminer le volume d'un polvédre qui a pour faces deux polygones quelcon-
ques ABC..., A'B'C..., situés dans deux plans paralléles, et une série de
triangles ABA', A'B'B, BCB'... ().

Au moyen de plans menés par les arétes, perpendiculai-

(*) La figure représente une projection du polyédre, faite sur un plan
paralicie aux deux bases. De plus, et seulement pour fixer les idées,
on 2 suppose la projection de I'une des bases intérieure 4 la projection
de l'autre.
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rement aux plans des deux bases, on décompose évidem-
ment le polyédre en un prisme droit, projeté en A'B'C’...,
en une série de prismes triangulaires tronqués, projetés
en ABA‘, BCB’, CDB’..., et en une autre série de
prismes triangulaires tronqués, projetés en A’B'B, B’'C'D,
C'D’E... (*). Par conséquent, si B, B’ désignent les deux
bases du polyédre; H, la distance des deux bases, ou la
hauteur du polyedre; S, la somme des projections ABA’,
BCB'...; S’, la somme des projections A'B'B, B'C'D,
C'D’E...; le volume cherché aura pour expression

V=B'H~ ;(S+28)H.

Pour simplifier cette formule, imaginons la section
A’B’(Y... menée A égales distances des deux bases. Nous
aurons, B’ étant 1’aire de cette section,

y_ 3 | r__3ar, 14,
B B’—-ZS—l-ZS, B”—-—B———ES'}'ZS:
dot B—B'=S+8’, 2(B+B'—2B)=S—5".
Par suite,  S-+28'=;(B—5B'+ 4B,
(B+B'+4B")H ().

et enfin V=

e

(*) Les prismes de la premiére série sont, véritablement, des pyra-
mides triangulaires, et les autres, des pyramides quadrangulaires.

(**) Cette formule, qui renferme celle de la page précédente, a été
donnee par M. Sarrus,
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LIVRE VII.

THEOREME 1.

Deux points réciproques par. rapport a une sphére partagent harmoniquément
le diamétre qui les contient.

(Voyez Th. XV, Liv. IIL)

THEOREME I,

Les distances d'un point queleonque d’une sphére, & deux points réciproques,
sonl dans un rapport constant,

(Voyez Th. XVII, Liv. IIIL.)

THEOREME 111.

{¢ Les tangentes menées & une sphére 8, d’un point extéricur A, sont égales
entre elles; 20 le lieu de ces tangentes est une surface conique de révo-
lation; 3° le lien de leurs points de contact est une cireonférence située
dans un plan P perpendiculaire an diamétre EF passant par A.

Fic. 317.  Par le diametre EF, faisons passer divers plans : ils
couperont la spheére suivant les circonférences EBF, ECF,
EDF... Menons, A ces lignes, les tangentes AB, AC, AD,...
et les rayons BO, CO, DO... Nous obtiendrons ainsi des
triangles rectangles ABO, ACO, ADO..., évidemment
égaux entre eux. Donc, 1° les tangentes AB, AC, AD...
sont égales enire elles.
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A cause de I'égalité des mémes triangles, les angles
BAO, CAO, DAO... sont égaux entre eux; ainsi, 2°le lien
des tangentes est une surface conique de révolution.

Enfin, si nous abaissons, des points B, G, D..., les
perpendiculaires BI, CI’, DI”... sur AQ, toutes ces droites
seront égales entre elles; et les points I, T, ... se
confondront, parce que les triangles rectangles ABI , ACI’,
ADI"... sont, d’aprés ce qui précede, égaux enire eux.
Donc, 3° le lieu des points de contact B, G, D... est une
ligne plane, etc. |

Remarques. 1. On peut abréger considérablement la
démonstration précédente, en supposant que la figure
ABFE tourne autour de AQ. Dans ce mouvement, la demi-
circonférence EBF engendre la surface sphérique S; la
droite AB, qui ne change pas de longueur, engendre une
surface conique, circonscrile a la sphére; enfin, le point de
contact B décrit une circonférence dont le plan est perpen-
diculaire 4 I'axe de rotation.

II. Le point E est le péle du petit cercle BCD; donc

les arcs de grands cercles EB, EC, ED... sont égaux
entre eux.

THEOREME 1V.

Le sommet d'un cone €, circonscrit & une sphére §, est le pole du plan P
de la circonférence de contact.

On appelle plan polaire d’un point A, relativement 4 Fie. 317.
une sphére S, le plan perpendiculaire au diamétre AOQ,
mené par le conjugué du point A. Réciproquement, le point
A est le pole du plan.

Cette définition étant admise, le théoréme consiste en
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ce que le point I, ou le plan P coupe AO, est le conjugué
du point A ; ete. (Voyez Th. XVIII, Liv. IIL.)

THEOREME V.

Le pole A’ de toul plan P, paésanl par un point A, est situé sur le plan
polaire P de A. ‘

Par le centre O de la sphére S, concevons un plan Q,
perpendiculaire aux deux plans P, P’. Ce nouveau plan
coupera les deux autres suivant deux droites, dont I'une
D' passe par le point A, et dont 'autre D sera la polaire
du point A, relativement a la circonférence G déterminée
par le pian sécant. 1l est facile de voir, maintenant, que le
pole du plan P, relativement ala sphére S, se confond avec
le pole de la droite D', relativement & la circonférence C.

La proposition est donc ramenée au Théoréme XIX du
Livre I11.

THEOREME VI.

4

Le plan polaire P’ de tout point A’, pris sur un plan P, passe
par le pole A de P.

(Voyez Th. XX, Liv. IIL)

CoroLLAIRE. 8t chacun des points d'un plan P, extérieur
a une sphére S, est pris pour sommet d'un cone circonscrit
a la sphére, les plans des circonférences suivant lesquelles
tous les cones ainst déterminés touchent la spheére se coupent
en un méme point A, pole du plan P.
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THEOREME VII.

Le pole A de fout plan P, passant par une droite D, est situé sur la droite D’,
réciproque de la premiére.

Nous conviendrons d’appeler droifes réciproques deux
droites passant par deux points réciproques, perpendi-
culaires entre elles, et perpendiculaires au diametre qui
contlent les deux poihts.

Cela étant, prenons pour plan de la figure celui qui passe Fie. 318.
par le centre O de la sphére et par la droite D’. Abaissons
OE’ perpendiculaire a cette derniére droite, et soit E le
point réciproque de E’ : la droite D sera la perpendiculaire
au plan de la figure, projetée en E; et le plan P aura pour
projection une droite telle que BEC. D’ailleurs, le pole A
du plan P est le conjugué du pied A’ de la perpendiculaire
abaissée sur ce plan, par le centre O de la sphere (Th. IV).
Donc ce pdle est situé sur la droite D".

THEOREME VIIL.

Le plan polaire P de tout point A, pris sur une droite D', passe par la droite D,
réciproque de la premiére.

(Voyez Th. VI.)

THEOREME IX.

Toute corde, menée par un point A, est divisée harmoniquement par ce poinl
et par son plan polaire P.

Par la corde et par le centre de la sphére, faisons passer
un plan Q; il coupera la sphére suivant une circonférence
de grand cercle; et il coupera le plan P suivani une droite,

18
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polaire du point A par rapport & cette circonférence (Th. V);
done, etc. (Voyez Th. XXI, Liv. IIL.)

THEOREME X.

Le lieu des poles d'une droite D, relativement  tous les cercles situés sur

une sphére § el passant par celle droite, est la deoite D', réciproque
de D.

Soit O la circonférence de grand ceréle dont le plan est
perpendiculaire 4 la droite D. Soit, en outre, A la projec-
tion dé celle-ci. Tout petit cercle de la sphére, passant par
cette droité I), sera projeté suivant une corde BC passant
par ce point A ; et il adra BC pour diamétre. Conséquem-
ment, le pole M de la droite D, par rapport i ce petit cercle,
est situé sur la corde BC. Et comme le diamétre BC doit
étre partagé harmoniquement par D et par M, il s’ensuit
que ce pole est l'intersection de BC avec la polaire EF du
point A, relativement au grand cercle O. Le lieu des poles
de 1a droite D est donc cette droite EF, laquelle est évi-
demment la réciproque de D.

THEOREME XI.

Le lien des polaires d'un point A, relativement & tous les cercles silués
sur une sphére § el pissant par ee point, est e plan polaire de ce
méme poiat.

La démonstration est analogue a celle du théoréme pré-
cédent,.
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THEOREME XIL.

Le lieu géométrique des points d’égale puissance, par rapport & deux sphéres
8, ¥, est un plan P, perpendiculaire & la ligne des centres.

On reconnait facilement que si, par un point fixe, on
fait passer une droite quelconque, terminée de part et
d’autre 2 unc sphére donnée, le rectangle des segments de
cetie corde, déterminés par le point, est constant.

Ce rectangle constant est appelé puissance du point par
rapport a la sphére.

Cela posé, la proposition est immédiatement ramenée 2 la
proposition analogue de Géométrie plane. (Voyez Th. XXVII,
Liv. IIL) . '

Remarques. 1. Le plan P est appelé plan radical des
sphéres S, S'. 1l se confond avec le lieu des points d'oll
Pon peut mener aux deux sphéres des tangentes égales.

H. Si les sphéres se coupent, le plan radical contient la
circonférence commune.

IIL. Si les sphéres se touchent, le plan radical est le plan
tangent commun.

THEOREME XIII.

Les plans radicaux de frois sphéres, considérées deux a deux, se coupent
suivant une droile D, perpendiculaire au plan des trois centres.

(Voyez Th. XXVIII, Liv. III)

Remarqgues. 1. La droite D est 1'aze radical des trois
sphéres.

II. S: trois spheres se coupent deux & deux, les plans

des circonférences communes se coupent suiwant une méme
droile, etc. |
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THEOREME XIV.

Les plans radicaux de quatre sphéres, considérées trois & lrois, se coupent
tous les quatre en un méme point, appelé cenlre radical des quatre
sphéres.

(Voyez Th. XXVIII, Liv. IIL.)

THEOREME XV.

Le lieu des poinfs d’égale puissance, par rapporl & deux cercles situés
sup une méme sphére, est V'infersection des plans de ces cercles.

Observons d’ahord que toute corde, seit du premier,
soit du second cercle, est une corde de la sphére. Donc
tout point pris sur l'intersection des plans de ces cercles
est un point d'égale puissance par rapport a ceux-cl.

D'un autre coté, par un point non situé sur cette inter-
section, on ne peut faire passer, a la fois, une corde du
premier cercle et une corde du second; ce point ne saurait
donc appartenir au lieu dont il s’agit.

THEOREME XVI.

Deux arcs de grands cercles PA, PB, passant par un méme point P,
el tangents & un petit cercle G, sont égaux entre eux.

Soit AT la tangente commune au grand cercle PA et au
petit cercle G. Soit, de méme, BT la tangente commune
aux cercles PB et C. Ces deux tangentes, étant contenues
dans un méme plan, se couperont généralement en un point
T, situé sur U'intersection POP’ des plans des deux grands
cercles. Donc (Th. III) elles sont égales, et les arcs PA,
PB sont égaux.
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Remarque. La circonférence de grand cercle PAP’,

tangente au petit cercle G, est dite tangente sphérique de
ce petit cercle.

THEOREME XVIL

Le lieu des points P d'oit Pon peut mener & deux cercles G, €, silués sur
une sphere S, des angentes sphériques égales, est une circonférence de
grand cercle dont le plan passe par D'intersection des plans des deux
cereles. |

Du point P comme pole, avec PA pour rayon sphérique,
décrivons le petit cercle ABA‘B’ : il coupera les cercles
C, G aux points A, B, A’, B’, ou les tangentes sphériques
PA, PB, PA’, PB’ touchent ces petits cercles (Th. XVI).
De plus, les tangentes en A, B, A, B/, 4 ces tangentes
sphériques, vont concourir en un point T, situé sur le rayon
OP prolongé. Or, le point T appartient évidemment a I'in-
tersection R’ des plans des deux petits cercles. Done le
lien des points P est situé dans un plan passant par le
centre O de la sphére et par I'intersection RR’.

Remarques. 1. La tangente AT & P'arc de grand cercle
PA, est, par hypothése, tangente au petit cercle G. De plus,
la tangente AH au cercle ABA'B’ est.perpendiculaire a AT :
c'est ce que I'on reconnait en observant que les plans des
cercles PA, ABA'B’ sont perpendiculaires entre eux, et
que AH est perpendiculaire a leur intersection Al. Donc le
cercle ABA'B’ coupe orthogonalement le cercle G, le cercle
C’, et enfin tous les cercles dont les plans passent par la
droite RIY'.

II. Si le point T se déplace sur la droite RR’, le cercle
orthogonal ABA'B’ variera; mais le plan de ce cercle est le

Fic. 320.
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plan polaire du point T (Th. VI); done il passe constamment
par la droite réciproque de RR’ (Th. VIII); donc toutes les
circonférences telles que ABA’B’ se coupent en deux points
fixes I, I'’, qui sont ceux ol la surface de la sphére est
rencontrée par la droite réciproque de RR'.

THEOREME XVIII.

Si I'on concoil, sur une sphére, une infinité de circonférences G dont les
plans passent par une droite D, el une infinité de circonférences G dont
les plans passent par la droite D', réciproque de D, chacune des pre-
miéres circonférences coupe orlhogonalement chacune des derniéres.

Ce théoréme est évidemment contenu dans les deux re-
marques précédentes.

THEOREME XIX.

Le sommet A d'un angle sphérique CAD (lig. 521), circonserit & un cercle
directeur CDE, a pour cercle conjugué celui qui passe par les points de
contact G, D,

Supposons que, par le centre O de la sphére, on fasse
passer un plan perpendiculaire a un cercle situé sur la
sphere. Soit alors GD la projection de ce cercle, lequel a
pour centre et pour pole les points I et P; et soient A’, B
deux pointsréciproques,on conjugués par rapport & ce méme
cercle, ¢’est-a-dire deux points satisfaisant a la relation

1A’. IB" =—TD.
Si 'on concoit les deux rayons OA’, OB’, ils rencontreront
la surface de la sphére en deux points A, B, situés sur la
circonférence de grand cercle AGD : ces points A, B seront
dits conjugués par rapport au cercle directeur CD.
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Ainsi, deux points A, B, situés sur la circonférence d’un
grand cercle perpendicylaire a un cercle directeur CD, sont
dits conjugués par rapport a celui-ci, lorsque les droites me-
nées dw centre de la sphére a ces deux points rencantrent
le plan du cercle directeur en deyx points réciproques (*).

En second lieu, nous conviendrons d’appeler cercle con-
Jugué d'un point A, le grand cercle BO mené par le point
conjugué de celui-ci, perpendiculairement au grand cercle
qui contient les deux points.

Réciproguement, le point A est dit conjugué du cercle OB.

Enfin, deux grands cercles AO, BO, menés par deux .

points conjugués, perpendiculairement au grand cercle qui
contient les deux points, sont appelés cercles conjugués (**).

Ces définitions étant entendues, la démonstration du -

théoréme est facile.
En effet, solent CA’, DA’ les droites suivant lesquelles

les plans des grands cercles AG, AD coupent le plan du.

cercle CED; ces droites, tangentes a ce petit cercle, se cou-

peront en un point A’, péle de la corde de contact CD; et le
milieu B’ de cette corde de contact sera le point réciproque
du point B. De plus, toute la figure est symétrique par I‘Elp-
port au plan OA'B’. Donc le grand cercle CBD est conjugué
du point A.

(Voyez Th. XVII, Liv. I11.)

(*} Les lectears & qui les définitions de la Trigonométrie sont fami-
licres verront immédiatement qu'en désignant par «, f, v les arcs PA,
PB, PC, on a

tang. o tang. B=tang®y,

(**) Ces dénominations, ainsi que la plupart des théorémes contenus
dans ce VIIe Livre, nt'ont éLé suggérées par la lecture d’un trés-inté-
ressant Mémoire sur la sphére, dout Vauteur est M. Heegmann, de Lille.

Fic. 321.
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THEOREME XX.

Le conjugué A’ de tout grand cercle G passant par un point A est sur
le grand cercle G conjugué de A.

Imaginons des droites menées du centre de la sphére
a tous les points de la figure, et prolongées jusqu'a ce
qu'elles rencontrent le plan du cercle directeur D : le lieu
des points d'intersection sera une figure plane qui pourra
étre regardée comme une transformée de la figure sphérique
donnée. Ainsli, les cercles G, G’ seront transformés en deux
. droitesc, ¢’; et les points A, A’ seront transformés en deux
points a, a’. | |

Actuellement, de ce que le cercle G est conjugué du point
A, il est facile de conclure que la droite ¢ est la polaire du
point a, relativement au cercle D. De méme, la droite ¢’ est
la polaire de a’. Mais cette dermére droite ¢’ passé évidem-
ment par le point a; donc son pole e’ est situé sur la droite
¢ (Th. XXII, Liv. III) ; donc le point A’ est situé sur la cir-

conférence C.

Remarque. La transformation dont nous venons de faire
usage s’appelle transformation conique ou lransformation
perspective - elle rameéne, dans un grand nombre de cas,
les théorémes de la Géométrie sphérique aux théorémes de
la Géométrie plane. Comme application de cette méthode,
nous indiquerons les propositions suivantes, en nous con-
tentant de les énoncer.
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o]

" THEOREME XXI.

Le grand cercle (', conjugué de fout point A’ pris sur un grand cercle C,
passe par le point A, conjugué de ce dernier cercle.

CoROLLAIRE 1. St, par un point A, pris sur la surface
de la sphére, on fart passer un arc de grand cercle ABC
coupant en deux points B, G un pelit cercle donné BC ;
que, par ces deux points, on méne a ce pelit cercle deux
tangenles sphériques BM, CM ; le liew du point de ren—
conlre M de ces tangenles est une circonférence de grand
cercle. | '

CoROLLAIRE 2. S7, par différents points M, M', M",...
pris sur une circonférence de grand cercle, on meéne, a un
petit cercle donné D, des tangentes sphériques, les arcs
de grands cercles BG, B'C’, B'C,... qut joignent les
couples de points de conlact, passent tous par le méme
pownt A,

(Voyez Th. XX, Liv. 11L:) -

THEOREME XXII.

Si les ares de grands cercles qui joignent les sommets correspondanis de deux
[riangles sphériques s¢ coupent en un meéme poinl, les poinls de concours
des colés opposés sonl situés sur une méme circonférence de grand cercle.
— EL réciproquement.

(Voyez Th. X, Liv. HI) {*).

(*) On a vu, & Pendroit cilé, que si les poinls de concours des cdtés |
correspondants de deux triangles rectilignes sont situés sur une méme
droite D, ces deux triangles sont dils homologiques. En outre, la droite
D est 'axe d’homologie ; el le point de concours des droiles menees par
les sommets correspondants est le centre d'homologie.

D'un aulre coté, on sait (Th. V, Liv. 111} que deux polygones rectili-
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THEOREME XXIIL

Si_deux polygones sphériques sont composés_d'un méme nombre de triangles
tels, que les points de concours de deux edlés homologues quelconques,
pris dans deux {riangles correspondants, scient tous silués sur une méme
cireonférence de grand cercle, les arcs de grands cercles qui joignent les
sommels homologues_de ces deux polygones se coupent tous en un méme
point.

Remarque. La réciproque n’est pas toujours vraie.

THEOREME XXIV.

Dans fout quadrilatére sphérique , inserit & un petit cercle, le point de ren-
conire des diagonales, et les points de concours des colés opposés, for-
ment un teiangle dans lequel chaque sommet est conjugué au coté opposé,

(Voyez Th. XXXVI, Liv. IIf).

gnes, semblables et semblablement situés, c’est-a-dire deux polygones
homothéliques, ont un centre de similitude.

L’ensemble de ces deux propositions prouve que deux triangles rec-
tilignes, semblables et semblablement placés, sont deux figures homologiques
ayant leur axe d’homologie lransporté ¢ Uinfini; de sorle que la simili-
tude, ou plutdt Phomothétie, est un cas particulier de 'homologie.

Si 'on passe des figures planes aux figures sphériques, au moyen de
la projection conique, on n'apercoit plus aucune différence entre I’'ho-
mothétie et 'homelogie : deux triangles rectiligues, soit homothétiques,
soil homologiques, donnent toujours lien i deux triangles sphériques
tels, que les points de concours de leurs cOtés correspondants sont si-
tués sur une circonférence de grand cercle.

Par suite, 1a proprieté dont jouissent deux polygones rectilignes ho-
mothétiques, d’avoir un cenlre de similitude ou d’homothétie, est rem-
placéce, quand on passe aux figures sphériques, par une propriété plus
générale, énoncée dans le Theoréme XXIII.

Nous n’avons pas besoin d’ajouter que, cette généralisation de la
théorie du centre de similitude subsiste pour les figures planes.

(Sur toules ces questions, le lecteur peut consulter les heaux travaux
de M. Chasles.)
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THEOREME XXV,

Dans tout quadrilatére sphérique complet, circonscerit & un pelit cercle,

chacune des diagonales est conjugués au point d'intersection des deux’
aulres.

(Voyez Th. XXX VII, Liv. III.)

THEOREME XXVI.

Si deux quadrilatéres sphériques sont, Pun inscrit et I'autre circonscrit 4 un
méme pelit cercle, de manicre que les sommels du premier soient les
points de conlact des clés du second : 1° les points de concours des
cdlés opposés de ces quadrilatéres sont situés sur une méme circonférence
de grand cercle; 20 les diagonales des deux quadrilatéres se coupent en
un méme poiut, conjugué i celle circonférence; 2° les points de concours

des colés opposés du quadrilatére inscrit sont situés sur les diagonales
du quadrilalére circonserit,

(Voyez Th. XXXVIII, Livre IIL.)

THEOREME XXVIL.

Dans tout hexagone sphérique, inscril & un pelit cercle, les points de con-

cours des edlés opposés, pris deux & deux, sont fous les {rois sur une
circonférence de grand cercle.

(Voyez Th. XXIV, Liv. III).

THEOREME XXVill.

Dans tout hexagone sphérique, circonserit @ un pelil cercle, les diagonales

menées par les sommcls opposés, pris deux A deux, sc coupen! en un méme
point,

(Voyez Th, XXV, Liv. III)
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THEOREME XXIX.

Dans tout triangle sphérique, inscrit & un pelit cercle, les poinis de concours
des colés avec les tangentes sphériques aux sommels opposés sont silués
sur une méme circonférence de grand cercle.

(Vovez Th. XXVI, Liv. IIL.)

THEOREME XXX.

Par deux cercles AEB, CFD, tracés sur une sphére, on peut généralement
faire passer un céne.

Soit BACD le grand cercle perpendiculaire aux deux cer-
cles donnés ; et soient AB, CD, les cordes suivant lesquelles
ceux-ci se projettent sur le plan BACD. Les droites AC,
BD, étant prolongées, se couperont généralement en un
point S, qui pourra étre considéré comme le sommet d'un
cone oblique ayant pour base le cercle AEB.

Cela posé, je dis que la courbe suivant laquelle ce cone
coupera de nouveaun la surface de la sphére est la circon-
férence CFD.

Prenons sur AEB un point quelconque M, et soit N le
point ou la génératrice SM du cone perce la surface de la
sphére. Abaissons SP perpendiculaire & AB : cette droite
sera la hauteur du coéne. Enfin, joignons le point M au point
P ; puis, dans le plan MSP, élevons NQ perpendiculaire 2
SM. |

Le quadrilatére NMPQ, qui a deux angles opposés droits,
est inscriptible ; donc

SP. SQ==SM . SN.
Mais le rectangle des segments SM, SN est équivalent au
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rectangle des segments SA, SC (Th. XII): P'égalité précé-
dente équivaut donc A

SP.SQ==S5A.SC.

Cette derniére exprime que le point Q est le pied de la per-
pendiculaire abaissée du point C sur SP; donc ce point Q)
est indépendant de la position du point N; donc la courbe
d'intersection du cone et de la sphére donnée appartient 2
une autre spheére ayant QS pour diamétre, etc.

Remarques. 1. Indépendamment du cone S, il en existe
en général un autre, ayant pour sommet, ou plutdt pour
centre, le point de rencontre S’ des diagonales AD, BC.

II. Siles deux cercles AB, CD sont égaux, le cone S se
transforme en un cylindre qui est généralement oblique.

L. Les angles SAB, SDC, qui mesurent les inclinaisons
des plans AEB, CFD sur les génératrices opposées SA,
SB, sont égaux, comme ayant méme supplément. Pour
cette raison, les sections circulaires AEB, CFD sont dites
antiparalléles.

IV. Prolongeons les cordes AB, CD, projections des deux e, 324.
cercles, jusqu'd ce qu’elles se coupent en un point G : ce
point sera, sur le plan du grand cercle BACD, la projettion
de l'intersection des plans des deux circonférences. Or,
dans le quadrilatére inscrit ABCD, le point S est le pole de
la droite S/G (Th. XXXVI, Liv. III); et le point S est le
pole dela droite SG; ainsi: - |

Quand deux cercles sont situés sur une sphére, U'inter-
section de leurs plans est confondue avec la droite suivant
laquelle se coupent lcs plans polaires des sommets des
deux cones déterminés par ces cercles.

On peut simplifier cet énoncé, en observant que, d’aprés
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le Théoréme VII, cette dernitre droite est:réciproque de la
droite SS’; donc, en résumé : |

Quand deux cercles sont situés sur une spheére, U'inter-
section de leurs plans est la droite réciproque de celle qus
Jointles sommets des deux cones délerminés par ces cercles.

V. D’aprés la démonstration précédente , si un cone pé-
nétre une sphére, et que la courbe dentrée soit une cir-
conférence, la courbe de sorlie est pareillement une circon-
férence. |

V1. SE, SM étant deux génératrices, qui rencontrent aux
points F'; N la section antiparallele du cone, on -aura
SM . SN=S8E.SF. Ainsi, les poinls ot deux génératrices
quelconques d'un cone rencontrent deux sections antiparal-
leles, sonl les sommels d'un quadrilatére inscriptible.

VII. La sphére qui a pour pour diamétre le segment SQ
de la hauteur SP du cone AEDBS, détermine la section anti-
paralléle CFD. D’ailleurs, le point Q est arbitraire. Done
toule sphére qui passe par le sommet d'un cone o base
circulaire, el qui a son centre sur la hauteur du cone, coupe
ce cone suwant une circonférence.

VILI. 11 est évident, par la théorie des figures semblables,
que tout plan paraliéle au plan du cercle CF coupe le
cone S suivant une circonférence. En particulier, si le
cercle CD seréduit 4 un point, le cone a son sommet sur la-
spheére, et le plan du cercle CD devient tangent i cette der-
niere surface, au sommet du cone. Done, tout cone quia
pour base et pour sommet un cercle et un point de la sphere,
est coupé suivant un cercle par un plan quelconque pa-
ralléle au plan mené par le sommet, tangentiellement & la -
sphére.
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THEOREME XXXI.
Si un cercle variable 1 est tangent 3 deux ercles AB , GD, tracés sur une
sphére 0

1° Les deux points de contact M, N appartiennent 2 une génératrice du
cone délerminé par les cercles donnés;

2° La circonférence de grand cercle passant par ees deux points coupe,
sous un méme angle, les circonférences données;

8 Toules les circonférences de grands cercles ainsi délerminées se coupent

en deux points fixes ou foyers F, G, silués sur le diamélre qm passe par
le sommet § du edne.

Conservons les constructions employées dans le théo-
réme qui précéde, et soit en outre SM'N’ une génératrice
du cone, différente de SMN. D’aprés avant-dernidre re-
marque, les points M, N, M, N appartiennent & une méme
circonférence, située sur la sphére. Sinous imaginons que
la génératrice SM'N’ se rapproche indéfiniment de la gé-
nératrice SMN, cette circonférence, continuellement sé-
cante i I'égard dés cercles donnés, tendra vers une position

Fic. 325.

limite JIMN. En méme temps, les prolongements des cordes

communes M'M, N'N auront pour limites les tangeites
MT, NT.

La premitre partie du théoreme se trouve ainsi démou-
trée.

D'un autre c6té, le plan mené par le centre de la sphére
et par les points de contact M, N, renferme le diamétre OS ;
done toutes les circonférences de grands cercles, telles que
GMNF, se couperont aux extrémités G, F de ce diamétre.
En outre, les tangentes 2 cetie circonférence, aux points

M, N, feront, avec les tangentes MT, NT, des angles égaux
entre eux.
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En effet, le plan qui serait élevé par le milieu de MN,
perpendiculairement A cette droite, serait un plan de symé-
trie pour les tangentes égales MT, NT, pour le grand cercle
GMNF, et enfin pour les tangentes en M, N, a ce grand
cercle. D’ailleurs, deux angles symétriques sont égaux ;
done, ete.

Remarques. 1. Si, au lieu de considérer le cone dont le
sommet est extérieur 4 la sphére, on prenait le cone ayant
pour sommet le point de rencontre des diagonales AD, BC,
on arriveralt aux mémes conséquences. Ainsi, deux cercles
tels que AB, CD, ont toujours quatre foyers, par lesquels
passent les circonférences de grands cercles (*) également in—
clinées sur les deux circonférences données.

II. Ce qui vient d’étre dit du grand cercle GMNF s’ap-
plique évidemment & une circonférence quelconque, tracée
sur la sphere, et passant par les points M, N. Ainsi, foul
plan passant par le sommet du cone déterminé par deux
cercles AB, CD, situéds sur la sphére, coupe cette surface
suivant une circonférence également inclinée sur les deux
aulres.

1. Réciproquement, toute circonférence qui coupe, sous
des angles égaux, deux cercles de la sphére, a son plan
pussant par le sommet du cone délerminé par ces cercles.

THEOREME XXXII.

Les sommels des cones déterminés par trois cercles (racés sur une sphere et
considérés deux & deux, sont frois & {rois sur quaire droiles situées dans
un méme plan.

Supposons que sur une sphére O, on ait tracé trois cer-

(*) M. Heegmann a proposé, pour ces circonferences de grands cer-
cles, 1a dénomination de sécantes isogonales des cercles AB.ECD.
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cles C, C’, C’. Les deux cercles G, C’ déterminent deux
cones S’, s”; les deux cereles G, G’ déterminent deux cénes
S, s; enfin, les deux cercles C”, C déterminent deux cones
S’, s'. Admettons, pour fixerles idées, que les cones S, 8’ §”
aient leurs sommets extérieurs a la sphére. Je dis d’abord
que ces sommets sont en ligne droite. |

Parmi tous les. cercles qui toucheraient extérieurement
les cercles G, C', cousidérons celui qui toucherait, extérieu-
rement aussi, le cercle C’. Soient m, m’, m” les trois points
de contact. La droite qui passe par deux quelconques de ces
points passe aussi par le sommet correspondant. Ainsi, les
trois sommets S, S’, S’ sont dans le plan du triangle
mm'm’.

Pour une raison semblable, ces trois sommets appartien-
- nent au plan du cercle nn'n” ¢ni toucherait intérieurement
les cercles donnés. Donc les points S, S, S” sont situés
sur une méme droite.

On verra de méme que les sommets S, s’, s sont en ligne
droite;. qu'il en est de méme pour les sommets 5, s, s, et
encore pour les sommets 5", s, s’. Et puisque chaque som-
met appartient i deux droites différentes, les quatre droites
sont dans un méme plan. (VI, Th. XVII.)

Remarques. 1. La théorie qui vient d’étre exposée est
tout a fait analogue & celle des figures semblables. Les som-
mets S, s tiennent lieu des centres de similitude, externe et
interne ; les droites SS’'S”, Ss's”, etc., remplacent les axes
de similitude, etc.

II. Considérons le cas particulier ou les circonférences
C, G’, €’ seraient perpendiculaires 4 un méme grand cercle.
Le plan de celui-ci coupera les trois cones S, S, S” suivant
six génératrices, dont 'ensemble constituera un hexagone

19
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inscrit. Mais, ainsi que nous venons de le voir, les sommets

S, S', 8" sont situés sur une méme droite. Nous retrouvons
donc le Théordme de Pascal. (I, Th. XX1iV.)

THEOREME XXXIIL

Si denx cones ont un sommet commun §, et que leurs bases soient deux
circonférences sécantes (, €, tracées sur une sphére 0, Fangle sous lequel
se coupent ces deux bases est égal A celui sous lequel se coupent les
deux sections antiparalléles ¢, ¢’, situées sur Ia méme sphére,

Par les points d’intersection A, B des deux circonférences
C, €, faisons passer deux génératrices SA, SB : elles per-
ceront la surface de la sphére en deux points @, b qui seront
évidemment ceux ou se coupent les circonférences ¢, ¢'.

Cela posé, imaginons, sur la surface de la sphére, un
cercle y- qui touche G, ¢ aux points A, a. Ce cercle sera
également incliné sur ¢/, ¢’ (Th. XXXI, Rem. II); done
ces deux circonférences font, avec C, ¢, des angles respec-
tivement égaux entre eux. '

THEOREME XXXIV.

Si deux cones ont pour bases deux circonférences séeantes U, G', tracées sur
une sphére 0, et que leur sommet commun § soil un point de celle sur-
face , tout plan P, paralléle au plan tangent T & la sphére en ce point §,
coupe ces cones suivant deux circonférences ¢, ¢’, dont Iangle est égal
a celui des deux premiéres ().

Nous savons déja (Th. XXX, Rem. VIII) que les sections
faites dans les deux cones, par le plan P, sont des cercles

(") M. Heéégimann, dont je reproduis presque integralement le travail,
gonsidere’ ce théorcme comme un cas particulier du precédent. Jai
pensé qu'une démonstration directe élait necessaire, du moins pour les
conmengants, “
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¢, ¢' : il suffit donc de faire voir que I’angle sous lequel ces
cercles se coupent est égal & celui sous Jequel se coupent
les deux autres, }

Pour cela, imaginons, sur la surface de la sphére, deux
circonférences ¢, y', respectivement tangentes aux cercles
C, C" enl'un A des deux points oit se coupent ces cercles,
et passant toutes deux par le sommet S du cone. L'angle
formé par les tangentes ¢, t' a ces circonférences, au point
S, est évidemment égal A celut que font les tangentes en A,
aux cercles donnés. D'ailleurs, le plan P est parallgle 4 ce-
lui des tangentes {, ¢'; et il est facile de voir que I'angle
sous lequel se coupent les circonférences ¢, ¢’ esl ¢gal a
celul de ces derniéres droites ; done, etc.

Remarque. Les Théorémes XXX et XXXIV contiennent
les propriétés sur lesquelles est fondée la projection stéréo-
graphique, ou projection de Ptoléméde. Ces propriétés sont
les sulvauntes :

1° La perspective d'un cercle quelconque, situé sur la
sphére, est un aulre cercle; '

20 La perspective d'une figure sphe’r:que TRES-PETITE €S}
une figure semblable & la premigre.

THEOREME XXXV.

Si un cone a pour base un peut cercle AB de la sphére O, el pour sommet
un point 8 de eelle sur[ace le centre jde la section anllparallele du cone
est sur la droite qui joint le sommet au pole P de la base.

Soit ABSM le grand cercle passant par le sommet. S, Fie. 326.
perpendiculaivement & la base ; soit AB la corde suivant la-
quelle se projette celle-ci : le pole P de cette droite,'ﬁar
rapport au grand cercle, sera aussi le pole du petit cercle
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AB, relativement A 1a sphére (Th. IV). Si, par ce point P,
nous menons EPF parallele & la tangente ST, cette droite
EPF sera la projection de la section faite parallélement au
plan tangent en S, c¢’est-3-dire la projection d’une section
antiparallele. Le théoréme sera donc démontré, si nous fai-
sons voir que le point P est le milieu de EF.

Or, les angles TSA, SAP sont égaux, comme ayant méme
mesure ; et, a cause des paralleles, les angles TSA, PEA
sont égaux ; done, dans le triangle PAE, PA=PE. Pour
une raison semblable, PF=PB. Mais les tangentes PA,
PB sont égales entre elles ; donc, etc.

Remargue. Supposons que la droite SP soit fixe et que
le point P se déplace : le cercle AB variera, mais de ma-
niére que son plan passera constamment par la droite ré-
ciproque de SP (Th. VII). De plus, cette droite réciproque
sera projetée en I, a la rencontre de AB avec ST. On con-
clut de la cette propriété remarquable :

S7 des cones, en nombre quelconque, ont pour sommet
un point de la sphere, et que leurs bases sotent des cercles
de celle surface, se coupant survant une droile située dans
le plan tangent au sommed du cone , tout plan paralléle a
“celuz-ct coupera lous ces cones sutvant des cercles concen-
iriques.

THEOREME XXXVI.

La figure réciproque d'un plan P, relalivement & une sphére S, est Ia sphere
3’ qui a pour diamélre Ja distance du cenlre de § au pole de P.

(Voyez Th. LIX, Liv, III.)
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THEOREME XXXUVII.

La figure réciproque d’un cercle EF, relativement & une sphére § (*),
est un autre cercle AB.

* La figore réciproque du cercle EF est évidemment située Fig. 326.
sur le cone qui a pour base ce cercle, et pour sommet le
centre S de la sphere directrice. Elle est située aussi sur la
sphéere SMH, réciproque du plan EF (Th. XXXVI). D’ail-
leurs, cette seconde spheére a pour diametre la droite qui
joint le sommet S du cone au pole H du plan EF; donc

(Th. XXX, Rem. VII) elle conpe le cone suivant une circon-

férence AB. . -
THEOREME XXXVIII.

La figure réciproque d'une sphére §', relalivement & une sphire §,
| est généralement une sphire,

Un plan quelconque, mené par les centres des sphéres
S, S/, coupe ces deux surfaces suivant deux circonférences
G, C'. La figure réciproque de (', par rapport & C, est une
circonférence C, section méridienne de la figure réciproque
de S’; etc.

Remarque. Si la sphére S’ passe par le centre de la

sphere directrice S, la figure réciproque de S’ devient un
plan. (Th. XXXVI.)

THEOREME XXXIX.

Dans deux figures réciproques , les angles correspondants soul égaux.

En considérant seulement le cas otlt la premiere figure
est composeée de droites et de plans, la démonstration est

(") Non tracée sur la figure.
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tout a fait analogue i celle du Théoréme LXI (Liv. III).
Nous laissons au lecteur le soin de la développer.

THEOREME XL.

La somme des carrés des segments formés par trois cordes qui se coupent
rectangulaivement deux & deux, en un méme point, est égale  six fois
le earré du rayon R de la sphére, moins deux fois le carré de la distance
du centre au point M d'intersection des trois cordes. ‘

Soit ABCD la section faite dans la sphére par le plan
passant par les cordes AB et CD : la troisieme corde, que
nous désignerons par EF, aura pour projection, sur le plan
de 1a figure, le point M. En méme temps, le point I, centre
du petit cercle ABCD, sera la projection du centre O de la
sphére.

Si nous menons le diamétre GH de ce petit cercle, nous
aurons (Th. XLVII, Liv. 1II) :

—2 - 2 2 2 .
AM + BM + CM +- DM =GH2. (1)
Concevons maintenant le plan des deux droites EI', GH :
il coupera la sphére suivant un grand cercle; et, comme
ces droites sont deux cordes perpendiculaires, se coupant
en M, nous aurons encore :

——— 2

S —9 _9
EM+4FM 4+ GM +-HM=—4R2. (2)
Actuellement,

— : _—

—2 —
GH =(GM+HM)=GM + HM 4+ 2GM . HM
ou, d'aprés le Théoréme XII,

s — —— .
GHe= GM +HM + 2 (R +-0M)(R— OM).  (3)
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Si nous ajoutons, me nbre a membre, les équations (1),(2),
(3),. nous obtiendrons | |
2 y 2 2 2 __°
AM-++BM+-CM4+-DM+EM4+-FM=4R?+-2(R+OM)(R—O0M);
ou enfin, en appelant J la distance du point M au centre de
la sphére,

—_— 2 2 . 2 ___2
AM+ BM+ CM -- DM + EM + FM = 6R* — 242,

THEOREME XLIL

La somme des careés de trois cordes qui se coupent rectangulairement denx
i deux en un méme point est égale & douze fois le carré du rayon de
la sphére, moins huit fois le carré de ta distance du centre au point d'in-
terscetion des frois cordes,

Si-nous ajoutons, :.uix deux membres de 1’égalité précé-
dente, la quantité

'9AM . BM - 2CM . DM+ 2EM . FM,
nous obtiendrons d’abdrd
(AM+ BM)2 + (CM + DM)2-+ (EM + FM)2=
6R2— 232 4 2(AM . BM + CM. DM + EM.. FM).
Mais | __
AM . BM=CM.DM=EM . FM =R*— *;

—_— . e R
douc AB 4+-CD -+ EF =12R2— 8492,

THEOREME XLIL.

On peut toujours construire, avec un coté donné, un {étratdre régulier.

Avec le coté donné, tracons un triangle équilatéral ABC. Fic. 528
Par le centre O de ce triangle, élevons une perpendiculaire



I'ic. 329,

[Fic. 230.

296 THEOREMES ET PROBLEMES

indéfinie, et prenons sur cette droite un point D tel, que
AD = AB. Menons ensuite BD et CD. |

Le tétragdre ABCD est régulier, car toutes ses arétes
sont égales entre elles. Donc, etc.

THEOREME XL1IL.
On peal loujours consleuire, avec un cdté donné, un hexaédre régulier.

Avec le coté donné, construisons un carré ABCD. Kle-
vons, sur les cotés de ce carré, des plans qui lui soient per-
pendiculaires ; puis coupons ceux-ci par un plan EFGH
parzllele 3 ABCD, et qui en soit distant d’une quantité
AE =AB. Nous obtiendrons ainsi un cube, ¢’est-a-dire un
hexaddre régulier.

THEOREME XL1V.

On peal loujours construire, avec un colé donné, un octaédre régulicr.

Avec le coté donné, tracons un carré ABCD. Elevons,
par le centre O, la perpendiculaire EF au plan ABCD, et
prenons OE=0F =0A. Joignons enfin les points E, F
aux sommets du carré. La figure ABCDEF sera un octaédre
régulier.

En effet, la droite EF est 'axe du cercle circonserit au
carré ABCD; donc EA=EB=... AB. Ainsi, toutes les
faces de Voctaddre sont des triangles équilatéraux, égaux
entre eux. _ |

De plus, les angles polyédres sont égaux; car, si nous
considérons, par exemple, les -angles A, IZ, nous voyons
qu'ils apparticnnent aux deux pyramides régulieres ABEDF,
EABCD. Ces deux pyramides sont évidemment superposa-
bles, comme ayant méme base et méme hauteur. Donc, etc.
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THEOREME XLYV.
On peut toujours conslruire, avee un colé donné, un dodéeaddre régulier.,

Avec le coté donné, formons des pentagones réguliers,
égaux entre eux. Assemblons trois de ces pentagones, de
maniére que leurs plans déterminent un angle triédre ayant
pour sommet le point A (fig. 351). Les faces de cet angle
étant égales, les angles diédres qu'elles forment seront
égaux entre eux; Conséquemment, les angles triédres B,
A sont égaux, comme ayant un angle triedre égal, compris
entre deux faces égales chacune & chacune, et semblable-
ment disposées. Donc les deux droites BH, BC forment
eutre elles un angle égal 3 ABC.

Il résulte de 14 qu’aprés avoir assemblé, autour du point
A, trois de nos pentagones réguliers, nous pourrons en
apporter un quatriéme dans I'angle HBG, puis un cinqui¢me
dans I'angle KCD, ete. Nous obtiendrons ainsi une surface
polyédrale, ouverte suivant le contour FGHI. ..

Actuellement, construisons une autre surface égale a la
premiere (fig. 332), et rapprochons ces deux figures, de
maniére que ’angle rentrant Imn coincide avec 'angle sail-
lant FGH. Alors Pangle tridre G sera égal & chacun des
angles triedres A, B..., et V'angle diédre ayant mnp, GHB
pour faces, et dont GH est l'aréte, sera égal d'angle diddre
ayant pour faces GHI, GHB, et pour aréte GH. Done np
coincidera avec HI, puis pq avec 1K, ete.

On voit ainsi que 'ensemble des deux surfaces polyé-
drales déterminera une figure fermée ayant pour faces douze
pentagones réguliers égaux, et dont les angles polyédres

sont égaux entre eux. Cette figure est donc un dodécaedre
régulier.
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THEOREME XLVI.

On peut toujours construire, avec un ¢oté donné, un icosaédre régulier,

Avec le coté donné, construisons un pentagone régulier
MNPQR (fig. 333). Par le centre O élevons, au plan du
pentagone, une perpendiculaire OS telle, que MS = MN.

Joignons le point S & tous les sommets du pentagone :
nous obtiendrons ainsi une pyramide réguliére dont les
faces seront des triangles équilatéraux égaux entre eux.

Soit maintenant (fig. 334) le triangle équilatéral ABC,
dont le coté est égal & MN.

Construisons, en chacun des sommets de ce triangle,
une pyramide égale & S, en prenant, pour I'une des faces
de cette pyramide, le triangle ABC. |

Il est facile de voir que nous déterminerons ainsi une
surface polyédrale, ouverte suivant DEFGHI, et dans la-
quelle I'angle renirant DEF est égal a I'angle saillant EFG,
attendu que chacun d’eux est égal a 'angle EAG. |

Si done nous concevons une seconde surface égale 4 la
premiére , nous pourrons faire coincider ces deux figures
suivant leurs bords, etc.

THEOREME XLVIL.
Il wexiste que cing espices de polyédres réguliers.

Chaque angle d'un polyédre régulier se forme en assem-
blant, autour d’un méme point, plusieurs polygones régu-
~liers égaux. Nous avons vu qu'en assemblant des triangles
équilatéraux trois a trois, quatre 4 quatre, cinq a cing, on
obtient le tétraddre, ’octaddre et I'icosaédre ; qu'en assem-
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blant des carrés trois i trois, on obtient 'hexaddre ; enfin,
que des pentagones réguliers, réunis trois A trois, donnent
le dodécaddre.

Si I'on réunissait autour d’un méme point six triangles
équilatéraux, la somme des angles plans ayant ce point
pour sommet commun serait égale & quatre droits ; donc
ces six angles ne peuvent donner lieu & un angle polyedre.
A plus forte raison, ne produira-t-on pas un pareil angle
en assemblant plus de six triangles équilatéraux.

Le méme raisonnement fait voir qu'on ne peut pas ob-
tenir d’angle polyddre en réunissant plus de trois carres,
ou plus de trois pentagones réguliers, ou un-nombre quel-
conque de polygones réguliers dans lesquels le nombre des
cOtés surpasserait cing. Donc, ete.

THEOREME XLVIIL.

Tout polyddre régulier est A0 inseriptible 4 une sphére; e circonseriptible
a une sphére.

1° Considérons deux faces adjacentes A, B, et I"aréte
qui leur est commune. Menons, parles centres de ces faces,
des perpendiculaires sur leurs plans respectifs, et des per-
pendiculaires & Daréte. Les deux dermieres se coupent au
milien de cetie droite; donc les perpendiculaires aux deux
faces sont situées dans un méme plan, perpendiculaire au
milien de I'aréie commune ; donc elles se rencontrent en
un point O, également éloigné de tous les sommeis des
faces A, B et elles forment, avec les deux autres perpendi-
culaires, un quadrilatére ayant deux angles droits.

Soit actuellement une troisidme face G, adjacente & l'une
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des deux premiéres; si ’on répéte, sur celle-ci et surla
face G, la construction précédente, on obtiendra un point
O’ coincidant avec O, attendu que les deux quadrilatéres
sont égaux.

Il résulte de la que le point O est également distant des
sommets de A, B, C. En continnant, on verra qu’il est éga-
lement distant de tous les sommets ; donc ce point est le
centre d'une sphére circonscrite & un polyédre régulier.

20 D’aprés ce qui vient d’étre dit, le point O est égale~
ment distant de denx faces adjacentes quelconques, et, par
suite, également distant de toutes les faces. Donc ce pomt
est le centre d’une sphére inscrite au polyédre.

Remarques sur les polyédres réguliers. Désignons
comme dans le Livre VI, par F, S, A le nombre des faces,
le nombre des sommets et le nombre des arétes d’un po-
lyédre. Nous aurons les valeurs suivantes :

Tétraédre réqulier : F= 4, S= 4, A= 6;
Hexaedre régulier : F= 6, S= 8, A=12;
Octaédre régulier: F= 8, S= 6, A=12;

Dodécaédre réqulier : F—=12, S=20, A==30;

Icosaedre régulier : F=20, S=12, A=30.

On voit, & I'inspection de ce tableau,.que I'on passe de
I'hexatdre i 'octaedre, en remplagant le nombre des faces
par le nombre des sommets, et vice versa. Ces deux po-
lyédres sont donc, en quelque sorte, conjugués. 1l en est
de méme a I'égard du dodécaédre et de V'icosaédre. Quant
au télraédre, comme ce corps a autant de faces que de
sommets, il s’ensuit qu’il est conjugué a lui-méme.

Cette considération des polyédres réguliers conjugues
parait justifiée par la proposition suivante, que nous nous
contenterons d’énoncer,

»
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THEOREME XLIX.

1o Les centres des faces d'un polyédre régulier sont les sommels d'un autre
polyédre régulier, conjugué du premier ;

2° Les sommets d'un polyédre régulier sont les centres des faces d’un autre
polyedre régulier, conjugué du premier, |

THEOREME L.

Les milieux des arétes d'un tétraédre végulier sont les sommels
d'un octaédre régulier,

THEOREME LI.

A tout hexaédre régulier on peut inscrire un tétraédee régulier, dont les
somniets el les arétes apparliennent aux sommets de I'hexaédre el aux
diagonales de ses faces. |

A l'inspection de la figure on reconnait que les sommets’ Fic. 355.
B, D, G, E de 'hexaddre sont ceux d'un tétraédre régulier.
Remarque. Indépendamment de ce premier tétraddre in-
scrit, il y en aun autre, dont les sommets H, F, A, C sont
respectivement opposés aux premiers. Ces deux tétraé-

dres sont placés symétriquement par rapport au centre de
Phexaedre.

THEOREME LIl

A tont dodécatdre régulier on peat eireonscrire un hexaédre régulier, dont les
sommels el les arétes appartiennent anx sommels du dodécaédre el aux
diagonales de ses faces, "

Reportons-nous A la coustruction indiquée ci-dessus Fic. 3306.
(Th. XLV), et soit AB...PQ V'une des deux surfaces polyé-
- drales ouvertes dont I'ensemble constitne celle du dodé-
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caedre régulier. Menons, dans les pentagones AH, AC,
AP, BI, les diagonales FH, EC, FE, HC : nous formerons
ainsi un quadrilatere FHCE ayant ses cotés égaux. De
plus, les deux diagonales FH, EC, paralléles a AB, sont
paralleles entre elles; et chacune d’'elles est divisée en
deux parties égales par le plan élevé perpendiculairement
au milieu de AB; d'ott 'on conclut que les angles F, H, G, E
sont droits. Done FHCIS est un carré.

Menons CL, EN, LN : la figure ECLN sera un carré
égal au premier. En effet, I'angle triedre CEDL est égal,
évidemment, a I'angle triedre CHBL ; donc la face ECL
sera égale A HCL; etc.

Si nous considérons actuellement la seconde moitié de
la surface du dodécaédre, nous pourrons répéter les mémes
constructions, en choisissant, parmi les diagonales, celles
qui aboutissent aux sommets F, H, L, N. Nous aurons,
sur chacune des deux parties de la surface du dodécaédre,
- six arétes d'un méme cube ; done, etc.

Remarque. Chaque diagonale, telle que EC, prise arbi-
trairement sur une face ABCDE du dodécaédre, détermine
un hexaddre inscrit. Le nombre des hexaédres réguliers
inscrils & un dodécaédre réqulier donné est donc égal au
nombre des diagonales d’un pentagone, c’est-a-dire égal
a cing.

PROBLEME 1.

Déterminer le rayon d'une sphére solide donnée (*).

(*) Les Problémes donl nous n'indiquons que les énoncés se résol-
vent trés-aisément, soit d'une maniére directe, soit par la comparaison
avec les Problemes traités dans les Livres 31 et 1L,
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PROBLEME 1I.

D'un point donné, comme pole, décrire une circonférence de grand cercle.

PROBLEME III.

Tracer une circonférence de grand cercle passant par deux poinls donnés.

PROBLEME 1V.

D'unt point donné, mener un arc de grand cercle perpendiculaire
i un arc donné,

PROBLEME V.

DVun point donné, mener un arc de grand cercle coupant, sous un angle donné,
la circoniérence d'un grand cercle donné.

PROBLEME VI.

Diviser, en deux partics égales, un arc de cercle donné,

PROBLEME VII.

Diviser, en deux parties égales, 'angle formé par deux ares
. de grands cercles donnés.

PROBLEME VIII.

A un triangle sphérique donné, eirconscrire une circonférence,

PROBLEME IX.-

A un triangle sphérique donné, inserire une circonlérence.

" Remarque. Trois plans menés parle centre d'une sphére
déterminent en général, sur sa surface, huif triangles. Par
conséquent, si I'on propose de tracer une circonférence
tangente a lrois circonférences de grands cercles données, le
probléme admet huit solutions.



304 . THEOREMES ET PROBLEMES

PROBLEME X.

Gonstruire un triangle sphérique, connaissant deux cotés et I'angle compris.

PROBLEME XI.

Construire un triangle sphérique, connaissant deux cotés et Iangle opposé
a I'un d'eux.

PROBLEME XII.

Construire un {riangle sphérique, connaissant ses trois colés.

PROBLEME XIIl.

Construire un triangle sphérique, connaissant un colé
el les deux angles adjacents.

Au moyen du triangle polaire, on raméne ce probléme
au Probléme X. La méme considération permet de résoudre
les deux questions suivantes.

PROBLEME XIV.

Gonstruire vn triangle sphérique, connaissant deux angles el le coté
opposé a 'un d'eux.

PROBLEME XV.

Construire un triangle sphérique, connaissant ses trois angles.

PROBLEME XVI.

Par un point donné, mener un-arc de grand cercle tangent}
a un pelit cercle donné.

PROBLEME [XVII.

D’un point donné, comme pole, décrire un cercle tangent & un cercle donné,
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PROBLEME XVIIL.

Tracer une circonférence de grand cercle tangente
i deux petils cercles donnés.

Remarqué. La solution de cette question est tout a fait
semblable a celle de ce probléme de Géométrie plane :
Mener une tangente commune & deux cercles donnés.

PROBLEME XIX.

Tracer une circonférence tangente i deux cercles donnés el ayant
| un rayon sphérique donné.

Remarque. Ce probléme admet, en général, huit solu-
fions.

PROBLEME XX.

Décrire une circonférence qui passe par deux poinis donnés A, B,
el qui touche un cercle donné C.

Par les deux points donnés, faites passer une circonfé-
rence quelconque, coupant en D, E la circonférence du
cercle donné. Tracez les sécantes sphériques AB, DE ; et,
du point F, ol elles se coupent, menez, au cercle G, des
tangentes sphériques FG, FG" : les points G, G” seront les
points ot les deux circonférences qui satisfont & la question

touchent la circonférence donnée.
(Voyez Prob. XXX, Liv. IIL)

PROBLEME XXI.

Décrire une, circonférence qui passe par un point donné, el qui louche
deux ares de grands cercles donnés. '

(Voyez Prob. XXXI, Liv. IIL.)

-

20
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PROBLEME XXII.

Décrire une circonférence I, qui passe par un point donné A, et qui touche
deux petils cercles donnés B, C.

Nous savons (Th. XXXI) que V'arc de grand cercle mené
par les points de contact inconnus M, N, passe par les
foyers F, G des deux cercles donnés. Nous savons aussi que
ces foyers sont les points ol vont concourir les arcs de
grands cercles, également inclinés sur les circonférences
B, C. .

Conséquemment, si les cercles donnés sont extérieurs
'un & l'autre, ou s’ils se coupent, nous leur ménerons deux
tangentes sphériques communes (Prob. XVII), lesquelles
se rencontrent aux foyers cherchés. |

Siles circonférences B, C sont intérieures 1'une i I'autre,
prenons les points K, L, ou elles sont respectivement ren-
contrées par I'are de grand cercle qui joint leurs poles;
puls, par ces deux points, faigons passer une circonférence
quelconque coupant B, G aux points K’, L/ : I'arc de grand
cercle K'L/ passera par les deux foyers (Th. XXX et XXXI).

Ces points, qui remplacent les centres d’homothétie de
deux cercles situés dans un méme plan, étant déterminés,
la question s’achéve aisément.

(Voyez Prob. XXXII, Liv. II1.)

PROBLEME XXIII.

Décrire une circonférence tangente & trois petils cereles donnés.

Premiére solution. Le probléme se raméne & celui qui
précéde. (Voyez Prob. XXXVI, Liv. III, premiére solution.)
Seconde solution. Pour ne pas compliquer les construc-
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tions, sermls-llous de la figure 178, relative au cas ol les
circonférences étaient dans un méme plan. Cette figure
plane n’est, en ancune facon, la projection de la figure
sphérique, mais elle permettra au lecteur de sc représen-
ter, avec plus de facilité, des constructions qui devraient
réellement étre effectudes dans U'espace.

Soient donc A, B, C trois petits cercles situés sur la sur-
face d’une sphére donnée; et, parmi les huit circonférences
qui peuvent satisfaire 4 la question, considérons abe, qui
touche extérieurement ces cercles, et a’b’c’, qui les touche
intérienrement.

La droite aa’, menée par les points de contact du cercle
A avec les cercles cherchés, est une génératrice du cone
(abe, «'b’c’) déterminé par ceux-ci (Th. XXXI). De méme
pour bb’ et 'Ipour c¢’. Ainsi, ces droites concourent ¢n un
méme point o, centre ou sommet de ce cone. Et comme
ces droites sont des cordes de la sphére, nous avons
04 . 00'=0b.0b"’=o0c.oc’ (Th. XII); d'ou il résulte encore
que le sommet o est en méme temps le point olt se coupent
les plans des cercles donnés (Th. XV). Si 'on suppose ce
point o joint au centre de la sphére par une droite, celle-ci
percera la surface sphérique en un point F (non représenté
sur la figure), lequel sera tout & la fois Fun des foyers des
cercles cherchés (Th. XXXI), et le point d’out I'on peut
mener, aux circonférences A, B, G, des tangentes sphé-
riques égales (Th. XVII). .

Les sommets m, m’, m” des cones (A, B) (B, ) (C, A)
sont situés sur la droite suivant laquelle se coupent les
plans des cercles abe, a’b’c’ (Th. XXXII); et cette droite
est le licu des points d'égale puissance par rapport & ces
cercles (Th. XV). Done les tangentes en « et en " doivent
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concourir en un point x situé sur cette ligne, et il en es
de méme pour les tangentes aux points b, b’, et pour les
tangentes aux points ¢, ¢'.

La polaire du point x, relativement au cercle A, est la
corde de contact aa’; donc le pole p de mm'm” doit se
trouver sur cette corde. | |

On conclut de Ii, par le principe de la projection coni-
que, que le point conjugué de la circonférence de grand
cercle mm'm’, relativement au cercle directeur A, est situé
sur la circonférence de grand cercle passant par les powls
de contact a, a’.

Done, 1° Construisex les foyers des cercles donnés, pris
deux @ deux; 2° tracex la circonférence de grand cercle
passant par trois de ces foyers; 3° cherchez les points con-
jugués de cetie ligne,. par rappor! & chuque cercle ; 4° joi-
gnez, par des arcs de grands cercles, ces points 'conjugue’s
su point F, d'ot 'on peut mener, aux cercles A, B, G, des
tangentes sphériques égales : les inlerseclions de ces arcs
avec les circonférences données seront les powmnis de conlact
cherchés. |

(Voyez Prob. XXXVI, Liv. IIIL.)

PROBLEME XXIV.

Quel est le lien géométrique des sommels G des triangles sphériques con-
steuits sur une base donnée AB, et dans lesquels la différence enire la
somme des angles & la hase et 'angle an sommel est constante ?

Soit P le pole du petit cercle passant par les sommnets
A, B, C. Sinous menons les arcs de grands cercles PA,
PB, PC, nous décomposerons le triangle ABG en trois
triangles isoceles. Or, E étant l'excés donné, et «, 3, 7
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étant les angies 4 la base dans ces trois triangles, 1'égalité
CAB—+-CBA — ACB=E équivaut a

’ 8 1
B+y+oa+y—(f+a)=E; dou y=7; L.
Ainsi, le triangle isocele APB est déterminé, c’est-a-dire
que le lien cherché est 'arc de petit cercle dont P est le

pole, et qui passe par les extrémités A, B de la base
donnée.

PROBLEME . XXYV.

Quel est le lieu géomélrique des sommets G des triangles sphériques
de méme hase AB et de méme surface?

En représentant par m le rapport du triangle ABC au
triangle trirectangle, et en prenant pour unité I'angle droit,
Nous aurons |

A+B+C—2=nm.

Prolongeons les cotés AC, BC jusqu’a ce qu’ils reucon-
trent Ia circonférence ABA'B’ aux points A’, B": nous for-
merons un triangle A’'B’C, dans lequel les angles A’, B’
sont les suppléments respectifs des angles A, B. L'égalité
précédente devient donc

2—A'4+2—B' 4+C—2=m,
o1l A'+B'—(C=2—m,

Ainsi, la différence entre 'angle C et 1a somme des angles
A’, B’ est constante; donc le point C décrit un arc de petit
cercle passant par les points A’, B’. C'est-d-dire que le
liew géomélrique des sommels des triangles sphériques de
méme base et de méme surface est un arc de pelit cercle
passant par les points diamétralement opposés aux extré-

milés de la base ().

(*) Celle proposition est connue sous le nom de Théoréme de Lexell.
La démonstration ci-dessus, remarquable par sa simplicité, a été donnee
par M. Steiner. (Voyez Journal de Liouville, tome VI.)

Fic. 338.
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PROBLEME XXVI.

Etant donné le ¢6té ¢ d'in polyddre régulicr, trouver le rayon R de la sphére
. circonscrile el le rayon » de la sphére inscrite,

Tétraédre. On sait que les perpendiculaires abaissées
des sommets A, D, sur les faces opposées, se coupent en
un point Q, situé aux trois quarts de chacune d’elles, a
partir du sommet correspondant. D’ailleurs, ce point O est
le centre commun de la sphére inscrite et de la sphére
circonscrite ; ainsi

R=3r.
. ) 2 2
De plus, dans le triangle rectangle OGD, OD — QG ==GD,
ou R®— ri= (_\70_3)% ’

Ces deux €quations donnent
IRy S |
R_ZCVB, ?—-120|/—6.
Hezaédre. On a évidemment

1 = 1

Octaédre. Les trois droites OA, OB, OC sont perpen-
diculaires entre elles et égales a R. Donec c=RV 2, ou

R

—_
Ve )

Si nous menons OG perpendiculaire & ABC, cette droite
sera le rayon de la sphére iuscrite a l'octaédre, et nous

. 1 :
aurons, comme cl-dessus, R*—r?*=z¢?; d’ou

N
? ""—"""\/{’;'.
Dodécaédre. Dans un pentagone régulier ABCDE dont ¢
estle coté, menons lerayon OB=R"et la diagonale AC=d.
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D’apres le Théordme I du Livre IV, le coté ¢ est égal A la
plus grande partie de la diagonale d, partagee en moyenne
el extréme raison ; donc

—2d(V'5—~1).

Cela posé, assemblons trois triangles égaux 3 ABG. Nous
obtiendrons un tétratdre CABH (fig. 342), dans lequel
I’angle triedre B sera 'un de ceux du dodécagdre (Th. XLV).
‘Si donc nous abaissons BLI perpendiculaire & GAH; si, sur
BF nous prenons BO=R'; el si enfin nous menons Ol per-
pendiculaire 3 ABC, le point I serale centre du dodécatdre.

Les deux triangles BLF, BOI donnent 5 ==,

‘ BF FL
ot =7

Pour évaluer le‘rapport de BF 4 FL, observons que

- ‘___2 —3 1
BF=}/ AB—AF= ¢ — &,
et que FL=;FH=;dV/3.
1
€% e = 2
Donc E};-——l/l f ;
sdV3

puis, en remplagant ¢ par sa valeur :

e =} 3 (5—2V5
r _‘/- l/ V)

2 2 —..2
Le triangle BOI donne ensuite Bl — OI=BO0,
ou , R:—r?=R".

Le rayon R’ du cercle circonscrit au pentagone régulier
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a pour valeur : la derniere équation devient

Vi0—2V5
donc, en vertu de la précédente :

- 262 -

(14—6V 5)r*=—x;
' o c? ___c¥{25+11V'5)
d'ou !  (T—3V5) (5—V5) 40 .

Nous aurons donc r:% cl/%'":(: V3,
et, par suite, R=%c(l/T5+ V' 3).

Icosaédre. Construisons, avec ¢ pour c¢6té, un pentagone
régulier ABCDE (fig. 343). Prenons ceite figure pour base
d’une pyramide régulitre ayant G pour sommet, et dans
laquelle I'aréte aussi soit égale i ¢. Enfin, par le centre I
du triangle équilatéral AGB, élevons, au plan de ce trian-
gle, la perpendiculaire 10 coupant en O la hauteur GF. Le
point O sera le centre de I'icosagdre.

Cela posé, si nous abaissons GH perpendiculaire 4 AB,

et si nous menons HF, les deux triangles GIO, GHF don-

GO 10
neront GH — FR"

Or,  GO=R, I0=r, GH=}cV3.

De plus, la droite HF, apothéme du pentagone régulier

.1 V541
E, a pour expression = ¢ =,
ABUDE, a] P " 27 10—2V3

En remplacant donc les lignes par leurs valeurs, dans la
proportion ci-dessus, nous obtiendrons

R_ V3V 10—-2V5
r Vi+1
Nous avons aussi, comme précédemment,

R =
n2 3 d o
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Ces deux équations ‘donnent, par un calcul facile,

_ 1 34V5 1 ' /515
f—zc—\/-f:i—, B-——-——éﬂ 5__4.:-5-—5.
PROBLEME XXVIil.

Connaissant le rayon R d'une’sphére, trouver Je ¢oté ¢ d'un polyedre régulier
inscrit, et le rayon » de la sphére inscrite & ce polyédre.

Si on résout, par rapport & ¢ et & r, les formules trou-
vées dans le Probléme XXVI, on arrive aux résultats sui-
vants :

L)

Tétraédré. C=§RV-6, Tﬂj—iﬂ
Hexaédre. c_-—-%Rl/g, fr=%RVTZ).
Octaédre. ¢=RV2, r— % RV'3.

Dodéeaddre. c=3RVT5—V3|, r=R| /225

Icosaédre. ¢= % l/l 0(5—y5), r=R l/5+195\/§. :

Remarque. Le rayon de la sphére inscrite ayant la méme
valeur pour le dodécaddre et pour Uicosaddre, on voit que,
s1 ces deux polyédres sont inscrits & une méme sphére, ils
seront circonscrits aussi & une méme sphére. La méme
propriété subsiste pour 'hexagdre et 'octaédre. Ces deux
résultats confirment ce que nous avons dit sur les polyédres
conjugués.

PROBLEME XXVIILI.

Gonnaissant le rayon R d’une sphére, trouver Vaire A et le volume V
d"un polyédre régulier inscrit & celte sphére.

Nous venons d’exprimer, en fonction de R, Ie coté ¢ du
polyédre régulier ; si donc nous désignons par e Paire de
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chacune des faces, nous trouverotis, par les formiles con-
nues (*), les valeurs suivantes :

Tétraédre. az} 2/ 3—=R2V3; A=§Rﬁl/:"’).

Hexaédre. a=—c?: gBﬂ; A=8R2.
Octaédre. a:icﬁl/'?):%l{*l/'?_); A==4R2Y 3.

_____5_ 2 Vg+1 ___1 9 ‘ S : )
Dodécaedre. a==3c¢ YETITYE R I/'IO(S V'5);

| A=2R) 10(5—V5).
Icosaédre. a:}cﬂﬁzi%ﬂa(fiﬁ——l/ﬁ);
A=2R*(5V 3—V 15).

Multiplions actuellement la valeur de A par %r; nous

aurons l¢ volume V du polydre, savoir :
Tétraedre. V:;Bﬁﬁ : g-R:%R?’VB:
Hezaddre. V—=S8R®. %RI/?)—-—z-ng?).
Octaédre. V=4R2V'3 '. 1Rl/—'«.’)==“ER3.

Dodécaédre. V.__QB2I/10(5 V5) . B 5+2\/5
=28}/ 30(5+V'3).

Icosaddre. V=2R2(5V3—V15). Bl/ﬁ—l- 25
= R3]/ 104-2V5.

(*) Eléments de Géoméirie, Liv. 1V.
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PROBLEME XXIX.

Une sphére variable § se meut en touchant continuellement trois sphéres
fixes A, B, G, données de grandeur el de posilion. Quelle est la courbe

déerite sur chacune de celles-ci par son point de contact avec la sphére
mobile?

Soient @, b, ¢ les points oit la sphére S, considérée dans
Pune quelconque de ses positions, touche respectivement
les spheéres A, B, G; et, pour fixer les idées, supposons
que celles-ci soient, deux A deux, extérieures I'une i I'au-
tre, et que la sphére S les touche extérieurement.

Le point @ est évidemment le centre de similitude inverse
des sphéres S, A; de méme, b est le centre de similitude
inverse des spheres S, B; donc la droite ab passe par le
centre de similitude directe des sphéres A, B (Liv. III et
Liv. VI). |

Pour la méme raison, la droite bec passe par le centre de
similitude directe des sphéres B, C, et la droite ca passe
par le centre de similitude directe des sphéres G, A. Donc
le plan des trois points de contact a, b, ¢ passe par I'axe
de similitude directe des spheres données. Il est évident,
en outre, que ce plan coupe les quatre sphéres suivant
des cercles tels, que celui qui appartient A S touchera les
trois autres.

Soient (fig. 178) abc, a’ad’, bb'Y, cc'c’ ces quatre
cercles. Soient, de plus, m, m’, m” les centres de simili-
tude dont 1l vient d’étre question : ces points seront, en
méme temps, les centres de similitude des trois derniers
cercles, considérés deux a deux.

Le point de contact a est sur la droite qui joint le centre
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radical o de ces mémes cercles au poéle p de leur axe de
similitude, ce pdle étant relatif au cercle aa’a” (Liv. 111,
Prob. XXXVI). Or, le lien décrit par le point p, quand le plan
~de la figure tourne autour de 'axe mm’m”, est la droite
réciproque de cet axe (Th. VII); et, d'un autre coté, il est
clair que le lieu du centre radical o est I'axe radical des
sphéres A, B, C. Conséquemment, le lieu du point & est
la circonférence suivant laquelle le plan de ces deux droites
coupe la sphere A.

Les mémes raisonnements s’appliqueraient aux lieux dé-
crits par les points b et ¢. On a donc ce théoréme :
 Quand une sphére variable S se meut en louchant conti-
nuellement trois sphéres fixes A, B, G, le lieu décrit sur
chacune de celles-ci par son point de contact avec la pre-
miére sphére est un petit cerle dont le plan est perpendi-
culaire a celut qui conlient les centres des trois sphéres
données (*). )

(') Cette propriété remarquable a é1é découverte par Dupuis, ancien
éleve de I'Ecole Polytechnique, mort au commencement de ce siécle.
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" LIVRE VIIL

PROBLEME 1.

Un demi-décagone régulier, dont le coté est ¢, tourne aulour du diamétre
du cercle inscrit. Quel est le volume V du corps engendré?

Ce corps se compose de celui qui est engendré par le
secteur polygonal régulier OBCDEFO, augmenté des deux [ic, 544.
cones engendrés par OAB et OGF.

Or, |

.3

vol.0B...FO=270A . 20A . J0A=;n0A,

——
vol. OAB:vol.-OGF—_-%rrAB .0A;
done, en appelant a I'apotheme OA, nous aurons

. 4 1
V'-=-“§ nas (-_,fracz.

Dans le décagone régulier, le rapport de 'apotheme au
c6té est égal & 1-|/5+ 2V'5; donc

o

V=2Lrc[2(5+2V5)+1]}/ 5+2V5
=12t (11 4413 [/5+2|/B

ou, en effectuant,
V=2re]/ 1885 +842//5.

L’expression du volume, en fonction de l'apothéme «,
serait bien moins compliquée.
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i 2 i 4 i 2 o =g
ar Vee¥-n31 2,3 b a3 3(5— AV 5):
Car V=370’ + s na’ —— = sma’+ 5 o (5—2V'5);

ou V=S ma? (15 — 2V5).

PROBLEME II.

A une demi-circonférence ADB, on méne une tangente DG; aprés quoi I'on
fait lourner la ligne AFDC antour de ABC. Gomment doit-on prendre la
tangente pour que la surface conique engendrée par celte droite ail un
rapport donné 77 avee la surface de la zone engendrée par AFD?

D’apres I’énoncé, on doit avoir

CD.DE
2R.AE "~

R étant le rayon de la sphére.
Menons le rayon OD : les triangles CDE, DOE donneront

m,

CD__DE,

oD~ OE’
' s DE
. DE
puis —==11.
2AE.OE
—

Mais DE=AE .BE; donc
BE__m
OE~ 2°

Il faut donc, pour résoudre le probléme, partager le rayon
OB en deux segments BE, OE, dont le rapport soit la moitié
du rapport donne, etc.

PROBLEME III.
Quelle est I'étendue A de la partie de la surface du globe, visible pour
un aéronaute placé 3 une hanteur % au-dessus du soi?

Si I'on congoit un cone DCG circonscrit & la sphére ter-
restre O, et dont le sommet C soit I'ceil de I'observateur,
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le petit cercle DG séparera 1a zone visible DBG de la zone
invisible DAG. Nous aurons done, en désignant par R le
rayon de la terre, et par x la hauteur BE de la zone cher-
chée,

A=2zRz.

Menons le rayon OD; nous aurons aussi, dans le triangle-
rectangle CDO :

R?= (R —z) (R +I).

y Rk
Cette équation donne  T=g—;
' o R
d’olt - A=2nRhg. (1)

Pour réduire cette formule en nombres, on ohservera que
la circonférence de la terre, supposée sphérique, est égale
a quarante millions de métres, et que, la hauteur h étant
presque toujours une petite fraction du rayon terrestre, on
pourra,du moins pour une premiére approximation, négliger
h dans le diviseur. On auradone, A fort peu de chose prés,

A =40 000 000 h métres carrés,
ou A=(4000h) hectares, (2)

la lettre h représentant maintenant le rapport entre la hau-
teur donnée et le matre.

Pour obtenir une formule plus rapprochée, il suffit de
remplacer

R 1 LA (h)2 |
e 1 s -.__!.-’
R-+4 _H"fpbf R R

par ce développement limité & un certain terme, au second
terme, par exemple.

Comme application, supposons h=>5000 : la formule (2)
donnera |

A =20 000000 hectares.
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Cefte valeur est trop grande : pour la corriger, il faut la

- h
multiplier par 1— . Or,
R 40000000 20000000,

27T T 2

h  w.5000 .

donc R~ 20000000’

donc :
A=(20 000 000—5 000 =) hectares =19 984 292 hect.
Cherchons 4 quelle hauteur I'aéronaute devrait s’élever
pour apercevoir une zone terrestre équivalente a la surface
de la France. D'aprés M. Bravais (*), la superficie de
notre territowre est de 52 768 600 hectares ; donce, par la
formule (2),

52 768 600
h=2T8 90 15 192.

Pour avoir une valeur plus exacte, résolvons, par rapport
a h, 'équation (1); nous aurons
AR
h 2w R¥=A’
d’ou, a fort peu de chose prés,

hzé'i_li(j + 2:119)'

A (s
Le facteur 5= est précisément la valeur de h que nous

avons obtenue tout A 'heure; donc
h=13192(1+237 =13 1921+ goror)=

R 20 000 000
=13192 45 =13 192 +y.
On a log13192 = 4,1203106
210g13192 = 8,2406212
+logm = 0,4971499
— log 20 000 000=—7,3010300
logy = 1,4367411
y=21,...
h—=—13219.

() Pairia, tome I°r, page 2.
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Ainsi, pour embrasser toute la France dans son hori-

zon, I’aéronaute devrait s’élever & une hauteur d’environ
13 219 metres.

PROBLEME 1V.

Par les extrémités de deux rayons 0A, OC, on méne les tangenles AD, CD,
lesquelles se coupent en D. On demande d'exprimer, en fonction du rayon
R et de la projection AL de Pare AFG, les volumes des corps engendrés
par le triangle AOG, par le segment ACF, et par le triangle ADCF,
lorsque ces {rois figures tournent autour da rayon 0A.

Menons OD : cette droite sera perpendiculaire au milieu Fie. 346.
de la corde AC. Soient énsuite Cli—=z, AD=y, AE=h.
Nous aurons d’abord

vol. AOC=v="7Ra?;

vol. ACF =v’ gfrB?h— v

vol. ADCF =1"—vol. ADCE — vol. AFCE

=§ nth(2®~+ zy<+ y?) — % L2 h— % nh3.

La perpendiculaire CE est moyenne proportionnelle entre
les deux segments du diamétre; donc x2==h(2R—h).

Lesdeux triangles semblables ADG, CAE donnent igzgg ,

— 2
AC Rh

ou I=ste= %

Par suite, v=:-i'nRh(2R—h), v’zgﬁﬁh‘z,

1 R
'U” _— -:} T

"2 R—A"

Remarque. Si h=R, auquel cas les deux rayons OA,
OC sont perpendiculaires entre eux, on a

1
v=1p'=—1" ;ir:B3.

2t
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Ainsi, dans ce cas particulier, les trois corps proposes
sont équivalents entré eux, ét chacuii d’eux est le quart de
la sphére. |

PROBLEME V.

Caleuler le volume d'une lentille biconvexe ACBC', connaissant son épaisseur
CC', et les rayons R, R des sphéres 0, 0" qui en forment les deux faces.

Si la figure GAG' tourne autour de 00’, les demi-seg-
metits circulaires GAD, C’AD engendrent deux segments
sphériques, dont 'ensemble constitue la lentille.

Désignons par h, k' les hauteurs CD, C'D, et par V le
volume cherché ; nous aurons d’abord

e 2

1 7 1 !
V=t 7AD (b 1)+ Sr (W3 13),

__=2 |
ou V= r(h+h') [BAD + h2+h'2— k1.

Menons les rayons OA, O'A, et appelons d la distance des
centres 0, O'; nous aurons, dans le triangle OAQ! :

f;,- AD.d= %I/ (R+ R'-i:d) (R—;- R'—d) (R+d—R) (R+d—R);

v T2 (R+R'4-d) (R+-R'—d) Nt
dod  AD=CFRANRER—Drp_(R—R')].

Dans le méme triangle,

2 2 2
A0'=00'4+0A—200'.0D,
ou R"?=d*+4-R2—2d (R—h);
- (R'+d—R)(R+R'—d)
T 2d v 7
/e (R d — R)(R+R'—d)
5 :

d’ou

De méme,
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Ces deux valeurs donnent
h-+h'=R+4+R'—d,

et P R'3— hh'=
R+R'— d)?
: +4d'1 F [(R'4-d—RY (Rt d— R’} (Rt-d—R')(R'+-d—~R)],
‘ r_ 8
ou h*+h’9—hh"—-(R_:Rda % @3 R—R)).

| _ _ L 2
Ajoutant cette expression au triple de AD, nous obtenons

—
3AD 4+ Nh+4-h'% = hh'=

B“:g;"d{ 3 (R-+-R'+d) [*— (R—R)%}+ (R+R'— d) [+ 3 (R—R'?] }
=2 2 [(2R+-2R'+d)d— 3 (R— R')A].

L'expression du volume devient done

1 _(R+R'—d)
V=0""4

Si maintenant nous désignons par e 1'épaisseir de la len-
tille, nous aurons d=R—+R’'—¢; d’ou enfin,

[(2R+2R'+d) d— 3(R— R')?].

{ e?

vzi—é'ﬂ' ([{—l—-R’—e)ﬁ

[¢*—4(R4+-R')e+12RR’).

PROBLEME VL.

Un cone est. circonscrit & deux sphéres de rayons R et R', langentes exté-

rieurement. Quel est le volume de 1'espace compris entre les lrois
surfacés? .

Par la ligne des centres, faisons passer un plan quel-
conque : il coupera les deux sphéres suivant des circonfé-
rences OC, O'C tangentes en G ; et il coupera la surface du
cone suivant une droite AA’, tangente aux deux circonfé-
rences.

Le volume V qu’il s’agit d’évaluer est celui du corps en-

Fic. 348.
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gendré par la figure ACA’. Or, si nous abaissons AB, A'B’
perpendiculaires 4 la ligne des centres, nous aurons, en
retranchant du tronc de cone engendré par ABA'B’ les
segments engendrés par ABC et A'B'C :

—2 et
V==;7BB'(AB-+A'B’+ AB. A'B/)

2

— m—8 3,
— !7(AB.BC+A'B".B'C)— ;= (BC+BC):

Menons, par le centre 0, la parallele O'D i la tangente
commune AA’: 'angle D sera droit; par conséquent, les
triangles AOB, 0'0D seront semblables ; et nous aurons

' OA R—R'
OB=0D 5z=Ry7x-

Cette valeur de OB donne

2

—2 3! '3
AB==4 R AR =4 R

(R+R’ (R+RJ
2RR' s 2RR'__pp.
Bl=110, B pp==BC;
puis
V=14 m s (4 (R*+ R+ RR)—3 (R4 R")—2RR');
4 R®*R"™
ou enfin Ve=m o

Remarque. Nous avons trouvé, par le caleul, BC=B'C:
il est facile de vérifier, géométriquement, que ces deux seg-
ments sont, en effet, égaux entre enx.
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PROBLEME VII.

Le litre, qui sert @ mesurer les liquides, est un eylindre dans lequel Ia
hauteur est double du diamétre de la base, et dont fa capacité est de 1 dé-

cimétre cube. On demande de caleuler, & moins de 7 de millimétre , les
dimensions de ce corps.

Prenons pour unité le décimetre, et représentons par h
la hauteur du cylindre; nous aurons

1=},

o 5 /Te
dl ou h:l/—‘;—?
t

Il s'agit de calculer cette expression, d moins de
d'unité.

Multiplions les deux membres par 1000 : nous aurons

3 ' .
1000 h=|],”"16 000000000 ; et il nous faudra cal-

culer cette nouvelle quantité, & moins d'une unité.
Le rapport du diamétre a la circonférence, représenté

par 11-;, est_compris entre 0,3183098 et 0,3183099 : si
nous adbptons la premiére valeur, nous aurons
16000 000 000 = =5 092 956 800.

Cette valeur peut différer de la véritable, d’environ 1600 uni-
Lés. Mais cette erreur n’inﬂueﬁpas sur la racine cubique,
attendu que celle-cl a quatre chiffres (*).

Extrayant donc la racine du plus grand cube contenu
dans 5092956 800, on trouve 1000 h==1720; d’ol
h=1%,720==472un Q. |

("} Yoyez le Manuel du Baccaluurdat és sciences.
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Ainsi, la hauteur du litre=1722m,0; et le rayon de la
hase=43mn (),
Pour vérifier les calculs précédents, opérons par loga-
rithmes ; nous trouvons |
log16 = 1,2041200
—logm =—0,4971499

0,7069701
; =0,2356567=logh
h=—1,7205

PROBLEME VIIL

Les angles d'un ftriangle sphérique sont, respectivement,
A=A48 18, B=03° 12", (=T75°24;
le rayon de la sphere est R—=10=,49. Trouver, & moins de 1 millimétre
carré, la surface du triangle, i

En prenant pour unités I'angle droit et le triangle trirec-
tangle, on a, pour la mesure du triangle,
T—=A4+B+C—2.
D’aprés les données, la somme des trois angles est
184° 54 ; donc

54
T__,-isi-;—gb 2__;‘_‘:’_
90 T 900"

. : , . 49
Ainsi, le triangle proposé est équivalent aux o du

triangle trirectangle.
D’un autre coté, le centimétre étant pris pour unité, I'aire
de la sphére est 4m(19)%; celle du triangle trirectangle

est donc %n(l‘é))“. Par suite, I'aire du triangle proposé sera

___11_361.49
— " 1800 °
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En opérant par logarithmes, nous aurons

loge = '0,49714987
log361 = 2,55750720
log49 = 1,69019608
—log 1800=— 3,25527251
loga = 1,48958064

¢=30,873...
La surface du triangle est donc d'environ 3 087 milli-
melres carrés. .

PROBLEME 1IX.

rd

Circonserire, 4 une sphére donnée, un cone droil dont la surface totale
soil équivalente & celle d’un cercle donné (7).

Coupons les deux surfaces par un plan quelconque, pas-
sant suivant!’axe du cone : nous obtiendrons, pour sections,
un triangle isoctle ASB, et un grand cercle CDE, inscrit
a ce triangle; en sorte que les deux corps dont il s’agit
sont engendrés par le triangle rectangle CAS et le demi-
cercle CDF, tournant autour de SC.

Représentons par R le rayon OC de Ia sphére, par a le
rayon du cercle donné, par « le rayon AG de la base, par
y la hauteur SC, enfin par z I'apothéme AS du cone; nous

aurons d'abord

2(245)—a. (1)
£ Les triangles semblables ACS, ODS donnent g—cﬁ_——_%-g,
ou o o | 2

(*) Cé probléme appartient, & proprement parler, i I’ Application de
VAlgebre a la Géoméirie. La méme remarque s’applique a2 quelques-uns
des problémes suivanls.

Fic. 349.
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En prenant les mémes triangles, et en observant que Ia
tangente SD est moyenne proportionnelle entre SG et SE,

NOUS aurons encore

€r Yy
R Vy{y—2R)’
Y s _ Y
d'ol v?*=R—x. (3)

La relation (2) donne === — x. Au moyen de cette

- . ? b
valeur, I'équation (1) devient =f==a?: et, & cause de

I'équation (3), y_l_{_y; z = a?% d’ou enfin

]

Y (%— y)-——Qaﬁ.

| . . as
La somme des deux facteurs du premier membre est = ;

leur produit est 2«2, Il faut donc, pour obtenir la hauteur
SC du cone, construire un rectangle équivalent a 2u?, et

L] - - [ 4 b g
dans lequel la somme des deux dimensions soit égale i &

La question est ainsi ramenée a un prohléme connu.,

Remarques. 1. Pour que le probldme soit possible, il

faut que 'on ait 1—%? 2a?, ou ¢S 8R2. Lorsque a®>=8R?,

i . a
y==3===4R, et la surface du cone est un minimum.

II. Lorsque y==4R, les équations (3) et (2) donnent
z=RV2, 2=3RV2. Conséquemment, le coue de sur-
face minimum, circonscrit & une sphére donnée, jouit dés
propriétés sulvantes :

1¢ Sa hauteur est double du diamétre de la sphére ;

20 Son apothéme est triple du rayon de sa base ;

3° Sa surfuce est double de la surface de la sphére;

4° Son volume est également double du volume de celle-ci.
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En effet, quand un polygone ABCD, circonscrit & une demi-
circonférence EF et limité par un diametre XY, tourne
autour de celui-ci, le volume V du corps engendré et le
volume V' dela sphere sont respectivement égaux aux aires
correspondantes A, A’, multipliées chacune par le tiers

du rayon OE. Donc

v__A
VT A"

PROBLEME X.

Couper une sphére par un plan, de maniére que le segment sphérique CAD
ait, avec le secleur sphérique correspondant CADO, un rapport donné .

Représentons par R le rayon dela sphére, par « la hau-

teur AE du segment, par y le rayon CE de sa base. Nous

aurons
1 1
5 Y X+ g T
2 Qe
3 TRz

ou, en simplifiant,
3y 4+ £?=4R?*m. (1)
D'un autre coté, la perpendiculairé CE est moyenne pro-
portionnelle entre les deux segments AE, BE du diameétre ;
donc
yr =2z (2R — ). (2)
La substitution de cette valeur donne I’équation du second
degré |
| r? — 3Rx 4+ 2R*m=—o0, . (3)
dont on construira facilement les racines. Quant i la dis-
cussion de cette équation, elle dépasse les limites que nous

avons di nous prescrire. La méme observation s’applique
aux problémes qui suivent.

Fic. 350.

Fic. 351.
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PROBLEME XI.

A une sphére donnée, inscrire un cylindre ayant un rapport donné
avec la somme des deux segments sphériques adjacents.

Soient R le rayon de la sphére, z le rayon EC de la base
du cylindre, y la moitié OEde la hauteur de ce corps. On aura

2 Tty

1 ==,
T2 (R—y)+ 37 (R—yJ

ou  6ay=m(R—y)[52° + (R —y)]. (1)

D’ailleurs, dans le triangle rectangle OEC, 2 =R2? — 42 :
Péquation (1) devient donc

3 (R~ ¢’)y =m (R —y)° (2R +9);
d’oui, en supprimant le facteur commun R — y et en ordon-
nant :

y°+ Ry— -2 R2=0. 2)

Rémarque. La suppression du facteur R —y équivaut a
celle de la solution y =R, solution qui, évidemment, ne
convient pas au probléme.

PROBLEME XILI.

A une sphére donnée, inserire un cone ABG équivalent au segment
sphérique adjacent ABD.

Représentons par R le rayon de la sphéré, par z le rayon
de la base du céne, par y la hauteur DE du segment. Nous
aurons

:-f;mn“ (2 B—y):%m"’y+ % Y8,

.

ou z? (4R — dy)=1y3.
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Et comme x est moyen proportionnel entre y et 2R —y :
y (2R—1y) (4R —5y)=
En supprimant le facteur y et enréduisant, on trouve
2y* — TRy + 4R%>=0,
Cette équaiion donne

yHRT..i_\/_

La premiére valeur est plus grande que 2R; elle doit
donc étre rejetée. La seconde seule satisfait a la question
proposee.

PROBLEME XIIL.

Couper un (riangle ABC par unc paralléle DE & fa base AB, de maniére que

les corps engendrés par les deux segments CDE, ABDE tournant aulour de
celle base , supposée fixe , soient équivalents.

Soient CF==h et CG==x les hauteurs du triangle ABC
et du triangle CDE. Il faut, d’aprés I'énoncé, que le corps
engendré par celui-ci solt équivalent & la moitié du corps
engendré par I'autre triangle.

Or, on sait que le corps engendré par un triangle tour-
nant autour d'un axe situé dans son plan a pour mesure

Vaire de ce triangle, multipliée par la circonférence que dé-
crit son centre des moyennes distances (*) ; donc
!

yol. ABC=ABC.27%, vol. CDE=CDE=2r 2022,

- On conclut, de ces deux valeurs,

ABC.h 9
CDE.(3h—2z)

(*) Ele’men{s de Gdométrie, page 290.

Fic. 394.
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Mais les triangles semblables ABG, GDE sont entre eux
comme les carrés de leurs hauteurs b et z. L’équation de-
vient done

h3 =222 (3h — 2x),
ou 4a® — 6ha®+ h¥=o. (1)

Avec un peu d’attention, on reconnait que cette équation

: R ’ rF . ’ h - .
du troisieme degré est vérifiée par x==7. Alnsl, la paral-

léle DE & la base AB doit éire menée par le miliew de la
hauteur CF.
Remarque. Les deux autres racines de I'équation (1)

sont mzéh(i TV'3) : elles ne satisfont pas & énoncé,

mais il est facile de fes interpréter.

PROBLEME XI1vV.

Couper un friangle ABG par une droite AD, passant par le sommet A, de
maniére que les corps engendrés par les deux segmenls ABD, AGD, tour-
nan! antour d’un axe donné XY, situé dans leur plan, soient équivalents.

Des points A, B, G, D, abaissons des perpendiculaires
sur XY. Nous aurons, comme dans le Probléeme XIII -

vol. ABD==ABD. 2 24 B¥+- DD

vol. ACD==ACD. 2 22 CE DY

Les deux triangles ABD, ACD, qui ont méme hauteur,
sont proportionnels i leurs bases BD, GD. Par conséquent,
en exprimant que les deux volumes sont égaux, nous trou-
Verons

BD (AA’+ BB’ + DD’y =CD (AA" 4- GG+~ DD').

Pour abréger, posons

AA'=a, BB'=b, CC'==¢, BD=x, CD=1y,BC=!;
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“I'équation deviendra

z (@ + b=+ DD') =y (a + ¢+ DD’).
Pour &liminer DD’, observons que

[BC.DD’==BD.CC’+ CD . BB’ (III, Th. I);

. cac+4-b
d’oll - DD'— _'; 4, )

puis  (a+b)z—(a+o)y+(z—y) TL=0. (1)
Au moyen de cette équation et de

| x+y=l, (2)
on pourra déterminer x ety.

- Si, par exemple, on remplace y par [ —x, on trouve que
Vinconunue x est donnée par I'équation du second degré :

2(b—c)x2—2 (a+2b) lx+ (¢ + b 4 c) [*=0.

PROBLEME XV.

D'un point pris sur la surface d'une sphére de rayon R, comme centre, dé-
erire une surface sphérique telle, que la parlie comprise entre les surfaces
des deux sphéres ait un volume donné.

Le corps intercepté entre les surfaces des deux sphéres
est évidemment une lentille biconvexe, dont 1'épaisseur est
lerayon R’ de la sphére cherchée. Conséquemment, si nous
désignons par m le rapport entre le volume de cette lentille
et le volume de la sphére donnée, nous aurons, par la der-
mere formule du Probléme V :

Lamid=21 7~ [R?—4(R+R')R’'+12RR];

d’out 3R"* —8RR" 416 mR* = o.
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Telle est I'équation qui donnera le rayon R’. Pour la

)

. . , R
simplifier, posons === ; nous aurons

Dt — 8x3 4+ 16m =o.

Le lecteur & qui la Théorie des équations est familiére
reconnaitra sans peine que cette équation a deux racines
imaginaires; qu'elle a deux racines positives, 'une plus
petite et I'autre plus grande que 2; etc.

PROBLEME XVI.

Trouver le rayon d’une sphére équivalente a la limite de la somme d'une
infinité de sphéres dont les rayons décroilraient en progression ‘par
quolient,

Représentons par R le rayon de la premiére des sphéres
données, par ¢ le rapport de deux rayons consécutifs, et
par z le rayon de la sphére cherchée ; nous aurons, en
remplacant les spheres par les cubes de leurs rayons, ce
qui est permis :

P=R[1+ ¢+ () + (P +...].
Les termes contenus dans la parenthése forment une
progression décroissante, dont la raison est ¢3. La limite

1
de leur somme est, par la formule connue, -t done
RS |

x_——- *
et V' 1—¢?

o
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'PROBLEME XVIL

A un cone droit ABD on inscrit une premiére sphére 0 puis, dans 1espace
compris enire celle-ci et la surface latérale)du cone, on inserit une deuxiéme

sphére 0'; el ainsi de suite indéfiniment, Quelle sera la limite des volumes
de toutes ces sphéres?

Si, dans le triangle isocéle ABD, section méridienne du Fic. 3506.
cone, nous Inscrivons une circonférence CEC’, cette Ligne
représentera la section faite dans la sphére O, par le plan
du triangle. Menons, par 'extrémité G’ du diamétre GG/,
la tangente B'D’, évidemment parallele A BD; nous obtien-
drons un nouveau triangle isocéle AB'D’, dans lequel nous
pourrons inscrire la circonférence G'CY, section méridienne
de la deuxiéme sphére ; et ainsi de sulte.

Cela posé, joignons le point de contact E au centre O,
N0US aurons

BC __ AB
. OE— A0’
ou, en posant BC==a, AC=), AB==¢, OE=R,
E ¢
R~ =R’
ab

Cette proportion donne R=——.

Actuellenient, les rayons des spheres O, 0’ soiit pro-
portionnels aux hauteurs AG, AG’ des cones semblables

dans lesquels ces sphéres sont inscrites; donc
R _b—2R c¢=—a

R- b ~— c+a ={.
La formule trouvée ci-dessus (Probl. XVI) donnera donc,

pour la limite des volumes de toutes les sphéres,
4 ab \3 1

V-—-—%'ﬂ:(a_l_c) o c—a 3

(c:—f-a)
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2 a®b®
ou V"'_E_iﬁ?.c“—}-a“’

ou, enfin,-a cause de ¢*=a*4-b%:

Remarque. Le rapport entre le volume V et le volume V’

2 h2
3b*+-4a?’

quand e=0, diminue indéfiniment lorsque « devient de
plus en plus grand. Ainsi, 1a somme de toutes les sphéres
0, O0’, 0”..... est toujours moindre que les deux tiers du
cone.

§Cette fraction, qui se réduit h%

) \'&
du cone est V=

PROBLEME XVIII.

On suppose qu'aprés avoir formé une pile triangulaire de boulels, on méne.
trois plans, tangents aux rois plans de cette pile et formant, avec le plan
horizontal d'appui, un tétraddre régulier T. Quel sera le rapport m entre
la partie pleine et la partie vide de ce (étraddre?

Représentons par n le nombre des boulets contenus dans
le coté de 1a base de la pile, et par d leur diamétre com-
mun ; le volume de l'espace occupé par tous les boulets, ou
de l'espace plein, sera

V= % nd3, "("'!'13(";*'2) == 316 mn (n-+1)(n+2)d® (*).

Considérons les centres des boulets placés aux angles
de la premidre couche horizontale, ainsi que le centre du
boulet placé au sommet de Ia pile : il est clair que ces
quatre points sont les sommets d’un tétraddre régulier T'.
De plus, on reconnait facilement que l'arété de ce té-
tratdre se compose de n—1 fois le diamétre d’un boulet,

(") Manuel des candidals & UEcole Polytechnique.
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en sorte qu’elle est représentée par ¢'=(n-—1)d. Enfin,
~ les faces de ce tétraddre sont éloignées des faces corres-
pondantes de T d’une quantité égale au rayon d'un boulet,

c’est-a-dire égale A ;d.

Soit maintenant r’ le réyon de la sphére inscrite au té-
traédre T’ ; nous aurons (VII, Probl. XXVI} -

P n—ldl/g

donc le-rayon de la sphére inscrite 4 1'autre tétraddre sera

r=1'+3d, ou r=="= 11';‘/6 dv'6.

Les deux tétragdres sont entre eux comme les cubes des
rayons des sphéres inscrites. Or, le volume du premier est

-c’ -c’I/:"> 57 = (n—1)3d%V 2;

12
donc le volume du second sera

V=1 (n—1+VBPdV 2.

Si, du volume total V, nous retranchons le volume v
trouvé ci-dessus, nous obtiendrons le volume V' del'espace
vide ; Savolr

v'= o B*[3 (n—1++V BV 2—n(n-+1) (n+2)n].

Le rapport cherché est donc

n(n+1){n4-2)7
3(n—1+VEPV2—n (n41) (n+2)=’

1]
= 0,43..
A partir de cette valeur, m croit indéfiniment lorsque le

nombre » des boulets augmente. La valeur limite s’obtient
en supposant, dans la formule précédente, n infini. On

trouve ainsi,

=

Remarque. Quand n=1,m=

.. | ' '
limite de m= Vi 2,85...

22
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PROBLEME XIX.

Les milieux des arétes d’'un polyédre régulier sont situés sur la surface d'une
sphére §, d laquelle_ces arétes sont-tangentes, et dont le centre est eelui
du polyédre. De plus, la sphére est coupée, par les faces du polyédre,
suivant des circonlérences inscrites d ces faces.

Cela élant admis, on demande d’évaluer, en fonction du ¢dté ¢ du polyédre,
la somme des calolies sphériques ayant pour bases ces circonférences.

Sotent R, » et p les rayons respectifs de la sphére cir-
conscrite, de la sphére inscrite et de la sphéré S.

Supposons que 1'on joigue le centre commun O des trois
sphéres & un sommet A du polyédre et an milieu G d’une
aréte aboutissant 4 ce sommet : on obtiendra ainsi un
triangle ACO, rectangle en G, et dans lequel OA =R,

0C=p, AC=3

¢; donc
=R 1)
Chacune des calottes sphériques dont il s’agit a pour
hauteur, évidemment, p—r; en sorte que l'aire de cette
calotte est représentée par 2zp (p — 7). En supposant donc
que n soit le nombre des faces du polyédre, et en désignant

par A l'aire cherchée, nous aurons
A=2nrp(p—r). (2)
It ne s’agit plus maintenant que de substituer, pour R
et 7, lears valeurs connues (Probl. XXVI, Liv. VII). On ob-
tient ainsi les résultats suivants :

s 1
Tétragdre. p*=g3c?, A=!=(3—V3)c.
Hexaédre. p*==;¢*, A=3nc".

1
2
Octaédre. p2=zl02, A=§n(5——|/6)c"’.
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Dodécaédre. p* = 1-% (3+V'5)c?.
A=3r[T+3 V5_2|/85+ V5] g,

dcosaédre. p*= 1—‘6 (V' 5+ 1),

A=52[3+V5—2)/ 54+V5] e

Remarque. Prenons chacune des circonférences données
pour base d’un cdéne ayant son sommet au centre du po-
Iyédre. Si la surface de ce cone est prolongée indéfiniment,
elle interceptera une partie de I'espace indéfini, partie a la-
quelle on donne le nom d’angle conique. Or, ainsi qu'on le
démontre facilement, cet angle conique a pour mesure le
rapport de la calotte correspondante a la surface sphé-

rique S. Nous aurons done, pour la mesure « de la somme
de ces angles : |

A, n,l r
“"’MP"""i( —E)'

La substitution des valeurs trouvées pour r et pour p

donue ensuite les résultats suivants, pour les divers po-
lyedres réguliers :
21— Zz)-

Tétraédre. « 73
Hexaédre. a=5(1-— "\_;E')

{

Octaddre. a=—4 (i — "\;E) .

Dodécaédre. «a=6 [1 — %l/9+ 2 VB] :

Icosaedre. a:=10[1 1;;/;’.

FIN.
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